Kapitola 1

Uvod

1.1 Zakladni pojmy

Primitivnt funkci funkce f na otevieném intervalu I rozumime funkci F', pro
kterou plati

(Vz € D(F'(x) = f(x))

Piiklady.
Funkce F(x) = x® — 5z je primitivn{ funke{ funkce f(z) = 32> —5 na mnoziné
redlnych cisel.

Derivace (—1/z)" je rovna 1/2?, a proto je funkce F(z) = —% primitivni
funkef funkee f(z) = & na intervalu (0, +00).

Podobné je funkce F(x) = log(x) primitivni funkei funkce f(z) = © na
intervalu (0, +00) a funkce F(x) = log(—x) na intervalu (—oo, 0).

Funkce F(z) = 2y/z je primitivn{ funkef funkce f(z) = —= na intervalu
(0, +00).

Jiny nazev pro primitivni funkci je neurcity integrdl. Neurcity integral
znacime symbolem [ a integraéni proménnou symbolem dz. Vyse uvedené
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6 KAPITOLA 1. UVOD

priklady zapiseme pomoci téchto symbolu

/3x2—5d:£ = 22— b5z

/ldx = log(x)
/ldx = log(—x)

T

/%dx _ oz

Vsimnéte si, ze se z tohoto zapisu vytratily intervaly. Neni to spravné, ale
budeme se toho zpravidla pii vypoctu neurcitého integralu dopoustét. Jiné to
bude pfti praci s urc¢itym integralem, tam bude interval ddn mezemi integralu.

1.2 Jednoznacnost

Primitivni funkce nenif ddna jednoznac¢né. Napifklad (z2)" = (2? + 1) = 2z,
a tedy ob¢ funkce Fi(z) = 2% i Fy(z) = 2% 4+ 1 jsou primitivnimi funkcemi
stejné funkce f(x) = 2x. Pro libovolné ¢islo ¢ je i funkce F(z) = Fi(x) + ¢
primitivni funkci funkce f, primitivnich funkei ma tedy funkce f nekonecné
mnoho. Cislo ¢ nékdy nazyvame integraéni konstantou a nékdy aditivni kon-
stantou. Rikdme pak, Ze je primitivnif funkce ddna jednoznacné az na aditivni
konstantu. Jind nejednoznacnost v pojmu primitivnimi funkce neni, jak tvrdi
nasledujici véta.

Véta. Necht jsou funkce Fy, F, primitivnimi funkcemi funkce f na intervalu
I. Pak existuje ¢islo ¢ € R takové, ze pro = € I plati Fi(z) = Fy(z) + c.

DUKAZ. Necht jsou Fy, F, primitivnimi funkcemi funkce f na intervalu I.
Pak z definice primitivni funkce plyne, ze pro x € [ plati Fj(x) = f(x),
Fi(x) = f(z). Odtud plyne Fj(x) = Fy(z).

Uvazujme funkei, kterd je rozdilem téchto dvou primitivnich funkci z —
Fi(x) — Fy(x). Z vyse uvedeného plyne, ze jeji derivace je rovna nule na
intervalu /. Odtud plyne, Ze je tato funkce na intervalu I zaroven neklesajici
i nerostouci (plyne z véty o monotonii a derivaci), a tedy je konstantni. A
odtud plyne dokazované tvrzeni Fy = F5 + c na [. O



1.3. EXISTENCE 7

Néasledujici pripad ukazuje, ze je ve vété podstatné uvazovat primitivni
funkce na intervalu. Obé funkce maji na R\ {0} derivaci rovnu 1/z a ptesto
se nelisi jen o konstantu.

log(z) x>0 log(z) x>0
f(2) :{ 105(_;3) r<0 9(z) :{ Qilog(—x) x <0

Vzorce typu [ % dz = log|z| + ¢ néktefl puritdnstéjsi matematici nemaji
prilis v lasce praveé kvuli nejasnosti definiéniho oboru a nejasnosti vyznamu
konstanty c. V tomto textu integrac¢ni konstantu c¢ zpravidla nebudeme uva-
det.

1.3 Existence

Ke spojitym funkcim existuje primitivni funkce, ale ne vzdy ji muzeme
vyjadiit pomoci elementarnich funkci. K takovym, pomoci elementarnich
funkef nevyjédiitelnym integralim, patif napiiklad [ exp(—2?)du.

Prikladem funkce, ktera neméd primitivni funkci je napriklad funkce sig-
num a obecné jakakoliv funkce s nespojitosti typu skok. Pokud by totiz pro
néjakou funkci F' platilo na okoli nuly F’(z) = sgn(z), pak by pro z > 0
bylo F'(z) = 1 a tedy i lim, ,o+ F'(z) = 1 a z véty 7.2.1 z [JV] by plynulo
F'(0) =1, coz je ve sporu s F’(0) = sgn(0) = 0.

Vétu o existenci primitivni funkce ke spojité funkci dokazeme pozdéji za
pomoci Riemannova integralu.

1.4 Zakladni vzorce

Nésledujici vzorce jsou primym dusledkem vzorcu pro derivace. Ovéite jejich
platnost zderivovanim.

Pron # —1: [2"dz = 2"

[ L dx =log|z| (jednim zépisem jsme pokryli intervaly kladnych i zépornych
¢isel)

[ sin(z) de = — cos(x)
J cos(z) da = sin(x)

[ = do = arctg(z)
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Proa > 0: [ = dz = L arctg(%)

z2+a? ~a
[ exp(z) dz = exp(z)
1.5 Linearita integralu

Pro funkce f, g a ¢isla a, b plati (af +bg) = af’+bg'. Odtud plyne obdobny
vztah pro integral

/af(a:)+bg(:v)dx:a/f(:v)d:x—l—b/g(:v)d:v (1.1)
napiiklad
/(m+1)2dx:/x2+2x+1dx: Wttt

Pfipomenme souvislost vztahu (1.1) s linedrni algebrou. Na levé strané je
integral z linearni kombinace dvou funkci a na pravé strané je linearni kom-
binace integralu. Integrovani je tedy operace, ktera zobrazuje linedrni kom-
binaci na linedarni kombinaci obrazu. Takové zobrazeni nazyvame linearnim
zobrazenim. V tomto smyslu je tedy integrovani linearni.

1.6 Ijlohy na procviceni

1. Ovérte zderivovanim platnost vzorcu v kapitole zakladni vzorce.

Pro nésledujici funkce a intervaly naleznéte primitivni funkce a udélejte
zkousku.

2. flz) =2° — Va, I = (0, +00)

3. flz) = Y22 T = (0, 400)

4. f(z) = 3cos(z) — 2sin(z), [ =R
5. f(z) =2—3exp(z), [ =R

6. f(z) =1+ )’ I =(0,+00)
7. f2) = 25, [ =R



1.6. ULOHY NA PROCVICENI

Odpovézte na otazky a své odpovedi zduvodnéte:
8. Kolik maji funkce z tloh nahote primitivnich funkei?
9. M4 funkce f(z) = exp(—z?) primitivni funkci na R?

24z <1

10. Méfunkcef(x)_{ S5—xz v2>1

primitivni funkci na R?

24+ <1

11. M4 funkce f(ﬂf):{ 4—z x>1

primitivni funkci na R?

12. Jaky vyznam mé konstanta c ve vzorci [ 1dz = log|z|+ ¢?

13. Co znamena vyrok: ”Integrovani je linedrni operace.”?



Kapitola 2

Linearni substituce

V jedné z dalsich kapitol vysvétlime metodu substituce pii vypoctu integralu.
V této kapitole vysvétlime jeji nejjednodussi variantu — pripad linearni sub-
stituce. Chceme naptiklad spocitat integral

/sin(2x +1)dz. (2.1)

Vime, ze [sin(y)dy = —cos(y) a tak si tipneme, Ze integréal (2.1) je roven
—cos(2z + 1). Zderivovanim zjistime (— cos(2z + 1))’ = 2sin(22 4 1). Odtud
nahlédneme, ze nas tip staci jen trochu opravit a dostaneme

1
/sin(2x +1)dx = ~3 cos(2z + 1)

vvvvvv

1. Zvolime substituci, v nasem piikladé y = 2z + 1.

2. Vypocéteme vztah mezi dr a dy: dy = ¢’ dz. V nasem piikladé dy =
2dz. Odtud vyjadiime dz = %dy. Obecné pro substituci y = ax + b je
de = Ldy.

3. Provedeme substituci v integralu, v nasem piikladé prevedeme integral
[ sin(2z + 1) dz na integrdl [ sin(y) dy.

4. Spocitame integral po substituci
/ 3 sin(y) dy = —3 cos(y)
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12 KAPITOLA 2. LINEARNI SUBSTITUCE

5. Do vysledku vratime puvodni proménnou.
—3cos(y) = —3 cos(2x + 1)

6. Dostali jsme vysledek
/sin(2x +1)de = —5 cos(2z + 1)

7. Udélame zkousku zderivovanim vysledku

(—3 cos(2z + 1)) = sin(2z + 1)

Ukazeme nas postup na dalsim ptikladé. Chceme spocitat integral
/ V3r —4dx

Zvolime substituci y = 3x — 4, zderivujeme dy = 3dz, vyjadiime dx = %dy
a provedeme substituci. Dostaneme integral s proménnou y a spocitame ho

1 1 1 1 2 2
/3\@ Y /3y y=73 Yy oY oV

1+1/2

Na zavér provedeme zpétnou substituci a tim dostaneme vysledek
/\/3;5 —4dz = 24/(3z — 4)3
ktery zkontrolujeme zderivovanim

3r —4
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staneme se k tomu pii probirani funkef vice proménnych) a zZe jejich vyznam
zname z diferencidlniho poctu — jsou to ,nekoneéné malé* prirustky funkei.
Vime, ze derivace je podil takovych piirustku, tedy y' = % a odtud dosta-
vame vztah dy =y’ dx.



2.1. ULOHY NA PROCVICENI

2.1 Ijlohy na procviceni
Vypoctéte integraly a udélejte zkousku
1. [cos(2+ x)dx
2. [sin(2z)dx
3. [ cos(3z) dx
. [exp(—z)dx
. [exp(2z) dz

exp(x)+1
: f efc)p(lr) dz

[SATEENTEN

(=)

7. [ dx

3z—1

oo

) G da

. [z +1)°dx
10. [V2—zda
11. [{dz

Ne)

1
14. f$2+4:v+4 da

15. dx
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