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kružnici

text pro studenty učitelstv́ı na FP TUL
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Do souřadné soustavy zakresĺıme
jednotkovou kružnici, úhel α a β.

Na osách vyznač́ıme jednotkové
vektory: na ose x vektor ~i , na ose
y vektor ~j .

Souřadnice vektoru ~v urč́ıme
z definice goniometrických funkćı
na jednotkové kružnici
~v = (cos(α+ β), sin(α+ β))
Vektor ~v můžeme též vyjádřit
jako lineárńı kombinaci
~v = cos(α+ β)~i + sin(α + β)~j
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Do souřadné soustavy zakresĺıme
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z definice goniometrických funkćı
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z definice goniometrických funkćı
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jako lineárńı kombinaci
~v = cos(α+ β)~i + sin(α + β)~j



x

y

1
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Na osách vyznač́ıme jednotkové
vektory: na ose x vektor ~i , na ose
y vektor ~j .
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Jiný způsob vyjádřeńı vektoru ~v
je pomoćı vektoru ~i ′ a vektoru
~j ′, který je kolmý k vektoru ~i ′

a tvǒŕı spolu souřadnou soustavu
otočenou od původńı soustavy o
úhel α.

Výše zmiňovaná lineárńı kombi-
nace je (analogicky se vztahem
na konci minulého slajdu)

~v = cos(β)~i ′ + sin(β)~j ′
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Výše zmiňovaná lineárńı kombi-
nace je (analogicky se vztahem
na konci minulého slajdu)
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a tvǒŕı spolu souřadnou soustavu
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1

Nyńı vyjádř́ıme vektor ~i ′ jako
lineárńı kombinaci vektoru ~i a
vektoru ~j

~i ′ = cos(α)~i + sin(α)~j

a vektor~j ′ jako lineárńı kombinaci
vektoru ~j a vektoru −~i

~j ′ = − sin(α)~i + cos(α)~j
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lineárńı kombinaci vektoru ~i a
vektoru ~j

~i ′ = cos(α)~i + sin(α)~j

a vektor~j ′ jako lineárńı kombinaci
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vektoru ~j a vektoru −~i

~j ′ = − sin(α)~i + cos(α)~j



Shrňme vztahy, které jsme odvodili

~v = cos(α+ β)~i + sin(α+ β)~j

~v = cos(β)~i ′ + sin(β)~j ′

~i ′ = cos(α)~i + sin(α)~j

~j ′ = − sin(α)~i + cos(α)~j

Do druhého vztahu pro ~v dosad́ıme za ~i ′, ~j ′

~v = cos(β)
(

cos(α)~i + sin(α)~j
)

+ sin(β)
(

− sin(α)~i + cos(α)~j
)

uprav́ıme

~v = ( cos(β) cos(α) − sin(β) sin(α))~i+( cos(β) sin(α) + sin(β) cos(α))~j

a porovnáńım s prvńım vztahem pro ~v dostaneme součtové vzorce.
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Shrňme vztahy, které jsme odvodili
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Do druhého vztahu pro ~v dosad́ıme za ~i ′, ~j ′

~v = cos(β)
(

cos(α)~i + sin(α)~j
)

+ sin(β)
(

− sin(α)~i + cos(α)~j
)

uprav́ıme

~v = ( cos(β) cos(α) − sin(β) sin(α))~i+( cos(β) sin(α) + sin(β) cos(α))~j
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Na předchoźıch slajdech jsme k odvozeńı součtových vzorc̊u použili
vztahy mezi vektory. V daľśım ukážeme geometrický pohled na
použité vztahy a odvozeńı.

Na obrázku je vektor

~v = (cos(α + β), sin(α+ β))

se svými pr̊uměty do souřadných
os.

Vytvǒŕıme pr̊uměty do otočených
os a ty proḿıtneme do původńıch
os.

Vektory lze sč́ıtat a rozkládat bud’ pomoćı rovnoběžńıku (zde
v př́ıpadě kolmých vektor̊u pomoćı obdélńıku) nebo pomoćı
trojúhelńıku. Z modrých pr̊umět̊u pak poskládáme zelené.
Při skládáńı je ťreba dát pozor na znaménka, jejich volbě věnujeme
daľśı slajdy.
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os.

Vektory lze sč́ıtat a rozkládat bud’ pomoćı rovnoběžńıku (zde
v př́ıpadě kolmých vektor̊u pomoćı obdélńıku) nebo pomoćı
trojúhelńıku. Z modrých pr̊umět̊u pak poskládáme zelené.
Při skládáńı je ťreba dát pozor na znaménka, jejich volbě věnujeme
daľśı slajdy.
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Na předchoźıch slajdech jsme k odvozeńı součtových vzorc̊u použili
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os.
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K diskusi o znaménkách (viz poznámka v závěru předchoźıho
slajdu) se nám budou hodit polárńı souřadnice, které vylož́ıme ńıže:

Zvoĺıme úhel ϕ a k němu na jed-
notkové kružnici vektor

~v = (cos(ϕ), sin(ϕ))

a ten vynásob́ıme kladným č́ıslem
r > 0. Dostaneme vektor

~u = (r cos(ϕ), r sin(ϕ))

Č́ısla r , ϕ nazýváme polárńımi souřadnicemi vektoru ~u.
Volbou záporného a < 0 dostaneme

~u = (a cos(ϕ), a sin(ϕ)) = (|a| cos(ϕ+ π), |a| sin(ϕ+ π))

Polárńı souřadnice vektoru ~u urč́ıme ze vztahu vpravo: jsou to |a|,
ϕ+ π. Pro nás v daľśım bude podstatný vztah
~u = (a cos(ϕ), a sin(ϕ)), nebude nám tedy vadit záporná hodnota
č́ısla a.
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Polárńı souřadnice vektoru ~u urč́ıme ze vztahu vpravo: jsou to |a|,
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x

y

1
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A nyńı ukážeme geometrický př́ıstup k odvozeńı součtových vzorc̊u.
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1

Vektor i ′ sv́ırá s kladnou poloosou x

úhel α a jeho pr̊umět na osu x je
cos(α) a na osu y je sin(α).

Vektor ai ′ má pr̊uměty a cos(α),
a sin(α). Pr̊uměty vyjdou stejně i pro
a ≤ 0.
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Vektor j ′ sv́ırá s kladnou poloosou x
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a cos(α) a pr̊uměty opět vyjdou
stejně i pro a ≤ 0.
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stejně i pro a ≤ 0.
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stejně i pro a ≤ 0.
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úhel α. Jeho pr̊umět na kladnou osu
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1

Vektor v má pr̊umět na osu x roven
cos(α+ β).

Vektor v rozlož́ıme na součet vektor̊u

v = cos(β)i ′ + sin(β)j ′

s pr̊uměty na osu x :
vektor i ′ má pr̊umět cos(α)i ,
cos(β)i ′ má pr̊umět cos(β) cos(α)i ,

vektor j ′ má pr̊umět − sin(α)i ,
sin(β)j ′ má pr̊umět − sin(β) sin(α)i ,
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cos(β)i ′ má pr̊umět cos(β) cos(α)i ,
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Ve skládáńı vektor̊u vyměńıme rovnoběžńık za trojúhelńık a
dostaneme součtový vzorec pro kosinus

cos(α+ β) = cos(β) cos(α) − sin(β) sin(α)


