Integralni kritérium konvergence rad



V této kapitole vylozime integralni kritérium konvergence fad. Zahajime
zkouménim konvergence fad (29) — (32). Jejich soucet pfevedeme na integral

a konvergenci zjistime potom vypoctem integrilu (véta 41).

Pro snadnéjsi formulaci dukazu se nam bude hodit pojem cela cast z re-
alného c¢isla. Jde v podstaté o zaokrouhleni na nejblizsi mensi celé ¢islo, jak

je vidét z nésledujici definice.

Definice 36. Necht z € R. Celou ¢dsti ¢isla x nazveme &islo |z | spliujict

(i) [z] €Z
(ii) [z] <=
(ii) |z]+1>z

Motivace 37.
Chceme zjistit, zda konverguji fady
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Rada (29) nespliiuje nutnou podminku konvergence

E
Il

lim k£ #0

k—o0
proto nekonverguje.
Ostatni fady nutnou podminku konvergence spliiuji
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Odtud ale nic neplyne pro konvergenci téchto fad.

(29)

(30)

(31)

(32)

Protoze maji tyto fady kladné c¢leny, maji vSechny soucet a jde jen o to

urcit, zda je tento soucet konecny.






Pomoci funkef f(z) = 1/z, f(z) = 1/2?%, f(z) = 1//z vyjidiime éleny
fad (30) — (32) ve tvaru
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Cislo f (k) napiSeme pomoci integrélu z konstantni funkce z + f(k) pres
interval délky jedna (kreslete obrézek) 7
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Cislo k nahradime na pravé strané pro = € [k, k + 1) celou &ésti cisla |z].

Dostaneme
k+1

f(k) = f(lz])dz

k
Pomoci integralu pak vyjadiime ¢asteény soucet rady

NOES / F(lzl)dz = / f(lz)) dz (33)

Pfi upravé jsme vyuzili aditivitu integrédlu vzhledem k integraénimu oboru.

Integral v (33) neumime vy¢islit, proto ho odhadneme. Vyuzijeme toho,
zZe jsou funkce f klesajici na intervalu (0,00). Protoze plati |[z] < z, plyne
odtud f(|z]) > f(x). Z monotonie integrdlu pak plyne
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Levou stranu nahradime z (33) édsteénym souctem
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a limitnim pfechodem v nerovnosti pak dostaneme odhad pro soucet ne-
kone¢né rady
n+1
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> f(k) > lim f(z)dz
n—r00 1
k=1
Spocitame hodnotu vyrazu na pravé strané nerovnosti a pokud vyjde
nekonecn4, plyne odtud, Ze i leva strana je rovna nekoneénu a tedy fada na
levé strané nekonverguje.



Pokud je hodnota pravé strany konecnd, neplyne odtud nic. Podobnymi
Gvahami (podrobnosti ve cviceni 38) odvodime

S < tin [ f@)ds (34)
k=2 1

a odtud plyne z konecnosti pravé strany koneénost levé strany a tedy kon-
vergence tady.

Cviceni 38.

1. Ukazte, Ze pro funkei f klesajici na intervalu (0,00) a pro > 1 plati

lz] 2z —Ta f(lz]) < flz-1)

2. Ukazte, ze pro funkci f klesajici na intervalu (0, co) plati

[ tepars [ a1

3. Ukazte, ze plati

/;Jrlf(m— 1)dx=/lnf(:c)d:c

4. 7 ptedchozich cvigeni odvod'te (34).

Poznamka 39. Limitu v (34) a dalsich vztazich nahradime integrédlem
pfes neomezeny interval

n+1 oo
lim f(z)d= :/ flz)dz (35)
Tento vztah plyne v pfipadé Newtonova integralu pfimo z definice Newtonova
integralu.
V piipadé Riemannova integralu je definovan jen integral na levé strané.
Integrél na pravé strané nazyvame nevlastnim Riemannovym integrdlem a
vztah (35) je definici tohoto nevlastniho Riemannova integralu.



Piiklady 40.

1. Vypoctem integrali =

k=1 k v VE = 4 .
2. Vypoctem integréalu L0
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dostaneme pomoci (34) konvergenci fady A
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Radu 3 7, 1?12 je mozné secist prostiedky, které jsou mimo moznosti 4
tohoto textu. Souéet je roven 72/6, coz souhlasi s nasim vypoétem.

Véta 41 (integrdln{ kritérium konvergence fad). Necht je funkce f ne-
rostouci na intervalu [1,00). Pak jsou nésledujici podminky ekvivalentni.

(i) Rada S°%2, f(k) je konvergentni.

(ii) Integrdl [;° f(z)dz mé koneénou hodnotu.

Hlavni myslenky dikazu. Nejdfive je tfeba ukdzat, ze integral v (ii)
existuje. Spokojme se s konstatovanim, Ze existence nevlastniho Riemannova



integralu plyne z Riemannovské integrovatelnosti monotonni funkce a z exis-
tence jednostranné limity monotonni funkce.

Newtonuv integral neexistuje v ndmi definované verzi, pokud neni funkce
f na intervalu [1, co) spojitd. Existuje v zobecnéné verzi, kde misto primitivni
funkce pouzijeme tzv. zobecnénou primitivni funkci, u které se v koneéném
poctu bodu misto diferencovatelnosti spokojime se spojitosti.

Dikaz téchto tvrzeni presahuje ramec tohoto textu.

Dalsi kroky dikazu jsou analogiemi uvah vySe v motivacnich ptikladech
37 a cviceni 38.

Priklad 42. Urcéime, pro ktera a € R konverguje rada
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Pro a > 0 je limy_,o, k* = 00, neni tedy splnéna nutnd podminka konver-
gence a fada tedy nekonverguje.
Pro a = 0 je limy_, k* = 1, opét tedy neni splnéna nutnd podminka
konvergence a fada tedy nekonverguje.
Pro a < 0 je limg_, k% = 0 a je tedy splnéna nutnd podminka konver-
gence. K urceni konvergence rady pouzijeme vétu% L&’ 7
Vypoétem primitivni funkce pro a # —1 dostaneme
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Proa € (—1,0) je a+ 1 > 0, proto je limita v nekone¢nu rovna nekoneénu a
tedy rfada pro tagoa nekonverguje.

Piipad a = # jsme vytesili vySe v motivaci 37.

Proa < —1 je a+ 1 < 0, proto je limita v nekone¢nu rovna nule a tedy
rada pro tato a konverguje.

Zéavérem konstatujme, ze fada Y ., k* konverguje prave kdyz je a < —1.

Castéji se s touto fadou setkdme v jiném tvaru, ten probereme v nésle-
dujicim cviceni.

Cviceni 43. Urcete pro kterda a € R konverguje fada
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