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Jméno a př́ıjmeńı:

(Toto je formát ṕısemky z AN3E, která bude obsahovat čtyři př́ıklady.)

Zvolte si pořad́ı, v jakém budete př́ıklady řešit. Vaše řešeńı nemuśı být
”
kulturně“

zapsané, ale po vyřešeńı př́ıkladu přepǐste podstatné kroky i s komentářem na zvláštńı
list a odevzdejte tento zvláštńı list (listy) i všechny ostatńı listy, které jste při řešeńı
popsali. Na jeden zvláštńı list přepisujte řešeńı v́ıce př́ıklad̊u – ideálně všech.

Tento list použijte jako obálku a podepǐste jej.

Pro úspěšné absolvováńı muśıte ṕısemnou část napsat na alespoň 51%.

1. Kterou z funkćı f1, f2, f3 je možné spojitě rozš́ı̌rit na R2?

f1 : (x, y) 7→ x2 − y3

x2 + y2
f2 : (x, y) 7→ xy

x2 + y2
f3 : (x, y) 7→ x3 + y4

x2 + y2

2. Vypočtěte derivaci funkce f v bodě [2,−1] podle vektor̊u u a v. Výpočet proved’te
př́ımo z definice derivace podle vektoru.

f : (x, y) 7→ x3 − y

x + y
u = (4,−3) v = (4

5
, −3

5
)

3. Vypočtěte derivaci funkce f v bodě [0, 1] podle vektoru u = (u1, u2). Tyto derivace
jsou směrnicemi tečen ke křivkám – k jakým? Jak tyto křivky źıskáte z grafu funkce
f?

f : (x, y) 7→ x− y

x2 + y

4. Zjistěte podle kterých vektor̊u je derivace funkce f v bodě x0 = [3
4
, 9
4
] nulová. Jakou

vzájemnou polohu má tento vektor vzhledem k vrstevnici funkce f? Podle kterého
jednotkového vektoru je derivace funkce f v bodě x0 maximálńı a podle kterého
minimálńı?

f : (x, y) 7→ x2 − xy



5. Napǐste rovnici tečné roviny ke grafu funkce f v bodě a = [1, 1].

f : (x, y) 7→ x2√y − xy2 + 5y − 3x2

Na obrázku je graf funkce f . Dokreslete do
něj pr̊usečnici tečné roviny se souřadnou rovi-
nou xy. Z rovnice tečné roviny odvod’te rov-
nici této pr̊usečnice a porovnejte s obrázkem.

6. Nalezněte stacionárńı body funkce f a určete jejich typ. Jakou polohu má tečná
rovina ve stacionárńıch bodech vzhledem k souřadným osám a souřadným rovinám?

f : (x, y) 7→ x2 − xy + y3 − 2y2 − 3y

7. Nalezněte maximálńı a minimálńı hodnotu, kterou nabývá funkce f na množině M .
Načrtněte množinu M a vyznačte na ńı body, v nichž funkce f nabývá extrémńıch
hodnot.

f : (x, y) 7→ x2 + 7x + xy2, M je parabola o rovnici y = x2 − x− 3

8. Nalezněte maximálńı a minimálńı hodnotu, kterou nabývá funkce f na množině M .
Načrtněte množinu M a vyznačte na ńı body, v nichž funkce f nabývá extrémńıch
hodnot a ke každému z těchto bod̊u načrtněte vrstevnici funkce f , která j́ım procháźı.

f : (x, y) 7→ x2 + xy, M = {(x, y) ∈ R2 : x + 1 ≥ y ≥ x2 − 1}

9. Zd̊uvodněte, že funkce f nabývá na trojúhelńıku o vrcholech [−2, 0], [0, 4], [3, 0]
minimálńı a maximálńı hodnoty a tyto hodnoty vypočtěte.

f : (x, y) 7→ x2 − xy + y

10. Zd̊uvodněte, že funkce f nabývá na kružnici o rovnici x2−4x+y2−5y = 0 minimálńı
a maximálńı hodnoty a tyto hodnoty vypočtěte. Dále kružnici zakreslete do souřadné
soustavy, nalezněte graficky body, v nichž funkce f nabývá extrémů a porovnejte
s vypočtenými body.

f : (x, y) 7→ 2x + 3y

11. Zd̊uvodněte, že funkce f nabývá na elipse o rovnici x2−4x+2y2−5y = 0 minimálńı
a maximálńı hodnoty a tyto hodnoty vypočtěte. Dále elipsu zakreslete do souřadné
soustavy, nalezněte graficky body, v nichž funkce f nabývá extrémů a porovnejte
s vypočtenými body.

f : (x, y) 7→ 2x + 3y



12. Množina M je trojúhelńık ABC, popǐste množiny Mx,∗ = {y ∈ R : (x, y) ∈ M}.
Pro která x ∈ R je Mx,∗ prázdná množina? Pro která x jednoprvková množina? Pro
která x interval? Napǐste tyto intervaly.

To samé udělejte pro množiny M∗,y = {x ∈ R : (x, y) ∈M}.

A = [−1, 0], B = [2, 0], C = [1, 3]

13. Vypočtěte dvojný integrál funkce f přes trojúhelńık ABC

f : (x, y) 7→ x2 − y, A = [−1, 0], B = [2, 0], C = [1, 3]

14. Vypočtěte obsah a souřadnice těžǐstě obrazce O. Před výpočtem obrazec zakreslete
do soustavy souřadné a odhadněte poč́ıtané veličiny. Vypočtené výsledky porovnejte
s jejich odhady.

O = {[x, y] ∈ R2 : x2 − 1 ≤ y ≤ 1− x}

Návod: obsah obrazce vypočteme dvojným integrálem O =
∫∫

1 d x d y a polohu těžǐstě T = [
∫∫

x d x d y/O,
∫∫

y d x d y/O]. Ve všech

př́ıpadech integrujeme přes obrazec O.

15. Vypočtěte vzdálenost těžǐstě polokoule o poloměru R od středu př́ıslušné koule. Před
výpočtem výsledek odhadněte a sv̊uj odhad porovnejte s vypočtenou hodnotou.
Návod: poloha těžǐstě T = [

∫∫∫
x d x d y d z/V,

∫∫∫
y d x d y d z/V,

∫∫∫
z d x d y d z/V ], kde V je objem tělesa, jehož těžǐstě poč́ıtáme.

Všechny trojné integrály jsou přes zadanou polokouli.

16. Vypočtěte obsah rovnoběžńıku ABCD daného vrcholy A = [−1, 0], B = [0,−1],
C = [2, 1].

(a) Prostředky elementárńı geometrie.

(b) Jako dvojný integrál z konstantńı funkce rovné jedné přes tento rovnoběžńık.

(c) Substitućı integrálu v předchoźım bodě, která převede rovnoběžńık na obdélńık.

17. Vypočtěte poloměr konvergence mocninné řady. Co z vypočteného poloměru lze
usoudit o oboru konvergence a absolutńı konvergence řady? Znázorněte graficky.

∞∑
k=0

k 3k

(k + 3)2k
(z + 2)k

18. Rozviňte funkci f v mocninnou řadu se středem v bodě z0 = 0, napǐste prvńı
čtyři nenulové členy této řady, určete jej́ı poloměr konvergence a zakreslete kruh
konvergence do komplexńı roviny.

f : z 7→ 2z

3 + z



19. Rozviňte funkci f v mocninnou řadu se středem v bodě z0 = 1, napǐste prvńı
čtyři nenulové členy této řady, určete jej́ı poloměr konvergence a zakreslete kruh
konvergence do komplexńı roviny.

f : z 7→ 2z

z2 − 6z + 8


