Kapitola 2

Mocninné rady

2.1 Uvod

V této kapitole je vylozen aparat mocninnych fad. Shrnujeme v ni vlast-
nosti obecné znamé z elementarnich ucebnic (realné) analyzy a uvadime
i nékteré vlastnosti slozit&jsi; viz napi. [Z ], Kapitola 16. Ctenéf ji miize
zbézné projit a vratit se k ni pouze v pripadé, Zze by néfemu o mocnin-
nych fadach dale nerozumél. Pokud je s mocninnymi fadami v komplex-
nim oboru jiz seznamen, muze tuto kapitolu pfeskocit. Dulezité pojmy
jsou opét graficky vyznaceny polotuénou antikvou, i kdyz patrné ne-
budou pro ¢tenafe nové. Pripominadme, Ze u sumacnich znakd budeme
opét vynechdvat meze v pripadé, Ze se sc¢itd od 0 do co. Na konci kapito-
ly pfipominame uzitecné véty, které se nékdy v realné analyze dokazuji;
my je dokdzeme pozdéji, jakmile budeme mit k dispozici zakladni tvrzeni
teorie komplexnich funkci komplexni proménné.

2.2 Zakladni vlastnosti

Definice 2.2.1. Necht zg,a; € C, k € Ny. Rada funkei (proménné z) tvaru

Zak(z—zo)k, (2.1)

se nazy'vd mocninna fada. Cisla ax, k € Ny, jsou koeficienty fady (2.1) a ¢islo
zo je jeji stred.

Pfiklad 2.2.2. Nejjednodussim netrividlnim pfikladem mocninné fady (a zéro-
veni velmi dulezitym) je geometrickd Fada s prvnim ¢lenem rovnym 1, kterd
z¥ejmé konverguje praveé pro ta z € C, pro néz |z| < 1:

1

l—z:

sz:1+z+zz+z3+---.
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Tento vzorec je pro z € (—1,1) standardni ¢asti stfedoskolské latky, ¢asto se vSak
uvadi bez odiivodnéni konvergence; viz [Z ], Pfiklad 3.1.4, str. 76.

Mocninna fada (2.1) konverguje vzdy alesponl v bodé zg; v komplexni roviné
C ma pritom velmi jednoduché konvergencni chovani. To vyplyva z néasledujiciho
tvrzeni, které pochézi od NIELSE HENRIKA ABELA (1802 — 1829).

Lemma 2.2.3 (Abel 1826). Jestlife mocninnd tada (2.1) konverguje v bodé
¢ €C, ¢ # zy, pak konverguje absolutné pro vsechna z € C, vyhovujici nerov-
nosti

|2 = 20| < |¢ = 20 (2:2)

Diikaz. Necht ¢ # zp a necht z € C vyhovuje nerovnosti (2.2). Protoze fada (2.1)
konverguje v bodé ¢, plati limg_, |ar(¢ — 20)| = 0 a existuje tedy ¢islo M € Ry
tak, ze |ag(¢ — z0)| < M pro vSechna k € Ny. Je tedy

k k
k k Z — 20 zZ— 20
ag(z — 20)"| = |ax(C — 20)"| - < 2.3
ou(z 0¥ = loal — 0¥ | 2222 < ar |22 (2.3
pro v8echna k € Ny. Pro (2.1) jsme tak nasli konvergentni majorantu; je ji geo-
metricka fada s kvocientem mensim nez 1. O

Definice 2.2.4. Rikdme, 7e mocninna ¥ada konverguje nebo je konvergent-
ni, konverguje-li alespoil ve dvou rizngch bodech. Cislo R, 0 < R < +o0,

R :=sup{|z — 20}; Z an(z — 2z9)" konverguje v bodé z} (2.4)
z€C

se nazyva polomér konvergence fady (2.1). Je-li R > 0, nazyva se mnozina
U(z0,R) ={2€C; |z— 2| < R}
kruh konvergence fady (2.1).

Tato terminologie je vcelku pfirozena. Z Lemmatu 2.2.3 a z definice suprema
vyplyva, Ze fada (2.1) konverguje v kruhu U(zg, R) a diverguje pro vSechna z,
|z — 20| > R1). Zdtiraznéme jesté jednu diilezitou vlastnost: U geometrické fady
je v kruhu konvergence U(0, 1) posloupnost élent fady omezend a vné U (0, 1) neni
omezend. Tuto vlastnost maji i obecné mocninné rady.

Lemma 2.2.5. Posloupnost élent mocninné fady (2.1) je v kazdém bodé kruhu
konvergence omezend a neni omezend v Zdadneém bode z dopliku jeho uzdveru.
Plati tedy

R = sup {t > 0; posloupnost {|ay|t*} je omezena} .

1) Jestlize pro polomér konvergence R plati 0 < R < oo, nazyva se nékdy mnozina
{#; |z — 20| = R} konvergenéni kruznice; tento nazev neni pfili§ §tastné utvoren, nebot vzbu-
zuje dojem, ze fada v bodech této mnoziny konverguje. Pravé pro né vSak nelze o konvergenci
mocninné fady (2.1) obecné nic Fici.
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Diikaz. Stadi si uvédomit, ze pfedpoklad zaru¢uje moznost odhadu (2.3) z diikazu
Lemmatu 2.2.3. o

Piiklady 2.2.6. 1. Rady > (k!)2* a 3 2% /k! ukazuji, Ze pro polomér konver-
gence mohou nastat i extrémni pripady R = 0 a R = +oc0. Polomér konvergence
R té&chto dvou fad lze uréit napt. pomoci podilového (d’Alembertova) kritéria.

Z ap(z — zo)k

AR

konverguje

diverguje

Obr. 2.1: Konvergence mocninné fady

2. Rada Y~ 2*/a* pro a € (0, 00) m4 polomér konvergence R = a. Z limitni verze
Cauchyho odmocninového kritéria (viz [Z], str. 89) plyne s ohledem na rovnost

VI8 ak] = |z]/a

konvergence pro vechna z € U(0, a) a divergence pro vSechna z, pro néz je |z| > a.

3. Uvazte, ze fady

Sk Yk, SR (R + )k +2)

maji polomér konvergence R = 1 a na hranici {z € C; |z| = 1} kruhu konvergence
U(0,1) se chovaji rozdilng; prva na ni viude diverguje, protoze neplati z¥ — 0,
druhé konverguje v bodé —1 a diverguje v bodé 1, tfeti na ni konverguje vsude.

Umluva 2.2.7. Absolutni konvergence fady (2.1) v bodé z zévisi v nasledujicim
smyslu na vzdalenosti |z — zg|: Substituci z = zg + w 1ze vySetfovani konvergence
fady (2.1) pfevést na vySetfovani fady > arw® se stfedem 0. Proto se v dal$im
textu budeme omezovat na fady o stfedu zg = 0. Tvrzeni budeme vzdy vyslovovat
pro fady v obecném tvaru (2.1), budeme je vSak dokazovat pouze pro piipad

zo = 0, tj. pro fadu
Z apz” (2.5)



