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16.4 Abelova véta a sCitatelnost

Diikaz nésledujiciho dilezitého tvrzeni lze zaloz

il i el it na VEt& 14.7.2, my ho viak provedeme

Véta 16.4.1 (Abel 1826). Necht { # 2o a fada 3 an(¢

f(z) == Z an(z—20)".

n :
— 20)" konverguje. Oznacme

Potom plati
zl_lgl_ f(z0+z(¢ — 20)) = f(Q).

Diikaz plyne z nasleduiici i i

jictho lemmatu. Zvolime-li v ném b, — " j
~ . ’ v e a - Z ? . : é
fada )7 b, konverguje, prave kdyz konverguje an({ —20)" a ol sl Ja s, e

Flzo+2(0 = 20) = 3 an(@(¢ — 20)" = 3 boa™.
Staci tedy piedchizejici tvrzeni dokizat pro speciélni piipad.

Véta 16.4.2 (Abel 1826). Necht > by konverguje. Polosme

f(z) = anx”, z € (—1,1).
Potom je lim,_,1_ f(z) = > by

Diikaz. Polozme Sk =bo+by + -

; “+ bk, k €Ny, s_; = j
parcidlni sumaci z Lemmatu 8.5.2) * 77 = 0 Potom thramng 8 Aelivon

k k
k—1
anm": (sn —sn_1) 2" = sz "
2 nZ=0 5 n—1) SkT +(1—m)anm .
n=0
Pro kazdé z, |z| < 1, provedme limitni pfechod pro k — co. Protoge

a tedy i omezena posloupnost, je ol o komvergantt

k [e)
f(z) = Jim Zobnx" =(1-2)) spz", ze(-1,1). (16.15)
n= n=0

Je-li s = lim, &0 Sp = Y b,
> =3 n & € > 0, pak lze nalézt m € N tak. e ;
v ’ e N
v8echna n > m. Ze znalosti o geometrické fadé dostavame 18 br=dul < /2 pro

(1-2)) 2"=1, ze(-1,1).
n=0
Protoze lim;,;_(1 — z) Yoo lsn — s

n=0

= 0, existuj ' 7 5
Lo bt et dostane Zinzo | Xistuje takové § > 0, Ze pro vdechna z;

[f(z) —s| = ,(l—z);(sn—s)z" < (1—x)2m:[sn —s|-|z["+e/2 < e,

n=0

ze kterého jiz vyplyva tvrzeni.
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Piiklad 16.4.3. V Poznamce 16.2.10 jsme pro arkustangentu pfipomnéli tvar Maclau-
rinova rozvoje (16.9). Dosadme do n&j z = 1. Dostaneme Leibnizovu fadu (jeji konver-
gence je diisledkem Leibnizova kriteria pro fady se stiidavymi znaménky)
oo n
(=1)

n+1"

n=0

Ze spojitosti funkce arctg na R a z Abelovy véty dostaneme rovnosti

n

T _ v (=D
7 = arcta(l) = nz;o ol (16.16)

O tomto velmi starém vysledku jsme se zminili jiz v Kapitole 3 v Ptikladu 3.3.2.

16.5 Cauchyho soucin rad

Ve velmi pfirozenych situacich se setkdvame s problémem nasobeni fad. Tak napt. v Pii-
kladu 16.5.7 lze uréit rozvoj funkci cos® a sin? podle definice, ale pokud bychom uméli
najit fadu pro souéin sinu a kosinu, mohli bychom postupovat rychleji. Vénujme se tedy

problému néasobeni fad.
Nésobime-li koneéné soucty, zfejmeé je
n n

(Zak)(gbl):izakb,:jzakb,.

k—1 1=1 k=1 k=1 1l=1

-

Zkouméme-li analogickou situaci pro ¢iselné fady, vynofi se pfed nédmi fada otazek. Jiz
samotnd definice soucinu ¥ad neni jednoduchym problémem: pro 7ady by mélo patrné
formalné& platit cosi jako

(Zak)(sz): S b (16.17)

[k,1]€NoxNp

kde na pravé strané by se mélo néjak s¢itat ,pres viechny usporddané dvojice [k,1] isel
z No x Np a, samoziejmé, pfes zddnou dvakrat“. Pokud obé fady budou konvergentni a
S ak = a, Y b = b, bylo by zadouci, aby symbol vpravo byl interpretovatelny také jako
fada o souétu rovném ab.

K cili vede vice cest: Problém definice sou¢inu fad spoéiva v ,sou¢tu pfes spocetnou

mnozinu*, tj. v definici symbolu
> ta (16.18)

a€EA
pro spodetnou, ne nutné uspofddanou, mnozinu A. My se spokojime s cestou, kterd je
nejstarsi.
Ta vede pies praci s prirozenym uspordddnim dvojic v symbolu na pravé strané



