
Derivace funkce v́ıce proměnných
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Martina Šimůnková
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1 Přehled

Uděláme stručný přehled pro př́ıpad funkce dvou proměnných x, y:

1. Ve výrazu f(x, y) považujeme za proměnnou jen x. Proměnnou y považujeme
za konstantu. Zderivujeme podle x a dostaneme parciálńı derivaci podle
proměnné x. Obdobně dostaneme parciálńı derivaci podle y.
Značeńı: ∂f

∂x
, f ′

x;
∂f
∂y

, f ′
y.

Geometrický význam: y = konstanta je rovnice roviny kolmé na osu
y. Zafixováńım proměnné y tedy z funkce dvou proměnných, jej́ımž
grafem je plocha dostaneme funkci jedné proměnné, jej́ımž grafem je
pr̊unik této plochy s rovinou y = konstanta. Parciálńı derivace podle x
má stejný význam jako derivace funkce jedné proměnné – je to směrnice
tečny ke grafu daným bodem.

2. Vektor, jehož složky jsou parciálńı derivace, nazýváme gradient, znač́ıme

grad f , ∇f . Tedy grad f = ∇f =
(
∂f
∂x
, ∂f
∂y

)
.

3. Za x, y dosad́ıme do f(x, y) z rovnice př́ımky x = x0 + ut, y = y0 + vt
a po dosazeńı zderivujeme podle proměnné t a dosad́ıme za t nulu. Do-
staneme derivaci podle vektoru (u, v) v bodě (x0, y0).
Parciálńı derivace podle x je speciálńım př́ıpadem derivace podle vek-
toru (1, 0) a parciálńı derivace podle y je speciálńım př́ıpadem derivace
podle vektoru (0, 1).
Značeńı: derivaci funkce f podle vektoru v znač́ıme Dvf , je-li nav́ıc
zadán bod a, ve kterém derivaci poč́ıtáme, pak Dvf(a).

4. Derivace podle vektoru se také někdy nazývá derivaćı ve směru. Někdy
se tak nazývá jen pro vektory o jednotkové velikosti.
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5. Derivace podle vektoru je homogenńı funkćı vektoru v: pro a,v ∈ Rd

a α ∈ R plat́ı Dαvf(a) = αDv(a).
Pokud je nav́ıc funkćı aditivńı, tedy pro v1,v2, a ∈ Rd plat́ıDv1+v2(a) =
Dv1(a) + Dv2(a), pak zobrazeńı, které vektoru v přǐrad́ı derivaci ve
směru Dv(a) nazýváme slabou derivaćı funkce f v bodě a.
Geometrický význam homogenity: tečna ve směru vektoru je nezávislá
na velikosti vektoru.
Geometrický význam aditivity: tečny v daném bodě a v r̊uzných směrech
lež́ı ve společné rovině.

6. Slabou derivaci funkce f v bodě a nazveme silnou derivaćı funkce f
v bodě a, pokud nav́ıc plat́ı

lim
h→o

f(a + h)− f(a)−Dh(a)

‖h‖
= 0. (1)

Pro funkci z Rd1 do Rd2 je silná derivace v bodě a ∈ Rd1 lineárńı zob-
razeńı L splňuj́ıćı

lim
h→o

‖f(a + h)− f(a)− L(h)‖
‖h‖

= 0. (2)

Pro označeńı silné derivace budeme použ́ıvat stejný symbol jako pro
derivaci funkce jedné proměnné, tedy L označ́ıme f ′(a). Pokud budeme
mluvit o derivaci (bez př́ıvlastku), budeme mı́t na mysli silnou derivaci.

7. Slabá i silná derivace se dá vyjádřit pomoćı gradientu:Dv(a) = (∇f(a),v).
Existence silné derivace souviśı s možnost́ı aproximace funkce f lineárńı
funkćı x 7→ f(a) + (∇f(a),x− a).
Rovinu o rovnici y = f(a) + (∇f(a),x − a) pak nazýváme tečnou ro-
vinou.
Srovnejte s jednorozměrným př́ıpadem, kdy hodnotu f(x) aproximu-
jeme hodnotou f(a) + f ′(a)(x− a).

2 Derivace a spojitost

Plat́ı: má-li funkce v zadaném bodě silnou derivaci, je v tomto bodě spojitá.
Spojitost obecně neplyne z jiného typu derivace, ani ze slabé derivace.

3 Výpočet derivaćı

Plat́ı:
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1. Má-li funkce v zadaném bodě silnou derivaci, má v něm i gradient a
silnou derivaci lze vyjádřit pomoćı gradientu.

2. Má-li funkce v zadaném bodě spojité parciálńı derivace prvńıho řádu,
má v něm silnou derivaci (na hodině provedeme d̊ukaz).

3. Nemá-li funkce v zadaném bodě spojité parciálńı derivace prvńıho řádu,
nezbývá než derivace ve směru spoč́ıtat z jej́ı definice.
Existenci slabé derivace zjist́ıme z definice.
Pro výpočet silné derivace použijeme 1 a pak je třeba ověřit existenci
silné derivace výpočtem limity.

4 Aproximačńı vlastnosti silné derivace

Přečtěte si v [JV] př́ıklad 5.2.10 (str. 140), poznámku 5.2.11 (str. 141) a
lemma 7.4.20 (str. 205). U funkce jedné proměnné plynou

”
dobré“ apro-

ximačńı vlastnosti z existence derivace. U funkce v́ıce proměnných až z exis-
tence silné derivace (existence jiných derivaćı obecně nestač́ı).

Rovnice (1), (2) vyjadřuj́ı aproximačńı vlastnosti silné derivace: hodnota
lineárńı funkce L : x 7→ f(a) + L(x − a) v bodě x se od funkčńı hodnoty
f(x) odlǐsuje

”
řádově méně“ než ‖a− x‖.

5 Př́ıklad

Vypočtěte (silnou) derivaci funkce f : (α, β) 7→ (sinα cos β, sinα sin β, cosα).
Spočteme gradient jednotlivých složek. Vyjde (cosα cos β,− sinα sin β),

(cosα sin β, sinα cos β), (− sinα, 0).
Funkce f je zobrazeńı R2 do R3. Derivace f ′(a) v bodě a ∈ R2 je také

zobrazeńım R2 do R3, které můžeme zapsat v maticovém tvaru f ′(a) : v 7→
Mv, kde vektor v zaṕı̌seme do sloupce a matice M má v řádćıch gradienty
svých složek.

M =

 cosα cos β − sinα sin β
cosα sin β sinα cos β
− sinα 0


6 Úlohy.

1. Určete, které derivace má funkce f v bodě a = (0, 0) a vypočtěte je.

f : (x, y) 7→
(

2xy2

x2 + y2
,

3xy

x2 + y2
, cos(x− 2y)

)
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2. Napǐste rovnici tečné roviny ke grafu funkce f v bodě a = [1, 1]. Jaké
aproximačńı vlastnosti má lineárńı funkce l, jej́ımž grafem je tato tečná
rovina? Napǐste Taylor̊uv polynom funkce f v bodě a druhého stupně.

f : (x, y) 7→ x2

x− 2y
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