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1 Prehled

Udélame struény prehled pro pripad funkce dvou proménnych z, y:

1. Vevyrazu f(z,y) povazujeme za proménnou jen x. Proménnou y povazujeme
za konstantu. Zderivujeme podle z a dostaneme parcidlni derivaci podle
proménné x. Obdobné dostaneme parcidlni derivaci podle y.

Zmagent: %, - g—g, [y

Geometricky vyznam: y = konstanta je rovnice roviny kolmé na osu
y. Zafixovanim proménné y tedy z funkce dvou proménnych, jejimz
grafem je plocha dostaneme funkci jedné proménné, jejimz grafem je
prunik této plochy s rovinou y = konstanta. Parcidlni derivace podle z
ma stejny vyznam jako derivace funkce jedné proménné — je to smérnice

tecny ke grafu danym bodem.

2. Vektor, jehoz slozky jsou parcialni derivace, nazyvame gradient, znacime
grad f, Vf. Tedy grad f = Vf = (g—f g_g)

3. Za z, y dosadime do f(x,y) z rovnice piimky = = xo + ut, y = yo + vt
a po dosazeni zderivujeme podle proménné ¢ a dosadime za t nulu. Do-
staneme derivaci podle vektoru (u,v) v bodé (xq, yo)-

Parcialni derivace podle x je specialnim ptipadem derivace podle vek-
toru (1,0) a parcialni derivace podle y je specidlnim piipadem derivace
podle vektoru (0,1).

Zmaceni: derivaci funkce f podle vektoru v znacime Dy f, je-li navic
zaddn bod a, ve kterém derivaci pocitame, pak D, f(a).

4. Derivace podle vektoru se také nékdy nazyva derivaci ve smeru. Nékdy
se tak nazyva jen pro vektory o jednotkové velikosti.



5. Derivace podle vektoru je homogenni funkei vektoru v: pro a,v € R?
a a € R plati D,y f(a) = aDy(a).
Pokud je navic funkef aditivni, tedy pro vy, v, a € R? plati Dy, 4y, (a) =
Dy, (a) + Dy,(a), pak zobrazeni, které vektoru v priradi derivaci ve
sméru Dy (a) nazyvame slabou derivaci funkce f v bodé a.
Geometricky vyznam homogenity: tecna ve sméru vektoru je nezavisla
na velikosti vektoru.
Geometricky vyznam aditivity: te¢ny v daném bodé a v ruznych smérech
lezi ve spoleéné roviné.

6. Slabou derivaci funkce f v bodé a nazveme silnou derivaci funkce f
v bodé a, pokud navic plati

1o fa+h) — f(@) = Du(a)
h—o |h|

—0. (1)

Pro funkci z R® do R® je silnd derivace v bodé a € R4 linedrni zob-
razeni L splnujici
. |lf(a+h)— f(a) — L(h)]|

lim
h—o [h|

= 0. (2)

Pro oznaceni silné derivace budeme pouzivat stejny symbol jako pro
derivaci funkce jedné proménné, tedy L oznacime f’(a). Pokud budeme
mluvit o derivaci (bez ptivlastku), budeme mit na mysli silnou derivaci.

7. Slaba isilna derivace se dd vyjadrit pomoci gradientu: Dy (a) = (V f(a), v).
Existence silné derivace souvisi s moznosti aproximace funkce f linedrni
funkei x — f(a) + (Vf(a),x — a).

Rovinu o rovnici y = f(a) + (Vf(a),x — a) pak nazyvame tecnou ro-
vinou.

Srovnejte s jednorozmérnym piipadem, kdy hodnotu f(x) aproximu-
jeme hodnotou f(a) + f'(a)(z — a).

2 Derivace a spojitost

Plati: méa-li funkce v zadaném bodé silnou derivaci, je v tomto bodé spojita.
Spojitost obecné neplyne z jiného typu derivace, ani ze slabé derivace.

3 Vypocet derivaci

Plati:



1. Méa-li funkce v zadaném bodé silnou derivaci, ma v ném i gradient a
silnou derivaci lze vyjadiit pomoci gradientu.

2. Ma-li funkce v zadaném bodé spojité parcialni derivace prvniho radu,
ma v ném silnou derivaci (na hodiné provedeme dikaz).

3. Nema-li funkce v zadaném bodé spojité parcialni derivace prvniho fadu,
nezbyva nez derivace ve sméru spocitat z jeji definice.
Existenci slabé derivace zjistime z definice.
Pro vypocet silné derivace pouzijeme 1 a pak je tieba ovérit existenci
silné derivace vypoctem limity.

4 Aproximacni vlastnosti silné derivace

Prectéte si v [JV] piiklad 5.2.10 (str. 140), poznamku 5.2.11 (str. 141) a
lemma 7.4.20 (str. 205). U funkce jedné proménné plynou ,dobré* apro-
ximacni vlastnosti z existence derivace. U funkce vice proménnych az z exis-
tence silné derivace (existence jinych derivaci obecné nestaci).

Rovnice (1), (2) vyjadiuji aproximaéni vlastnosti silné derivace: hodnota
linedrni funkce L : x — f(a) + L(x —a) v bodé x se od funkéni hodnoty
f(x) odlisuje ,Fadové méné* nez ||a — x||.

5 Priklad

Vypoctéte (silnou) derivaci funkee f : (o, §) +— (sin accos 3, sin asin 3, cos ).

Spocteme gradient jednotlivych slozek. Vyjde (cosa cos 3, —sin asin f3),
(cos asin 3, sin v cos ), (—sinay, 0).

Funkce f je zobrazeni R? do R3. Derivace f'(a) v bodé a € R? je také
zobrazenim R? do R?, které muzeme zapsat v maticovém tvaru f'(a) : v
M, kde vektor v zapiseme do sloupce a matice M ma v fadcich gradienty
svych slozek.

cosacos S —sinasinf
M = | cosasinf3 sinacosf
—sina 0

6 Ijlohy.

1. Urcete, které derivace ma funkce f v bodé a = (0,0) a vypoctéte je.

fi(@,y) = ( cos(x — 2y))
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2. Napiste rovnici tetné roviny ke grafu funkce f v bodé a = [1,1]. Jaké
aproximacni vlastnosti ma linearni funkce [, jejimz grafem je tato tecné
rovina? Napiste Tayloruv polynom funkce f v bodé a druhého stupné.
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