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1 Skalarni soucin

Skalarni soucin vektortt x = (z1,...,24), ¥ = (Y1, ...,vq) € R%:

d
(x,¥) =21y1 + -+ + Taya = kayk
k=1

Vlastnosti

1. Pozitivita: (Vx € R¥)((x,x) > 0), piitom (x,x) = 0 pravé kdyz je x
rovno nulovému vektoru, tedy x = o.

2. Symetrie: (Vx,y € R)((x,y) = (y,x)).

3. Linearita (vzhledem ke druhému argumentu)
(¥, y1,¥2 € RY)(Varas € R)((x, anyi + anys) = an (X, y1) + a2(x, y2))

Dukaz vlastnosti provedeme dosazenim do definice.

Poznamky:
7 linearity vzhledem ke druhému argumentu a ze symetrie plyne linearita
vzhledem k prvnimu argumentu:
(a1y1 + aoy2,X) = (X, qy1 + a2y2) = a1(X,y1) + aa(X,y2) = a1(y1,x) +
s (y2,%).
Linearitu lze nahradit dvémi jednodussimi vlastnostmi — aditivitou:

(VX’ Yi,y2 € Rd)«xa y1+ }’2) = (X7 yl) + (X7 }’2))
a homogenitou:

(Vx,y € RY)(Va € R)((x,ay) = a(x,y)).
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2 Norma vektoru

Norma vektoru (jiny ndzev pro velikost vektoru) x = (xy,...,14) € R%:

Je dobré si uvédomit, ze nase definice velikosti vektoru je v podstaté Pytha-
gorova véta.

Vlastnosti normy vektoru
1. Pozitivita: (Vx € R?)(||x|| > 0, pfitom ||x|| = 0 pravé kdyZ je x = o.
2. (Vx € RY)(Va € R)([loax]|| = |af]x]])

3. subaditivita (trojihelnikovéd nerovnost)
(Vx,y € RY)([x+yll <[] + [ly])-

Dukaz: 1, 2 je vidét po dosazeni, dukaz 3 uvedeme nize (pouzijeme k nému
Cauchy-Schwartzovu nerovnost).

Dalsi vlastnosti
1. Z 2 plyne (Vz € RY)(|| — z|| = ||z||). Pouzijeme 2 s a = —1.

2. 7 2 plyne, ze norma nulového vektoru je nula. Pouzijeme 2 s o = 0.

Cauchy-Schwartzova nerovnost

(vx,y € RY)(I(x,y)] < [IxIllylD),

pritom rovnost plati v Cauchy-Schwartzoveé nerovnosti jen pro kolinearni vek-
tory (jeden je nasobkem druhého).

Poznamka: skalarni souc¢in geometrickych vektoru se spocte jako soucin
velikosti vektoru a kosinu thlu ktery sviraji. Cauchy-Schwartzova nerovnost
v tomto pripadé tika, ze kosinus je v absolutni hodnoté mensi nebo roven
jedné.

Uvedeme dva dukazy Cauchy-Schwartzovy nerovnosti. V obou piipadech
budeme pracovat se skalarnim soucinem linearni kombinace ve tvaru

(x —ty,x —ty) pripadne (|x|[y — [[y[}x, lx]y = [ly[}x).

V [3] 1ze nalézt prvni z dukazu rozepsany po soutradnicich.
Vyraz (x —ty,x —ty), o kterém vime, Ze pro libovolné redlné ¢ nabyva
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nezdporné hodnoty, upravime pomocf linearity na (x,x) —2t (x,y)+%* (y,y).
V proménné ¢ se jednd o kvadraticky vyraz s diskriminantem D = 4 (x,y)* —
4(x,x)(y,y). Z (vyse zminované) nezdpornosti vyrazu plyne, ze diskrimi-
nant D nemuze byt kladny. Proto plati
2
(x,y)" < (x,%)(y,y),

coz odmocnénim upravime na
G y)] < ]yl

Druhy dukaz: vyraz (||x|ly — [|yllx, [|x]|ly — [|yl|x), o kterém vime, ze je
nezdporny, upravime pomoci linearity na ||x||?(ly||*> — [|x|l|ly|l (x,¥). Z nezé-
pornosti dostaneme po upravé vytknutim nerovnici

[y [Fli<lllyll = (%, ¥)] = 0,

Odkud pro nenulové vektory dostavame (nerovnici lze v tom ptipadé pokratit)

[yl = (x,y) = 0

a po uprave

Ix[llyll = (x,¥)- (1)
Zbyva vysvétlit, ze nerovnost plati i s absolutni hodnotou na pravé strané a
ze plati 1 v ptipadé, ze je néktery z vektoru nulovy (v tomto piipadé nelze
vyse krétit nerovnici).
Absolutni hodnota: v piipadé zdporné pravé strany v (1) staci u jednoho
z vektori zménit znaménko, tedy misto vektoru x, y uvazovat vektory x,
z = —y. Nerovnost (1) pro vektory x, z

1x[[l|z]| > (x,2)
da po dosazeni a pouziti ||z|| = || — y|| = |y, (x,2z) = (x, —y) = —(x,¥)
Iyl = — (x,¥).

Vzhledem k zapornosti (x,y) je pravd strana rovna |(x,y)]|.
Nulovy vektor: v pfipadé x = o nebo y = o jsou obé strany v Cauchy-
Schwartzové nerovnosti nulové, tedy nerovnost plati.

Diikaz trojihelnikové nerovnosti: Nerovnost ||x+y/| < ||x||+ ||y || umocni-
me (je potieba si uvédomit, ze umocnovéni je ekvivalentni tprava) a levou
stranu vyjadiime pomoci skalarniho soucinu

(x+y,x+y) < (x| +lyl)*.
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Levou stranu upravime pomocf linearity a symetrie a pouzijeme (x,x) = ||x||?
L=(x+yx+y)=Ix["+26xy)+ [yl*
Pouzitim Cauchy-Schwartzovy nerovnosti dostaneme
L < [Ix]1* + 2lIxlllyll + [ly]I%,
coz je rovno pravé strané

P = (||l + [ly[)*.

3 Vzdalenost (metrika) v R?

Poznamka: v predchozich odstavcich jsme mluvili o vektorech v R%. V tomto
budeme mluvit o bodech v R? a budeme je znagcit stejné. Bod mtizeme vnimat
jako jeho polohovy vektor a naopak vektor muzeme vnimat jako jeho koncovy
bod po umisténi pocatecniho bodu do pocatku.

Vzdélenost bodu x,y € R? (Jak geometricky zndzornite rozdil vektori?
Nakreslete si obréazek):

oxy) =[x—yl.

Vlastnosti:

1. Pozitivita: (vVx,y € R?)(o(x,y) > 0), pfitom o(x,y) = 0 pravé kdyz je
X=y.

2. Symetrie: (Vx,y € R?)(o(x,y) = o(y,x)).
3. Trojihelnikovd nerovnost: (Vx,y,z € RY)(o(x,y) + o(y, z) > (o(x,z)).

Dukaz: uvedené vlastnosti jsou piimym dusledkem vlastnosti normy. Podrob-
nosti na hodiné.

4 QOkoli bodu v R?

Okolf bodu x € R? je koule bez hranién{ sféry. Zna¢ime bud U (z némeckého
umgebung) nebo B (z anglického ball).

Ux,r)=B(x,r)={y e RY: o(x,y) < 7}



5 Limita posloupnosti v R?
Rekneme, ze posloupnost {x;}¢_, bodii z R? m4 limitu rovnu x € R?, pokud
(Ve > 0)(In)(Vk € N)(k > n = o(xk, X) < €).

Pozndmka: pro d = 1 je o(z,y) = |r — y| a limita posloupnosti je totozna
s tou, kterou znate z AN1E.
Pozndmka: pomoci okoli 1ze definici zapsat (ve stejném tvaru jako v AN1E)

(Ve > 0)(In)(Vk € N)(k > n = x;, € B(x,¢)).

Pozndmka: v R? uvazujeme jen vlastn{ (tedy kone¢né) limity.
Lemma. Proi € {1,2,...,d} ax=(xy,...,zq) plati

i < [Ix[] < fai] + - + |zl

DUKAZ. Leva nerovnost plyne z 27 < z} + -+ + 22. Druh4 nerovnost
plyne z pouzit{ trojihelnikové nerovnosti na vektory (z1,0)(0,z3) v R?* a z
(opakovaného) pouziti na vektory (x1,0,0)(0,xq,0)(0,0, z3) v R3. O

Nakreslete obrazek pro d = 2: zvolte vektor x v obecné poloze a zakreslete
usecky o velikostech |z4|, ||x[|, |#1| + |z2|. Jak se situace zméni pro d = 37

Nerovnosti v lemmatu muzeme vylozit: ma-li vektor malou normu, ma
slozky blizké nule; ma-li vektor slozky blizké nule, ma malou normu. Do-
sadime-1i do nerovnosti za x rozdil x —y a uvazime-li, ze ||x — y|| je rovno
vzdalenosti bodu x, y, vylozime nerovnost: maji-li body x, y malou vzdale-
nost, lisi se jejich slozky malo; lisi-li se slozky bodu x, y malo, maji malou
vzdalenost.

Véta. Posloupnost {x; }¢_, bodii z R? md limitu rovnu x € RY prdve kdyz
pro vSechny indexy i € {1,...,d} plati: limita i-té slozky bodu xy je rovna
1-té sloZce bodu x.

Priklad. Limita posloupnosti

X = Lﬂarc‘c k
k — 2k+17k7 g

je rovna (%, 0, g)
Hlavni myslenka dikazu véty: vzdalenost o(xy,x) zapiSeme jako ||x; —x||
a pouzijeme predchozi lemma.



6 Limita funkce

Rekneme, ze funkce f z R® do R mé pro x € R jdouci k xo € R limitu
rovnu yo € R, pokud

(Ve > 0)(30 > 0)(vVx € R")(o(x,%x0) < § = o(f(x),y0) < €).
Pomoci okoli definici zapiSeme
(Ve > 0)(36 > 0)(¥x € R™)(x € B(x0,6) = f(x) € B(yo,¢)).

Podobné jako pro posloupnosti se da ukazat, ze limitu funkce pocitame po
slozkach, staci tedy probrat jen pifpad dy = 1 tedy funkci z R® do R. To
budeme nadale délat a limitu oznac¢ime gy misto yy.

Prolozime-li limitnim bodem x( pfimku se smérovym vektorem v o rovnici
X = Xg + tv, dostaneme z véty o limité slozené funkce implikaci

jestlize  f(x) — yo pro x — xg, pak f(xq+1tv)— yo prot — 0.

zy—3x>
1.2 +y2

Piiklad. Chceme zjistit, jestli ma funkce f : (z,y) — limitu
v bodé (0,0). Spocitame limity po piimkéch:

Po ose z, kterd ma rovnici y = 0, po dosazeni vyjde f(x,0) = —3 a jsou tedy
dvé moznosti, bud funkce f v bodé (0,0) neméa limitu nebo ji m4 rovnu —3.
Po ose y, kterd ma rovnici x = 0, po dosazeni vyjde f(0,z) = 0. Odtud
ucinime zavér, ze limita neexistuje (musela by byt rovna jak —3, tak 0;
zaroven ale vime, ze funkce mé nejvyse jednu limitu).

Pi#iklad. Chceme zjistit, jestli ma funkce f : (z,y) — % limitu v bodé
(0,0). Spocitdme limity po piimkéch:

Po ose x, kterd m4 rovnici y = 0, po dosazeni vyjde f(z,0) = 0 a jsou tedy
dvé moznosti, bud funkce f v bodé (0,0) nem4 limitu nebo ji md rovnu nule.
Po ose y, kterd ma rovnici x = 0, po dosazeni vyjde f(0,z) = 0, odtud plyne
stale stejny zavér — nevime, zda limita existuje.

Po piimce y = x, po dosazeni vyjde f(z,y) = % = % Odtud u¢inime zavér,
ze limita neexistuje (musela by byt rovna jak nule tak jedné poloving; zaroven
ale vime, ze funkce ma nejvyse jednu limitu).

Piiklad. Chceme zjistit, zda mé funkece f : (z,y) — :Bfny limitu v bodé
(0,0). Spocitame limity po oséch: f(x,0) = 0, f(0,y) = 0, limity vyjdou
nula. Déle spoc¢itame limity po ostatnich primkach prochéazejicich pocatkem,
ty maji rovnici y = kx s k # 0: f(x, kx) = 1’12;"2 — 0 pro z — 0. Stéle mame
nulu jako kandidata na hodnotu limity, ale nevime, jestli limita existuje. Jeji

2
. S , . Ty , .
existenci ukazeme tpravou na souc¢in f(z,y) = T 'z Vyrazu x, ktery ma

ktery je omezeny (nabyva hodnot mezi

2
. , y
limitu rovnu nule a vyrazu prosw R
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nulou a jednickou). Odtud a z véty o seviené funkci dostaneme existenci
limity:.

Piiklad. Chceme zjistit, zda ma funkce f : (z,y) — % limitu v bodé
(0,0). Limity po vSech primkach vyjdou opét nula. Limita po parabole z = 3?
vyjde f(y%y) = % jedna polovina. Pokud by limita funkce f existovala,
musela by byt stejnd po primkach i po parabole. Odtud udélame zavér, ze
limita neexistuje.

Dalsi piiklady naleznete v [1], ¢ldnek 12.6 a v [2] na strané 91, ¢. 14.16
az 14. 19. U prikladu 14.18 pocitejte limitu prevracené hodnoty.
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