Vektorové prostory se skalarnim soucinem

2. prosince 2005

1 Skalarni soucin geometrickych vektoru

Skalarni soucin geometrickych vektoru je definovan jako soucin jejich velikosti nasobeny
kosinem jejich odchylky:.

Oznacime-li skalarni sou¢in vektora a, b symbolem a-b,
velikosti symboly ||a||, [|b]|, je

a-b = [lall[[b]| cosw (1) a

Vsimnéte si, ze ze znaménka skalarniho souc¢inu dvou vektoru je mozné zjistit nasledujici
informaci o jejich odchylce: kladny — nulovy — zaporny skalarni souc¢in znamena ostry —
pravy — tupy thel (nakreslete si graf kosinu na intervalu (0, 7)).

Uvédomte si, ze pro vektory svirajici ostry nebo pravy
thel je ||b]| cosw velikosti kolmého prumétu vektoru b
do sméru vektoru a. Oznacime-li tuto velikost b,, pak

w
prow < 7w/2 plati a-b=b,|a] (2)
Pro tupy thel w lze vyse uvedené snadno zobecnit. Staci
si uvédomit, ze cos(m —w) = — cosw. Proto
prow € (r/2,7m) plati a-b = —b,||al| (3) w

a pro vsechna w € (0,7) plati |a-b| =b,|la (4)

Zavedeme-li kartézsky souradny systém, muzeme nasledovné vypocist skalarni soucin a-b
vektoru a = (ay, as,asz), b = (by, by, b3)

a-b= a161 -+ a,gbg -+ a3b3 (5)

a nasledovné velikost vektoru a

lall = v/atf + a3 + a3 (6)



1.1 Vlastnosti skalarniho soucinu geometrickych vektoru

Uvedeme nékolik vlastnosti, které maji oba vyse uvedené skaldrni souciny i s dokédzanim
jejich platnosti.

1. Pro kazdy vektor a plat{ |[a]|> =a-a

2. Pro kazdy vektor a plati ||a|| > 0, pfitom ||a|| = 0 pouze pro nulovy vektor.

3. Pro kazdé dva vektory a, b plati |[a + b|| < ||a]| + ||b]|

4. Pro kazdé dva vektory a, b plati |a - b| < [|a||||b||

5. Pro kazdy vektor a plati a-a > 0, pritom a - a = 0 pouze pro nulovy vektor.
6. Pro kazdé dva vektory a, b platia-b=Db-a

7. Pro kazdé dva vektory a, b a pro kazdé ¢islo o € R plati a- (ab) = a(a - b)
8. Pro kazdé tii vektory a, b, cplatia- (b+c)=a-b+a-c

Dikazy a komentaie — (a) pro geometrickou definici (1), (b) pro souradnicovou definici

(5).

1. (a) Nechdame ¢tenari na rozmyslenou. Uvédomte si, ze vektor svirda sam se sebou
nulovy thel a ze cos0 = 1.

(b) Dosadte b =a do (5) a porovnejte s (6).

2. (b) Uvédomte si, ze druhd mocnina realného ¢isla nemuze byt zdporna a pro které
¢islo je nulova.

3. Nerovnost ||a+ b|| < ||a|| + ||b|| nazyvdme trojihelnikovou nerovnosti.

Proc, to by mélo byt patrné z nasledujiciho obrazku,
na kterém jsou zobrazeny vektory a, b a jejich soucet. .
Tvori-li vektory a, b spolu se svym souc¢tem trojihelnik, e
je nerovnost ostra. Rovnost nastane, maji-li vektory a, e
b stejny smér a orientaci. Jak je to v pripadé, ze maji e
stejny smér a opac¢nou orientaci?

Trojuhelnikova nerovnost pro (5) znamena

\/(a1—|—b1)2+(a2+b2)2+(a3+b3)2 S \/a%‘l—a%‘f‘&%‘l—\/b%"‘b%‘f‘bg (7)

Dukaz této nerovnosti pro libovolnou Sestici Cisel aq, as, as, by, by, by provedeme v
nasledujici kapitole.

4. Pro (1) plyne z (4) a z oboru hodnot funkce kosinus. Diikaz pro (5) provedeme v
nasledujici kapitole.

5. Pro tento bod plati totéz jako pro bod 1.



6. Nechame ¢tenari na rozmyslenou.
7. (a) Vyplyva z toho, ze kolmy prumét je homogenni zobrazeni.

(b) Pro soucin (5) je

a- (ab) = ai(aby) + az(abs) + as(abs)

a(a-b) = a(arb; + agbs + azbs)
Snad c¢tenar vidi, ze se tyto vyrazy rovnaji.
8. (a) Vyplyva z (2), (3) a z toho, ze kolmy prumét je aditivni zobrazeni.
(b) Podobné pro (5) je

a-(b+c)=ay(by + c1) + az(bs + c2) + as(bs + c3)

a-b+a-c = a1b1 +a2b2 —I—(Igbg + ajc1 + asco + ascs

a vyrazy na pravych stranach se rovnaji.

Platnost 7. a 8. pro skaldrni soucin (1) plyne z toho, ze kolmy prumeét je linedrni zobrazeni.

1.2 Dukaz Cauchy - Schwarzovy a trojihelnikové nerovnosti

Nerovnost
la-b| < |la]||[b]|

kterd pro skaldrni sou¢in (5) mé tvar

\a1b1 + agbz + agbg‘ < \/OJ% + a% + a?)’\/b% + b% + b?,’

nazyvame Cauchy - Schwarzovou nerovnosti. Provedeme jeji dukaz. Jsou-li aq, ..., b3
pevné zvolend (ale libovolnd) redlnd ¢isla, je pro kazdé ¢ € R splnéna nerovnost

(a1 +tb1)?* + (ag + tby)* + (a3 + tb3)* >0
Po upravé dostaneme kvadratickou nerovnici proménné ¢
202 4 b2 + b2) + 2t(ar1by + agby + asbs) + (a2 + a2 +a2) >0

Jsou-li Tesenim kvadratické nerovnice vSechna realnd c¢isla, nemuze mit prislusna kva-
dratickd rovnice dva ruzné redlné koteny (kreslete graf!), a proto pro jeji diskriminant
plati

D<0 ). 4(arby + azby + asbs)® — 4(bF + 03 + b3)(ai + a3 + a3) <0

Odtud
(a1b1 + a2b2 + &3b3)2 S (b% + b% + bg)(a% + CL% + CL%)



a proto

la1by + asby + azbs| < \/b% + b3 + bg)\/a% + a3 + a2
(Posledni tivaha je hodna rozmysleni.)

Protoze libovolné realné ¢islo nemuze byt vétsi nez jeho absolutni hodnota, je
a161 + azbg + agbg S |albl + azbg + a3b3|

a tedy i

arby + ashy + asbs < /02 + b3 + b3\/a3 + a3 + a3

Vynéasobenim dvéma a prictenim stejného vyrazu k obéma strandm nerovnice dostaneme

(af4a5+a3-+b:+b3+b3)+2(a1by+ashy+asbs) < (a§+a§+a§+b§+b§+b§)+2\/b% + b3 + bg\/a% + a3 + a3

Upravime kazdou ze stran nerovnice

2
(ay +b1)? + (ag + by)* + (a3 + b3)? < <\/b% + b3 + b% + \/a% + a3 + ag)

odtud (podle stejné dvahy vyse oznacené k rozmysleni)

\/(a1+b1)2+(a2+b2)2+(a3+b3)2§\/b%+b§+b§+\/a%+a§+a§

a to je trojuhelnikova nerovnost.

1.3 Kolmé a jednotkové vektory, ortogonalni a ortonormalni
baze

Na obrazku je znazornén vektor a a vektor

ag stejného sméru a orientace jako vektor a //
o velikosti rovné |lag|| = 1.
Vektor ag je s vektorem a svazan vztahem
ag = T+
la]

Vektor, jehoz velikost je rovna jedné, nazyvame jednotkovym vektorem.
Napriklad vektory ag = ﬁ a by = —ﬁ jsou jednotkové vektory. (Jednotkové vektory

casto oznacujeme dolnim indexem 0.)
Bazi vektorového prostoru nazveme ortogonalni, pokud jsou bazové vektory vzajemné
kolmé. Napiiklad vektory

a; = (1,0,2), ay= (2,2 1), as=(4,—5,-2)

tvoti ortogondlni bazi. Pokud jsou vektory baze navic jednotkové, nazyvame ji orto-
normalni bazi. Z ortogonalni baze A = {a;, as, a3} snadno vyrobime ortonornalni bazi

by, = ai/|ai] = (1,0,2)/vV5 = (v5/5,0,2V5/5)
by = ay/|ag]| = (2,2,—1)/3 = (2/3,2/3,—1/3)
bs = ag/|as| = (4, -5, —2)/V45 = (4v/5/15, —V/5/3, —2V/5/15)



1.4 Davaji oba skalarni souciny stejny vysledek?

V této kapitole ukdzeme, Ze oba vzorce pro vypocet skaldrniho souéinu - geometricky (1)
a soutfadnicovy (5) davaji pro zadanou dvojici vektoru stejny vysledek. Dale ukazeme, ze
mame-li zadany skaldrni soucin pro bazové vektory a utvoiime z nich matici

ap-a; aA;-Az ... QA -y

dg+d;] QA9 -Ay ... QA2 Qqy
G: . . . . )

d, A Ap Ay ... Qp - aAp

je mozné spocitat skalarni soucin libovolné dvojice vektoru b, ¢ pomoci jejich soutradnic
Ap, “c
T

b-c=(*b) G“4c (8)
Vztah (8) odvodime jako dusledek vlastnosti uvedenych v kapitole 1.1, plati tedy pro oba
skaldrni souc¢iny. Zduraznéme déle, ze (8) mimo jiné znamend, ze skalarni souc¢in na pro-
storu V' coby zobrazeni V' x V do R je plné uréen svymi hodnotami pro bazové vektory.
Ukazeme-li tedy, ze oba skaldrni souciny (geometricky a souradnicovy) davaji pro vektory
baze stejné vysledky, plyne odtud, ze davaji stejné vysledky pro libovolnou dvojici vektoru.

Ukazme platnost (8) pro prostor dimenze 3. Je-li
b =bla; +b’ay +b’a; a c=cla; + Pa, + ’a;
je
b-c = (b'a; + b’ay + b’a3) - (c'a; + c*ay + cPay)
pouzijeme vlastnost 8 z kapitoly 1.1
= (b'a; + b%ay + b%ay) - (c'ay) + (b'a; + b*ay + b’a3) - (Pag) + (b'a; + b%ay + b’ay) - (Pay)
vlastnost 6 spolu s 8 umoznuje roznasobit i prvni vektor
= (blal) . (clal) + (bzag) . (clal) + (b3a3) . (clal) + (blal) . (Czag) + (bzag) . (Czag) +
(b’ag) - (CCag) + (b'ay) - (Paz) + (baz) - (*ag) + (b’a3) - (c*a3)
vlastnost 7 umoziuje vytknout éisla ¢!, ¢2, ¢®, 7 spolu s 6 1 bt, 0?, b3
= b'c(a;-a;) + b (ay-a)) +bcl(az - a)) +b'c*(a; - ag) + b c*(ay - ag) +

b’c*(ag - ag) + b'P(a; - az) + b°c’(az - a3) + b°c’(a3 - a3)

Jako cviceni ponechame ¢tenaii porovnani vyse uvedeného s tim, co vyjde vynasobenim
matic ve vztahu (8)

. a;-a; ax-a; as-a ct
b-c:(Ab) GAc=(b" * V)|a-a; ay-a, as-ay c?
A] A3 AaAz-A3 Az - asg 03

Zbyva ukazat, ze geometricky a soutadnicové definované skalarni souciny jsou iden-
tické pro (alespon jednu) bazi prostoru. Pripomenme, ze soufadnicovy skalarni sou¢in jsme



definovali pro kartézské souradnice. Rozmyslete si, ze takovym soutradnicim odpovidé orto-
normalni baze, tj. baze vektoru o velikosti 1 a navzajem kolmych. Na zavér si rozmyslete
¢emu je rovna matice GG pro takovou bazi. Spravnost svého vypoctu si muzete oveérit
v zaveru pristi kapitoly.

2

Skalarni soucin na vektorovém prostoru

Zobrazeni, které libovolné dvojici vektoru a, b z vektorového prostoru V' prifazuje redlné
¢islo (to budeme oznacovat (a, b)) a které ma vlastnosti

1.

Pro kazdy vektor a € V' je (a,a) > 0, pritom (a,a) = 0 pouze pro nulovy vektor
a = o (positivita).

Pro kazdé dva vektory a, b plati (a,b) = (b, a) (symetrie).
Pro kazdé tii vektory a, b, ¢ plati (a,b + c) = (a,b) + (a, c) (aditivita).

Pro kazdé dva vektory a, b a kazdé realné ¢islo a plati (a, ab) = a(a, b) (homoge-
nita).

nazyvame skalarnim sou¢inem na vektorovém prostoru V.

V dalsim textu zavedeme skalarni sou¢in na prostoru polynomu
b

(P.Q)= [ P@)Q(x) da )

Ptitom a < b jsou pevné zvolend (tj. nezavisla na konkrétni volbé funkci P, @Q)) redlnd
¢isla. Ukédzeme, ze (9) spliuje 1 — 4.

1.

(P, P) = fab (P(x))?>dz > 0, plyne z vlastnosti integralu (integral nezdporné funkce
je nezaporny).

Zajimavejst je otdzka kladnosti integralu [°(f(z))? dz pro nenulovou funkci f. Ne-
nulova funkce f ma nenulovou funkéni hodnotu v alesponn jednom bodé svého de-

finicnitho oboru. Na obréazcich vidite grafy dvou nenulovych funkci, pro které je
integral [°(f(z))?dz = 0.

la lb la lb

7

Pro polynom vsak zadna z téchto dvou situaci nemiuze nastat. Modra funkce je na
rozdil od polynomi nespojité. Cervend funkce mé pro zménu koieny (tj. body s nu-
lovou funkéni hodnotou) ve vSech bodech intervalu (a, b), zatimco kazdy nenulovy
polynom mé pouze koneéné mnoho kotenu (pripomenme, ze jejich pocet je nejvyse
roven stupni polynomu).



2. Platnost [* P(2)Q(z) dx = [° Q(z)P(x) dz je ziejma.

3. Plyne z aditivity integralu vzhledem k integrované funkci [” P(z) (Q1(z) + Q2(z)) dx =
JPP(2)Q1(2) + P(2)Qy(x) dz = [P P(2)Q:(x) dx + [° P(x)Qy(x) dx

4. Plyne z [° P(x)aQ(z)dz = a [° P(2)Q(z) dx

2.1 Metrika, kovariantni a kontravariantni souradnice vektoru

Soutadnice vektoru, se kterymi jsme az doposud pracovali, budeme nazyvat kontravari-
antnimi soufadnicemi a budeme je oznacovat hornim indexem, napi. v = vla; +v%as+
-+ -4 v"a,. Kovariantnimi soufadnicemi vektoru v vzhledem k bazi A = {ay,...,a,}
budeme nazyvat aritmeticky vektor 4v = ((v,a;), (v, as), ..., (v,a,))". Jeho slozky bu-
deme oznacovat dolnim indexem v; = (v, a;). V dalsim ukézeme, ze

1. Z kontravariantnich soutradnic je mozno vypocitat kovariantni pomoci vztahu
v = <ai> al)?jl + (al-, 32>U2 4+ 4+ <ai> an>vn (10)

Matice skalarnich souc¢inu vektoru baze

(aj,a;) (aj,as) ... (aj,a,)
Ga— <a2,. a;) <a2,.a2) . <a2,.an)
(a,,a1) (ap,a) ... (a,,a,)

se nazyva metricky tenzor. Vztah (10) mezi kontravariantnimi a kovariantnimi
souradnicemi vektoru pak muzeme zapsat maticove

U1 (al, a1> (al, a2> e (al, an> Ul
P (ag,a;) (ag,ag) ... (ag,a,) v?
U, (a,,a1) (a,,a) ... (a,,a,) v"
nebo taky
AV = G_A AV (11)

2. Skalarni sou¢in dvou vektoru a, b muzeme vypocitat pomoci kontravariantnich
soufadnic a' jednoho vektoru a kovariantnich soufadnic b; druhého

<a, b> = albl + a2b2 + -+ a”bn (12)

Platnost (10) ukdzeme dosazenim do vztahu v; = (v, a;). Odvozeni udélame pro jednodu-
chost pouze pro ptipad dimenze n = 3.

v; = (v,a;) = (dosadime za v) = (v'a; +v?a, +v’as, a;) =
(pouzijeme aditivitu) = (v'ay,a;) + (v?ay, a;) + (vias, a;) =
(pouzijeme homogenitu) = v'(ay,a;) +v*(ay, a;) + v*(as, a;) =
(

pouzijeme symetrii) = v'(a;,a;) +v*(a;, ay) + v*(a;, as)



Ukazme jesté platnost (12).

(b,c) = (dosadime za b) = (b'a; + b*a, + b’a3, c) =

pouzijeme aditivitu) = (b'a;,c) + (b*ay, c) + (b*as, c) =

(

(

(pouzijeme homogenitu) = b'(a;,c) + b*(ay, c) + b* (a3, c) =

(nahradime skaldrni sou¢iny kovariantnimi souradnicemi) = brep 4 bcy + bey
)

Vztahy (11), (12) davaji
(a,b) = (*a)' G4 4D (13)

2.2 Metrika pro ortogonalni a ortonormalni bazi

Je-li baze A = {ay,...,a,} ortogondlni, plati pro ¢ # j (a;,a;) = 0 (kritérium kolmosti).
Metrika (matice skaldrnich soucinu vektoru baze) je potom rovna

<a1,a1) 0 0
G- | 0 0
0 0 o {an,ay)

Pro ortonormélni bazi je navic (a;,a;) = 1 (vektory baze jsou jednotkové). Matice G4
je tedy jednotkovou matici. Pro kovariantni a kontravariantni soutadnice vzhledem k
ortonormalni bazi tedy plati

U1 1 0 0 vl vl
vy | 0 1 0 V2 B V2
Uy, 0 0 ... 1 v" v"
nebo-li
_ A
AV ="V (14)

Ve vztahu (12) pak muzeme zaménit kovariantni a kontravariantni soutadnice a (12) je
identicky se vztahem (5) platnym v kartézskych souradnicich.

3 Ortogonalni projekce jako nejlepsi aproximace

Na obrazku je zndzornén vektor v a jeho
kolmé projekce p na rovinu vyznacenou
rovnobéznikem. Zduraznéme jednu vlastnost
kolmé projekce vektoru: [[v — pl| je rovno
vzdalenosti koncového bodu vektoru v od ro-
viny (na kterou promitame) a pro libovolny
vektor q # p lezici v uvazované roviné je

[v—aqal| > [lv—pl




Na dalsim obrazku je pridan vektor q a
carkované vyznacen vektor v — q. Nezda-
li se vam, ze plati |[v —q| > ||lv — p|l,
uvedomte si, ze Cervené carkovand tusecka
je kolma na prumétnu a je tedy odvésnou
ve vysSrafovaném trojihelniku. Ve stejném
trojuhelniku je modra carkovana tsecka
preponou.

Jak muzeme vyjadiit projekci p vektoru
v, mame-li ortonormalni bazi slozenou ze
dvou vektoru e;, e, lezicich v prumétné a
normalového vektoru es?

Soutadnice vektoru v vzhledem k bazi & =
{e1,e2,e3} jsou, jak plyne z (1) i z (14)
(e1,v), (eg, V), (e3,v), a tedy

v = (e, v)e; + (ey, vies + (e3,v)es

p = (e, v)e; + (e, v)ey

Nyni si misto roviny predstavme prostor P, polynomu stupné nejvyse k a na misté vek-
toru v funkci g (definovanou na intervalu (0,1)). Budeme hledat polynom P € P pro
néjz je integral
1
| (9@) = P@))? da
minimalni.
Nejlepsi aproximace funkce g na intervalu (0, 1) polynomem 2. stupné je

<g> 60>€0 + <g> €1>61 + <ga 62>€2 (15)

pokud polynomy ey, 5, €3 tvoii ortonormélni bazi vzhledem ke skaldrnimu soucinu (p, ¢) =
Jy p(z)q(z) dz. Tvoit-li polynomy fi, fo, f3 bazi ortogondlni, je

<gaf0> <gaf1> <gaf2>
(fos fo) (f1, f1) (f2; f2)

Jo+ Ji+ J2 (16)
3.1 Vytvoreni ortogondlni baze (Gramm — Schmidtav algorit-

mus)

Na prostoru polynomu stupné druhého a menstho definujeme skalarni soucin.

1

(P.Q) = | P)Qr)dr (1)



(V kapitole 2 jsme ukézali ze je to opravdu skaldrni soucin — tj. ze spliuje vlastnosti 1. —
4. 7 této kapitoly.)

Zjistime, zda je kanonickd baze A = {ag,a;,as}, kde a; : * — 2 pro ¢ = 0,1,2, na
prostoru se skaldrnim souc¢inem (17) ortonormélni piipadné alespon ortogonélni. Za tim
ucelem vypocteme skaldrni souciny

(ag,ap) = /01 ag(x)ag(x) de = /01 lde =1
(ag,ar) = /01 ag(x)ay(x) de = /ledx =1/2

(ay,as) : /Olal(x)ag(x)dx:/()lx3d:c:1/4

(ag, as) : Alaz(x)ag(x)dx:/()lx4d:c:1/5

a vytvorime matici

(ao,a0) (ao,a1) (ao,az) 1 1/2 1/3
GA: <CL1,CLO> <CL1,CL1> <CL1,CL2> == 1/2 1/3 1/4
(az,a0) (ag,a1) (as,az) 1/3 1/4 1/5

Vidime, ze baze A neni ani ortonorméalni ani ortogonalni - srovnej s kapitolou 2.2. Chceme
pouzit néktery ze vztahu (15), (16) a k tomu potFebujeme ortogonalni bazi. Vytvorime ji
z baze A nasledovné

Jo = ao, Ji=a1+ afo, fo=ax+Bfo+h1 (18)

kde koeficienty (¢isla) a, 3, v vypoéteme z podminek ortogonality (vypocet viz déle)

(fo, f1) = (fo, fo) = (f1, f2) =0
Z ortogonalni baze F = { fy, f1, f2} ziskdme ortonormélni bazi £ = {eg, e1, 5}

e = fi/llfil. proi=0,1,2 (19)
Nyni odvodime vztahy pro koeficienty «, 3, . Dosadime-li za f; z (18), dostaneme

(fo, i) = (fo,a1 +afo) = (pouzijeme linearitu) = (fo, a1) + a(fo, fo)
Z podminky (fo, fi) = 0 (vektory ortonormalni baze jsou kolmé) dostaneme
(fo,a1) + a(fo, fo) =0

a tedy
a = —(fo,a1)/{fo, fo) (20)



Podobné odvodime

B = —<f0,a2>/<fo,fo> (21)
v =—(f1,a2) /{1 [1) (22)

Vidime, ze k vypoctu éisel a, 3, v pottebujeme spocitat celkem 5 skalarnich soucinu. Tti
z nich muzeme bezprostiedné urcit z matice G 4.

(fo,ar) = (ao,a1) =1/2
(fo, fo) = {ao,a0) =1
(fo,az) = (ag,a2) =1/3
odtud je
a=-1/2, fi = a1 —1/2a, f=-1/3
Na vypocet zbylych dvou pouzijeme vztah (13), prvky matice G4 jiz mame spocitany,
souradnice uvazovanych funkci vzhledem k bazi A jsou

0 «
Aay =10 “hi=a+afy)=|1
1 0
a postupné pocitame (pouzivame pfitom (13))

. 1 1/2 1/3\ [0
(foa2) = (*fi) Gataz=(-1/2 1 0)1/2 1/3 1/4||1]|=-1/4+1/3=1/12
1/3 1/4 1/5) \0

1 1/2 1/3)\ [—1/2
o f)=(-1/2 1 ())(1/2 1/3 1/4 ( 1 ) = —1/2(—1/241/2)+1(—1/4+1/3) = 1/12
1/3 1/4 1/5 0
Odtude je
v=—-1
fa=as—1/3fy — fi = (po dosazeni) = ay —1/3ap — (a1 — 1/2ap) = ay — ay + ao/6

Jesté budeme potiebovat
1 1/2 1/3 1/6
(fo, fo) = (1/6 —1 1)(1/2 1/3 1/4)(1)
1/3 1/4 1/5 1
1/6(1/6 —1/2+1/3) —1(1/12—-1/3+1/4) +1(1/18 = 1/4+1/5) = 1/180
Hledana ortogonalni baze tedy je
forx—1, firx—a—-1/2, fo:x—2>—2+1/6 (23)
Normy funkci fy,...,fo jsou
Ifoll =1, IAll=1/V12, | fol = 1/V180 (24)
a tedy ortonormalni baze je

eco:rx—1, e:x—V3Q2r—1), e:z—V5(62°—6z+1) (25)



3.2 Aproximace exponencialni funkce

Budeme aproximovat funkci exp : x — €”, proto vypocteme skalarni souciny (integraly)

1
(ag,exp) = / e“dr=[e*],=e—1
0
1 1
(ap,exp) = / ze® dr = [ve”], —/ efdr=e—(e—1)=1
0 0
1 1 1
(ag,exp) = / e dr = [xzeﬂ - 2/ xe¥dr =e—2
0 0 0
Zminovanou nejlepsi aproximaci p ziskdme dosazenim bud (23) a (24) do (16) nebo (25)
do (15)
pz) = (e—1)+12[1—1/2(e—1)](z —1/2)+180[(e—1)/6 — 1 +e—2](1/6 — x + z?)

Postupnou upravou - nejdiive roznasobenim a poté sdruzenim ¢lent se stejnou mocninou
x dostaneme
p(z) = 30(7Te — 19)2”® + 12(49 — 18¢)x + 3(13e — 35)

V jakém smyslu je aproximace nejlepsi? Hodnota integralu [j (e — p(x))? dz vyjde
nejmensi ze vSech polynomu stupné 2 a mensiho. Na obrazcich jsou Cervené grafy expo-
nencialni funkce a zelené vypocteného kvadratického polynomu. Na prvnim obrazku v
intervalu (0, 1), na druhém v intervalu (—1,2).

V tabulce na dalsi strance jsou hodnoty e® a p(x) pro x = —0.5,—0.4,...,1.5. Cervené
jsou uvedeny rozdily e* — p(x) pro x € (0, 1).



-05| =04 -03| —-02] —-0.1 0 0.1
0.797 | 0.807 | 0.833 | 0.876 | 0.936 | 1.013 | 1.107
0.607 | 0.670 | 0.741 | 0.819 | 0.905 | 1.000 | 1.105
-0.191 | -0.136 | -0.092 | -0.058 | -0.031 | -0.013 | -0.001
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
1.217 | 1.344 | 1.488 | 1.648 | 1.826 | 2.020 | 2.231
1.221 | 1.350 | 1.492 | 1.649 | 1.822 | 2.014 | 2.226
0.005 | 0.006 | 0.004 | 0.0004 | -0.004 | -0.006 | -0.005
0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 14 1.5
2459 | 2.703 | 2.965 | 3.243 | 3.538 | 3.849 | 4.178
2.460 | 2.718 | 3.004 | 3.320 | 3.669 | 4.055 | 4.482
0.001 | 0.015| 0.040 | 0.077 | 0.132 | 0.206 | 0.304




