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1. Derivace podle vektoru jako funkce vektoru.

Pro pevné zvolenou funkci f : R? — R” a bod a € R? budeme zkoumat zobrazeni, které
vektoru v € RY piifadi vektor D, f(a) € R", tedy derivaci funkce f podle vektoru v
v bodé a. Toto zobrazeni oznac¢ime L.

Ptipomeneme definici derivace funkce podle vektoru
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Je to limita funkce z R do R™ a o té vime, Ze se pocita po slozkach.

Piiklady.
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2. Slaba derivace.
Podivejme se na grafy vyse zkoumanych funkei

Obréazky jsou vygenerovany na wolframalpha.com

Derivace podle vektoru souvisi s tecnou fezu grafu ve sméru vektoru. U funkce f tyto
tecny lezi ve spolecné roviné (viz obrézek vlevo), u funkce g nikoliv (viz obrazek vpravo).
To, zda te¢ny tvori rovinu, souvisi s tim, zda je zobrazeni L linearni (TODO: UKAZAT



SOUVISLOST ADITIVITY A SPOLECNE ROVINY TECEN). A to nés vede k definici
derivace, kterou nazyvame slabou derivaci.

Definice slabé derivace. Linedrni zobrazeni, které vektoru v € R¢ piifadi derivaci
funkce f v bodé a € R? podle vektoru v nazyvame slabou derivaci funkce f v bodé a.
Poznamenejme, Ze pro funkci f : R — R" je slabd derivace také zobrazenim R¢ do R".

Piiklady. Ve vyse uvedeném piikladu mé funkce f v bodé (1,1) slabou derivaci L :
(v1,v9) — —v1 — 4vy. Funkce g v bodé (0,0) slabou derivaci nema.

Poznamky.

1. Parcialni derivace je specialnim piipadem derivace podle vektoru. Pro funkci dvou
proménnych x, y je parcidlni derivace podle z derivaci podle vektoru (1, 0) a parcialni
derivace podle y derivaci podle vektoru (0, 1).

2. Méa-li funkce dvou proménnych slabou derivaci, pak je tato derivace tvaru L :
(v1,v9) — Lyvy + Lave. Vektoru v = (1,0) prifadi L ¢islo Ly. Proto je L; rovno
hodnoté parcidlni derivace podle x. Podobné je L, rovno hodnoté parcidlni derivace
podle y. Slabéa derivace tedy, pokud existuje, ma tvar

of of

L (?}1,’02) — 1)1%(21) + ’Uza—y(a)

Pomoci gradientu a skalarniho sou¢inu muzeme slabou derivaci zapsat
L (v1,v2) = (v1,v2) - grad f(a) (1)

3. Vztah (1) plati jen v piipadé existence slabé derivace. Funkce g zkoumand vyse mé
v bodé a = (0,0) gradient grad g(a) = (0,0), ale nem4 slabou derivaci.

Piiklad slabé derivace — tedy geometricky tecen v jedné roviné — kterou
bychom se zdrahali nazvat tecnou rovinou.

Na obrazku je graf funkce f : (z,y) — xf—j_’;
rozsifeny nulou do bodu a = (0, 0).

Vypocteme derivaci v bodé a podle vektoru v =
(1)1, Ug) .

t 4 t 2 4 Qt
Dy f(a) = lim "W it
=0 ((v16)® + (vat)M)t Vit 4 v3

Odtud plyne grad f(a) = (0,0) a také existence
slabé derivace

L:v—=0

Obrézek je vygenerovan na wolframalpha.com

Z grafuaz f(z,0) =0, f(z,2*) = 1/2 plyne, Ze funkce neni v bodé a = (0,0) spojita.
To nas vede k definici silné derivace. Uvidime, ze spojitost je dusledek existence silné
derivace. Vyse uvedeny priklad ukazuje, ze slaba derivace spojitost nezarucuje.



3. Silna derivace.

Definice. Linearni zobrazeni L nazveme silnou derivaci funkce f v bodé a, pokud plati

i J@+ V) — f(a) — L(v) _

Vo Inal

(2)

Silnou derivaci funkce f v bodé a znacime f’(a) nebo df (a), ptipadné D f(a). O kolizi
znaceni pro funkei jedné proménné — jednou je f’(a) ¢islo, podruhé linedrni zobrazeni —
viz nésledujici poznamky a [2], definice 2.6, poznamka 2.7, [1], piiklad 5.2.10 a pozndmka
5.2.11.

Poznamky.

1. Misto silna derivace se casto tika derivace. Dalsi casto pouzivany termin je totdlni
diferencial nebo jen diferencidl.

2. Je-li f funkce z R? do R”, pak je i silnd derivace zobrazenim z R? do R".

3. Pro funkci f : R — R, tedy funkci jedné proménné je v definici silné derivace
a € R, budeme ho tedy znacit netu¢né a. Podobné budeme v € R znacit v a misto
o napiseme 0. Misto L(v) budeme psat sou¢in Lv, kde L neni zobrazeni, ale realné
¢islo. Misto normy napiSseme absolutni hodnotu. Dostaneme

L flat o)~ fla) - Ly

v—0 |U|

=0

Odstranénim absolutni hodnoty se nezméni limita zprava a limita zleva zméni zna-
ménko. Muzeme tedy vztah nahote ekvivalentné prepsat na

fla+v)— f(a) — Lv

lim =0
v—0 v
a to je ekvivalentni s
i Fletv) = fla) _

v—0 v

Zaveér. V piipadé funkce jedné proménné je existence silné derivace ekvivalentni
existenci derivace a silnd derivace v bodé a je zobrazeni L : v — f'(a)v.

Véta o tvaru silné derivace. M4-li funkce f : R — R v bodé a € R? silnou derivaci,
pak ma tato tvar
L:v— v-grad f(a)

DUKAZ. Ditkaz provedeme pro funkci z R? do R a do (2) dosadime a = (ay, as), v = (v, vg)
a vyjadiime L(v) = Liv; + Lovy. Nasim cilem je tedy ukazat

L1 = %(a) L2 = g—i(a)

Ze vztahu (2) v definici silné derivace plyne, ze i limity po piimkach jsou rovny nule.
Po dosazeni v, = 0 dostaneme

lim flar +v1,a2) — f(a1,a2) — Ly
v1—0 |U1|

=0
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Odtud stejnou uvahou jako v poznamce 3 dostaneme

flar +v1,a2) — f(ar, az)

lim = Ll
v1—0 1
a tedy
of
Ly =—
YT o (a)
Podobné bychom dostali
of
Ly=—
2 By (a)

O

Véta o silné a slabé derivaci. M4-li funkce f : R — R" v bodé a € R silnou derivaci,
pak ma v tomto bodé i slabou derivaci a jsou si rovny.

DUKAZ. Zvolime u € R% u # o a do (2) dosadime v = ¢ u. Dostaneme

f(attu) — f(a) = L(tu)

lim =o0
o frul

po upraveé
o flattw) -~ f@) )
t=0 [l af]

a po vynasobeni || u ||
lim fa+tu) — f(a) —tL(u) o
t—0 |t|

Nyni stejnou iivahou jako v poznamce 3 odstranime absolutni hodnotu a upravime na

Dostédvame tedy pro u # o rovnost L(u) = D, f(a), tedy rovnost silné a slabé derivace.
Pro u = o vysledek plyne z linearity obou derivaci. 0

Véta o existenci silné derivace. Ma-li funkce f : R — R v bodé a € R? spojité
parcialni derivace prvniho fadu, pak ma v bodé a silnou derivaci

L:v— v-grad f(a)

DUKAZ provedeme pro d = 2. Piirustek funkce napiSeme jako soucet pifriistki ve sméru
soutadnych os — nakreslete obrézek obsahujici body a = (as, ay), a+v = (a;+v,, a,+vy),
(ay + vy, ay).

f(ax+vxa ay+vy)_f(axa ay) = f(am+vx7 ay+vy)_f(aw+vxa ay)+f(ax+vxa ay)_f(awa ay)

Na rozdily na pravé strané pouzijeme Lagrangeovu vétu o sttedni hodnoté. Dostaneme

_ . of of
f(aac + Vg, Ay + Uy) - f(a:ca ay) - Uya_y(c) + UJ:%(CD



kde bod c lezi nékde na tsecce mezi body (a, + vy, ay + vy), (az + vy, ay) a bod d mezi
body (a; + vs, ay), (as,a,), Od obou stran odecteme L(v)

faz+vg, ay+vy)—f(az, ay)—(vg, vy)-grad f(a) = v, (g—z(c) — g—g(a)) +0, (%(d) — g—gjj(a))

dosadime do definice silné derivace
o, (5(0) — S@) + v (B - Fia)

2 2
\ Uz T Uy

a upravime

_ Y% (6_f(c) _ g(a)) NI S <a_f(d) _ g(@)

VU202 \ 9y oy VU2 o2 \ Oz dy

Chceme ukézat, ze tento vyraz ma pro (v,,v,) — (0,0) limitu rovnu nule. Ze spojitosti
parcialnich derivaci vime, ze rozdily v zavorkach maji nulovou limitu. O podilech zase

vime, ze nabyvaji hodnot mezi nulou a jednou. Véta o limité souc¢inu nulové a omezené
funkce da pozadovany vysledek. O

Poznamka. Vime, ze limity funkce do vicerozmérného prostoru pocitame po slozkach.
Odtud plyne existence a vypocet silné derivace funkce f = (fi,. .., fn) z R? do R" v bodg,
ve kterém maji slozky fi, ... f, spojité parcidlni derivace prvniho tadu. Ukazeme na
nasledujicim ptikladu.

Priklad. Funkce f z R? do R? dand ptedpisem f : (r,¢) — (rcosp,rsing) mé na R?
spojité parcidlni derivace prvniho fadu, ma tedy silnou derivaci a ta je dand predpisem

(v1,v9) > (V1 €OS  — Va1 sin p, vy Sin @ + Vo1 COS )

coz muzeme zapsat maticové
coS —rsin v
o (322 72 (2)
sinp 71cosp Uy
Definice Jacobiho matice a Jacobidnu. Necht f = (fi,..., f,) je funkce z R¢ do R".
Matici parcialnich derivaci prvniho radu funkce f nazyvame Jacobiho matici funkce f

of oh
oxr1 " Oxg
Ofn fn
or1 Oxg

V ptipadé n = d, kdy je Jacobiho matice ¢tvercova, nazyvame jeji determinant Jacobianem
funkce f.
Cteme: jakobiho matice, jakobian, spisovné je Jacobiova matice.

Véta o spojitosti a derivaci. Ma-li funkce f : RY — R" silnou derivaci v bodé a, pak
je v bodé a spojita.
DUKAZ. Z (2) plyne, Ze ¢itatel md nulovou limitu, tedy

lim (f(a-+v) — f(a) ~ L(v)) =0

Linedrni zobrazeni je spojité, tedy L(v) — o pro v — o. Odtud plyne limy_,, f(a+v) =
f(a) a tedy spojitost f v bodé a. O



4. Tayloruv polynom prvniho stupné. Odvodime z (2) vztah pro Tayloruv polynom
prvniho stupné pro funkci dvou proménnych. Citatel v (2) oznaéime R;. Dostaneme po
uprave

Fla+v) = f(a) + grad f(a) - v+ Ry

Oznaéime-li a = (ay, a2), a+ v = (z,y), odkud vyjadiime v = (x — a1,y — az), prepiseme
vztah na
0 of
f(z,y) = flar, a2) + (z — al)a—ﬁ(a) +(y — a2)0_y(a) + Ri(z,y) (3)

R, interpretujeme jako zbytek Taylorova polynomu. Z (2) plyne pro tento zbytek obdobné
vlastnost jako v piipadé funkce jedné promeénné, tedy Ri(z,v)/|(z,y) — a|| — 0 pro
(z,y) — a.

Ptipomenme jesté, ze pro funkci jedné proménné plynula uvedend vlastnost zbytku
z existence derivace. Pro funkci dvou proménnych plyne z existence silné derivace. Zadna
ze ,slabsich* forem derivace, jako gradient nebo slaba derivace, vlastnost zbytku nezarudi.

Piiklad. Vyse jsme urcili silnou derivaci funkce (r,¢) +— (rsinp,rcosp). Napiseme
Taylorovy polynomy jejich slozek v bodé (7o, o)

rcosy = TOCOSS00‘|‘(7”—T0)COSSO0—(SO—SOO)ToSiHSOOﬂLRl(TW)
rsing = rosinpg + (1 — 1) singy + (¢ — o)ro cos po + Ra(r, ©)

a zopakujeme, co plati pro jejich zbytky (uvadime jen pro Ry, pro Ry je vaztah stejny)

Ri(r,0)//(r —10)2+ (¢ — ¢0)2 = 0 pro (r,¢) = (o, ¢0)

Maticové napiseme oba Taylorovy polynomy ve tvaru
7 COS o T COS Yo n COS Py  —Tpsin g r—Tg n ]?1(7’, 90) (4)
7 sin ¢ 7o SIn Vg singy 7 CoS g ®— o R, (r,9)
Poznamka. Srovnejte (4) se vztahem pro funkci jedné proménné

f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — o) + Ri(x)

5. Derivace slozené funkce. Pravidlo pro derivaci slozené funkce odvodime a vysvét-
lime na prikladé. Mame funkci f proménnych z, y a dosadime do ni polarni soutadnice.
Dostaneme funkci

g:(r,p)— f(rcosp,rsing)
Nasim cilem je vyjadrit gradient funkce g v bodé (rg,¢o) pomoci gradientu funkce f
v bodé (g, yo) = (ro cos g, T sin o). K vypoctu pouzijeme Tayloruv polynom. Budeme
tedy predpoklddat existenci silné derivace funkce f v bodé (xg, yo).

) = £ ) + G (v, = 20) + 5L o)y = w0) + Faley) (9
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Tayloruv polynom (5) zapiSeme v maticovém tvaru

[z, y) = f(o,90) + (%(mo,yo), %(xo,yo)> (

T — 2o
Y—%Y

) men)  ©
Tayloruv polynom vnitini funkce jsme napsali v (4). Do (6) dosadime

fzy) = g(re)
f(xo,y0) = g(ro, o)

Y—%Yo

( T — To ) _ ( 7 COS  — T COS Py ) _ ( cos g —Tosin g ) ( r—r7p )+ f:ﬂ(r,cp)
Y — Y 7 8in @ — 1 sin @q sin g 1o COS Yq Y — Yo Rl(r,go)

Dostaneme

a za ( % ) dosadime z (4)

g(r,e) = g(ro, o) +
af of CoS o —Tosin g r—ro
(%(xo,yo), 8_y(x0’y0)) ( sing 7o COS Yo P = Yo *
of of cos g —Trosingg 1:%1 (r,0)
<8x (20, Yo), By (5507%)) ( sin g 1o COS Yy R1(T> ©) i
Ry (r cos p, rsin p)

D4 se ukézat (my to vynechame), ze posledni dva tadky jsou soucasti zbytku Taylorova
polynomu

R(r,¢) = (%(xoayo),g—;(xo,yo)) ( COS Yy —Tqsin g ) ( {51(7“, 90; >—|—R1(7’cos o, 7 8in )

sin g 7o COS Yo Ri(r, ¢
Tayloruv polynom pak napiseme ve tvaru

g(rip) = g(ro, o) +
of af COS Yy —To Sin g r—rg
(%(l’myo),a—y(mo»yo)) (singoo ro COS g 0 — @0 +
R(r,¢)

a gradient funkce g ve tvaru

0 0 ) P o
(a—i(m,gpo), i(ro’%o - (a_i(xo,yo% 8_5(330,900 ( COS o —To S ¥o )

sin g 1 COS Yy

nebo strucnéji ve tvaru

coS g —Tgsin @y )

grad 9(7"0, 900) = grad f($07 yo) ( singy 1o cos g



a pomoci gradientu zobrazeni h : (r,¢) — (r cos p,rsin ) ve tvaru

grad 9(7”0, %00) = grad f(%, yo) grad h<7"07 900)

Nakonec jesté napisSme vztah po slozkach

dg of . Of
o = cos gp% + sin gpa—y
dg - of of
% = —rsin 90% + rcos gpa—y

Vyse uvedené odvozeni shrneme ve vété o derivaci slozené funkce. Jeji dikaz neuva-

dime, je zobecnéni postupu ve vyse uvedeném prikladeé.

Véta o silné derivaci slozeného zobrazeni. M4-li funkce f : R? — R™ v bodé a € R?
silnou derivaci a funkce g : R™ — R" v bodé f(a) € R™ silnou derivaci, pak m4 slozend
funkce g o f : x +— g(f(x)) v bodé a silnou derivaci rovnu slozenému zobrazeni obou

derivaci.
[jlohy.
1. Vyjadiete z (7) derivace g—i, g—g.

2. Vyjadiete (za predpokladu spojitosti parcidlnich derivaci druhého fadu) druhou

. . 02f
derivaci 3z

NAvOD. Z piedchoziho cviceni jsme dostali

0f _ . 09 _singdy
o ¥y r Op

Dvojim pouzitim tohoto pravidla dostaneme

dg sinp dg

S087”

r

dyp

ﬁ_g a_f — cos 2 oS @_Simp@ _Sin(pi
822~ oz \az ) ¥ ?or r Jy r O
3. Za predpokladu stejnych jako v predchozim cviceni vyjadrete 227,20 + giyé a upravte
do tvaru
Pf Of _Pg 109, 1%
Ox2 "~ Oy* O ror  r20¢?
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