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1. Parcialni funkce.

Priklad: zvolime-li ve funkci f : (z,y) + sin(xy) pevnou hodnotu y, napiiklad y = 2,
dostaneme funkci g :  — sin(2z), kterou budeme nazyvat parcidlni funkci funkce f.

Na obrazku vlevo je graf funkce f pro z € [-3,3], y € [—3,3]. Na prostfednim obrézku
je Tez grafu funkce f rovinou o rovnici y = 2. Na obrazku vpravo je fez posunut na celni
sténu. Tento ez je grafem parcialni funkce g.

Obrazky jsou vygenerovany na wolframalpha.com

2. Parcialni derivace je derivace parcialni funkce.

Znaceni pro funkci f proménnych z, y: %, - 3_57 fy- Hodnotu derivace v bodé a =

(70, yo) znacime %(a)v f2(a), piipadné %(xowo)a Ja(xo,Yo).

Priklad f: (x,y) — /2? — zsiny.

= 1/2(2* — zsiny)~/2(22 — siny), 6—5 =1/2(z* — wsiny)~Y2(—x cosy).

9(2,7/6) = 1/2(4 — 2sinm/6) /(4 — sin7/6) = 7/(4V/3).

Piiklady na procvicovani: [2], str. 99, piiklady 14.29 — 14.52; vysledky najdete na str.
108, 109 ve tvaru vektoru, jeho jednotlivé slozky jsou parcidlni derivace.

A na zavér definice:

?(‘T07y0> = lim f(iC,yo) — f(‘r07y0)
X T—T0 T — 1_0
?(.TO, yO) = lim f(l'o, y> — f(l'o, yO)
Y v Y— Y

3. Geometricky vyznam parcialni derivace. Parcidlni derivace ma stejny vyznam
jako derivace funkce jedné proménné — je to smeérnice tecny grafu parcialni funkce.

4. Parametrické rovnice primky.
Parametrické rovnice primky prochézejici bodem a = (1,0) a majici smérovy vektor
v=(2-1)jsow =142t y=—t.

Ukol. Vysvétlete, jak souvisi parametrické rovnice primky s operacemi nasobeni vektoru
¢islem a séitani vektoru.

NAVOD: nacrtnéte geometrické vektory a, v a k nim vektory a+1/2v, a+v, a—v a
a—+tv pro dalsi hodnoty t.



5. Zuzeni funkce na primku.

Na obrazku je

1. graf funkece f : (z,y) — sin(zy),

2. rovina kolma k soutadné roviné zy proti-
najici ji v piimce urc¢ené bodem a = (1,0)
a smérovym vektorem v = (2, —1).

3. zelené jejich ftez, coz je kiivka zadana
parametricky
r=142t, y=—t, z=sin((1+2t)(-1))

a Cervené bod (1,0, f(1,0)).

Obrézek je vygenerovan na wolframalpha.com

Rez je grafem funkce
g:t— f(1+2t,—t) =sin((1+ 2t)(—1))

a vidite jej na obrazku vlevo. Hodnota paramet-
/\ : ru t =0 odpovidda bodu a, hodnota t=1 bodu
- \/ Nl : a+v. Vzdalenost téchto dvou bodu na ,troj-
B rozmérném* grafu funkce f je || v || = v/5. Tomu
jsme prizpusobili odlisné méritko na osich (od-
povida volbé stejného méritka na osach ,troj-

rozmérného* grafu funkece f).

6. Derivace funkce podle vektoru. Derivaci funkce f : R? — R v bodé a € R? podle
vektoru v nazgvame limitu, kterou budeme znacit Dy f(a)

D fa) — tim FEHY) = f(@)

t—0 t

(1)
Vypocet vysvétlime na piikladu z odstavce 5:

f(z,y) =sin(xy), a=(1,0), v=(2,-1).
Dosadime do (1)

fla+tv) = f(1+2t,—t)=sin((1+2t)(—t)) = —sin(t + 2t?)
fla) = f(1,0)=0

—sin(t 4+ 2t?) — 0 in(t + 2t2) —(t + 2t?
Dyf(a) — lim—Sn(F20) =0, sin(t+26) —(t+2)
t—0 t t—>0  t+ 2t? t
in(t + 2t2 —(t + 2t2
i SR 26) e 2T
t—>0  t 4+ 22 t—0 t

Vsimneéte si, ze pomoci funkce g : t — f(a+tv) lze (1) zapsat

Duf(a) = lim LEHV = /@) 90 =9(0)

t—0 t t—0 t




7. Geometricky vyznam derivace funkce podle vektoru. Vysvétlime na funkci f
z odstavce 5.

Na obréazku je

1. graf funkce f,

2. zelené piimka urcend bodem a = (1,0) a
smérovym vektorem v = (2, —1) umisténd
do podstavy kvadru,

3. modfte graf funkce g : t — f(1 4 2t, —1),

4. ¢ervené tecna k tomuto grafu v bodé

(1,0, f(1,0)).

Obrézek je vygenerovan na wolframalpha.com

Na dalsim obrazku je zobrazen fez s grafem

funkce g a obéma primkami.

Derivace v bodé a podle vektoru v je rovna veli-

- . kosti linearni ¢asti prirustku funkce g na jednot-
\ / ! kovy piirustek promeénné ¢: D, f(a) = %.

Prirustek funkce jedné proménné a jeho linedarni

¢ast jsou zopakované v odstavci 13.

8. Derivace funkce podle vektoru je homogenni funkci vektoru.
Pitklad: f(z,y) = 2® — 2y, a = (—1,2), v = (1,2). Dosadime do (1)

flattv) = f(=1+t,2+2t) = (=1+1)* — (=1 +1)(2+2)

fla) = f(-1,2)=1
(“1+t)P—(—1+8)(2+2t)—1

Dvf(a) = lim t
=143t =324+ — (—2+2t%) — 1
= lim
t—0 t
3t — 5t2 + 3
— T B =3,
t—0 t t—0

Co se stane, kdyz vektor zménime na jeho nasobek av?. Pocitejme

Do fla) = lim(_HO‘t)S—(—1+at)(2+2at)—1

t—0 t
_ —1+3at — 3(at)? + (at)® — (=2 + 2(at)?) — 1
N tl—r>% t
3at — 5(at)” + (at)?
= lim % (at)” + (at) = lim(3a — 50t + &*t?) = 3a.
t—0 t t—0



Vztah, ktery jsme odvodili

Davf(a) = aDy f(a) (2)

plati obecné, jakmile limita napravo existuje.
[lustrujeme ho na obrazku s grafem funkce

g:t— fla+tv)

/ Cervené je na ose t zobrazena jednotka pro vektor

v a modre pro Vektor av (pro hodnotu a = 0.7).
V predchozim odstavci jsme odvodili vztah Dy f(a) = At, ktery muzeme interpretovat:
Dy f(a) = dg pro At = 1. Na obrézku jsou tyto piirustky vyznaceny ¢arkované. Vztah
(2) plyne z podobnosti trojihelniku.

9. Co je to smér vektoru? Geometricky vektor je zaddn svoji velikosti, smérem a
orientaci. Vysvétlete vyznam slova smér v tomto kontextu. Cim se lis{ od vyznamu slova
smér pouzivaném v bézné reci?

10. Derivace ve sméru (smérova derivace) — terminologicky zmatek. Derivace
funkce vice proménnych v bodé a ve sméru vektoru v se v literatufe nékdy definuje tak,
jak jsme definovali derivaci podle vektoru v. Vztah (2) ale mimo jiné iiké, ze hodnota
derivace podle vektoru zavisi na jeho velikosti. Proto se nékdy derivace ve sméru definuje
pro jednotkovy vektor (tj. vektor o velikosti jedna). I tady zustavd nejednoznacnost.
K nenulovému vektoru v jsou dva jednotkové vektory stejného sméru, a to v /|| v | a
—v /|| v | a derivace podle nich se tedy lisi, je-li nenulova, znaménkem.

11. Gradient. M4-li funkce dvou proménnych f : (z,y) — f(z,y) derivace prvniho
fddu podle obou proménnych 3 91 = gf , pak vektor < 8’; , g?’j ) nazyvame gradientem funkce

f a znacime ho grad f, prlpadne Vf.
Priklad: pro f: (z,y) — /22 — xsiny je

df 2x — siny —T CcosYy
grad f = , .
2¢/22 — zsiny 24/22 — xsiny

Gradient funkce f v bodé a znacime grad f(a). Ve vyse uvedeném piipadé je pro

a = (2,7/6) o
grad f(a) = (ma—§) :

12. Véta o derivaci podle vektoru a gradientu. TODO

13. Funkce jedné proménné, prirtstek funkce, derivace a aproximace linearni
funkci.



Na obrazku je ¢ervené vyznacen prirustek
funkce Af = f(zo+ Az) — f(x0),

zelené jeho linedrni édst f'(xo)Ax, bu-
deme ji znacit df,

modre jejich rozdil df — Af.

Prirustek proménné z jsme oznacili Azx.

: Misto Az mnohdy piseme dz (jsou to
| TTAT prirustky identity id : z +— z).

I

Jak prirtustek funkce Af, tak prirustek Az muze byt zaporny, jak ilustruji dalsi obrazky.

Ty Ty + Ar To + Ax Ty

Pripomente si piiklad 5.2.10 a pozndmku 5.2.11 v [1]. Kromé dalstho k4

i & —df _

h—0 Ax O’

coz interpretujeme: pro maly piirustek proménné Az je chyba, které se dopustime zameé-
nou piirastku funkce Af za linearizovany prirustek df, zanedbatelna vzhledem k Ax.

Poznamka ke geometrickému vyznamu derivace: ¢islo f'(xg) je rovno podilu i—’; a
ma vyznam hodnoty linearizovaného piirustku na jednotkovy piirustek proménné z: pro
Ax =1 je f'(x¢) = df. Pifmku o rovnici y = f(xq) + f'(xo)(x — x) nazyvame tecnou ke
grafu funkce f, jeji smérnice je rovna f'(xg) a v piipadé stejnych méritek na osach z, y
je smérnice rovna tangensu uhlu, ktery te¢na svira s kladnou poloosou .

14. Ukoly.

1. Vysvétlete, jak souvisi parametrické rovnice primky s operacemi nasobeni vektoru
¢islem a séitani vektoru.

2. Nakreslete definiéni obor a izokiivky funkce f : (z,y) — /22 — x + y2. Nevite-li si
rady s obecnou izokiivkou, pracujte nejdiive s izokiivkami o rovnicich f(x,y) = 0,
f(xz,y) =1 a teprve potom prejdéte k obecnému piipadu f(z,y) = c.

Vypoctéte parcidlni derivace a gradient funkce f v bodé a = (1,2).

Vypoctéte derivaci funkce f v bodé a podle vektoru v = (3, —1)

(a) primo z definice

(b) pouzitim gradientu
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3. Na obrazku je graf funkce f : (z,y) — 2® — zy? na intervalu [1,2] x [1,4].

Obrézek je vygenerovan na wolframalpha.com
(a) Na predni sténé je graf funkce jedné proménné. Napiste jeji predpis. Totéz pro
pravou boé¢ni sténu.

(b) Urcete z vyse uvedeného grafu znaménka parcidlnich derivaci funkce f v bodé
a = (2,1) a odhadnéte jejich hodnotu. Svij odhad zkontrolujte vypoctem.
Napiste rovnici teény k fezu grafu funkce f ¢elni sténou v bodé [2,1, f(2,1)].
Totéz pro stejny bod a bo¢ni sténu.

(c¢) Napiste rovnici roviny urcéené te¢nami z predchoziho piikladu.
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