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1. Euklidovska vzdalenost v R?

Znaceni: x,y € R x = (z1,...,24), Yy = (Y1, - -, Ya).

Definice. Cislo (32¢_, (25 — yx)?)"/? nazyvame euklidovskou vzdalenosti bodi x, y v R
Zmacit ji budeme po(x,y), pokud bude uzite¢né vyznacit dimenzi d, tak g4(x,y).
Vlastnosti.

1. Pro x,y € R? plati o(x,y) > 0, pfitom rovnost nastédva pravé kdyz je x = y.
Vlastnost nazyvame pozitivitou.

2. Pro x,y € R? plat{ o(x,y) = o(y,x). Vlastnost nazyvame symetrii.

3. Prox,y,z € R?plati o(x,y)+o(y,z) > o(x,2z). Vlastnost nazyvame trojihelnikovou
nerovnosti.

4. Prox,y € R4 k=1,...,d platf |z, — yi| < o(x,y).
Volné tfecené tato vlastnost znamena, ze souradnice ,blizkych“ bodu x, y se lisi
,malo*.

5. Pro x,y € R? plati o(x,y) < ZZ:1 |zr — yrl.
Vlastnost znamend, ze body x, y s ,,malo“ se lisicimi soufadnicemi jsou si ,,blizké“.

DUKAZ. 1,2,4 je ziejmé, 3 plyne z trojihelnikové nerovnosti pro euklidovskou normu
Ju+v| <|lu||+||v]| (dosadte u = x —y, v =y —z), 5 plyne trojihelnikové nerovnosti
pro body x, (y1,%2...,%q), (Y1,Y2,%3...,Tq), ..., ¥.

2. Definice spojitosti zobrazeni f z R? do R".
Rekneme, ze zobrazeni je f spojité v bodé a € R%, pokud plati

(Ve > 0)(35 > 0)(Yx € R (0a(x,2) < 6 = 0.(f(x), f(a)) < &)

Pozndmka. Pro d = n =1 je oi1(x,a) = |z1 — ai], 01(f(x), f(a)) = [f(z1) = fla1)] &
definice je tedy totozna s diive uvedenou definici spojitosti funkce jedné proménné.

Znaceni. f(x) € R", proto napiSeme f pomoci funkei f; z R? do R nésledovné f(x) =
(f1(x), ..., fu(x)).

Z vlastnosti 4 plyne | fr(x) — fr(a)| < 0.(f(x), f(a)). A proto ze spojitosti funkce f plyne
spojitost jejich slozek fy.

Z vlastnosti 5 plyne o, (f(x), f(a)) < > p_, |fu(x) — fu(a)|]. A proto ze spojitosti slozek
fr plyne spojitost funkce f.

Zavér. Funkce f = (f1,...,fn) : RY — R je spojitd v bodé a € R? pravé kdyz jsou
v bodé a spojité vsechny jeji slozky fi,..., fn.

Disledek. Staci se naucit vysetiovat spojitost a limity funkei z R? do R. My se omezime
na funkce dvou proménnych, tedy ptipad d = 2.



3. Definice limity zobrazeni f z R? do R".
Rekneme, ze funkce f: R?* — R™ m4 v bodé a € R? limitu rovnu L € R”, pokud plati

(Ve > 0)(30 > 0)(Yx € R (0 < g4(x,a) < 6 = 0,(f(x),L) < &)

Poznamky.

1. Podobné jako u spojitosti je pro d = n = 1 definice limity totozna s dfive uvedenou
definici: o1(x,a) = [z1 — a1], 01(f(x), L) = [f(21) — L1].

2. Podobné jako u spojitosti je limy ., f(x) = L ekvivalentni limitdm po slozkéch
limy ,a fr(x) = Ly prok=1,...,n.

4. Spojité rozsiteni. Uvedeme nékolik piikladu.

Na obréazku je graf funkce

(z,y) = (2> =)/ (2® + )

Vsimnéte si, ze rovina y = 0 protind graf v piimce
z = 1 a ze totéz zjistite dosazenim do funkéniho
predpisu. Podobné rovina z = 0 protina graf
v piimce z = —1.

Odtud plyne, ze v libovolném okoli bodu (0,0)
nabyva funkce hodnot 1 i —1 a nenf ji tedy mozné
do tohoto bodu spojité rozsitit.

Obrézek je vygenerovan na wolframalpha.com

Prozkoumejme moznost spojitého rozsiteni funkce

fo(2,y) = zy/(2® +9?)

Spocitejme hodnoty na soutadnych osiach f(z,0) = 0, f(0,y) = 0. Odtud by se mohlo
zdat, ze je mozné funkci f rozsitit spojité hodnotou nula do bodu (0, 0). Spocitejme jesté
hodnoty na pifmce y = z: f(z,x) = 2?/(22*) = 1/2. Odtud vidime, 7ze vySe uvedené
rozsiteni neni spojité. Zavérem konstatujme, ze ani funkce f nema spojité rozsiteni do
bodu (0, 0).

Dalsimi ptiklady jsou funkce
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W) =g bl = 50
Spodcitdme postupné hodnoty a limity po vsech piimkach prochézejicich bodem (0, 0)
r=0: fi(0,y)=0 lim, 0 f1(0,y) =0
y==kx: fi(z k)= meZD,:x)Q = 1%;2 lim, o f1(x, kx) =0
x=0: f3(0,y) =0 lim, 0 f1(0,y) =0
y=kx: folz kx)= x4f?]:$)2 = xQI‘ka lim, ¢ fi(z, kx) =0



Z vypoctu to vypadd, ze by obé funkce mohly mit spojité rozsiteni hodnotou nula do
bodu (0, 0).

Obrézek je vygenerovan na wolframalpha.com

Vlevo je graf funkce f; a podporuje nasi hypotézu
o spojitém rozsiteni. Pro definitivni potvrzeni nasi
hypotézy upravime funkéni hodnotu do tvaru
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fl(xvy): Qy

24y

a pouzijeme vétu, kterou zndme pro funkci jed-
né proménné a kterd plati i pro funkce vice pro-
meénnych: soucin funkei, z nichz je jedna omezena a
druhd ma nulovou limitu, mé také nulovou limitu.

Podivejme se na graf funkce fy. U grafu vpravo je nastavena vétsi hustota bodu, ve
kterych je pocitana funkcéni hodnota, a proto je v okoli bodu, kde se funkéni hodnota

rychle méni, presnéjsi.

Obréazky jsou vygenerovany na wolframalpha.com
Na grafech jsou patrné dvé paraboly o rovnicich y = 422, na nichz m4a funkce hodnotu
fa(x,2?) = 1/2, fo(x, —2*) = —1/2. Odtud plyne, ze funkci neni mozné spojité rozsirit
do bodu (0,0).



