Priklad 25
f(z,y) = (2% + 4y* — 4) (27 — 22y + 49°)
predpis funkce upravime:
Flz,y) = (@ +2y)" — day — 4) (2 + 2y)° — 6xy)
flx,y) = (x+29)" + (x +2y)* (=10xy — 4) + 24zy (zy + 1)
fL=4(z+2y)%+2(x+2y) (—10zy — 4) — 10y (z + 2y)* +
+ 24y (xy + 1) + 24ay?

[y, =8(x+ 20)° 4+ 4 (z + 2y) (=10zy — 4) — 10z (z + 2y)* +
+ 24z (xy + 1) + 242%y

4(z 4 2y)° + 2 (x4 2y) (—10zy — 4) — 10y (z + 2y)° +
+ 24y (wy + 1) + 242y® = 0 (25.1)

8 (x4 2y)° + 4 (x4 2y) (—10zy — 4) — 10z (z + 2y)* +
+ 24z (zy + 1) + 242%y = 0 (25.2)

Od rovnice 25.2 odecteme dvojnésobek rovnice 25.1 (¢imz vynulujeme prvni dva
¢leny) a takto vzniklou rovnici budeme déle upravovat:

—10x (x4 2y)* + 242 (xy + 1) + 242%y + 20y (x + 2y)* — 48y (xy + 1) — 48zy* = 0
Cleny povytykame po dvojicich nasledovné:
—10 (z — 2y) (z +2y)* + 24 (zy + 1) (z — 2y) + 24zy (x — 2y) = 0

Vsechny ¢leny obsahuji vyraz (x—2y). Tento vyraz tedy mizeme vytknout a budeme
pokracovat s nasledujici upravou:

(v —2y) (=10 (z + 2y)* + 24 (zy + 1) + 24zy) =0

(v —2y) (=10 (z + 2y)> + 24 22y + 1)) =0

Z tohoto rozlozeni do sou¢inu dvou vyrazi, budeme tesit 2 pripady. Nejdrive dosa-
dime do rovnice 25.1 vyjadreni x = 2y.

4(4y)° + 2 (4y) (—20y* — 4) — 10y (dy)* + 24y (20> + 1) + 48y° = 0

Po roznasobeni a upravach:

32y% — 8y =0
8y(4y> —1) =0
1 =10
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1
Y23 = i§
Pricemz x = 2y, odtud dostavame tii stacionarni body:

51[0; 0]
o]

1
-]

Budeme nyni fesit druhou moznost vynulovani vzniklé rovnice. Odtud vyjadiime x,
které dosadime do rovnice 25.1:

—10(x + 2y)* + 24(2zy +1) = 0
Po roznasobeni a upravé:
—52% + 4wy — 207 + 12 =0

Rovnice je kvadratickd vici neznamé x (a y doc¢asné povazujeme za parametr), poté
diskriminat D je tvaru:
D = —384y% + 240

Vysledkem je vyjadieni neznamé x, tedy

—dy £ \/—384y? + 240 2y +2,/—24y> + 15
—10 N 5

T12 =

V nésledujicich ipravach vytesime obé moznosti najednou. Znaménko + bude znacit
kladné znaménko pro x; a zaporné pro xy. Naopak znaménko F bude znacit zaporné
znaménko pro x; a kladné pro x,. Do roznasobené rovnice 25.1 dosadime vzniklé
vyjadreni pro x a budeme rovnici upravovat:

3 2
2y £ 24/ —24y? + 15 2y £ 24/ —24y*> + 15
2<y \/5y+)_3(y \/5y+>y+

— 4P +4y =0

2y + 21/—24y% + 15 2y + 21/—24y2 + 15
+8<y 5y+ >y2_4<y 5y+>

Rovnici vynasobime c¢islem 125 pro odstranéni jmenovateli zlomki. Dale jed-
notlivé mocniny dvojc¢lent rozepiseme.

3 2
2 <2y 40/ —24y? + 15) _ 15y <2y + 2\ /—24y7 1 15) +
120042 <2y +2\/—24y? 1 15) — 100 <2y +2\/—24y? 1 15) — P 4y =0
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169° & 48y*\/—24y2 + 15 + 48y(—24y* + 15) & 16(—24y> + 15)/—24y2 + 15—
—60y° F 120y*\/—24y2 + 15 — 60y(—24y* + 15) + 400y° 4 400y*+/ —24y? + 15—

—200y F 2004/ —24y2 + 15 — 500y® + 500y = 0
Poscitame ¢leny s pouze treti a s pouze prvni mocninou neznamé y, z vyrazu s od-
mocninou tuto odmocninu vytkneme:

144y> + 120y + (F5615° 4 40)y/—24y% + 15 =0

(F56y° & 40)\/—24y2 + 15 = —(1449° + 120y)

Rovnici umocnime, pricemz je zbytecné dale Tesit moznosti F a 4. Z dtvodu druhé
mocniny vybereme jednu moznost.

(—56y> + 40)° (—24y% + 15) = (144> + 120y)”
Zavedeme substituci y? = n, dale vyrazy roznasobime:
(=56 + 40)* (—24n 4 15) = n (144n + 120)*

—96 000n> + 120 000n% — 120 000n + 24 000 = 0 / : (—24 000)
A —5m2+5n—1=0

Vyuzijeme védomosti odvozené v kapitole racionalni koten kubické rovnice v dodat-
cich. Je-li kofen racionalni, pak jeho mozné hodnoty jsou =+1, :l:%, j:i. Postupnym
zkousenim naleznem koren této kubické rovnice n = %. Diky tomu muzeme kubickou
rovnici prepsat do tvaru, odkud je kofeny snadné vypocitat:

(n—i) (4n® —4n+4) =0

Diskriminant vzniklé kvadratické rovnice je zaporny, tudiz je redlné n pouze jedno.

1
n=-
4
Navratem do substituce: )
Y12 = ié
Po dosazeni do vztahu:
2y + 24/ —24y*> + 15
T12 =
5
+1+6
X1,234 = 5
Béhem postupu byla pouzita neekvivalentni tprava — umocnéni rovnice. Zkouskou
se presvedcime, ze dosazenim x = —g axr= % pro vypocitana y; o soustavu nesplnuji.

Zatimco zbyld vypocitand x ano. Pribyvaji vysledky:
1
54 {_1, 5}
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513

I =122% — 122y + 16y — 8

Txr

[, = —6a® + 32zy — 24y° + 8
_ 2 2
[, = 1627 — 48y + 192> — 32
-8 8
H, = s _39|= 192

St je lokalni maximum funkce.

2 12

Sy a S3 jsou sedlové body funkce.

14 —20
Hy=Hy=| o0 o |= 384

S, a S5 jsou lokalni minima funkce.

Jiny zptisob feseni prikladu:
fla,y) = (2% +4y° — 4)(2* — 22y + 4y?)

Polozme substituci:
4 Ayt =t

Ty ==s
Vznika tak funkce:

g(s,t) = (t —4)(t —28) = t* — 4t — 25t + 8s

g, =—2t+38

g, =2t —4—2s

248 = 0 (25.3)
2% —4-25 = 0 (25.4)

Z rovnice 25.3 je vidét, ze t = 4 a souctem obou rovnic 25.3 a 25.4 ziskavame s = 2.
Navratem do substituci ziskavame soustavu:

2+ 4y = 4 (25.5)
ry = 2 (25.6)
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Vyjadrime = z rovnice 25.6 a toto vyjadreni dosadime do rovnice 25.5.

2\ 2
<—) +4y* =4
Y

Vynasobenim jmenovatelem a prefazenim clenti ziskavame:
4yt — 4P +4=0

Rovnice je bikvadraticka, nicméné po substituci typické pro tyto rovnice bychom zis-
kali kvadratickou rovnici, kterd nemé realné koteny (zéporny diskriminant). Odtud
tedy stacionarni body neziskame. 7 derivace slozeného zobrazeni vime:

fo=s,-gu+1. g,

foy=8,-9s+1, g,

Zapsano pomoci matice a vektori:

(fé) _ (8; t;) (gé>
fo) \sy 1) \4

Pricemz chceme, aby se tento soucin rovnal nule. Tedy po vypoctu jednotlivych
parcialnich derivaci ziskavame:

() (@)= )

Jak jsme jiz zjistili, vektor v souc¢inu neni nulovy, jedind moznost, jak dostat nulo-
vy vektor, je, kdyz bude matice v soucinu singuldrni (linearné zavislé radky). Jeji
determinant tedy polozime roven nule.

8y* —22° =0

Po rozlozeni:
22y —x)2y +1x) =0

Matice je singularni, pokud plati:
r =42y
Po upravach jsou parcidlni derivace funkce f(z,y):

fi =42 — 62y + 162y — 8x — 8y* + 8y
f; = 8z — 22° — 32y + 162%y — 24xy® + 641°

Opét vytvorime soustavu rovnic:

4o — 62%y + 162y —8x —8y* +8y = 0 (25.7)
8z — 22° — 32y + 1622y — 24xy® + 64y = 0 (25.8)
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Predchozi tivaha nés dovedla k ziskani vztahu mezi souradnicemi stacionarnich bodu.
Dosadime do rovnice 25.7 vyjadieni x = 2y.

4-(2y)° —6-(29)°y + 16 - (2y)y* — 8- (2y) — 8y + 8y =0

32y% — 8y =0
8y(2y —1)(2y+1)=0

Dosazenim do prvni rovnice x = —2y, ziskdme po podobnych tupravach:
4-(=2y)* = 6-(=29)"y+16- (~2y)y* - 8- (~2y) = 8y* + 8y =0

—96y° + 24y =0
—24y(2y —1)(2y +1) =0

Jednotliva feseni téchto rovnic tvori s prislusnou substituci stacionarni body.

Sl [0, 0]

1

1

Déle bychom opét postupovali jako v predchozim postupu a dosli tak ke stejnému
zaveru.
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