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1. CiM SE LIST MATEMATIKA OD OSTATNICH VED A PROC JE DOBRE Ji ROZUMET

1.1. Trocha filosofie. Kde za¢ind a kde kon¢i matematika? Matematika je soucasti mnoha
ruznych disciplin. S matematickymi formulemi se setkame jak ve fyzice, chemii, ekonomii tak v
biologii, modelovani spolec¢enskych jevi i v architektuie. Paleta aplikaci a smérd matematiky je
tak Siroka, ze vyvstava otazka, co je a co neni matematika. Na tuto otdzku neexistuje jednoducha
odpoved. Zkusme si napiiklad predstavit létajiciho kovového slona. Vime, ze takova véc odporuje
fyzikalnim zakonim. Pfresto nam naSe védomi umoZnilo si takovou véc predstavit. Na druhou
stranu zkusme si piedstavit, ze 141=3. NaSe védomi nam toto neumozni. Kde je tedy rozdil mezi
matematikou a fyzikou? Jedn4 se o to, Ze matematika je (pouze) jazyk umoznujici nam jednodussi
nahled na jinak na prvnf pohled slozité problémy. Cislo 2 je pouze jiné jméno pro 1+1. Ciseln4
soustava byla zvolena tak, aby ¢lovéku umoznila dana ¢isla co nejrychleji porovnat a provadét s
nimi jednoduché operace jako nasobeni ¢i déleni. Navic trvalo pomérné dlouho, nez se nas soucasny
zpusob zapisovani ¢isel prosadil proti starsim feckym a Fimskym éislicim, které byly z hlediska
manipulace s ¢isly velmi nepraktické.

Navzdory tomu, Ze matematika je pouze jazyk, tedy jakysi soubor axiomu a logickych pravidel,
ktera urcuji jak s nimi zachazet, nelze matematiku plné formalizovat. Jak ukazal slavny vysledek
brnénského rodaka Kurta Godela, kazdy axiomaticky systém, ktery pokryva elementarni aritmetiku
je neaplny nebo logicky nekonzistentni (obsahuje tvrzeni, které lze z axiomi dokazat a zaroven lze
ze stejnych axiomi dokazat i jeho negaci).

Matematika je nezavisla na okolnim svété, ackoliv okolni svét nemize matematické zakonitosti
ignorovat. Matematika je proto ve vSech védach bezpeénym nastrojem. Pokud dojde k néjaké
nepfresnosti, muzeme si byt jisti, Ze matematika neni na viné. Matematika je naopak jedinou védou,
ktera je pfesna absolutné. VSechny ostatni védy jsou zéavislé na pozorovani a méfeni, ktera jsou
vzdy zatiZena néjakou nepiesnosti. Matematika naproti tomu stavi na axiomech (tedy zFejmych
tvrzenich), ze kterych jsou potom dokizény matematické véty. Pravé nutnost dikazu odlisuje
matematiku od ostatnich disciplin. V téch se oproti matematice pouziva indukénich nastroji.
Provedu-li napfiklad v chemii sto padesat pokust se stejnym vysledkem (zanedbame-li nepfesnosti
pfi mé&feni), automaticky predpokladam, Ze pokus bude vychéazet i nadale pii zachovani stejnych
podminek stejné. Naproti tomu v matematice, i kdyZz je napiiklad néjaka hypotéza testovana
v miliardach jednotlivych p¥ipada (pfipomehme, Ze napf. slavna Riemanova hypotéza uz byla
testovana pro vice nez 10'2? jednotlivych &isel), neznamena to, Ze je matematicky dokézana.

1.2. Motivace a trocha historie matematiky. Matematika slouzi jako néstroj a jazyk ostatnich
véd. Uz od dob starovéku se matematika uplatiiovala pii feSeni jednoduchych praktickych tloh.
Ve starovékém Egypté ¢i Mezopotamii se pomoci jednoduchych vypoctt ploch rozdélovala pole.
Proto bylo tieba mit po ruce vzorce, podle nichz lze vypocitat obsah jednoduchych obrazct. Pti
stavéni pyramid ¢i chrama bylo zase potfeba umét vymérit pravy thel. Mélo kdo vi, Zze znama
Pythagorova véta se v praxi pouzivala ve starovékém Egypté a Mezopotamii ddvno predtim, nez ji
Pythagoras importoval do Recka.

Pro¢ se tedy Pythagorova véta jmenuje pravé po Pythagorovi? Protoze Pythagorovi zaci byli
prvni, kdo dokazal, Ze tato véta skutec¢né plati. Praveé toto byl velky predél mezi starovékym Reckem
oddélili od jinych védeckych disciplin. Rekové se zabyvali hlavné geometrii. A pravé geometrii se jim
podafilo formalizovat. To znamené, Ze zavedli tvrzeni (takzvané axiomy), ktera povazovali za zFejma
a ta nedokazovali, vSechna dal3f tvrzeni v geometrii se musela dokézat odvozenim z téchto axiomii.
Tyto axiomy stejné jako soubor takika veskérych poznatkii starovéké fecké matematiky mize ¢tenar
nalézt v slavné knize feckého matematika Euklida Zaklady. Matematika timto oddélenim se od
ostatnich véd samoziejmé nepfisla o své aplikace v redlném svété. Jejich predevsim geometrickych
poznatki se dal vyuzivalo napiiklad pfi konstrukei jednoduchych mechanickych stroju ¢i v optice.
Archimedes vyuzil svoje matematické dovednosti pii konstrukei parabolickych zrcadel, ktera pak
poslouzila pri obranné valce, kterou tehdy Syrakusy vedly proti Rimu, k zapalovani Fimskych
lodi. Dale pak Archimédés zkonstruoval i mnohho dalsich uZite¢nych vynalez jako napiiklad
archimédiv Sroub, kterym bylo moZno jednoduSe precerpavat vodu a ktery se stal nedilnou soucasti
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antickych aquadukti. Matematickd vzdélanost se dale béhem starovéku udrzovala v Rimské Fisi,
ackoliv o néjakém prudkém rozvoji uz nemiize byt fec.

V obdobi ranného stifedovéku byla v Evropé matematika po padu fimské iiSe upozadéna. Cast
matematického védéni se uchovavala predevsim v ruznych klasternich knihovnach, ve kterych se
nachazela a pripadné opisovala Fada starovékych spisi. Matematika se v té dobé ale rozvijela
pfedevsim v arabském svété. Byli to pravé arabsti ucenci, diky nimz se pivodni indické ¢iselna
soustava dostala do Evropy a ktef{ stali u zrodu nové matematické discipliny - algebry.

V pozdnim stfedovéku a na pocatku novovéku pak doslo k dalsimu rozvoji matematickych
védomosti i v Evropé. Poté, co evropsti matematici pfijali arabské ¢islice doslo k dalsimu rozvoji
algebry. Déle, v renesan¢ni Francii za¢ali matematici jako byl Blaise Pascal, ¢i Pierre de Fermat
jako prvni zkoumat pravidelnosti ndhodnych jevi a zavedli pojem pravdépodobnost. Na pocatku 17.
stoleti pfiSel Francouz René Descartes s revoluéni myslenkou soufadného systému, ktery umoznil
propojit geometrii s algebrou a zalozil tim nové odvétvi matematiky - analytickou geometrii.

Matematika se dale zacala zabyvat popisem pohybu. V 16. stoleti popsal rakousky matematik
pusobici na dvofe Rudolfa II. Johanes Kepler drahy planet. Planety krouzily okolo slunce, ale
ne po kruznicich, jak se domnival jeho predchiidce Mikul4ds Kopernik, ale po elipsach. Zatimco
Kepler sice popsal zpiisob pohybu, nedokéazal vysvétlit pro¢ se tomu tak déje. S timto vysvétlenim
prigel az pozdéji Isaac Newton. Aby mohl tento pohyb uspokojivé popsat potieboval nové matem-
atické nastroje. Proto priSel s teorii fluxi, které odpovidaji dnesnim derivacim, které znéme
z diferencialniho poc¢tu. Dale pak bylo potifeba zavést i opak fluxe tedy integral. Diky témto
nastrojim, analytické geometrii a vzorci pro gravitaéni silu mohl ve svém pirelomovém dile Principia
Mathematica objasnit, pro¢ se planety pohybuji po eliptickych drahach.

Matematika se déle a déle rozvijela a postupné se vétvila na mnoho dalsich obori, jejichz dplny
vycet by dalece presahoval rozsah téchto skript. Pfipomenime jenom, Ze matematika se uplatiiuje v
moderni kryptografii, coZ je disciplina, ktera se zabyva bezpe¢nosti komunikace. Pomoci matematiky
jsou dnes navrZzeny moderni Sifrovaci standardy jako symetrické Sifry DES, pokroéilejsi AES ¢i
asymetricka Sifra RSA. Matematika se pouZiva v kosmologii (drahy vystupu i sestupu raketoplant
je potieba dosti pfesné propocitat, aby raketoplan neshofel v atmosféfe). Matematika se dale
objevuje i v moderni ekonomii v takzvané teorii her, ktera se zabyva volbou vhodné strategie v
konfliktnich situacich. Piipomeiime, ze hlavni hrdina filmu Cist4 duse matematik John Forbes Nash
dostal Nobelovu cenu za ekonomii, ackoliv se zabyval ¢isté matematickou teorii her. Znamy néstroj
harmonické analyzy, Fourierova transformace, se pouziva pii zpracovani signalu. Moderni radia,
mobilni telefony a dalsi komunikacni prostiedky by bez rychlé Fourierovy transformace nemohly
fungovat. Matematické principy se pak aplikuji i v algoritmech strojového uceni a navrhovéani
umelé inteligence, ktera pak hraje klicovou roli ve vyhledavacich nastrojich na internetu a t¥idéni
obsahu na socianich sitich.

1.3. Jak pfistupovat ke studiu matematiky. Jedinym zptusobem, jak se 1ze naucit matematiku
je aktivné délat matematiku. Miuzete precist spoustu knih, matematickych skript, nakoukat spoustu
videf na youtube, presto ¢lovek, ktery si sdm z matematiky nezkusil na nic sam pfijit, neokusil pocit
bloudéni neprobadanym terénem a radost z vlastniho objevovani, nema Sanci plné matematice
porozumét. Matematika se neda zazit zprostfedkované, matematiku ¢lovék musi zaZit na vlastni
kiazi, je to pocit dobrodruha, ktery se s otevienou mysli vydava do neznama. Naproti tomu
matematika nabizi univerzalni shodu v jiz dosazenych vysledcich. Nikdy se nestane, jako napiiklad
ve fyzice, ze by matematickd véta jednou platila a poté musela byt poopravena. NezéleZi na tom z
jakeé kultury ¢loveék pfisel, co zaZil ani co ho formovalo. V matematice existuje jen jedna pravda,
na které se v&ichni matematici jednozna¢né shodnou (pravé diky tomu, Ze kazda véta musi mit

~ e

srozumitelny dikaz). Zadna jina disciplina se nemiize né¢im podobnym pochlubit.
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2. MATEMATICKA LOGIKA, DUKAZOVE TECHNIKY A USPORADANE MNOZINY

Abychom mohli vybudovat teorii matematické analyzy, budeme potiFebovat umét pouzivat
matematicky jazyk, kterym je matematické logika. Pojdme si pfipomenout zékladni pojmy teorie
mnoZin a matematické logiky, které uz jisté mnozi z Vas znaji. Zaroven si na jednoduchych
prikladech ukéZeme, co budeme povazovat za matematicky dtkaz.

2.0.1. Mnoziny a zdkladni mnoZinové operace. Mnoziny jsou pro matematiky soubory, jez jsou
vétsinou popsany pomoci n&jakych vlastnosti. Abychom se vyhnuli slozitym konstrukcim matem-
atické logiky a teorie mnozin budeme povazovat za znamou (bez dalsiho vysvétlovani) mnozinu
prirozenych ¢&isel
N:={0,1,2,...}
a celych cisel
7Z={..,-2,-1,0,1,2,...}
Vice sofistikované mnoziny popiSeme pomoci néjaké vlastnosti v

S:={x:v(x)}

Naprtiklad mnozinu rac. ¢isel jako

Q::{z:pEZ,qEN}.

Dale budeme povazovat za zndmou mnozinu R realnych ¢isel. Déale budeme povazovat za znamé
operace s mnozinami A UB, ANB a A\ B. Ob¢as se objevi i operace méné znamé, jako napr.
symetricky rozdil mnozin. Jedné se tedy o prvky lezici v pravé jedné z mnozin A, B, formélné to
mizeme zapsat pfedpisem
AAB:=(A\B)U(B\A).
Kartézsky soucin mnoZin definujeme piedpisem
A xB:={(a,b)lae A,b e B}

2.1. Znaceni. Abychom si zjednodusili zépis, budeme v dal§im textu pouzivat nékteré znacky,
které zapis zna¢né zkrati. Predné budeme pouzivat symbol sumy. Zapis

m
Zai:ak+ak+1+-~~+am
i=k
budeme pouzivat pro soucty ¢lenti indexovanych celymi ¢isly. Pokud budeme sé¢itat pres jinou
indexovou mnozinu, ozna¢me ji napft. F, pouZijeme
Z ai.
ieF
Je- li mnozina F kone¢né, je pomérné ziejmé, co danou sumou myslime. Obcas se vyskytne i
nekoneéna suma. V takovém piipadé bude ale F = N a tady si budeme muset vypomoci pojmem z
matematické analyzy—limitou. Polozime

o0 n

E ay = E ai == lim E a | .

n—o0
i=0 neN i=0

Podobné jako suma fungovala pro soucet, méame i specialni zkratku pro soucin

m
Hai:ak'ak+1""'am
i=k

a

Hai.
icF

Podobné pro mnoziny (Ai);cp definujeme symboly

Ua. A«

ieF icF
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Pokud bychom chtéli vyse uvedené operace popsat jazykem predikatové logiky, mohli bychom to
udélat néasledovné

JAi={xFieFixe A}
i€F

(AL ={xIVj e Fix € Aj}.
i€F
Déle pro realné x budeme definovat dolni celou cédst x jako
[x] := max{z € Z|z < x}
(nejvetsi celé Eislo které je mensi nebo rovné x) a obdobné hornt celou édst x jako
[x] :=min{z € Z|z > x}

(nejmensi celé ¢islo vétsi nebo rovné x).
Dale budeme-li uvazovat podmnoziny A, B &iselnych téles (tzn. je definovano s¢itani a nasobeni),
budeme znacit

A+B:={a+blac A,b e B}

A.B:={ablaec A,be B}
Pokud « € R pak
oA ={a.ala € A}.

2.2. Zakladni typy dikazt. V nasledujicim textu budeme kazdé tvrzeni dokazovat, pojdme si
proto nejprve ujasnit, co takovy diikkaz znamené. Existuje nékolik zakladnich metod dikazi.

2.2.1. Primy dikaz. Piimy diukaz postupuje tak, ze z pfedpokladi tvrzeni a z axiomi, o kterych
vime, Ze jsou pravdivé, pres Fetézec implikaci dojdeme nakonec k dikazu tvrzeni.

Priklad 1. Soucet dvou sudych ¢isel je sudé &islo.

Nez postoupime k samotnému dikazu, musime si nejprve ujasnit, jaka ¢isla jsou suda. Cislo n je
sudé, jestlize existuje prirozené ¢islo k takové, ze plati n = 2k. Pfirozené ¢&islo je liché, neni-li sudé.

Diikaz. Necht nq,ns jsou sudéa &isla, pak existuji pfirozena ¢isla k; tak, Ze ny = 2k; pak
ni + ng = 2kq + 2ko = 2(kq + ko)
tedy ¢islo ny + ny je sudé, protoze je dvojnasobkem pfirozeného ¢isla. O
Cviceni 1. Ukazte, Ze Cislo n je liché, pravé kdyz existuje k € N tak, Ze
n=2k+1.
Cviceni 2. Ukazte, Ze soucet sudého a lichého ¢&isla je lichy, a soucet dvou lichych je sudy.
Priklad 2. Ukazte, ze ¢islo n? +n je sudé pro viechna n pfirozena.

Ditkaz. Cislo n2 +n mizeme zapsat ve tvaru n(n+1). ProtoZze n a n+ 1 jsou po sobé jdouci ¢isla,
jedno z nich musi byt sudé a dé se zapsat ve tvaru 2k. Ozna¢me to druhé pismenem c pak

n?4+n=2 ke

a tedy n2 +n je sudé. O
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2.2.2. NepFimy dikaz. Neptimy dikaz, spociva v tom, ze misto abychom dokazovali zavér tvrzeni,
predpokladame, Ze neplati zavér a ukdZzeme, Ze pak neplati ani pfedpoklad. Dokazujeme obménénou
implikaci, které je ekvivalentni pivodnimu tvrzeni. Form&lné zapsano, misto

A=B

ukazeme logicky ekvivalentni tvrzeni
—B = —A.
Analogie z pFirozeného jazyka: feknu-li "Bude-li prSet vezmu si destnik", je to stejné, jako bych
fekl:"Nevezmu-li si destnik, nebude prset".
Piiklad 3. Je-li n? sudé, pak n je sudé.

Diikaz. Predpokladejme tedy, Ze zavér neplati. Tedy n je liché. Pak existuje k € N, ze n = 2k + 1.
Pak ale
n? =4k +4k+1=2(2k2 +2)+1

je liché ¢&islo, coz by bylo v rozporu s pivodnim pifedpokladem. O
2.2.3. Diikaz sporem. Puavodné se tento postup dokazovani nazyval "reductio ad absurdum". Pfis-
toupime na to, Ze tvrzeni neplati, tedy, Ze plati predpoklady tvrzeni a zaroven neplati zavér. Z
téchto dvou predpokladi vyvodime néco "absurdniho", tedy néco, o ¢em vime, Ze neplati. A
protoze vime, Ze to platit nemutze, vime, ze musi platit tvrzeni, které jsme chtéli dokazat.

Priklad 4. Cislo v/2 je iracionalni.
Diikaz. Predpokladejme, 7e /2 je racionalni. Lze tedy zapsat ve tvaru

va="

q

kde p, q € N jsou nesoudélna &isla (jinak bychom mohli zlomek zkratit jejich nejvétsim spole¢nym
délitelem). Umocnénim a vynéasobenim &islem q? dostaneme

2q% = p2.
Vidime, Ze p? je sudé, tedy i p je sudé dle tvrzeni, které jsme uz dokéazali. Proto p = 2k.

2q% = (2k)? = 4k?

a tedy

q% = 2k2.
Vidime, Ze i q je sudé, pak ale p, q nejsou nesoudélna, nebot ¢islo 2 je jejich spoleény délitel, coz je
Spor. U

Tato dikazové technika byla znama jiz ve starovékém Recku. Pouzival ji uz Euklides. Ukazme
si jeden z jeho nejslavnégjsich vysledk.

Véta 1 (Euklidova véta). Prvocisel je nekoneéné mnoho.
Driikaz. Piedpokladejme, Ze prvocisel je pouze koneéné mnoho. Oznacme

q} = {PlaPQwu,Pn}

mnozinu v8ech prvoéisel. Polozme

n
c:=1 +Hpi
i=1

Vzhledem k tomu, Ze ¢ neni na seznamu prvocisel, musi se jednat o ¢islo slozené, tedy
C =1X1 - Xa,

kde x; > 1. Vidime, Ze obé ¢isla ze souc¢inu musi byt opét slozena, protoze ¢ neni délitelné zadnym
prvocislem (po déleni libovolnym z nich dostaneme zbytek 1). Prvni ¢islo v sou¢inu znovu rozlozime.
Takto, je-li prvni &islo slozené, postupujeme dale. Prvni &islo se pri kazdém rozkladu alespon
dvakrat zmensi. Protoze v8ak ¢islo ¢ je konecné, musi rozkladani jednou skonéit. To ale znamen4,
7e jsme narazili na prvoéislo a ¢islo ¢ je jim délitelné. To je ale spor. O
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2.2.4. Dikaz matematickou indukci. Dikaz matematickou indukei se vyuziva v pripadé, Zze chceme
dokazat tvrzeni platné pro néjaky soubor ocislovany piirozenymi ¢isly. Kazda indukce mé dva
kroky.

(1) Dokéazeme, Ze plati P(0) (platnost tvrzeni pro pfipad n = 0).

(2) Dokazeme, ze P(n) = P(n+1).

Priklad 5. Dokazte, ze

n

i=0

Diikaz. Nejprve dosazenim snadno ovéiime, Ze pro n = 0 tvrzeni plati. Zbyva tedy ukazat druhou
dast, které se ¥ik4 indukéni krok. Pfedpokladame P(n), tedy

. nn-+1)
(1) Yy i= —
i=0
Nyni pouzijeme k dpravam
n+1
nn+1) MM+1)(n+2)
= 1 = 1 = .
Zl n+ +Zl n+1+ 5 9
Tedy je P(n+1). O

Uvedme jesté dva dalsi priklady.
Priklad 6. Dokazte, ze pokud q € R\ {1}, pak

Z n+1 -1
q = 7.

Diikaz. Prom =0 je
0 O+1 1

Z = ﬁ
Tedy tvrzeni v tomto piipadé plati. Zbyva ukazat indukéni krok. Pfedpokladejme

Zq

Chceme ukazat P(n + 1). Pouzitim indukéniho predpokladu dostavame

n+1_1

n+l 1 1 n+1 -1 qn+2 1
_ 4N _ ANt —
Z gt =q" + Z q'=q o T
coz je P(n+1). Tvrzeni je dokézano. g

V néasledujicim textu budeme tise predpokladat, Zze zndme pojem kombinaéniho ¢&isla. Pro dvojici
prirozenych ¢isel n > k definujeme kombinacni ¢islo predpisem

(“). g Jestlize k <n
k) o jinak,

Jako cviceni pfimocarym vypoctem ukazte, Ze plati nésledujici tvrzeni.
Tvrzeni 1. Necht n,k jsou pfirozend ¢isla. Potom

n + n _(n+1

k k+1) \k+1)°

Matematickou indukci se da dokézat i nasledujici véta, znama jiz ze stfedni skoly jako binomickéa
véta, kterou budeme v nasledujicim textu hojné vyuzivat.
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Véta 2 (Binomicka véta). Nechtx,y € R an € N. Pak
= /n
n __ k, n—k
(x+vy) —Z(k>xy .
k=0
Drikaz. Budeme postupovat indukei dle n. Vidime, Ze pro n =0 je
(x+1y)? =x"y°
Zbyva ukazat indukéni krok. Necht tvrzeni plati pro n. Dostavame

(x+y)" = x+y)x+y)"

n

=(x+y) Z Gi)xky“k

k=0
n n

_ Z <E)Xk+lynk + Z (n>xkynk+1
k=0 k=0

. (( n ) . (n)) e
= k—1 k

fE n+1 Rk
- k y )
k=0

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili tvrzeni [I] O

=~

Obcas se da pouzit i kreativngjsi indukce, jako kdyz napiiklad dokazujeme néasledujici nerovnost.

Vé&ta 3 (AG-nerovnost). Necht ai, Qs,...an jsou nezdpornd redlnd ¢isla. Pak plati

Navod k dikazu. UkaZte, Ze pro n = 1 plati, dale ukazte, ze P(n) = P(2n) a pak P(n+1) = P(n).
Rozmyslete, pro¢ tato podivna indukce pokryva vSechny piipady O

2.3. Ciselné obory, axiomy realnych &isel. Mnoziny N, Z povazujeme za znamé. Stejné jako
operace +,—, -,/ na téchto mnozindch. MnoZinu racionalnich &isel jsme zavedli predpisem

@:—{z | pez,qu}

Vsimnéme si, ze tato mnozina je spolu s operacemi +,- komutativnhim télesem tzn. plati
néasledujici vlastnosti:

(T1) Va,b€Q: a+b=b+a, a.b=b.a;

(T2) Va,b,ceQ:a+ (b+c)=(a+Db)+c, a(b.c) = (a.b).c;

(T3) Va,b,ceQ:a.(b+c)=ab+ac;

(T4) 30,1: (VaeQ)a+0=aNal=agq;

(T5) VaeQa—aeQ:a+ (—a)=0;
(T6) Vae Q\{0Hat:a.at=1

Dale na tomto télese je zavedeno usporadani <.

Priklad 7. (i) N,Z spolu s klasickym s¢itanim a nasobenim nejsou télesa.
(ii) R, Q spolu s klasickym séitanim a nasobenim jsou télesa.
(iii) C(mnozina komplexnich ¢isel) se s¢itanim po slozkach a nasobenim definovanym pfedpisem

(a+bi)(c+ di) = ac—db + (ad + be)i

tvori téleso.
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(iv) Pokud p je prvoéislo, tvoii Z, (mnozina zbytkovych tiid po déleni p) spolu s operacemi

a@b:(a+b) mod p, a®b:a.b mod p
P P
téleso.

Definice 1. Budte A, B mnoZziny. Relaci mezi mnoZinami A, B rozumime jakoukoliv mnoZzinu
R C A xB.
Fakt, ze (a,b) € R zapisujeme zkracend jako aRb. Pokud navic A = B hovofime o relaci na
mnoziné A.
Usporadanim < na mnoziné A budeme dale rozumét relaci, pro kterou plati:

(1)
(2)

(x<yAy=<z)=x<z

(x<yAy=<x)=x=y.
Bud (A, <) usporfadana mnoZina fekneme, Zze B C A je shora, resp. zdola omezend mnoZina, jestlize
(Jae A)(Vb e B)b <a (resp. a<Db)

je-li omezena shora i zdola pak je omezend.
Definice 2 (Supremum a infimum mnoziny). Bud (M, <) usporadand mnoZinaa A C M. Rekneme,
ze S je Horni zdvora mnoZiny A, jestlize

(Vx e A)x < S
dolni zdvora mnoziny A pokud

(Vx € A)S < x

Rekneme, Ze S je supremum mnoZiny A, pokud je jeji horni zavorou a navic plati: pokud h je
horni zavorou A, pak S < h.

f{ekneme, ze S je infimum mnoZiny A pokud je jeji horni zavorou a navic plati: pokud h je dolni
zavorou A, pak h < S

Definice 3 (Vlastnost suprema). Rekneme, Ze uspofadand mnoZina ma vlastnost suprema, jestlize
kazda jeji shora omezend podmnozina mé supremum.

Znaéeni 1. Pro linearné usporadanou mnozinu M budeme znadit max(M) maximalni prvek
mnoziny M. Symbolem min(M) zna&ime minimélni prvek mnoziny M supremum budeme znadit
sup(M) a infimum inf(M)

Pozorovani 1. Pokud existuje minimalni prvek mnoZiny pak je roven infimu. Pokud existuje

maximélni prvek mnoziny je roven supremu.

Definice 4 (Téleso realnych ¢isel). Téleso realnych ¢isel déle jen R, je nejmensi usporadané téleso,

obsahujici racionalni ¢isla jako podmnozinu, které ma vlastnost suprema (p¥i usporadani <). Tzn.

kazda neprazdna shora omezend mnozina ma supremum.

Poznamka 1. V piipadé koneénych mnozin je supremem vzdy maximéalni prvek. Ne kazda

nekoneéna podmnozina realnych &isel mé, ale maximalni prvek a to ani kdyz je shora omezenA.

Priklad 8. (i) Pokud M = {%|n € (N\{O})}7 pak sup(M) =1 =maxM a inf(M) = 0 v tomto
piipadé min(M) neexistuje.

(iil) M = (0, 1) nem4 minimalni ani maximalni prvek. Déle je sup(M) =1 a inf(M) = 0.
Priklad 9. Vsimnéme si, Zze samotna racionélni ¢isla tuto klicovou vlastnost nemaji. Uvazujme
napiiklad mnoZzinu

A={qeQ:q*<2}

pak zfejmé mnozina obsahuje pouze racionalni ¢isla, je shora omezena, ale

sup(A) = V2 ¢ Q.
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Tvrzeni 2 (vlastnost infima). KaZdd zdola omezend mnoZina A C R md infimum.

Dikaz. Oznat¢me M = {x € R|(Va € A)x < a} pak nutn& M je neprazdna a shora omezena tedy
mé supremum I. Pak uZ ale

I =inf(A).
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2.4. Priklady k procviceni.
1. Zapiste pomoci symbolu }_ a [] nasledujici vyrazy
e 14+24+4+8+16

e l.2.3.. . .21
3 4 5 23

e l4+1+1+...

e 1+3-5+7—-..—441

el+3+g+s57.--
2. Dokazte, ze pro libovolné n pfirozené je ¢islo 6™ — 1 délitelné péti.
3. Dokazte, ze plati

= 2 nn+1)(2n+1)
2 6

4. Ukazte, ze n! > 3™, pro vSechna n > 7.
5. Ukazte, ze pro v8echna x € (—1, 00) plati nerovnost

(I1+x)™" >14+nx.

6. Ukazte, ze Cislo V2 +5 je iracionalni.
7. Ukazte, ze

n

I12k—1< 1
2k V2n+1

k=1

"> M+, Yn>2
9. * V jednom méstecku v Arabii se jednoho dne objevil cizinec. Na méstském snému prohlésil, ze
ve mésté je alespoii jedna Zena, kteréd je nevérna. Aby neupadaly mravy bylo navrzeno, aby
kazdy muz, ktery se dozvi, Ze mu je Zena nevérné zenu zabil a v noci pfinesl na nameésti pro
vystrahu ostatnim. Kazdy z muzi vi o nevéfe vSech ostatnich Zen jen ne o té svoji. Prvni den
po piijezdu cizince bylo nameésti Cisté, stejné tak druhy den. Jesté 6 dne byly vichny Zeny zivé.
7 dne se objevily vSechny az na jednu mrtvé na ndmésti. Kolik je ve mésté zen?
10. Urcete suprema a infima néasledujicich mnozin. Rozhodnéte zda mé dand mnozina max-
imélni/minimalni prvek

a) M:=(a,b)
b) A:={&:keN}
c) B:={-L :peN,qe N\ {0}

a+p
={x?—-5x+3:x€eR}

C

D:={v2-ql:qeQ}
E::{w:nEN}
* F:={sin(n) :n € N}

(ol

e

Lz}

)
)
)
)
)
)

g
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3. ZOBRAZENI, FUNKCE, POSLOUPNOSTI

Zobrazeni f mezi dvéma mnoZinami A, B budeme chépat jako relaci pro kterou, plati, Ze pro
kazdé x € A existuje jediné y € B tak, ze
xRy.

v pfipadé zobrazeni budeme tento fakt symbolicky zapisovat jako

y = f(x).

Fakt, Ze f je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, budeme zapisovat jako f: A — B. Mnozinu
vSech zobrazeni z mnoziny A do B budeme znacit symbolem

BA.

Mnozinu v8ech realnych posloupnosti bycho tedy takto oznacili symbolem
RN

a mnozinu realnych funkci jako
RE.

Definice 5. Bud f: A — B. Necht plati C C A, D C B. Definujeme
(i) obraz mnoziny C pfedpisem
f(C):={f(x) : x € C};
(ii) vzor mnoziny D jako

f~ (D) :={x:f(x) € D}.

Pozor, vzor mnoziny existuje vzdy, a to i v pfipadé, Ze pivodni zobrazeni nemé zobrazeni
inverzni. Pokud inverzni zobrazeni existuje pak je obraz mnoziny v inverznim zobrazenim vzorem
piivodni mnoziny.

Piiklad 10. Necht f:R — R je zobrazeni definované predpisem f(x) = x2. Pak

£71((0,9)) = (=3,3) \ {0}.
Priklad 11. Necht f: N — N je definovano ptredpisem
f(n) = 2n.
Pak f(N) je mnoZina sudych ¢isel.
Definice 6. Necht je dédno f: A — B. Rekneme, 7e zobrazeni f je
(i) prosté (nebo téz injektivni), pokud plati
fx) =fly) =x=y;
(ii) na (nebo téz surjektivni), jestlize
f(A) = B;
(iii) wvzdjemné jednoznacné (nebo téz bijektivnd nebo zkracené bijekce), je-li prosté a zaroven je na.
Priklad 12. Zobrazeni z prikladu [T]] je prosté. Pokud totiz
f(ny) = f(ny) pak 2n; = 2n,

a tedy n; = no. Zobrazeni neni na, nebot mnozina f(N) neobsahuje licha ¢isla. Zobrazeni z
piikladu [I0] neni prosté a nenf na. Neni prosté nebot napf.

f(1) = f(—1)

a neni na, jelikoz f(R) = (0, 00), v obraze tedy chybi zaporna ¢isla.
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Priklad 13. Zobrazeni f: (0,1) — (1, co) definované pfedpisem
f(x) =1/x
je bijekce.
Definice 7. Necht g : A — B a f : B — C jsou zobrazeni. SloZenym zobrazenim rozumime
zobrazeni fo g: A — C definované pfedpisem
fog(x):=f(g(x)).
Priklad 14. Necht f(x) = x2, g(x) = 2x + 5, pak
fog(x) = (2x 4+ 5)% = 4x? + 20x + 25.
Véta 4 (O skladani zobrazeni). Necht h:C — D, f: B — C a g: A — B jsou zobrazeni. Pak
plati:
(i) Pokud f o g je prosté, pak g je prosté.
(ii) Je-li fo g na, pak f je na.
(i)
(hof)og(x) =ho(fog)(x),Vx € A.

Diikaz. (i): Necht f o g je prosté. Pokud pro x,y € A je

g(x) = gly),
pak uz nutné
f(g(x)) = f(g(y)), tedy i fog(x) =fog(y).
Protoze slozené zobrazeni je prosté dostavame, ze x =y. Vidime tedy, Ze g je prosté.
(ii): Necht f o g je na. Pak
£(B) > f(g(A)).

Protoze vsak f(g(A)) = C, pak f(B) = C tedy f je na.
(iii): Zkuste sami rozmyslet, pro¢ to plati. O
Vé&ta 5 (O sloZeni zobrazeni). Necht g: A — B a f: B — C jsou zobrazend.

(i) Jsou-li f, g prostd zobrazent je zobrazeni f o g prosté.

(ii) Jsou-li zobrazeni f,g na pak f o g je také na.
Diikaz. Cviceni. (Bude na pfednésce.) O

Véta 6 (O inverznim zobrazeni). Necht f: A — B je prosté zobrazeni. Pak existuje zobrazeni
f=1:f(A) = A takové, Ze pro vsechna x € A je

fLof(x) =x
Diikaz. Zvolme y € f(A). Tvrdime, Ze pro toto y existuje jediné x tak, ze y = f(x). Existence
plyne z toho, Ze y je v obrazu A. Pokud by takové prvky byly aspon dva riizné, pak bychom je
oznadili x1,xo. Plati

f(x1) =y =f(x2)

pak ale z faktu, ze f je prosté vyplyva x; = x2, coz je spor. Tedy existuje jediny x jehoz obrazem
je y. Mizeme proto polozit

fy) =x.

Priklad 15. Necht f(x) = 2* + 3. Najd&te inverzni funkci.
Reseni. Ovéifme nejprve, zda je funkce prosta. Pokud f(x;) = f(x3), pak
24 43 =2% 43

tedy po odeéteni 3 a zlogaritmovani obou stran rovnice dostaneme x; = x. Z definice ! ma
platit
2% +3) =x,
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tedy oznacme y = 2* 4+ 3 a vyjadieme x pomoci y
y—3=2
tedy
x = lna(y — 3)
dostéavame
fH(y) = Ina(y — 3).
O

3.1. Realné posloupnosti a funkce, priklady. Nasledujici pojmy uz by mély byt znamy ze
stfedni 8koly, presto je radéji pfipomenime.

Definice 8 (Monotonni posloupnosti a funkce). Necht f € RN nebo f € RR. Dale ozna¢me
symbolem F mnoZinu realnych nebo pfirozenych ¢&isel. Rekneme7 7e
(i) f je nerostouci pokud Vx1,x2 € F plati x; < x2 = f(x1) > f(x2)
(ii) f je rostouci pokud Vx1,xa € F plati x1 < xg = f(x1) < f(x2)
(iii) f je neklesajici pokud Vx1,xs € F plati x; < xg = f(x1) < f(x2)
(iv) f je klesajici pokud Vx1,xo € F plati x; < xo = f(x1) > f(x2)
(v) Rekneme, ze funkce je monotonni, plati-li jedna z predchozich moznosti.
(vi) Rekneme, Ze funkce je nerostouci na dané mnozing, plati-li predchozi implikace pro vechny
prvky dané mnoziny.

Priklad 16. (1) Funkce f(x) = x? neni ani roustoucf ani klesajici, ani nerostouci ani neklesajici
na R. Funkee je klesajici na intervalu (—oo,0) a rostouci na intervalu (0, co).
(2) Funkce f(x) = v/x + 1 je rostouci na intervalu (—1, co).

Tvrzeni 3 (Monotonie sloZzeného zobrazeni). Necht f,g : F — R jsou readlné funkce (resp.
posloupnosti).

(i) Pokud f, g jsou rostouci pak f o g je rostouct.
ii) Jsou-li f,g klesajici pak f o g je rostouct.
g g
(iii) Je-li jedna z dvojice f, g rostouct a druhd klesajici pak je f o g klesagict.
(iv) Jsou-li T, g rostouct resp. klesajici pak je i funkce f+ g rostouct resp. klesajici. JestliZe navic
f,g = 0 je rostouct resp. klesajici i funkce f.g.

Diikaz. Staci vyjit z definice. UkaZzeme zde pouze (i) a (iv). V ostatnich p¥ipadech postupujeme
podobné pfimocaie. Pokud x; < x2 pak g(x1) < g(x2) protoZe g je rostouci. Pak, ale f(g(x;1)) <
f(g(x2)), protoze f je také rostouci. Tedy

fog(x1) <foglxsa)

a tedy f o g je rostouci.

(iv): Pokud x; < xg pak f(x1) < f(x2) A g(x1) < g(x2) a tedy
f(x1) + glx1) < fx2) + g(x2)
tedy
(f+9g)(x1) < (f+ g)(x2)
a tedy f + g je rostouci. O

Priklad 17. Funkce v/x2 +x + 1 je klesajici na intervalu (—oo,—1/2) a rostouci na intervalu
(—1/2, 00).

Zdiwodnéni. Skuteénd protoZe funkce f(x) = &/x je rostouci na realnych &islech staéi ukazat, ze
funkce x2 +x + 1 = (x + 1/2)? + 3/4 je klesajici na (—oo,—1/2) a rostouci na (—1/2,00), coz je
o¢ividné. Zbytek uz vyplyvé z predchozi véty o monotonii sloZzeného zobrazeni. O

Definice 9 (Linearni zobrazeni). Necht T je téleso a V, K mnoZiny, na kterych je definovano s¢itani
a nasobeni prvkem télesa. Necht f:V — K je zobrazeni. Rekneme, Ze f je linedrni, jestlize
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(L1) f X+y) f(x) +fly) ™x,y e V
(L2) f of(x) Vx € V,Va € T.

Piiklad 18. (i) Rotace v roviné i prostoru (s klasickym s¢itanim a nasobeni vektori) je linearni
zobrazeni.

(ii) Translace (posunuti) v roviné i prostoru, neni linearni zobrazeni.
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3.2. Priklady k procviéeni.

1.

©w

10.

11.

Vyfteste nerovnici v R
[x —1]—1] < 1.
Ukazte, ze pro libovolna a,b € R plati nerovnosti
la+bl <lal+1[bl, |al—[bl <|a—bl.

Ukaizte, 7Ze skladani funkei neni komutativni (nemiZzeme zameénit poradi skladanych funkei).
Je dana funkce
f(X) _ e2x+1
Naleznéte ((0,5)) a f~1(—1,2).
Definujme funkci
f(x) = |x| +x
Rozhodnéte, zda je funkce prosté, uréete obor hodnot a mnozinu f~1({0, 1))
Naleznéte obor hodnot funkce
f(x) =x>—3x+1
Zjistéte, zda jsou funkce prosté. Naleznéte inverzni funkei (v pfipadém, Ze neni prosta naleznéte
maximaln{ intervaly na kterych prosta je a urcete inverzni funkei na tomto intervalu).
o f(x) =x%—x
o f(x) = 1%

X
°

f(x) =v/x—34+2/x

Necht f: A — B je zobrazeni a M,N C A, R, Q C B. Zjistéte, které z nasledujicich vztahi plati.
Své odpovédi oduvodnéte.

e f{(MUN) =f(M)UTF(N)

e f{(M\N)=1f(A)\ f(B)

o f(MNN)=Ff(M)Nf(N)

e Pokud RN Q =0 pak f}(R)Nf Q) =0
Ukaite, Ze zobrazeni f : A — B je prosté, pravé kdyZ pro viechna y € B je mnozina f~*({y})
maximélné jednobodova.
Naleznéte bijekce mezi mnozinami

e (0,1) a(1,00);

e (a,b) a R;

e *(0,1) a (0,1).
** Naleznéte funkci f : R — R takovou, Ze pro libovolny otevieny interval I C R je

f(I) =R
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4. POSLOUPNOSTI REALNYCH CISEL

Pripomenime, Ze redlnou posloupnosti rozumime zobrazeni z mnoziny pfiprozenych ¢&isel do
mnoziny realnych &sel. Uvedme pér jednoduchych piikladt posloupnosti.

Priklad 19. (i) Aritmetickou posloupnosti rozumime kazdou posloupnost, které je pro zadanou
hodnotu ag,d € R ve tvaru
ani1:=0qp+nd
(ii) Geometrickou posloupnosti rozumime kazdou posloupnost, ktera je pro zadanou hodnotu
ap,d € R ve tvaru
Qny1 = apq"

Neékteré posloupnosti nemusi byt zadany explicitnim predpisem, ktery zéavisi na indexu, ale
mohou byt zadédny hodnotami prvnich nékolika ¢lenti a zévislosti pomoci které se z nékolika
predchézejicich ¢lent vypodita dalsi ¢len. Prikladem takové posloupnosti je zndmé Fibonacciho
posloupnost, ktera je zadana takto

FO = 0) Fl = 1) FT‘I.+2 = Fn+1 + FT‘L
Takto zadané posloupnosti budeme fikat rekurentni posloupnost.

Pozorovani 2. Posloupnost je
(i) rostouci, prave kdyz
(Vn € NJany1 > an;
(ii) klesajici, pravé kdyz
(Vn € NJani1 < ap;
(iii) nerostouci, pravé kdyz
(Vn € NJant1 < an;
(iv) neklesajici, pravé kdyz
(Vn e N)ani1 > an.
4.1. Limita posloupnosti. V tomto oddile a dale budeme déle misto symbolu f(n) pro n-ty clen
posloupnosti pouzivat symbol a,, ¢imz snadno odlisime reidlnou posloupnost od realné funkce,
ackoliv i realna posloupnost je realnou funkci na pirirozenych ¢&islech.
Pojmem okoli x € R budeme dale rozumét mnozinu
Ue(x):i=(x—eg,x+¢€).

V nasledujicim textu budeme ¢asto pracovat i s nekone¢nymi limitami. Budeme tedy muset
rozsitit nas obor realnych ¢isel na obor rozsiFenijch redlnych cisel, ktery bude definovan jako

R* := RU{—00, co}.

Pokud méame x,y € R (tedy klasicka realna ¢isla), probihaji aritmetické operace stejnym zptisobem
jako na R. Operace s +00 jsou definovany takto:

® 00+ 00 =00

e Proax e R\ 0
oo pro « > 0
x.00 =
—oo pro a« < 0
e Pokud x e Rje oo+ ax =00 a ax—o0o0=—o0.
® 00.00 = 00

X = ( pokud || < 0.

(o]

Operace 0o — 00, 00.0, 00/00 naopak nejsou definovany. V nasledujicim textu se téz bude hodit
definujeme-li ¢ okoli bodi +oo a to jako
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Definice 10 (limita posloupnosti). Rekneme, #e posloupnost (an)®_; ma limitu L € R*, jestlize
pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N takové, ze

an € Ue(L)  (Vn = mnyg).
Tento fakt zapisujeme symbolicky jako

lim a, = L.
n—oo

Pokud limita existuje a L € R pak ¥ikdme, Ze posloupnost konverguje. V opacném piipadé fekneme,
ze posloupnost diverguje.

Poznamka 2 (alternativni definice limity). Pojem limity lze zavést i trochu jinym zptasobem. A
to tak, Ze ¢islo L € R je limita pokud se v jeho libovolném okoli nachazeji vSechny jeji ¢leny az na
kone¢né mnoho vyjimek. Podobné, Ize i jednoduse zavést nésledujici pojmy.

Tvrzeni 4 (Jednoznac¢nost limity). KaZdd redlnd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Sporem: Necht existuji dvé limity. V&tsi z nich ozna¢me Ly mensi [y (tedy, L; < Lo,
L;, Ly € R*). Existuje ¢ > 0 tak, ze
(2) Ue (L1) N Ue(Lo) = 0.

(Rozmyslete, Ze i v pfipadé kdy je jedna z limit +00) to tak je.) Dle definice limity, existuje ng
tak, ze

an € Ue(Ly)  (Vn =mnyg).
Zaroven protoze Ly je také limita, pak existuje mg, ze

an € Ug(L2)  (Vn = myg).
Polozme k := max{ng, mgp} pak

ax € Ue(Ly) NU(L2),

COZ je spor s . O

Véta 7 (Zakladni limity). (a)

oo oa>0
Iim n*=<¢{1 «a=0
n—oo
a<0
(b)

00 a>1
=1

lim a™ = a
n—oo 0 lal <1

neexistuje a < —1

Diikaz. (a): Necht nejprve o > 0. Vol € > 0. Chceme ukazat, Ze od ur¢itého ng plati

Tato nerovnost je ekvivalentni s

Pro n > ng, kde

1
N = ’751/0(—‘ +1
tedy nerovnost plati.
Necht o < 0. Vol ¢ > 0. Chceme ukézat, ze od uré¢itého ng plati

n* < e.

To je ekvivalentni s
n> e/«
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tedy staci zvolit
ng == [al/"‘w +1.

Pripad o = 0 je trivialni.

(b): Necht a € (0,1). Vol ¢ > 0. Zfejmé

a” >0
Staci tedy ukazat, Ze od urcitého ng plati
a <e.
To je ekvivalentni s
n > log,(¢)

Staci tedy zvolit
ng := max{[log,(¢e)],0} + 1.

Necht a € (1,00). Vol ¢ > 0. Chceme ukazat, Ze od ur¢itého ng plati

a™ > 1

€
To je ekvivalentni s
n > —log, ()
Staci tedy zvolit
ng := max{— [log,(e)],0}+ 1.
U

Véta 8 (Véta o dvou policistech). Budte an, by, cn 7 rediné posloupnosti, tak, Ze existuje ng € N,
Ze

(3) an <by <cp, Vn>=ng.
Potom
(i) Pokud lim ¢y = —o0 pak lim b, = —o0
n—o0 n— oo

(ii) Pokud hm an = 0o pak hm bn =00

(iii) Pokud hrn a, = hm Cn pak‘ existuje limita by, ¢ lim a,, = lim by, = lim c¢y.
n—oo n—oo n—oo

Diikaz. Ukazeme (ii) a (iii). (i) by se dokazovala podobné jako (ii).

(i) Vol € > 0. Existuje my € N takove, ze
an € Ug(oo) (YN = myg).
Pak ale plati, ze
bn € Ue(oo) (VN > max{mg, ng}),
kde ng je z (3)).
(iii) Bez ujmy na obecnosti piedpokladejme, ze hm an = lim ¢, =L, kde L € R (pro L = +o0

n—oo

by tvrzeni okamzité vyplyvalo z (i) resp. (ii)). Vol € > 0. Existuji lg, mg tak, ze
an € (L—¢g,L+e) Vin=l) AN cn€(l—gLl+e) V(n>mg).

Pak ale pro vSechna n > max{ng, mg, lo} mame, Ze a, lezi v U, (L) a ¢ lezi v U, (L). ProtoZe by
je mezi an, cn, by € U (L) (rozmyslete, Ze pokud dvé hodnoty lezi v inervalu, musi tam leZet i
libovolna hodnota mezi nimi.) Tedy

bn € Ug(L) (¥Yn = max{ng, mo, lo}).

Lemma 1 (O okoli). Necht ¢ > 0 a necht a,b € R*. Pak plati
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(i) Existuje d > 0 tak, ze
U,S(Cl) + Us (b) C ue(a + b)
(ii) Existuje & > 0, Ze
Ué((l).Ué (b) C Ue(a.b)
(iii) Je-li navic b # 0 pak existuje § > 0, Ze
Us(a)
Us(b)
Diikaz. Necht a,b € R. Pfipady kdy je jedna z hodnot +o0o si rozmyslete za cviceni.

C Ue(a/b)

(i) Polozme & := 5. Pak je
13 € 13 €
Us(a) = (a— S+ 5) a Us(b) = (b— S.b+ 5) .

Tedy pro vSechna x € Us(a) a pro vSechna y € Us(b) je

a+b—e<x+y<a+b+e
Tedy pro

z € Us(a) + Us(b)
existuji x,y tak, ze
z=x+Y,

kde x € Us(a) Ay € Us(b), pak ale z € U (a + b). Proto je

Us(a) + Us(b) C Ue(a+b).

(ii) Vol ¢ > 0. Bez tjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze ¢ < 1. Polozme
.
" Jal+ bl 417
Pokud
VAS U.g((l).Ué (b),
pak
z=x.y,
kde x € Us(a) ay € Us(b). Tedy

xela £ a+ ¢ AYye|b £ b+ £
a+o+ 0 ot o) Y lal+bl+1 " " Ja+pl+1/)"

Staci ukazat, ze x € Us(a),y € Us(b) (kde ¢ara nad okolim znamena uzavieny interval namisto
otevieného intervalu), pak

x.y € U (a.b).
Pro pevné y € Us(b) je funkce x — x.y linearni, tedy minima a maxima nabyvéa v krajnich bodech

uzavieného intervalu Us(a). Podobné zafixujeme-li x € Us(a) funkee y — y.x je linedrni a maxima,
¢i minima nabyva v krajnich bodech. Proto stac¢i ukazat, ze

ab—e<min{(a£8).(b+d)}<max{(a£s).(b+d)}<ab+e

Mame
max{(a £ 6).(b+8)} < max{a.b + §(+a £ b) + 5%}
<

a.b +5(lal + [b]) + 52

2
<abi e(lal 4 [bl) € ;
la| +[bl+1 " (Jal+[b]+1)
<ab4 e(Jal + b)) €

la[+ bl +1 " (ja| +[b] + 1)
<ab+e.
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V piedposledni nerovnosti jsme vyuzili faktu, Ze ¢ < 1 a tedy e < £. Podobné ukéZeme, ze

a.b—¢ < min{(a+9d).(b£d)}

(iii) Pokud b # 0 pak a/b = a-b~!. Bez ujmy na obecnosti necht b > 0. Tedy U.(a/b) =
U, (a.b™1). Dle (ii) existuje 1/b >mn > 0, Ze

Uy, (a).Uy (b1 € Ue(a/b).
Pokud je x € Uy, (a), staéi tedy zvolit y € R tak, aby y~—! € U, (b~!) a budeme mit
x/y € U (a/b).
Tedy

k ¢emuz staci, aby

Oznacme
S B L
N T1nb "
Pak Us (a)
sla
C Ug(a/b
Uy (0) (a/b)

O

Pozorovani 3. Stejné tak plati pfedchozi tvrzeni o okoli i pro a,b € R* maji-li pfislusné operace
smysl.

Véta 9 (O aritmetice limit). Necht an, by jsou redlné posloupnosti a « € R. Pak

lim (ap +bn) = lim an + lim by
n—oo n—oo n—oo

lim (xan) =« lim ay;
n—oo n—o00

lim (an.bn) = lim a, - lim by;

n—oo n—oo n—oo
(iv)
lim an
. an n— oo
lim — = = .
n—oo by lim by,
n—oo
Maji-li vjrazy napravo smysl (tzn. existuji-li limity napravo a prislusnd operace je definovdna

na R*).
Diikaz. Oznaéme limity a,, b, po fadé a,b. Vol € > 0.
(i) Z Lemmal[Lfi) vime, Ze existuje § > 0 tak, Ze
Us(a) + Us(b) € Ue(a+Db).
Existuji mg, ng tak, ze
an € Us(a) (Vmn=ng) A bypelUs(b) (Yn=mg).
Pak ale pro v8echna n > max{ng, mg} je
an +bn € U (a+b).
Podobné dokaZeme (iii). Z Lemma [Ifii) vime, Ze existuje & > 0 tak, Ze
Us(a).Us(b) € U (a.b).
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Existuji mg, ng tak ze
an € Us(a) (Yn>mno) A by eUs(b) (Vn=mg).
Pak ale pro vSechna n > max{ng, mg} je

an.bn € Us(a.b).

Analogicky dokazeme (iv). (ii) je dusledkem (iii)(sta¢i vzit by, = « a aplikovat (iii)). O
Véta 10. Necht o« > 1. Pak pro kazdé k € N je
k

lim —— =0,

n—oo "
Diikaz.

x=1+5%
kde & > 0. Dle binomické véty (viz[2) je
k 3 3 k
0< ln = “n ™ i S “nékﬂ =5 ! k+1 (1 4 Sk an 1 oy - Ons
& Z]’zl(j) (k+1) nkHL (14 S 4 S5t 4o 4 1)

kde c¢; jsou koeficienty nezavislé na n. Tedy dle véty o aritmetice limit, je

lim a, =0.
n—oo

Pak ale, dle véty od dvou policistech (viz. |8) je

Cvigeni 3. Ukazte, Ze lim ¥/n=1.

n—oo
Diikaz. Vyuzijeme vétu o dvou policajtech . Dolni odhad posloupnosti ¥/n ziskAme snadno z
toho, Ze libovolné kladna odmocnina z ¢isla vétsiho nez jedna je vzdy opét vétsi nez jedna, tedy
také:

Yn>1(vn>1)

Horni odhad pak vyjde z véty [10] - vy¢teme z ni, Ze pro libovolné o > 1 a kazdé k € N musi
existovat ng € N tak, Ze pro kazdé n > ng je vyraz o™ vétsi, nez vyraz n* (jinak by limita jejich
podilu nesla k nule). Pokud si zvolime k = 1, vidime, Ze nase n pod odmocninou odpovid4 mensimu
z téchto vyrazi, takze ho lze odhadnout shora libovolnym «™. Tuto skuteénost zapiSme tak, ze
zvolime ¢ > 0 a feknéme, ze &« = 1 4+ €. Mame tedy odhad

n< (14¢)™ (Vn > np)

(ze plati jen od urc¢itého ngy vété o dvou policajtech vyhovuje) a celkové nase odhady vypadaji

takto:
1< Yn< V(A +em (Vn>nyg)

Nyni uréeme limity odhadt. Limita dolniho odhadu je patrné 1. Co se tyka horniho odhadu, n v
exponentu a odmocniné se navzajem odstrani a zbyde jen vyraz 1+ €. Potom staéi zvoilt epsilon
tak, aby se limitné blizilo nule a cely vyraz ptjde k 1. Volme napt. € := 2~ ™. Pak mame:

1
lim R/(T4+2 )" = lim 1450 =1+0=1

n—o0 n—o0

Jelikoz limity horniho a dolniho odhadu vy$ly shodné (= 1), vyraz mezi nimi musi mit stejnou
limitu, tedy lim ¥/n=1. O

n—oo

CviCeni 4. Ukazte, Ze pro vSechna a € (0, 00) je
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Definice 11 (limes superior, limes inferior, hromadné body). (i) Rekneme, 7e L € R je hro-
madnyg bod posloupnosti (an)e_, jestlize pro vSechna e > 0 obsahuje U, (L) nekone¢né mnoho
¢lend an,

(ii) Definujme limes superior predpisem

lim sup a,, := sup(H),
n—oo

kde, H zna¢i mnoZinu hromadnych bodu posloupnosti (an)_;.
(iii) Limes inferior definujeme piedpisem

liminf a,, := inf(H)
n—oo

Tvrzeni 5. Necht (a,)2> , je redlnd posloupnost. Pak
(i) limsup an = infy (Supy-, ak)
(ii) liminf an = sup, (infx=n ax)
(iii) (an)Sy md limitu prdve, kdyZ imsup,,_,. an = liminfy o an. V takovém piipadé je limita
rovna lim sup resp. liminf.

Diikaz. (i): Pro n pfirozené oznaéme

My :={an+1,an2,...} ={ax : k >n}

Sn = sup(My,).
Dale ozna¢me
R:= inf s, L:=limsupay,.
neN
Nejprve ukazeme, ze je L < R. Stadi ukazat, ze pro viechna a € R* je
a>R pak a>1L

Ukazeme, ze pokud a > R pak existuje ¢ > 0 tak, ze a — e > H pro libovolny hromadny bod H
posloupnosti a,,. Pokud a > R pak existuje ¢ > 0 tak, ze

a—e >R
Vidime, Ze existuje ng € N tak, ze
a— &> Sn,.
Proto plati
a—e>an (Yn>=2ng+1).
Tedy pro libovolny hromadny bod H je
a—¢e=>h
a tedy
a>L.
Na druhou stranu, ukazeme-li, ze R je hromadny bod, pak zjevné bude platit L > R. Vol ¢ > 0.
Ukazeme, 7ze
uE(R) m{ala ag, .. }
je nekone¢na mnozina. K tomu sta¢i ukazat, ze pro kazdé k € N je mnozina
U (R) N{ak+1, akto, ...}
neprazdna. Tedy existuje n € N tak, Ze
R<spn <R+c¢
Polozme 1:= max{n, k}. Posloupnost s;, je klesajici a tedy
R<si<R+e.
tedy existuje ki € N, ky > 1 tak, ze

sitée=2ax +¢&> 8.
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A proto
R—e<ay, <R+e
tudiz
ag, € UE(L)

Priklad 20. Je-li (a,)2 ; definovana predpisem
an = (1"
pak je
limsup(—1)" =1 a liminf(—1)" = —1.
n—00 n—oo
Priklad 21. Oznaéme a,, = sin(n) pak je
limsupa, =1

n—o0

liminf a,, = —1.
n—o00

Véta 11 (o limité monoténni posloupnosti). KaZdd monoténni posloupnost md limitu. Pokud je
navic omezend, pak je konvergentni.

Diikaz. Necht a,, je neklesajici. Pak ukaZeme, Ze

lim a,, =sup{a;:1i€ N}=:S.

n—oo
Necht nejprve S < co. Vol ¢ > 0. Pak existuje ng pfirozené tak, Ze

an, = Se.
Protoze a,, je neklesajici, je pro kazdé n > ny
Szan>2an, >S—e

Tedy an € U:(S). A tedy limita a,, je S. Pokud S = oo, vol ¢ > 0. Existuje ng tak, ze

An, > E
Pak ale
1
Gn 2 Qny > = (Yn > nyg).
Tedy lim a,, = co. Pro nerostouci posloupnost provedeme dikaz analogicky. O

Definice 12. Rekneme, ze posloupnost by, je vybrand z a,, jestlize existuje rostouci posloupnost
prirozenych ¢&isel (kn)$_; takova, ze

bn =ax, (VneN).
Véta 12. Necht (a,)%2, je omezend posloupnost a by, je posloupnost z ni vybrand. Pak
liminf a,, < liminf b, <limsupb, < limsup an
Diikaz. Pokud by, je vybréna z a,, pak pro kazdé n € N je

{bni1,bnio, ...} C{ant1, Qnyo, ..}
Tedy
sup({bny1,bny2,...}) <sup({ani1, anyo,...})
Pak ale
inf (sup({bni1, briz, ... })) < inf (sup({anis, anyz, .- }))

a tedy, dle Tvrzeni i) je

limsup b, <limsup an.
Analogicky dokaZeme, Ze

liminf a,, <liminfb,.
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O

Disledek 1 (Véta o limité vybrané podposloupnosti). Pokud lima,, = L a by, je posloupnost
vybrana z (a,) ; pak je
lim b, = L.

n—o0

Diikaz. Pokud

lim a, =L
n—oo

Pak
limsup a,, =liminfa, =L
a tedy dle predchozi véty je
liminf b, =limsupb,, =L
A tedy dle tvrzeni iii) je
lim b, =L

n—oo

O

7 dusledku vyplyva, ze pokud jsme schopni z posloupnosti vybrat podposloupnosti majici riizné
limity pak ptvodni posloupnost limitu neméa (pokud by méla, museli by se ji obé limity vybranych
posloupnosti rovnat).

Definice 13 (Bolzano-Cauchyho podminka). Rekneme, 7e posloupnost (an)$_; spliwje Bolzano-
Cauchyho podminku, jestlize

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn,m > ng)lan — am| < €.
Véta 13 (Uplnost realnych éisel). Nechf (ay)%, je redind posloupnost. Pak (ay)%_, je konvergentnd,
pravé kdyz spliiuje Bolzano-Cauchyho podminku.
Driikaz. UkaZeme nejprve implikaci "=-". Pokud
lim a, =L eR,

n—o0
pak pro libovolné € > 0 existuje ng € N tak, ze
an € Ue (L) Vn = mny.

tedy z trojuhelnikové nerovnosti je pro vSechna k,1 > ng

e ¢
|01*ak|<|a1*L|+|ak—L|§§+§:g.

Tedy a, spliiuje B-C podminku. Zbyva ukazat opa¢nou implikaci.

"<": Pozorujme, Ze splnuje-li BC podminku pak je omezena. Stadi ukazat, ze
limsup a,, =liminfa, € R.
Pro spor predpokléadejme, Ze existuje € > 0 ze
liminfa, + ¢ <L <limsupa, —¢
pak
sup{@ng+1; Qng+2---3— € > L >inflan,+1, aGngro ...} +€  (Vng € N).
Tedy najdeme k,1 > ng, ze
a>L+eNag<L—c¢
a tedy
lax — ay] > 2¢e > ¢.

O

Poznamka 3. Nékdy se redlna ¢isla zavadi nikoliv pomoci axiomu existence suprema, ale pomoci

aplnosti (tedy vlastnosti, Ze kazda posloupnost spliujici BC podminku je konvergentni). Oba
pristupy vedou ke stejnym vysledkiam.
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Véta 14 (zavedeni Eulerova ¢isla). Posloupnost

1 n
Xn = <1+ >
n

je konvergentni. Eulerovo ¢islo pak zavddime predpisem

1 n
e:= lim (1 + ) .
n—o0 n

Lemma 2 (Bernoulliova nerovnost). Necht x € (—1,00) a k je pfirozené ¢islo, pak plati
(4) (1+x)%>14+kx
Diikaz. Jednoduché cvi¢eni na matematickou indukci. O
Diikaz Véty[T]} Nejprve ukdzeme, ze posloupnost x,, je neklesajici. Sta¢i ukazat, ze
1\ "
(e ) (1)

Vydélenim nerovnosti vyrazem (14 1/n)™*! a drobnou tpravou dostaneme

n+2\ Ml

n+l > 1
n+1 = 1
== 1+ o

Pouzijeme-li elementarni dpravy v kombinaci s Bernoulliovou nerovnosti dostaneme

n+2\ "l n+1
ntl =(1+ _ L
n:1 (Tl—|— 1)2

>1+n+1)—
>1+( ) (n+1)2
1

= 1 _—

n+1
1
=1 %7

(kde v prvni nerovnosti jsme pouzili nerovnost SX = (nlill)? a k=n+1). Jako cvieni ovéite,

7e ﬁ € (—1, 00) pro viechna n > 1.
Dale ukazeme, Ze posloupnost je omezené. PoloZzme

1 n+1
Yn = (1 + n> .

Z¥ejmé Yn = Xn. K omezenosti x,, staci tedy ukazat, ze yn je klesajici. Staci ukazat, ze pro kazdé
n prirozené je
1 n+2 1 n+1
<1 + > < <1 + > .
n+1 n

n+1 1
1+ —— >14+ —-.
( +n(n+2)> +n+1

coz je ekvivalentni s

Pomoci elementarniho odhadu a Bernouliovy nerovnosti (viz. () s x = ﬁ ak=n+1)
dostaneme
1 n+1 1 n+1
1+ —— > |1+ ——
() > (o)
>14+(n+1) !
> n
(n+1)
1
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Tedy xn < yn < y1 = 8. ProtoZe x,, je monotonni pak mé limitu L € R* dle véty Protoze je
ale omezena, je L € R a tedy posloupnost je konvergentni. O

Nasledujici véta je diskrétni analogii L’Hospitalova pravidla (misto na podil derivaci se problém
prevede na podil diferenci).

Vé&ta 15 (Stolzova véta). Necht xn,Yn jsou rediné posloupnosti, Yyn je rostouci a necht

lim y, =00
n—oo

pak

. Xn Xn+1 — Xn
lim — = lim ——
n—=00 Yy 020 Ynpyl —Yn

existuje-li limita napravo.
Diikaz. Necht limita vpravo existuje. Ozna¢me

. Xn4+1 — X

L:= lim /=",
n=0 Yni+1 —Yn

Bez ujmy na obecnosti necht L > 0 (jinak bychom misto X, /yn ukazali pro posloupnost (—xn)/yn
a zbytek bychom dostali z linearity limity). Pro n >k > 0 je

Xn Xkt Y511 —%) x4 snx
Yn  yx + Z;l;kl (yj+1 — yj) Yk +thx

Posledni vyraz je roven vyrazu

()

Xk Snik
tn,k tn,k
o+l

tn,k

Vol ¢ > 0. Existuje k tak, ze
X1 7% eUs(L) (Vj=k).
Yj+1 —Yj
Pak ale pro vSechna n > k pfirozena je
Snk _ Z;:kl(xjﬂ —%j) c U
e Y (Ui —yy)

(L).

Pro k € N pevné je
thx — 00.
Tedy pro libovolné 6 > 0 a pevné zvolené k existuje n prirozené tak, ze

Xk

tn,k

Y
n,k

<dN < é.

Tedy z trojuhelnikové nerovnosti dostaneme
Xk Sn,k
L-5—-0 _neton L+5+8

AN

1+5 e T R
n,k
Pokud L € (0, c0) pak zvolime-li
I3
0< —mn——,
2(1+L+¢)
dostaneme
Xk Sn,k
Xn tn,k tnk
L—eg< —="—"" <L+e.
Yn Ltn"k +1

Pripad L = oo promyslete samostatné jako cviceni. O
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4.2. Nekone¢éné sumy.

Definice 14 (Soudet a konvergence nekoneéné sumy). Nekone¢nou sumou definujeme jako

o0
E an = lim sy,
k—o00
n=0
kde
13
Sk = E An.
n=0
Rekneme, ze
o0
D _an
n=0
konverguje, konverguje-li posloupnost ¢asteénych souctt sx. konverguje, konverguje-li suma
Gastecnych soucti.

Vé&ta 16 (Nutna podminka konvergence). Necht
2_an
n=0

konverguje. Pak

lim a, =0.

n—oo
Diikaz. Navod: Ukazte, ze pokud neplati lim, o an = 0 pak posloupnost ¢asteé¢nych soucta
nespliiuje Bolzano-Cauchyovu podminku. O

Nasledujici véty budou zatim uvedeny bez diikkazu. Dikazy téchto vét pak najdeme v seckci
vénované fadam. Prozatim je potfebujeme pouze k zavedeni exponencialni funkce.

Tvrzeni 6 (O absolutni konvergenci). Pokud

o0
> lanl
n=0
je konvergentni pak 1
o0
D_an
n=0
je konvergentni.

Tvrzeni 7 (Srovnavaci kritérium). Necht an, by jsou nezdporné redlné posloupnosti a an < by.
Pak

o0 o0
(i) Pokud Y a, je divergentni pak i Y_ by je divergentnd.

n=1 n=1

o0 (o)
(ii) Pokud Y_ by je konvergentni pak i Y_ an je konvergentni.

n=1 n=1

Tvrzeni 8. (i) Necht|ql € (0,1) pak

L
(i) Rada
[oe] Xn
2w

je konvergentni pro vSechna x € R.
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4.3. Priklady k procviceni.

1. Z definice spoc¢téte nasledujici limity, pfipadné zdivodnéte pro¢ neexistuji

a) lim /n

. —1)"n
b) Jm =
. é n
¢ Jim (%)
2.
. 100n2 + 100000
hm 3—
n—oo n’+1
3.
. Vn2sin(n!)
hm —_—
n—oo n+1
4.
lim V/n®+10n+1
n—oo
5.
_1 n
lim 4/1+ =1
n—00 n+1
6.
lim v2™ 4+ 3n — /2™ —n?2
n—oo
7.
(_1)71311 +22n+1
lim
n—oo 4nFl 4 10n.2n
8.
lim n®—100n% —1,0001™
n—o0o
9.
o @)
e (2t L
10.
. o n?Z—10n+2
hm B
n—oo Zk:l k
11.
1' n22n + 3 o 3n+1
s T 31 1 100
12.
. (=343
lim ————
n—oo M3 4+ 2n + 1
13.
. V3t +1
lim
nSoo (—2)™ — 13 + 1000
14. .
n n+
)
nosoo Nt4+1
15.
lim Vn3+2n—1—+vn3—n
n—oo
16.
VJ1-2 -1
lim ——+—
neo (n21+1)
17.
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18.

log(5™ +n°)
im
n—oo log(n2 + 2n + 10m)

19.

1
lim sin(n!) log (1 + )
n—oo n

20.

. (=3)™ +2™nb
lm ——————
n—o00 3TL + Tl12 + 2n+1

21.

. V2hEn—/20 —n
lim
n—oo /30 +n2 — /3" —2n + 2

22.

23.
24.
25.
26.

1
lim sin () (=™
n—oo n
Naleznéte posloupnost a,, tak, ze as,, ani aspn 1 nemaji limitu.

Naleznéte posloupnost z které 1ze vybrat posloupnost konvergujici k 0 a oo
Naleznéte posloupnost z které lze vybrat rostouci a klesajici podposloupnost

27.

28.

29.

30.

31

32.

Naleznéte posloupnost z které lze vybrat podposloupnost konvergujici k libovolnému ¢&islu v
intervalu (0, 1)
lim sin(n)
n—o0
V zéavislosti na parametru k € N spoctéte
I 1€ 42K 4 ... 4 nk
et k1
Ndvod: pouZijte Stolzovu vétu.
Naleznéte
. on"
R B
Ukazte, ze pokud a,, je konvergentni pak i

ai+az+---+an
n

b, =

je konvergentni a méa stejnou limitu jako a,.
. * Naleznéte posloupnost, jejimiz hromadnymi body jsou v8echna realna ¢isla.
** Ukazte, Ze mnozina hromadnych bodi posloupnousti (cos(n))_; je interval (—1,1).
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5. LIMITA FUNKCE

V nasledujicim textu je vhodné definovat si pojem prstencového okoli bodu. Mame-li x € R* a
e > 0 pak je

Pelx) = Ue(x) \ {x}

Definice 15 (Limita funkce). Necht L € R*. Rekneme, e funkce f ma v bodé a € R* limitu L,
jestlize f je definovana na néjakém prstencovém okoli bodu a a plati

(Ve > 0)(3d > 0) : x € Ps(x) = f(x) € Ue(L).

Tento fakt zapisujeme predpisem

lim f(x) =L

X—a
Tvrzeni 9 (Jednoznaénost limity). Nechff: A C R — R je funkce definovand na prstencovém okoli
(resp. jednostranném prstencovém okoli) bodu a € R*. Pak funkce f md v tomto bodé mazimdiné
jednu limitu (resp. max jednu limitu zprava a maz. jednu limitu zleva).

Drikaz. Dokazuje se stejné jako v piipadé posloupnosti. O

Piiklad 22. (i)

lim x2 = 1.
x—1

(i)

.1 C
lim — neexistuje.
x—0 X

(iii)

.1

lim — = +o0.

x—=0+ X
Definice 16 (limes superior a limes inferior). Necht f je funkce definovana na prstencovém okoli
a € R* pak polozime
lim sup f(x) := inf [sup (f(Ps(a)))]
x—a 5>0

a podobné

lim inf f(x) := sup [inf (f(Ps(x)))]

Xx—a 5§>0
Pozorovani 4. (i)
liminf f(x) < lim sup f(x)
x—a x—a
(ii) Limita funkce v bodé a existuje pravé kdyz
lim sup f(x) = lim inf f(x)
x—a x—a
Véta 17 (O aritmetice limit). Necht f, g jsou rediné funkce definovdny na néjakém prstencovém
okoli a € R* a o € R. Pak plati
(i)
lim (f(x)+g(x)) = lim f(x)+ lim g(x)

x—at x—at x—at
(ii)
i (o)) = i, 100
(i)
i (71900) =l 1)l (0

(iv)

A O

lim =

x—ax g(x) o X]_ig}i g(x)’

Maji-li vijrazy napravo smysl (limity existuji a prislusnd operace je definovina,).
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Dikaz. Oznaéme

(6) F:= lim f(x) a G:= lim g(x).

x—at x—a(=%)
(i): Vol ¢ > 0 pak diky Lemma existuje n > 0 tak, Ze
U, (F) + Uy (G) C U (F+ G)
Z @ existuje & > 0 tak, ze
f(x) € Up(F) A g(x) € Uy (G) wxe P
Tedy plati, ze
f(x) + g(x) € U (F+G) vxe P
(iii) Podobné jako prve. Vol € > 0. Diky Lemma [1| existuje n > 0 tak, Ze
U, (F).Uy(G) C U (F.G)
Z @ existuje 0 > 0 tak, ze
f(x) € Uy (F) A g(x) € Uy(G) Vx e P
A tedy
f(x).g(x) € U.(F.G) VYxe P,
Podobné pro (iv). (ii) plyne ihned z (iii) polozime-li g(x) := «. O
Véta 18 (o seviené funkci). Necht f, g, h jsou funkce definované na jednostranném prstencovém

okoli a € R (pravém nebo levém). Necht na tomto okoli plati nerovnosti

f(x) < g(x) < h(x).

Pak
(i) Pokud Xl_lgli f(x) = oo pak 1 Xgr;li g(x) = o0
(ii) Pokud Xl_lgli h(x) = —oo pak i Xl_lgli g(x) = —o0
(iii) Pokud xggli f(x) = xlir;l:t h(x) =L, pak xlirgi gx)=L

Driikaz. Ukaze se uplné stejné jako véta o dvou policajtech pro posloupnosti. O

Véta 19 (Heineho véta). Necht f je definovdna na néjakém prstencovém okoli bodu a € R*. Pak
je ekvivalentni

(i) lim f(x) =L;
X—a
(ii) Pro kazdou posloupnost x, — a takovou, Ze xn # a plati 1i_{n f(xn) = L.
Diikaz. (i)=(ii): Bud xy posloupnost s limitou a € R* a necht
lim f(x) =a
X—a
Zvolme ¢ > 0. Existuje § > 0 tak, ze
f(Ps(a)) C Ue(L)

Pro toto & existuje ng tak, ze
xn € Ps(a) VYn >=mng

Tedy
f(xn) € Ug(L) Vn >mng
a tedy
lim f(x,)=L.
n—oo

Opacnou implikaci dokdZeme nep¥imo. Predpokladejme, Ze neplati (i). Tedy pro existuje € > 0 tak,
ze pro kazdé & > 0 je
f(Ps(a)) \ Ue (L)
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Tedy pro kazdé n prirozené je
f(Pan(a)) \ U (L)
neprazdna mnozina. Zvolme posloupnost x,, tak, aby
Xn € Pon(a) Af(xn) & U (L)
Pak x,, — a ale
= (f(xn) = L).
O

Definice 17 (Spojitost funkce v bodg). (i) Rekneme, 7e realnd funkee f je spojita v bodé a € R
pokud
lim f(x) = f(a).

X—a
(ii) Rekneme, Ze funkce f je spojitd na mnozing A pokud je spojita ve viech bodech této mnoziny.
(iii) Podobné, fekneme, ze funkce f je spojita zprava (resp. zleva) v bodé a) pokud

lim f(x) =f(a) resp. ILm_ f(x) = f(a)

Xx—ra-+
(iv) Rekneme, Ze funkce f je spojitd, jestlize je spojita na celém svém definiénim oboru.

Pozorovani 5. Funkce f je spojitd v bodé a € R pravé kdyz je v tomto bodé spojita zprava i
zleva.

Znaceni 2. T¥idu funkci spojitych na mnozing A znaéime symbolem C(A).

Véta 20 (O limité slozené funkce). Necht plati

lim g(x) =b
ddle necht je

lim f(x) =L

x—b

Pak je
limfog(x)=L
X—a
Je li splnén alespori jeden z ndsledujicich piedpokladii:
(a) f je spojitd v bodé b.
(b) g(x) # b na né&jakém prstencovém okoli bodu a
Diikaz. Necht je splnéna podminka (a). Vol ¢ > 0 pak diky spojitosti f v bodé b existuje 1 > 0
tak, ze
f(Uy (b)) C Ue(L).
Pro toto 1 existuje 6 > 0 tak, ze
g(Ps(a)) C Uy (b)
Pak ale plati
f(Ps(a)) C Ue(L)
a tedy
lim f(g(x)) = L.

XxX—=a

Necht naopak je splnéna podminka (b). Vol ¢ > 0. Existuje n > 0, Ze Existuje §; > 0 takové, Ze
glx)#b VxePs, .

Ted protoZe funkce g ma v a limitu b existuje 1y tak, ze
gix) e Us, VxePs,

pak ale
g(x) € Py(b) Vx € Ps(a),
kde
5= min{él, 62}
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Tedy
f(g(Ps(a))) C Ue(L).

Definice 18 (Zavedeni exponencialni funkce). Pro x € R definujeme funkei

e e}

exp(x) = Z %

n=0

35

Definice je korektni protoze suma napravo konverguje pro vSechna x € R, jak bylo dokdzano v

Tvrzeni

Véta 21 (Vlastnosti exponencialy). Pro vsechna x,y € R plati
exp(x +y) = exp(x). exp(y)
exp(x) = x+1

exp(l)=e

(iv) Funkce exp je rostouci na R a

lim exp(x) =ocoa lim exp(x) =0

X—00 X——00
_ 1
(v) exp(—x) = xp(x)
Dikaz. Mame
— (x+y)
exp(x +y) = Z .'y
= )
n 3 [o¢]
v (x+y) (x+y)
=) T 2 31
j=0 j=n+1
n j .
1 )\ k. ik (x+y)
>3 (e ¥ &
j=0 k=0 j=n+1
R A 'k Xyt (x+y)
- Z X! Z u Z k! + !
k=0 1=0 k+1>nk,l<n j=n-+1
n k n ) o0 k o0 j k ]
X X X
= expx - exp(y) + ZFZH*_ZTZT - ) ku%
k=0  j=0 ): k=0  j=0 ): k+ji>nk,j<n )

n
|exp(x +y) — exp(x). exp(y)| < | Y_
k+j>n,k,j<n

y i x* i |, n?max{l, jyl*"

j! n!

Protoze ¢ > 0 muzeme zvoli libovolné malé, méame

exp(x +y) = exp(x). exp(y).

jT*ZH;"+ 2 |t
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(ii) DokaZeme pozdéji.
(iii) Méame

//\

LiG—1). . (ki
Z |n]

=1

n
j=0
n
Z .nk ;
j=0
2
n

=~

k:2

Zvolime-li n dost velké, je vyraz libovolné maly, tedy
, N\" <1
e :nlgnOo <1 + n) = % ]7 = exp(1).
]:
(v): Z (i) méme
1 =exp(0) = exp(x + (—x)) = exp(x). exp(—x)

Tedy
1

exp(x)’

(iv) Z definice je vidst, %e funkce x — exp(x) je rostouci na intervalu (0, 00). Pokudx; < x2 < 0
pak

exp(—x) =

exp(—x2) < exp(—x1).
protoze 0 < —xo < —x1. A tedy
1
exp(—x1) ~ exp(—

exp(x1) = o = eple)

a tedy funkce je rostouci na intervalu (—oo, 0). O

Definice 19 (Goniometrické funkce). Necht o € [0,27). Necht Ay € R? je bod na jednotkové
kruZznici takovy, Ze jeho spojnice s bodem [0, 0] svira thel « s osou x.
(i) Definujeme
cos o= (Ay)

X

sin o = (A(X)y

sin &
tan & ;=
CcOs &
(iv)
COS o
cot x :=

sin &
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=

cot a

COs A

sin a
tan a

Vé&ta 22 (Vlastnosti goniometrickych funkei). (i) sin(x +y) =sinx - cosy + cosx - siny

|sinx] < |x| VxeR

Diikaz. Vyjdeme z faktu, ze rotace o thel « je linearni zobrazeni. Oznacime li rotaci v kladném
smyslu (proti sméru pohybu hodinovych ruéicek) o thel « symbolem R, dostaneme pro libovolné
dva vektory u,v e R? aaeR

Ro(u+v) =Rqu+Ryv Rylau) = aRyu
Snadno nahlédneme, Ze

Ra((1,0)) = (cosa,sinax) A Ry ((0,1)) = (—sin e, cos «).

Proto
(cos(ax + B),sin(oc + B)) = Rayp((1,0))
= R« (Rp(1,0))
= R ((cos B,sin B))
= Ru(cos B(1,0) +sin(0,1))
= (cos accos 3 — sin aesin 3, sin cccos B + sin B cos &).
a tedy

cos(oe+ PB) =cosocosPp —sinasin B/  sin(oc+ B) = sin «xcos B + sin B cos «.

(ii) je vidét z obrazku u definice.
(iii) je vidét z obrazku u definice.

(iv) Z faktu, Ze nejkratsi spojnice dvou bodu je usecka a Pythagorovy véty vyplyva

|sin | = |[cos &, sin o] — [cos &, 0]| < |[cos e, sin o] — (1, 0)] < |-
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Cviceni 5. Odvodte z predchoziho vzorce, ¢i pfimo z definice
(i) sin(x —y) =sinxcosy — siny cosx
(ii) cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny
(iii) sin®x + cos?y =1
Vé&ta 23 (charakterizace spojitosti). Ndsledujici podminky jsou ekvivalentnd.
(i) f je spojitd.
(ii) Pro vsechny body xn, z def. oboru f plati. Pokud x, — x € D¢ pak f(xn) — f(x)
(iii) Pro vSechna a <b je f~1((a,b)) oteviend podmnoZina Dy.
Diikaz. (i)= (ii) Vol ¢ > 0. Existuje § > 0 takoveé, 7e
x € Us(A) — f(x) € U (f(a))
Pokud x,, € Dy pak existuje ng € N tak, ze x, € Us(a) pro viechna n > ng. Pak ale je
f(xn) € Ue(f(a)) a tedy
lim f(x,) = f(a).
n—oo
(ii)=-(iii): Sta&i ukézat, Ze doplnék je uzaviend mnoZina. Méame
f1(Ds\ (a,b)) = D¢ \ f ' ((a,b))

Z (ii) ale plyne, zZe
xn € D¢\ ((a,b)) & (f(xn) < a) V (f(xn) > b)
Pak ale z podminky (ii) plyne, Ze pokud x,, — x pak
f(x) <bVAF(x)>b

a tedy

f~1(D¢\ (a,b))
je uzaviena. (iii)=-(i): Neni-li f spojita pak existuje x € Dy tak, Ze existuje ¢ > 0, Ze Vo > 0
existuje y € Us(x) tak, ze f(y) ¢ U(f(x)). Pak ale mnoZina

1 (Ue (F(x)))
nenf oteviena a tedy (iii) neplati. ]
Pozorovani 6. Funkce je spojita v bodé a € R, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje d > 0 tak, ze
x € Us(a) = f(x) € U (f(a)).
Diikaz. O

Véta 24 (Zakladni limity). (i)
sinx

lim =1
x—0 X
(i)
i SR =L
x—0 X

Definice 20 (obecna mocnina a logaritmus). (i) Funkce Inx je definovana na intervalu (0, co)
jako funkce iverzni k funkci exp x.
(ii) Pro a € (0, 00) definujeme funkci a* jako

a* :=exp(ln a.x)

(iii) Funkci logg (x) := (a*)~L.

Cviceni 6. Ukazte, ze pokud f, g jsou spojité pak
(i) f+ g je spojita;

(ii) f.g je spojita;

(iii) fo g je spojita

(iv) pokud navic g nenabyva hodnoty 0 je g Spojita.
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(v) Je-li f: 1 — R spojita prosté funkce na intervalu I pak je funkce f~! spojitd na intervalu f(I).

Diikaz. Pokud
lim f(x) =F=f(a), A limg(x)=G=g¢g(a)

X—a X—a
pak dle véty o aritmetice limit je (i) f(a) + g(a) = lign(er g)(x) dale (i))f(a).g(a) = ligl(f.g)(x),
podobnbné pro (iv). Dle véty o limité sloZzené funkce je
flg(x)) = lim f(y) = lim f(g(x)).
y—gla) x—a
U

Véta 25 (O spojitosti zdkladnich funkei). Funkce a*,sinx, x%, cos x, tan x, cot x, arctan x, arcsin x, arccos x
jsou spojité na svém definicnim oboru.

Drikaz. Nejprve ukdzeme, ze funkce exp, sin jsou spojité.
Vol a € R a € > 0. Polozme & := ¢. Pak je x € Us je

2 cos x—l—ia sin x—a
2 2

|sinx —sinal =

. [(x—a
< 2|sin >
<Ix—d
<,

kde pfedposledni nerovnost dostavéame aplikaci véty 22]v).
Pojdme dokéazat spojitost funkce x — exp(x). Mame pokud x € Us(a) pak x = a + h kde

[h| < &. Zvolime-li
£

2ea’

dostaneme
h_1

h
a tedy e* € U (a), jakmile x € Ugs(x). A tudiz exp(x) je spojita.
Vol a € R a ¢ > 0. Polozme & := ¢. Pak je x € U; je

X+ a . X—a
2cos | —— | sin

at+h €

le eX| =e®

h‘ <e%2h e

|sinx —sinal =

< 2 |sin (Xa)‘
2

<x—d

<,

kde predposledni nerovnost dostavame aplikaci véty (V)
Mame pokud x € Us(a) pak x = a + h kde |h| < §. Zvolime-li
€
T 2ea

dostaneme N
et —1
|ex _ ea| _ |ea+h _ ea| — e@

h’ <e%2h e
a tedy e* € U.(a), jakmile x € Us(x).
Pro exponenciélni funkeci o zakladu a € (0, 00) je
a* = expo(ln(a)x).

Jedné se tedy sloZeni dvou spojitych funkci, coz je opét spojité funkce. A tedy x — a* je spojita.
Dale funkce Inx je inverzni funkci k exp a tedy je spojita. Déle pro x > 0 je

x* =exp(aln(x))
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tedy funkce je spojita. Daéle je

. v
cos(x) = sin (x + 5) ,

coz znamena, ze funkce cosinus vznikne slozenfm dvou spojitych funkci a je tedy spojita.

Dale

CoSX
tedy dle predchoziho pozorovani je tangens podilem dvou spojitych funkci a tedy spojita funkce.
Funkce arcsin, arccos, arctan jsou inverznimi funkce ke spojitym funkcim na intervalech, tedy také
spojité funkce.
O
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5.1. Pf¥iklady k procviéeni. Spoctéte limity nasledujicich funkci, v pfipadé, ze neexistuji alespon
jednostranné limity, pokud ani tyto neexistuji dokazte to.

1.

x? —5x+6
im ————
x—0 (3x3 — 2x)
2.
. x2—5x+6
lim —————
x—2x2 —4x + 4
3.
vx+4—1
im
x——3x3 4+ 3x2 —3x—9
4.
. Vx?2—bx+1
lim —
X——00 x—2
5. )
lim — —/1+4+1/x
x—0 X
6.
. In(1+x)
lim ———
x—0 X
7.
.o 3*—1
lim
x—0 X
8.
efxﬁlf
lim 3
x—=0 X
9.
. tan(bx)
li
x—0 X
10.
. 22X -5
lim 3
x—0 X
11. Spoététe limitu
i In(2 + e3¥)
i
x—o0 In(e2x—1 —5)
12. Spoctéte
X —tanx
x—0 2X2 —1
13. Spoctéte
. Xz
Jim o
14. Naleznéte
lim (1 +x+ x2) X% —x
Spoctéte
, X2+ Tx+ 3\
lim ( ————
x—o00 \ X2 4+ 5x + 1
15. *
lim (\‘/{ — 1)
X—>00
16. Naleznéte funkci, ktera je nespojita v nekoneéné mnoha bodech, ale ve vSech bodech ma limitu.

17.

** Ukazte ze pokud je funkce nespojita v nespocetné mnoha bodech, existuje bod, ve kterém

nema limitu.
Na zékladé znalosti Heineho véty spoctéte

16. L
In(1+ =
‘m nln( )

n—oo sin( % )
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17.

18.

19.
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im tan (% + (—2“))

n—0co (—2)*’1

lim (n*+1)In(1+2"M)

n—oo

. <n2+n+1>n3
lim | —————
n—o00 ns 42
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6. SPOJITOST A DERIVACE FUNKCE JEDNE PROMENNE

Lemma 3. Jestlize x,; € R je omezena posloupnost, pak existuje posloupnost y,, vybrana z x,
konvergentni v R.

Diikaz. 7 tvrzeni (1) vyplyva existence limes superior. Oznacme
L := limsup xn.
Limes superior je hromadnym bodem posloupnosti x,, tedy existuje y,, vybrané z xn tak, ze
Jim g =T
Protoze posloupnost je shora a zdola omezena konstantami m, M je
m< LM
O

Véta 26 (O mezihodnotach). Necht f je funkce spojitd na intervalu I. Necht x; < X2 a X1,%2 € L.
Necht ¢ je hodnota mezi f(x1) a f(x2). Pak existuje A € (x1,Xx2) takové, Ze

f(A) =c.

Poznamka 4. Nebo téz ekvivalentné lze zapsat, ze pokud A C I je interval, pak f(A) je také
interval. Rozmyslete si, Ze obé tyto formulace fikaji to samé.

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti, necht f(x1) < f(x2). Ozna¢me

My :={x € (x1,x2) : f(x) < c}

Ozna¢me
S :=sup(My).
Plati S € (x1,x2). Dale vybereme klesajici posloupnost yn € (x1,x2) pak je
flyn) = c.

Déle vybereme posloupnost x,, € My tak, ze x, — S. Pak je

lmf(xn) < cAlimf(yn) > ¢
n n

ze spojitosti f je
lim f(xy, ) = f(S) = lim f(yn).
n n
tedy
f(S) =c.
O

vvvvvv

funkce. To by vSak pripoustélo i spojitost funkce jako

flx) = {sin(l/x) pro x # 0
0 prox =20

Tato funkce samoziejmé neni dle nynéjsi definice spojita v nule. Vlastnosti nabyvani mezihodnot
se nyni k& Darbouzova vlastnost.

Definice 21 (Derivace funkce v bodg). Necht f je definovana na néjakém okoli bodu a € R pak
derivaci v bodé a definujeme predpisem

f'(a) := lim 7](()‘) — f(a)’

x—a X —a
derivace v bodé a zprava

f'+(a) = X1_igl+ 71:()2 : i(a)



44 FILIP SOUDSKY A MARTINA SIMUNKOVA

a derivace v bod€ a zleva predpisem

f' (a) := lim M.

xX—a- X—a

Dale fekneme, Ze funkce f je v bodé a diferencovatelnd, jestlize f'(a) € R (tzn. existuje vlastni
derivace).

Priiklad 23. Je dana funkce
f(x) = Ix].
Pak je f.(0) =1 a f’_(0) = —1. Tedy funkce neni diferencovatelna v bodé 0. Pro x € R\{0} je
f/(x) = sgn(x).

Tvrzeni 10 (O spojitosti diferencovatelnych funkei). Necht f je diferencovatelnd v bodé a € R.

Pak je v tomto bodé spojitd.

Driikaz. Vol € > 0. Existuje n > 0 tak, ze
' f(x) —f(a)

XxX—a

<If'(a)+1 Vx € Pyla).

Pak, polozime-li

O := min £
i ST

mame
[f(x) — f(a)l < (If'(a)l + )lx —al <& Vx € Ps(a).
Tedy
lim f(x) = f(a).
X—a
A tedy funkce f je spojita v bodé a. O

Véta 27 (O derivaci slozené funkce). Necht funkce g je definovand na okoli bodu a € R. Necht

ddle f je defiovina na néjakém okoli bodu f(a). A f,g jsou diferencovatelné v bodé f(a) resp. a
(fog)'(a)=f'(g(a)).g'(a)

md-li pravd strana smysl.

Diikaz. Necht a € R je bod pro ktery je g’(a) # 0. PouZijeme-li nejprve vétu o aritmetice limit a

posléze vétu o limité slozené funkce s podminkou (b)(pokud g’(a) # 0 je funkce na prstencovém
okoli rtizné od g(a)), dostaneme

f(g(y)) —f(g(a))

(fog)(a) = lim

y—x y—a
iy () —flgla)) g(y) — g(a)
y—a  g(y)—g(a) y—a

o o f(gly)) —f(g(a))
=g'la). fim, g(y) —gla)
o f(x) —f(g(a))
=9 (Cl) x—1>g(a) X*g((l)

=g'(a).f(g(a)).
V pfipadé, ze g’(a) = 0 pro malé 6 > 0 je
ly —al(If'gla)l — &) < If(y) — f(g(a))l < ly — al([f'g(a)l +¢)

proy € Ps(g(a)) tedy ze spojitosti g v bodé a existuje 1 tak, Ze pro x € Py(a) je g(x) € Us(a)
pokud g(x) € Ps(g(a)) je

If o g(x) —fogla)l <If'(g(a)) +ellg(x) — gla)l < (If'(g(a))|+ e)elx — al
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pokud g(x) = g(a) odhad také plati a tedy
flg(x)) —f(g(a))

X—a

Protoze ¢ lze zvolit libovolné malé je

(fog)'(a) =0=g'(a).f(g(a)).
]

Vé&ta 28 (O aritmetice derivaci). Necht funkce f, g jsou definoviny na okoli bodu a € R a ¢ € R.
Pak

(i) (f+9g)'(a)=f"(a)+g'(a),

(ii) (f.g)'(a) =f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
(ifi) (cf)'(a) = cf'(a),

() (£) = ot

Magi-li vyrazy napravo smysl. TytéZ rovnosti plati © pro derivace zprava respektive zleva.
Diikaz. (i) Dle véty o aritmetice limit je

(4 o)/ () i (000~ (7(a) + g(a)

X—a xXxX—a
iy (M=) o) gt
X—a X—a XxX—a
o 001 gx) —gla)
xX—a X —da X—a X—a
—'(a)+g'(a).
(ii) Pouzijeme li vétu o aritmetice limit dostaneme
“m%®:££ﬂmm2:EMMM
— iy (10— lote), ()it
x—a X—a X—a
= lim f(x) lim 79(’2: 2((1) + g(a) lim Li - ‘;(a)

=f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

(iii) plyne z (ii) polozime-li g = o.
(iv) Méame

tedy po tpravé

z CehoZ dostaneme

0

Véta 29 (O derivaci inverzni funkee). Necht f je funkce prostd na okoli U bodu a € R. Pak existuje
9= (flu)"" a plati
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Diikaz. Mame
fHf(x)) =x
pouzijeme-li vétu o limité slozené funkce a zderivujeme obé strany rovnosti dostaneme
/() (F71) (f(x)) =1
a tedy

Véta 30 (derivace zakladnich funkei). (i) (sinx)’ = cosx

(i) (%) = e*

(iii) (Inx)' =1/x

(iv) (x¥)' =ox* ! Va e R

: _ 1

(v) (arcsinx)’ = @
4 [

(vi) (arccosx) ——\1/@
. /

(vii) (arctanx)’ = 175

Diikaz. (i) PouZzitim véty o aritmetice limit spojitosti funkce cos, véty o limité slozené funkce a
standardni limity dostaneme

. . sinx—sina
(sinx)’ = lim ————

Xx—a X —a
L 2eos(549) sin (55)
X—a X—a

sin (%52
= 2 lim cos (x—;—a) . lim M

X—a —a X—a
sin (*5¢)

= cosx lim

X—a x—a

2
= COSX.

(ii) Pouzitim v&ty o limité slozené funkce a standardni limity dostaneme

. eX—e?
(e*)(a) = lim ———
x—a X—Qa
_eaqyy &1
X—a X—aQa
=e“.

(iii) Pro x > 0 existuje t € R tak, Zze x = e* dle véty o derivaci inverzni funkce mame

1 1
In’(x) = In(e") = ===
e X
(iv) Obecné je mocninna funkce definovana pouze pro kladna x (s vyjimkou lichych odmocnin a
celych mocnin). Pro tato kladna x mtzeme zapsat

ch — eoclnx

derivujeme-li takto sloZzenou funkci dostaneme

1
oclnX)/ _ (xieoclnx — ('XXocil.
X

Zbylé derivace budou dovozeny na cviceni. O

(e
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6.1. Priklady k procviceni.
1. Z definice spoctéte derivaci funkce f(x) = x2.
2. Pomoci véty o derivaci sloZené funkce odvodte vzorec pro derivaci inverzni funkce. Ndvod:
derivujte rovnost 1 o f(x) = x, podle véty o derivaci sloZené funkce
3. Pomoci vztahu z pfedchoziho cviceni urcete
e (arctanx)’
e (Inx)’
e (arcsinx)’
4. Spoctéte derivace nésledujicich funkci.

(a)

(b)
f(x) = V/x2+5
(©) 1
f(x) = 3572

f(x) := log, (x* + 1)

f

f(x) =xvx2+1
2x 3 1

(x) =e"™sin [ x+ —
X

)

f(x) = tan (X+ 1)
x—1

f(x) == [x? —3x + 2|

f(x) = (1 + )1()"

Tam, kde derivace neexistuje spo¢téte z definice alespon jednostranné derivace.
Naleznéte funkci, ktera nema derivaci v Zzadném bodé svého defini¢niho oboru.
Naleznéte funkci, ktera je v uréitém bode spojita, ale neni v ném diferencovatelné.
*Naleznéte funkci, ktera je spojita, ale v nekoneéné mnoha bodech nema derivaci.
** Naleznéte funkci, ktera je spojita, ale nemé derivaci v zddném bodé.

O N
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7. VETY O STREDNI HODNOTE, L’HOSPITALOVO PRAVIDLO, MONOTONIE A EXTREMY FUNKCI
JEDNE PROMENNE

Definice 22 (extrémy funkci). Rekneme, ze funkce f : M — R nabgvd v bodé a mazima (resp.
minima) na mnoziné M, jestlize

f(x) < f(a)vx € M resp. f(x) > f(a)lvx e M

Rekneme, ze funkce f nabyvd v bodé a € R lokiniho mazima (resp. minima), jestlize existuje okoli
bodu a na kterém je f(a) maximum (resp. minimum).

Véta 31 (O nabyvani extrému). Necht funkce f: 1 — R je spojitd funkce na uzavieném intervalu
1. Pak funkce na tomto intervalu nabyvd mazima a minima.

Dikaz. Oznaéme

M := sup f(x).
xel
Existuje posloupnost x,, € I takova, ze
f(xn) — M.

7 xn lze vybrat konvergentni podposloupnost takovou, ze yn, — a € 1. Protoze f je spojita
flyn) — f(a).

A tedy f(a) = M, coz znamena4, %e v bodé a € I se nabyva maxima. Podobné lze ukéizat, Ze funkce
na I nabyva minima. O

Poznamka 6. Ve skutecnosti plati i obecnéjsi tvrzeni, mnozina I nemusi byt interval, staci
uzaviend omezend mnozina. Tzn. mnozina takova, ze z libovolné posloupnosti boda z této mnoziny
z nf mizeme vybrat konvergentni podposloupnost. Mnozinu s touto vlastnosti nazyvame kompaktni
mnozZinou.

Véta 32 (Rollova véta). Necht f je diferencovatelnd funkce definovand na intervalu I = (a,b) a
spojitd na {a,b). Necht ddle f(a) = f(b) pak existuje bod A € (a,b) takovy, Ze

£/(A) = 0.

Diikaz. Pokud je funkce na intervalu konstantni, pak je tvrzeni pravdivé. Pokud neni konstantni,
pak existuje x tak, ze bud

f(x) > f(a) V f(x) < f(a).

Necht bez 1jmy na obecnosti nastane prvni moznost. Oznaéme ¢ € (a,b) bod, ve kterém se nabyva
maxima. Vime, Ze pa, Ze pro a < x < C je

fx) = fle)
X—cC
a tedy ' (c¢) > 0. Dale pro x < ¢ je
fx) = fe) _
xX—c

pro b >x > c a tedy f/ (c) < 0. Protoze ale oboustranna derivace existuje je rovna jednostrannym
derivacim. Pak ale uz nutné

f'(c) = 0.
U

Véta 33 (Lagrangeova véta o stfedni hodnots). Necht f je diferencovatelnd funkce definovand na
intervalu 1 = (a,b) a spojitd na (a,b). Pak existuje bod c € (a,b) pro ktery je
f(b) —f(a)

fle) = b—a
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Driikaz. Definujme funkci

o) = fx) — Mg
Snadno ovéfime, Ze g(a) = g(b). Pak ale dle Rollovy véty existuje ¢ € (a,b) tak, ze
g'(c)=0.
Pak ale
ey = o) = Tla)
b—a

O

Véta 34 (Cauchyova véta o stfedni hodnoté). Necht f, g jsou diferencovatelnd funkce definované
na intervalu 1 = (a,b) a spojité na {a,b). Necht ddle g(a) # g(b). Pak existuje bod c € (a,b)
takovy, Ze

f'(c) _ f(b) —f(a)

g’(c) g(b)—gla)

Diikaz. Definujme funkci

Pak je
h(a) =h(b) =0.
Funkce je navic spojita na (a,b) a diferencovatelna na intervalu (a,b). Dle Rollovy véty tedy
existuje ¢ € (a,b) tak, ze h/(c) = 0. Tedy
h'(c) = (f(b) —f(a)) g’(c) — (g(b) — g(a)) f'(c) = 0
z ¢ehoz vyplyva, Ze pokud g(b) — g(a) # 0, pak
f'(c) _ f(b) —f(a)

f
g’(c)  g(b)—gla)’

O

Véta 35 ('Hospitalovo pravidlo). Necht f, g jsou redlné funkce definované na néjakém prstencovém
okoli bodu a € R. Necht ddle limi g(x) = limi f(x) = 0. Pak plati
X—ra X—ra

f(x) . f(x)
m ——- = 1m =
x—>at g(x) x—>at g’(x)

FExistuje-li limita vpravo.

Diikaz. Budeme dokazovat pro piipad limity zprava a a € R, ostatni se provedou analogicky.
Rozsifime spojité (tedy nulou v bodé a) funkce f, g na F, G.
Vol & > 0, aby
f'(x)
9'(x)
Pro x € P{ (a) existuje dle Cauchyovy véty ¢ € (a,x) takové, ze
f'(c) F(x) —F(a)  f(x)

g’(c) G(x)—G(a) g(x)

€ U (L) Vxe€Pi(a)

Pak ale )
F(x
U, (L
Gl © e(L)
protoze ¢ € PY(a). A tedy dostéavame
F(x)
Xx—a+ g(x)
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Definice 23 (Te¢na ke grafu funkce). Necht f je funkce diferencovatelna v bodé a € R. Tecnou
ke grafu funkce v bodé a rozumime linearni funkci danou predpisem

t(x) = f'(a)(x — a) + f(a).

Véta 36 (O vztahu monotonie a znaménka derivace). Necht f je funkce diferencovatelnd na
intervalu (a,b) a spojitd na intervalu [a,b]. Pak plati

(i) Pokud (Vx € (a,b)
(ii) Pokud (Vx € (a,b)
(iii) Pokud (Vx € (a,b)
(iv) Pokud (Vx € (a,b)

)/ (x) > 0 pak T je rostouci na intervalu [a, b].
)f'(x) = 0 pak f je neklesajici na intervalu [a, b).
)/ (x) < 0 pak f je klesajici na intervalu [a,b].
)f'(x) < 0 pak f je nerostouci na intervalu [a, b].

Diikaz. Dokazeme pouze (i) ostatni se dokdzou analogicky. Budeme dokazovat nepfimo. Predpok-
ladejme, Ze funkce f nenf rostouci na intervalu (a,b). Tedy existuji c,d € (a,b) tak, ze d > c a
f(d) < f(c). Funkce je spojita na {(c,d) a diferencovatelna na (c, d), tedy dle Lagrangeovy véty
existuje n € (¢, d) tak ze

5

f(d)—f
frig) = (W =FlO)
d—c
tedy neplati, Ze f'(x) > 0 pro viechna x € (a,b). O

Tvrzeni 11 (Nutné a postacujici podminka existence extrémi). (i) Necht f md lokdlni extrém
v bodé a € R. Pokud v tomto bodé existuje derivace, pak uz nutné f'(a) = 0.
(ii) Pokud f'(a) =0 a zdroven f"(a) # 0, pak md funkce f v bodé€ a extrém.

Diikaz. Pokud f'(a) # 0 pak necht bez tjmy na obecnosti je

f'la)=c>0

pak ale existuje & tak, ze

f(x) —f

e =fla) S € vy e 94(a).

x—a 2
Pak ale je
f(x) < fla) < fly) xePy; yeP!

Pak ale zjevné v bodé a nemuze byt lok. minimum ani lok. maximum. O

8. DERIVACE VYSSICH RADU, MONOTONIE, KONVEXNOST A KONKAVNOST FUNKCI
Definice 24 (derivace vyssich fadi). Necht n € N. n-tou derivaci definujeme induktivné pfedpisem
f) = (Fn =y
Definice 25 (konvexnost, konkavnost funkce). Rekneme, Ze funkce f je konvexni (resp. konkéavni)

na mnoziné M C R, jestlize
(vx,y € M)(VA € (0, 1))F(Ax + (1 —Ay)) < Af(x) + (1 —A)f(y),

resp.
(Vx,y € M)(VA € (0, 1))f(Ax + (1 —Ay)) = Af(x) + (1 —A)f(y).

Véta 37 (O vztahu konvexity a znaménka druhé derivace). Necht f je funkce dvakrdt diferencov-
atelnd na intervalu (a,b) a spojitd na intervalu [a,b]. Pak plati

(i) Pokud (Vx € (a,b)
(ii) Pokud (Vx € (a,b)
(iii) Pokud (Vx € (a,b)
(iv) Pokud (Vx € (a,b)

)7 (
)f7(
)7 (
)

x) > 0 pak f je striktné konvexni na intervalu [a,b).

x) = 0 pak f je konvexni na intervalu [a, b].

x) < 0 pak f je striktné konkdvni na intervalu [a, b].
)

f(x) <0 pak f je konkdvni na intervalu [a, b].

Y
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Diikaz. (i) Vol x,y € (a,b) a z € (x,y) pak
y—z zZ—x

= =A 1—A
z y—xx+y—xy x + ( Jy
Dle Lagrangeovy véty existuji ¢ € (x,z) a c2 € (z,y) tak, zZe
fz) —f fly)—f
f/(01) — (Z) (U) f/(cz) — (U) (Z)
z—y y—z

Protoze f’ je rostouci funkce na intervalu (a,b) je f'(c1) < f'(c2). Tedy
fl2) — fly) _ fly) — £(z)
z—y y—z

tedy
1 1 f f
fl(z) ( + ) <, )
z—Xx yYy—z z—Xx yYy—z
Po aprave
z—x y—z
f(Ax+ (1 —=A)y) =f(z) < f(x) + fly) =Af(x) + (1 —AN)f(y).
y—x y—x
Podobné se dokazou i (ii), (iii) a (iv). O

Tvrzeni 12. Necht f je diferencovatelnd funkce na intervalu (a,b). Pak f' md na tomto intervalu
Darbouzovu vlastnost (nabyvdni mezihodnot).

Definice 26 (asymptoty). Necht f je realna funkce definovana na okoli co (resp. —oo) fekneme,
Ze linearni funkce

Yy(x) =ax+b
je asymtotou f v co (resp. —o0), jestlize plati

m f(x)—y(x)=0.

li
X——00

lim f(x) —y(x) =0 resp.
X—>00

Tvrzeni 13 (o tvaru asymptoty). Necht f: M — R je redlnd funkce definovand na okoli +oo.
Funkce md v oo resp. —oo asymptotu, pravé kdyZ existuji vlastni limity

. f(x) . f(x)
a:= lim — resp. a:= lim —
Xx—00 X X——0o0 X
a
b:= lim f(x) —ax resp. lim f(x) —ax
X—»00 X——00

v takovém pripadé je asymptota funkce f v co resp. —oo wve tvaru

y=ax+b.

Piiklad 24. Urcete asymptoty funkce
f(x) = In(2e?* —x)

9. VYSETROVANI PRUBEHU FUNKCI

Vysetfenim pribéhu funkce budeme rezumét

(i) Ur€eni pfirozeného definiéniho oboru funkce;
(ii) Zjisteéni zda je funkce sudé, licha ¢i periodicka;
(iii) Urceni limit (pfipadné i jednostrannych) v krajnich bodech defini¢niho oboru a bodech
nespojitosti;
) spocteni prvni derivace;
) uréeni maximalnich intervalit monotonie dané funkce a urceni lokdlnich a globélnich extrém;
(vi) spoc¢teni druhé derivace funkce;
) urCeni max. intervali konvexity/konkavity dané funkce a inflexnich bodu;
) nacrtnuti grafu funkce.
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9.1. Priklady k procviéeni.
(a) VysSetfete prubéhy nasledujicich funkei

o Vysetfete pribéh funkce
x? —3x +2
fx)=In| ——— | .
(x) =In ( x2+1 )

2
f(x) = arcsin (1 +XX2>

+ x2
° X
e
f =
(x) ——
[ ]
X2
f(x) = 4
(x) ——

(b) Zkonstruujte te¢nu a normélu ke grafu funkce f(x) =In (1=%) v bodé a =0
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10. APLIKACE DIFERENCIALNIHO POCTU
10.1. Asymtoticka slozitost vypocetnich problémii.

Definice 27 (Landauovy symboly). Budte a,, by, posloupnosti. Rekneme, Ze
(i) posloupnost a,, je t¥idy O(by,), piSeme
an € O(bn),
jestlize existuje ng € N a konstanta C > 0 takova, ze
lan| < Cbyn, YN > ng;
(ii) posloupnost a,, je t¥idy o(b;,), piSeme
an € o(byn),

jestlize

lim ——2
n—o0 g(n) €K
pak f(n) € O(g(n)).
Dikaz. Necht
. f(n)
li =
n—oo g(n)

f
ﬂ <L+1
g(n)
PoloZzme
Ci=L+1

Pak Vn > ng plati, ze

a tedy f(n) € O(g(n)). O
Z predchozi véty ihned vyplyva, Ze pokud f(n) € o(g(n)), pak i f(n) € O(g(n)). Abychom
nemuseli v dal3im textu zdlouhavé psat f(n) € O(g(n)), budeme tento fakt ¢asto zapisovat jako
f(n) < g(n),

zatimeco f(n) € o(g(n)) jako
f(n) << g(n).
Pokud navic f(n) <

~

g(n) a zaroven g(n) < f(n), budeme tento fakt zapisovat jako f(n) ~ g(n).

Cvigeni 7. Ukaite, Ze log(n) << mn, pro a > b > 0 je n® << n% a pro dva zaklady a,b > 1 je
logg(n) & logy ().

Analogicky pro funkce definujeme
Definice 28. Budte f, g funkce definované v okoli bodu a € R. Rekneme, 7e
(i) funkee f je t¥idy O(g) pro x — a, piSeme
f € 0(g) pro x — a,
jestlize existuje & > 0 a konstanta C > 0 takova, ze

[f)I < Clg(x)l,  vx € (a—95,a+38);
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(ii) funkce f je t¥idy o(g), piSeme
f € o(g) pro x — q,
jestlize
lim M =0
a—a g(x)

Analogicka bude i véta a dikaz:

Véta 39. Nechtproa €R, 6 >0, MCR, MDD (a—06,a+5d) af,g: M — R jsou funkce. Necht

lim M eR,
x—a g(x)

pak f € O(g).
10.1.1. Odhady slozZitosti algoritmi a problémi, P a NP problémy. Ukazme si ted nékolik aplikaci

pravé nabitych poznatkt a pojdme si ukdzat nékolik konkrétnich odhadi slozitosti algoritmi a
probléma.

Definice 29. Rekneme, Ze algoritmus je t¥idy ©(f(n)) pokud pro "nejhorsi mozné data" (existuji
takova data), Ze pocet operaci potfebny ke zpracovéani téchto dat (zname A(n)) plati

fin) S A(n)
a zaroven pro libovolna data velikosti n je

Am) < f(n)

Rekneme, 7ze problém je t¥idy ©(f(n)), jestlize existuje algoritmus tiidy @(f(n)), ktery ho Fesf a
zéroven neexistuje zadny algoritmus, ktery by problém fesil a mél asymptoticky lepsi slozitost.

Piiklad 25. Mame pole s n idaji, z nichz kazdy je opatfen klicem. Chceme toto pole settidit dle
velikosti kli¢e. UkaZte, Ze tento problém je t¥idy O(n?)

Resent. Popisme nejprve algoritmus, ktery problém fesi a pak teprve odhadneme pocet krokt.
Nasledujicimu algoritmu se ika bubble sort- neboli bublinkové tiidéni.

(1)Pro i =1 a7z n délej

(2) Proj=1azn—j délej

(3) Pokud k(j) > k(j + 1) pak

(4) Prohod z&znamy v buiice j a j+ 1

Nahlédnéte pro¢ algoritmus funguje a zkuste si ho odsimulovat na jednoduchych datech. Vnéjsi
cyklus se prochazi n-krat. Béhem prvniho prichodu se n — 1-krat projde vnitini cyklus. Pfi
druhém prichodu uz jen n — 2-krat. Celkové se tedy vnitini cyklus projde

n—1

1
Y k= % — krét
k=0

tedy maximalné s ovéfovanim podminek, hlidanim cyklt a i kdybychom museli pokazdé prohazovat
mame 3
in(n— 1)+neomn?

operaci. Algoritmus je minimalné tedy t¥idy ©(n?2). O

Cviceni 8. Zkuste najit néjaky jiny rozumny algoritmus tiidy nejhife ©(n?), ktery fesi piedchozi
alohu.

Existuji samozfejmé i lepsi algoritmy, které jsou tfidy @(nlog,(n)) (napf. Heap sort ¢ Merge
sort). Zvidavého ¢tenafe odkazuji na p&knou knihu [2]. Tyto algoritmy zde nebudeme v plné &iFi
popisovat, na prednasce si pouze na¢rtneme jak funguji a naznac¢ime odhad slozitosti. Ponékud tézsi
otazkou je: Existuji i lepsi algoritmy, nebo je toto nejlepsi asymptoticka slozitost jakou muzeme
dostat?
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Véta 40 (O slozitosti problému t¥idéni). Problém tridénd je tiidy ©(nlogn)

Ndznak dikazu. Jak uz jsme uvedli diive algoritmy jako Heap sort nebo Merge sort jsou pozadované
t¥idy, zbyva tedy ukazat, Ze neni mozné zkonstruovat asymptoticky lepsi algoritmus. Pole které
dostaneme k setfidéni muze mit celkem n! moznosti jak mize byt uspoirddano podle velikosti.
Abychom ho mohli srovnat musime tedy rozpoznat jakéa z té&chto n! permutaci to mize byt. K
tomu abychom mohli toto rozpoznat potfebujeme vstiebat alesponi

log,(n!)

bitt informaci. Z odhadt diive dokdzanych méame
n n
loga(n}) > log, (n#) = 7 logy(n).
Vidime tedy, Ze toto nelze provést v ¢ase asymptoticky lepsim nez nlogn. O

Tento Cas je pro pocita¢ (neméme-li skuteéné mamuti data) porad jesté stravitelny. Ale jsou i
Case. Vypustime-li na tento problém klasicky algoritmus, ktery pouze postupuje dle definice
dostaneme n3. Algoritmus lze jesté trochu asymptoticky vylepsit pouZitim rekurze. Jeho sloZiost
bude ale stale vyrazné hosi nez n?. Poiad je to viak problém polynomialni sloZitosti. Pojdme si
tento pojem definovat presnéji.

Definice 30 (Tiida P). Rekneme, Ze problém je tiidy P, jestlize existuje k € N a algoritmus t¥idy
O(nX), ktery tento problém Fesi.

Znamym problémem, ktery u kterého se nevi zda je tfidy P, je problém obchodniho cestujiciho.
Obchodni cestujici ma navstivit celkem n mést. Ma k dispozici tabulku vzdéalenosti mezi mésty,
pfitom by chtél naplanovat cestu tak, aby byla co nekratsi. Pochopitelné nas napadne hloupy
algoritmus ktery zkousi vSechny permutace a poc¢ita k nim délku cesty. Takovyto algoritmus by mél
asymptotickou slozitost n - n!. Existuji vSak i mnohem chytfejsi algoritmy vyuzivajici dynamické
programovani, které pracuji v ¢ase n2 - 2™. O mnoho lepsi algoritmy nejsou znamy. Vi se viak, Ze
problém je t¥idy NP, coz je tfida problémi, u kterych jsme v polynomidlnim ¢ase schopni ovéfit
spravnost vysledku. Jednim z nejznaméjsich matematickych problémi soucasnosti je rozhodnout
zda plati P = NP. Pokud by vés napadlo feSeni, sepiste ho a béZzte ihned na oddéleni védy a
vyzkumu. Dostanete odménu 1 000 000$.

Studenti, ktefi by méli hlubsi zajem o studium spravnosti a slozitosti algoritmt odkazuji na
[3L .

Piiklad 26. (i)

10.2. Taylortv polynom a pfiblizny vypocéet funk&énich hodnot. Lokalné (tzn. na okoli
né&jakého bodu) se da dostatecné hladka (existuji derivace do uréitého stupné) funkce aproximovat
polynomem. Aby byla aproximace co nejucingjsi a hodnoty polynomu nejlépe odpovidaly hodnoté
dané funkce, je tfeba, aby se polynom s danou funkci shodoval ve funkéni hodnoté a v hodnotach
prislusnych derivaci. Polynom, ktery se shoduje s funkci f v derivacich az do fadu n v bodé a
nazveme Taylorovym polynomem funkce f v bodé a stupné n. Forméalné definujme nasledovné.

Definice 31 (Tayloriv polynom). Necht funkce f: M — R(M C R) je nx diferencovatelna v bodé
a € R. Pak Taylorovgm polynomem stupné n funkce f v bodé a rozumime polynom

n _ Nk
T (x) 1= fla) + 3 ¥ (@) 8 k!a) :
k=1

Cviceni 9. Ovéite, ze derivace polynomu definovaného v definici se skuteéné shoduji s derivacemi
funkce f az do fadu n.

Cviceni 10. Ukazte, ze pro funkci f, kterd je nx diferencovatelna v bodé a plati

(Tha) =Th
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Véta 41 (Taylorova véta). Necht f je n-krdt diferencovatelnd funkce v bodé a € R. Pak je
f—Tia(x) € o(lx — a™) prox — a.

Diikaz. Budeme dokazovat

. T =T (x)
" BT

Pouzijeme dikaz matematickou indukci. Pro n = 1 méme

f(x) —fla) = f'(a)(x —a) _ f(x) —fla) f(a)
X—a S x—a

a odtud . Pro n > 2 mame ze spojitosti f v a a cviceni |§|
lim f(x) = T{,(x) =0

X—a

Pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo, cviceni |10 a indukéni predpoklad k upravé a dikazu @

/(x) — (T{‘a(x)) / B f/(x) — T]Z}:ll(x)

n(x —a)n1 n(x —a)n-1

P¥iklad 27. Dosadme do Taylorova polynomu funkce sinus y = x2

3
Y
Ts?)in70(y) :y - E
Dostaneme
3 2 o x°
Tsin,O(x ) =X = E
7 Taylorovy véty a véty o limité slozené funkce plyne
_osin(x?) = T3 (x%)
lim c =0
x—0 X

Pokud bychom méli k dispozici obracenou Taylorovu vétu, usoudili bychom odtud, Ze Taylortav
polynom funkce f(x) = sin(x2) je

T6 — 2 L
f,o(X) X 6
a odtud bychom odvodili
1
f0(0) = —2. %)(0) =0,...

Preformulujeme Taylorovu vétu, tak aby obsahovala v ptikladé potFebnou obracenou vétu.

Véta 42. Necht f je n-krdt diferencovatelnd funkce v bodé a € R a P je polynom stupné nejugse n.
Pak je
f—Peo(lx—da™) prox — a.
praveé kdyz P =T, .
V diikazu vyuzijeme nasledujici cviceni.
Cviceni 11. Necht pro m € N, a € R a funkeci f definovanou v okoli bodu a plati

lim f(x)

x—a (x —a)m

=0

Pak je limy_, o f(x) =0 a je-li f spojita v bodé a, je f(a) = 0.
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Diikaz. Jednou z implikaci je Taylorova véta. Dokazme opac¢nou implikaci. Necht P je polynom
spliwjici predpoklady véty. Pak pro polynom Q =P —T¢*, plati

(8) i Q0

x—a (x —a)m =0

Polynom Q vyjadiime ve tvaru
n
Q) =Y awlx—a)*
k=0

a sporem dokaZzeme, Ze vSechny koeficienty ay jsou nulové. Pokud to neplati, existuje j € N, j < n,
ze a; #0 a

Pak lze upravit na

ZE:]- aj(x —a)*

lim - =0

x—a (X — a)n*]
a ze cviceni E plyne a; = 0, coz je spor. Odtud plyne Q =0 a tedy P = T O
Cvi€eni 12. Pouzijte vétu k nalezeni Taylorova polynomu T¢ funkce f(x) = exp(2x* —x%) a

Taylorova polynomu TS’O funkce g(x) = cos(x + 3x2). Uvédomte si, Ze pro m > n a polynomy

k=0
Qx) = Z ak(x —a)*
k=0
plati
im ) g
x—a (X — a)n x—a (X — a)n

Cvigeni 13. Pouzijte vétu k vypoctu derivaci g(¢)(0), g7 (0), g(®(0) funkce z piedchoziho cvicen.

Véta 43 (Lagrangeiv tvar zbytku). Necht funkce f: M — R(M C R) je (n+1)x diferencovatelnd
na (a,z). Oznacme

Rtfl,a(x) = f(X) - T;,la(x)
Pak existuje bod 1 € {(a,z) tak, Ze

f(““)(n)
n _ _ (n+1)
Ria(z) = Ty - a)
Disledek 2. Velikost zbytku lze odhadnout nerovnosti
M
n _ n+1
309 < e

kde M = supy ¢ (q ) [ (y)l.
Cviceni 14. Ukazte, Ze za predpokladi véty o Lagrangeové tvaru zbytku pro z € M a funkci
F(t) = (z— a)"'RE (1) — (t — )" 'RE 4 (2)

plati
Flz) =0 Fla)=0 F™V(H)=(z—a)™ " (t) — (n+1)IR},(2)

F¥a)=0prokeN,k<n
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Diikaz. Na zakladé cvifeni [[4] pouzijeme na funkei F z tohoto cvifeni n + 1-krat Rolleovu vétu.
Dostaneme existenci n € (a, z) spliiujici

0=F" () = (z— )" (M) — (n+ 1IR{ (2)
a odtud tvrzeni véty. O

Piriklad 28. Bez pouziti kalkulacky ¢ jiné vypocetni techniky spo¢téte hodnoty /3, m,sin(0.8) s
presnosti 107°.

10.3. Rekurentni posloupnosti. V nékterych piipadech budeme mit posloupnost, kterd neni
zadéna explicitnim piedpisem (pfimé zavislost na n), ale bude zaviset na pfedchozich ¢Elenech.
Uvazme napiiklad splatkovy kalendar. Na zacatku si dluznik pujéi D korun. Kazdy rok dluznik
zaplati n&jakou fixni ¢astku S nadruhou stranu se jistina kterou dluzi zvysi o urok (vynéasobi se
¢islem u > 1). Tedy hodnota jistiny v n + 1. roce splaceni se da spocitat jako

ani1 =uWw.an —S.
V nékterych pripadech miZeme snadno najit explicitni predpis. Konkrétné v tomto piipadé je to
u™—1
u—1"

Toto byl pomérné jednoduchy ptiklad. Dalsim znamym piikladem je Fibonacciho posloupnost,
se kterou pfisel Fibonacci ve spisu.... ktera popisuje mnozeni se kraliki v ¢ase. Pokud méame
jednoleté a dvouleté kraliky a kazdy par mé v jednom roce par potomkui. Na zacatku mame jeden
jedno-lety par. Oznacime-li pocet jednoletych part v n-tém roce jako F,, dostaneme

Fo =0,
(10) Fl = ]-7

Fn+2 = Fn+1 + Fn-
U této rovnice uz neni explicitni predpis na prvni pohled vidét, ackoliv se pofad necha najit a
pokud uZ ho méme je snadné zkontrolovat pomoci indukce Ze funguje (viz cviceni...)

Obecné mame zadanou rekurentni rovnici k-tého fadu zadanou predpisem

(9) an =Du™—S§

(11) Xn4k = F(TI, Xny Xn41,-- - Xn+k)a

pri¢emz mame zadany ¢leny ag, aj,...ax—1. Protoze vSak zatim nejsme, tak daleko, abychom
mohli tento problém v plné obecnosti FeSit uvazujme specialni pfipad, kdy je rekurentni vztah ve
tvaru

(12) X1 = Flxn)
pri¢emz x¢ je zadano.
Definice 32 (Atraktory, pevné body). Necht f: Q C— R je funkce a oznafme
@(x) ;= lim xu
n—oo
kde x,, je limita rekurentni funkce zadané vztahem s pocatetni podminkou
X0 = X.
(i) Rekneme, 7ze A € R je pevngm bodem rovnice pokud
A = f(A)
(i) Rekneme, 7e A je lokdlnim atraktorem rovnice pokud
ex)=A
na né&jakém okoli A.

Véta 44 (Nutna podminka konvergence rekurentni posloupnosti). Necht x,, je posloupnost zadand
predpisem a F je spojitd funkce. Necht ddle

A= lim x, €R

n—oo

A je pevngm bodem .
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Diikaz. Z¥ejmé dle véty o limité podposloupnosti (viz dusledek [1) a Heineho vétg, je

A= lim x, = lim xp;1 = lim f(x,)=f(A).
n—oo n—o00 n—oo

Priklad 29. Naleznéte limitu posloupnosti zadané rekurentné
X0 =3, Xni1:=V2+xn
Funkce
F(x) =v2+x

je spojita a tedy pokud limita A € R existuje pak musi byt
A=vV2+A.

Regenim rovnice dostaneme, Ze pokud limita existuje, pak je rovna bud —1 nebo 2. V§imnéme si,
ze pokud x, > 2 pak x > xn41 > 2. Tedy posloupnost je klesaji zdola omezena dvojkou, tudiz
konvergentni a limita musi byt 2.

Pi#iklad 30. Navrhnéte rekurentni posloupnost konvergentni k /3, tak aby pocateéni &leny byly
prirozena ¢isla a koeficienty v rekurentni rovnici byla téz pfirozené &isla a aby rychlost konvergence
byla exponenciini, tzn.

(Fk > 1)lan — V3 € O(k ™)
feseni. Definujme
33 —n—1)(th — tn1)

n+1
Pak tato posloupnost ma pozadovanou vlastnost. O

ty = 1, tn+1 =1, +

10.4. Newtonova metoda tecen. V této ¢asti bude nasim tkolem nalézt feSeni obecné tlohy
(13) f(x) =0,

kde f je n&jaka "dostat¢éné hladka" funkce (existuji koneéné derivace az do urc¢itého fadu). Analyticky
tzn. pfesné umime danou ulohu fesit jenom pro velmi specialni pfipady (napf. kdyZ f je polynom
maximélné 4. stupné (podotknéme, Ze i v tomto FeSeni se skryva jisty podvod, nebot spocitat
odmocninu tzn. vyjadfit ji v desitkové soustavé také umime pouze piiblizng)). Proto bychom radi
uméli urc¢it kofen rovnice , v rozumném Case alespon priblizné.

Definice 33 (Aproximadni posloupnost). Necht f : M C R — R je funkce diferencovatelné na
okoli bodu a. Newtonovou aprozimacni posloupnosti v bodé a nazveme posloupnost x,, definovanou
rekurentné predpisem

f(xn)
7 (xn)

(14) X0 =0a, Xnili=Xn

Véta 45 (O konvergenci Newtonovy metody). Necht md funkce f ve svém koteni x nenulovou
derivaci f'(x) a v okoli bodu x omezenou druhou derivaci. Pak existuje okoli U(x) bodu x takové,
Ze pro vSechna a € U(x) posloupnost konverguje k bodu x.

K dikazu véty pouzijeme

Véta 46 (o lokdlnim atraktoru). Necht f: Q C R — R md ve svém pevném bodé A € Q spojitou
derivaci spliiugici [f'(A)| < 1. Pak je bod A lokdlnim atraktorem funkce (tj. rovnice f(x) = x).

Dikaz. Ozna¢me r = [f'(A)]. Ze spojitosti ' v bodé A plyne existence okoli U(A), na némz pro
q=(14+71)/2 <1 plati [f'(x)] < q. Odtud a z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté pak pro
x,y € U(A) plyne [f(x) — f(y)] < qlx —y| a specialné pro y = A plati [f(x) — A| < [x — A|. Zvolme
xg € U(A), pak z pFedchoziho plyne x; = f(xg) € U(A), xo = f(x1) € U(A) a [xa —x1] < qlx1 — X0l-
Podobné pro dalsi ¢leny posloupnosti

xn = f(xn_1)
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plyne x, € U(A) a [xn —xn_1] < Q" *x1 — xg|. Odtud pak snadno plyne, Ze posloupnost {x,} je
Cauchyovské a tedy i konvergentni. Zbyvéa ukézat, Ze limitou této posloupnosti je bod A. To plyne
7 Ixn — Al < q"Yxo — A| (LEPE OZDROJOVAT VZTAHY VYSE). O

Dikaz. 7 existence derivace f”(x) plyne spojitost f/(x) a tedy i nenulovost f/ na dostatecné malém
okoli bodu x — ozna¢me ho U(x). Vztah [14] tedy pro x,, € U(x) definuje x,, 1. Vétu o lokalnim
atraktoru pouzijeme na funkci g(x) = x — f(x)/f’(x), kde g’(x) = f(x)f"(x)/(f'(x))? = 0 v piipadé
f” spojité v bodé x. V piipadé predpokladii nasi véty (tedy lokalni omezenost ') bude dikaz
obdobny jako u véty o lokadlnim atraktoru. O

10.5. Optimalizaéni dlohy ve fyzice a geometrii.
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10.6. Cvicéeni.

1.

*

10.

11.

Chceme zkonstruovat pohar ve tvaru kuzele tak, aby se na jeho vyrobu spotfebovalo co nejméné
materidlu. Jaké ma mit rozméry (tzn. polomér podstavy a vysku), aby se pfi pozadovaném
objemu spotiebovalo co nejméné materialu?

. Délostfelci maji dostfelit co nejdale do nepiatelského tizemi. Jaky maji zvolit thel naméru

hlavné tak, aby se jim podafilo dostfelit co nejdéle?

Kotel v palirné méa tvar valce. Potfebujeme 1000 litrovy kotel. Jaké ma mit nadoba rozméry,
chceme-li pfi jeji koupi uSetfit maximum na materialu.

Dvé lodé pluji konstantnimi rychlostmi u,v po pfimych trasidch svirajicich thel 0. Urcete
nejmensi vzdalenost na kterou se pfibliZi, jestlize v urc¢ity okamzik byly vzdaleny od priiseéiku
tras po fadé a,b.

* V fece Lené se topi ¢lovek, ktery je od potencialniho zachrance, ktery stoji pfimo na biehu
ve sméru po proudu vzdélen 150m a je ve vzdalenosti 50m od biehu. Navrhnéte trasu, po
které musi zachrance bézet a posléze plavat, tak aby byl u tonouciho co nejrychleji, vime-li,
7e bézi max. rychlosti 8ms~! zatimco plave rychlosti 1ms~! a rychlost proudu je 0,5ms!.
(pfedpokladejme, Ze Feka je na tomto tseku rovna).

7 obdélnikového kartonu o rozmérech 55cm x 65cm chceme vyrobit krabici tak, Zze v rozich
vystithneme ¢tverce a krabici pak ohneme a slozime z ni kvadr. Jak velké ¢tverce mame
vystfihnout, aby mél vysledny kvadr maximéalni objem?

Aproximujte hodnotu arctan 2 s piesnosti 1076.

Aproximujte hodnotu —= s pfesnosti 107°.

V5
Posloupnost je definovana rekurentné predpisem

ant1 = sin(an)
Naleznéte limitu v zéavislosti na prvnim ¢lenu posloupnosti ag € R.
Rekurentn{ posloupnost je zadana pfedpisem
1
14+ an

Any1 = ap =1

Spoctéte jeji limitu.
* Ukazte, ze pokud x > 1 a & € R pak rekurentni posloupnost danéa predpisem
x(oe—mn —1)(xn — Xn-—1)

n+1

X0 =1 Xnt1 =%n+

konverguje k x*. A navic
X% —xn € O((mh)™1).
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11. SOUSTAVY ROVNIC
11.1. Gaussova eliminac¢ni metoda.

11.2. Linearni zobrazeni a jejich reprezentace.

12. PRIMITIVNI FUNKCE
Definice 34 (Primitivni funkce). Rekneme, Ze funkee F je primitivnd funket k f na intervalu (a, b),
jestlize

F(x) =f(x) Vx¢€(a,b).
Symbolicky zapisujeme tento fakt jako

F(x) :/f(x)dx.

Poznamka 7. Narozdil od derivace, ktera je od kazdé funkce pouze jedna existuje nekoneéné
mnoho primitivnich funkci z zadané funkci. Stac¢i uvazovat o konstantu posunuté funkce. Néasledujici
véta ukazuje, Ze Zadné jiné funkce nez tyto o konstantu se lisici neexistuji.

Véta 47 (O integracni konstanté). Necht F, G jsou primitivni funkce k funkci f na intervalu (a,b).
Pak existuje konstanta ¢ € R tak, Ze
F(x) — G(x)=c Vx € (a,b).

Diikaz. DokaZzeme neptimo. Necht R(x) := F(x) — G(x) neni konstantni na (a, b) pak existuji ¢ < d,
c,d € (a,b) tak , ze

R(c) #R(d)
pak dle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje 1 € (c, d) tak, ze
R(d) —R(c)
R'n)= ————>#0
) == #
pak ale F'(n) # G’(n) tedy F, G nemtizou byt primitivnimi funkcemi stejné funkce. O

Véta 48 (Integrace zakladnich funkci). Plati
(i)
/sinxdx =—cosx, x€R
(i)
/cosxdx =—sinx, x€R
(iii)
/e"dx:e", x€eR

X
/a"dx:la—a, x€eR
n

sz+1
/x“dx:
a+1

dx

(iv) Pro a >0 je

(v) Pro « € R\{—1} je

=Inx x € (0,00).

dx
vV1—x2

=arcsinx, x € (—1,1)

dx
T2 =arctanx, x € R.
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Diikaz. Dikaz provedeme derivaci pravych stran. Pouzijeme-li zdkladn{ tabulku derivaci zjistime,
7e funkce na levo jsou derivaci pravé strany. Tedy funkce napravo jsou na daném intervalu jejich
neur¢itym integralem. O

Véta 49 (Linearita integralu). Pro libovolné f, g integrovatelné na (a,b) a libovolné o € R plati:
1) [(f+g)(x)dx = [f(x)dx + [ g(x)dx.

(i) [ af(x)d =« [ f(x)dx.
F(x) ::/fdx7G(x) ::/gdx

Pak je dle véty o aritmetice derivaci

(F(x) + G(x)" = (F(x))" + (G(x))" = f(x) + g(x)

Dikaz. Oznafme

(aF(x))" = «(F(x))" = f(x).
Tim je v&ta dokazéna. U
Vé&ta 50 (o substituci). Necht'y : (a,b) — R je diferencovatelnd funkce. Necht F je primitivni

funkce k f na intervalu 1 D y(a,b). Pak
Foy
je primitivni funkce k funkci
y'.(foy)
na intervalu (a,b). CoZ lze zapsat symbolicky jako

Diikaz. Dle véty o derivaci slozené funkce je
(Fly(x) +¢)) =F(y(x).y'(x) = fly(x)).y'(x).
tedy

O
Poznamka 8. Z historickych divodi budeme ¢asto pouzivat znaceni
dy
!
X =
Y=

a se symboly dx a dy budeme zachazet jakozto s diferencialy (nekone¢ne malymi zménami x a y).
Véta o substituci se da zapsat jako

[ty max= [y ax= [ty

Disledek 3 (Linearni substituce). Necht a,b € R a f ma primitivni funkci na a,b pak je

/f(ax+b)dx: M.

a

Véta 51 (metoda Per partes). Necht' F je primitivnd funkce k f na intervalu (a,b) a necht g je
diferencovatelnd funkce na (a,b). Pak je

/ f(x)g(x)dx = F(x)g(x) — / Flx)g’ (x)dx

pro urcity intergdl plati
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Dikaz. 7 véty o derivaci sou¢inu, je
(F(x)g(x))" = f(x)g(x) + F(x)g'(x)
z ¢ehoz,

/ f(x)g(x) + F(x)g'(x) dx = F(x)g(x)

a tedy z linearity integralu dostaneme

/ fx)g(x)dx = F(x)glx) — / Flg' (dx.

Podobné pro urcity integral. O

13. INTEGRACE RACIONALNICH FUNKCI, VYBRANE STANDARDNI SUBSTITUCE

Racionalni funkei rozumime funkeci
Qx)’

kde P, Q jsou polynomy. Parcidlnimi zlomky pak rozumime funkce, které jsou bud tvaru

a nebo

x+b

S b,c,d R c¢?2—4d<0.
(X2+Cx+d)“7 a‘7 7C7 766 C

13.1. Integrace parcialnich zlomkt. Nejprve si uvédomme, ze prvni typ parcidlnich zlomki
zintegrujeme snadno pomoci lin. substituce a dostaneme

/ dx _ 1
(x+c) (n—1)(x+c)n1

Dale druhy typ rozlozime na soucet dvou integrali

1/ 2x 4+ ¢ dx+2d_c/ dx
2) (xX24+cx+dn 2 x24+cex+d

Prvni integral dostaneme substituci y = x2 + c¢x + d ten druhy pak pomoci vhodné linearni
substituce prevedeme na integral typu.
/ dx
(14+x2)n"

Pokud n =1 jsme hotovi pokud ne, pouZijeme (opakované, je li to tfeba) rekurentniho vzorce

/ dx B X n n—1 / dx
(14x2)n+1  2n(x2 + 1)1 on (14+x2)n
Vé&ta 52 (Rozklad na parcialni zlomky). Necht

P(x)

f(X) = )
Q(x)

kde deg(P) < deg(Q). Pak existuji parcidlni zlomky 71, ...,mn tak, Ze

f(x) = > Airi(x).
i=1

Predchozi véta nam nefiké, jak rozklad najit, pouze garantuje jeho existenci. K jeho nalezeni
pouzijeme nasledujici algoritmus. Dostaneme-li libovolnou funkci tvaru
P(x
f(x) = ( ).
Qx)
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Algoritmus 1 (Rozklad na parcialni zlomky). Krok 1 Pokud deg(P) > deg(G) pak vydélime
polynom P polynomem Q a integrujeme f Q = [P(x)dx + f Q

Krok 2: Zintegrujeme [ P(x)

Krok 3: Nalezme kofeny polynomu Q. Polynom Q zapiSeme jako soucin ireducibilnich polynomu
tzn. ve tvaru

k 1
Qx) = H aix + by) H (cix? +dix +e)™
i=1 i=1

kde ji,mi € N\O a d%—4ciei <0
Krok 4: Funkci g((’;)) zapiSeme jako soucet

R(x) gl qix Ty X+ Six
Q(x) _.Z (aix +by)k +Z,§ (cix? + dix + ei)*

Krok 5: Spocitame &isla qi x, ik, Si,k- VyfeSenim piislusné soustavy linearnich rovnic.
Krok 6: Zintegrujeme piislusné parcialni zlomky a vysledek secteme.

V dalsich pripadech elementéarnich funkci postupujeme tak, Ze je nejprve pievedeme vhodnou
standardni substituci na racionalni funkci a pak zintegrujeme.

Poznamka 9. NemuZeme ocekavat, Ze budeme schopni zintegrovat libovolnou elementarni funkci.
Narozdil od derivovani v pfipadé integrace nemusi platit, Ze primitivni funkce k elementérni funkci
je opét elementarni funkce. Typickym piikladem je funkce e"2, ktera nema elementarni primitivni
funkci. Dikaz tohoto tvrzeni v8ak presahuje naSe souasné moznosti.

13.2. Standardni substituce. V dal3im textu budeme symbolem R(x,y) rozumét racionalni
funkci proménnych x a y.
i) [ R(e*)dx subsituujeme y = e*. Pak je dx = dT;i
(ii) [ R(sinx,cosx)dx
e Pokud R(x,—y) = R(x,y) pak substituujeme y = sinx
e Pokud R(—x,y) = —R(x,y) pak y = cosx
e Pokud R(—x,—y) = R(x,y) pak y = tanx, pak je dx = 44

14+y?
e Pokud nevyjde ani jedna z predeslych mozZnosti zbyva posledni zoufald moZnost
y = tan (%)
iii) [R(x, {/ 948 dx substituujeme y = } gzig

(iv) [ R(x,vx?+ bx + c)dx Pokud b? —4c < 0, substituujeme y + x = v/x2 + bx + c.
) [ R(x, vV—x2 + bx + ¢)dx Pokud b? — 4c < 0, substituujeme v'ax? + bx + ¢ = xy + /¢

Poznamka 10. Substituce funguji ¢asto na omezenych intervalech, coz ale nemusi nutné znamenat,
Ze primitivn{ funkce neexistuje na Sir$im intervalu, nez na kterém funguje substituce. Pro nalezeni
primitivni funkce je pak kli¢ové nasledujici lemma.

Lemma 4 (O lepeni primitivnich funkci). Necht a < b < ¢ a f je spojita funkce na intervalu (a, c).
Necht F; je primitivni funkei k f na intervalu (a,b) a Fy je primitivn i funkei k f na intervalu (b, c)

a necht
lim Fl(X) = lim FQ(X) =L

x—b— x—b+

Pak funkce definovana predpisem

Fi(x) prox € (a,b)
F(x) =< L prox=D>b
Fa(x) prox € (b,c),

je primitivn{ funkei k funkei f na intervalu (a, c).
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Diikaz. Nejpre pokud x € (a,b) pak je F/(x) = F{(x) = f(x). Podobng, je F/(x) = Fi(x) = f(x)
).

pokud x € (b, c). Zbyva tedy ukazat, ze F/(b) = f(b). Mame
F(x)—L f
Fb) = tim T T gy,
x—=b— X—Db x—b— 1

kde v rovnosti jsme pouzili L’hospitalovo pravidlo. Pouzijeme-li stejnym zptisobem L’hospitalova
pravidla pfi vypoctu F/ (b) dostaneme F/(b) = f(b) a tedy tvrzeni plati. O



13.3. Priklady k procviéeni.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

MATEMATIKA 1

/2x5 +3x? — 2x + 1dx

/ e*sin(2x)dx

/ dx
2x+5

/X23x2+5 dx

/ e*xdx

/ arctanxdx

sin® x dx

[
/

1+x+x2

arcsinxdx

/ 3x—|—5
1+2x2

/eﬁdx

/x2e_2" dx

/sin2xdx

/ dx
/x2—|—3x+5
x2 —3x+2

x2+1
—d
/x4—|—1 x

/
/

x3—x2+x—1

x? +1

eSx —eX

1+ ex + e

dx

(x2 4+ 2x + 2)2

dx

dx
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
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/ dx
1+sinx
/dx
Ccos X

/1+cos4x

1+ 2sin“x

dx
VX2 —2x

[

x+1

/x\3/3x+5—2x2dx

/\/5x2—3x+2dx

2% X
-1
/de
ex+1

Vhodnou substituci pfeved'te na integral racionalni funkce

Spoctéte

/ dx
1 +sin?x + cost x’
Vhodnou substituci pfeved'te na integral racionalni funkce

/ X
VxZ —3x+2
Naleznéte
/ dx
2 + sin(2x)
Spoctéte
/ Viax + 1
dx
x+1
Naleznéte
*° sin 3x
o dx
o e
Spoctéte
x4+1
/ B_1 dx.

Pomoci vhodné substituce pfevedte na integral racionalni funkce

X
—_—dx
/ VX2 —3x—4
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14. URCITY INTEGRAL, RIEMANNUV INTEGRAL
Definice 35 (Urcity Newtoniv integral). Necht a,b € R* a necht F je primitivni funkce k f na

intervalu (a, b) pak definujeme

/b f(x)dx := lim F(x)— lim F(x)

x—b— x—a+

Maé-li vyraz vpravo smysl. Pokud je jeho hodnota reilna fikame, ze urcity integrdl konverguje.

Véta 53 (O stfedni hodnoté&). Necht' F je primitivnd funkce k f na intervalu a,b a necht

/ab f(x)dx

konverguje. Pak existuje bod c € (a,b) tak, Ze

Poznamka 11.
Definice 36 (Riemanntv integral). Necht f : (a,b) — R je funkce. Definujme jeji horni Riemmaniv
soucet predpisem

HPf:= inf sup  f(x)(xip1 —xi)
a (Xi)GA;xe(mewl) o o

kde infimum na pravé strand se bere pfes vSechna déleni intervalu (a,b). Dale definujme dolns
Riemmaniv soucet predpisem

DOf:= sup Z inf  f(x)(xir1 —xi).

(xi)eA XE(Xi,Xi+1)

Pokud plati

DOf = HOFf
fekneme, Ze funkce f je Rieamannovsky integrovatelnd na (a,b) coz piSeme symbolicky f € R(a,b)
a polozime

b
(fR)/ f(x)dx := fDEf

Definice 37 (norma déleni). Normou déleni (xi)¥_; kde x; je déleni intervalu (a,b) budeme
rozumet
v(x{) == max [xi41 — Xil.

Poznamka 12 (Historickd). Riemannidv integral byl pivodné definovan jako

v(xi)—0

b
@) [ fdxi= lim 3 fln)xee - x0),

kde n; je libovolny bod intervalu (xi.xi+1 & v(xi) je norma déleni (tzn. velikost nejvétsiho intervalu
(XiaxiJrl))'
Tvrzeni 14 (stejnomérna spojitost). Pokud f je spojitd na intervalu (a,b), pak pro viechny
X,y € (a,b) plati
(15) (Ve >0)(3d > 0)(Ix —yl < & = [f(x) — fly)| < €)
Diikaz. Necht zavér tvrzeni neplati. Pak exituje € > 0 a x,yn € (a,b) tak, ze

n —ynl <27 Af(xn) — flyn)l > €
z posloupnosti x,, vybereme konvergentni posloupnost z, — z € (a,b) Pak v kazdé okoli z
nalezneme body x,,,yn tak, ze

If(xn) — flyn)l > e

tedy funkce f neni spojita v bodé z. O
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Vé&ta 54 (Integrovatelnost spojitych funkei). Necht f je spojitd funkce na intervalu {(a,b) pak

(R) /b f(x)dx

konverguje. (tedy ezistuje a je konecny).

Diikaz. Funkce f je na (a,b) stejnomérné spojita. Zvolme tedy € > 0 a naleznéme & > 0 tak aby
platilo . Pak zvolme déleni tak aby

V(Xi) <

pak je

HE  f—DO  f= Xit1—Xi su fix)— inf f(x) ] <e Xit+1—xi) = €¢(b—a
Xn s f =D (xi )(e(p (x) )()) Z(+1 ) =¢(b—a)

- Xt Xia1) XE(X1,X1 41 -
a tedy

HOf— DO =0.
funkce je tedy Riemanovsky integrovatelna a protoze je spojita na uzavieném intervalu, je omezen4,
proto je Riemanntiv integral konecny. O

Vé&ta 55 (Ekvivalence Riemannova a Newtonova integralu). Pokud f € C({a, b)) (tedy f je spojitd
funkce na intervalu (a,b)). Pak je funkce Riemannovsky i Newtonovsky integrovatelnd a plati

(R) /b f(x)dx = (N) /b f(x)dx.

Dikaz. Oznaéme

Ukéazeme, ze
G'(x) =f(x) ¥x € (a,b).
Vol x € (a,b) a € > 0. Existuje 6 > 0 tak , Ze

If(x) —f(z)| < e Vze Us(x).

Pak je
G(z) —-G(x) (R) [ f(x)dx

z—x z—x

a
() —e)lx=2) _ (R [f0Idx _ (fx) +e)(x—z)
X—z zZ—X X—z

tedy

lim M = f(x)

Z—X z—X

pak ale dle definice Newtonova integrélu je

O

Disledek 4 (Derivace integralu s proménnou mezi). Necht f : [a,b] — R je spojita funkce a

c € [a, b]. Pak je
f(x) = ((fR) /X f(s)ds) =— ((fR) /C f(s)ds) (vx € (a,b)).
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15. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU VE FYZICE A GEOMETRII
15.1. Vypocet objemt a obsahti téles a obrazci.

Véta 56 (Cavalieriho princip). Necht T C R™ je téleso oznacme symbolem V* k-dimenziondlni
objem. Ddle oznacme Tez télesa nadrovinou ({xi = t}) symbolem

RE(E) = {(x1, . Xim1, Xig1 - Xn) (X150 X1, 6 Xig1, - Xn) € T}

Je-li pro dané i funkce V1 (RL(t)) Riemannovski integrovatelnd, pak je
VHT) = / VL (RE(1))dt.

Diikaz. Na prednésce si nastinime naznak dikazu. Korektni tplny diikaz by vyzadoval pfesnou
definici a pochopeni vice rozmérné Riemannovy ¢ Lebesgueovy miry, coz presahuje cile tohoto
kurzu, proto ponechidme tuto vétu bez dikazu. O

15.1.1. Vypocet obsahu a objemu rotacnich téles. Rotaéni téleso, které vzniklo rotaci kolem osy z
je téleso které je mozné popsat nerovnici

R={x,y,z: /x> +y2 < f(z),a <z < b}

Jeho objem (ve skute¢nosti nevime co objem je) je dle Cavalieriho principu roven integralu z obsahu
fezli nadrovinami {z = t}. Tedy

b b
V3(T):/ Sz(t)dtzﬂ/ f(t)2dt

15.2. Vypocet obsahu trojihelniki a objemu kuzeli. KuZelem budeme rozumét téleso,
které je na fezech rovinou kolmou k ose z podobné a plocha fezt, je linearni funkci z. Tzn.

(x,y)
z—a

T={(x,y,2):a<z<b, e u}

kde U je n&jaky rovinny utvar. Pak

b
V3(T) = /a (t—a)?S(W)dt = %sm)(b —a)?

Priklad 31. V prostoru je dano téleso

T:={(xy,z2) eR*: 0 <z < 2AXx* +2y*> < 2}
spoctéte jeho objem.
15.3. Vypocet délky krivky.

Definice 38 (délka k¥ivky). Necht ¢ : (a,b) — R"™ je spojité zobrazeni (spojita funkce ve vSech
slozkéch). Pak toto zobrazeni nazveme kfivkou v n-dimenziondlnim prostoru. Délkou kiivky @
budeme rozumét hodnotu

W) ==sup ) l@(xir1) — @(xi)l,

xi
ti=1

kde supremum je brano pfes vSechna kone¢né déleni (x;)}* , intervalu (a,b).
Vé&ta 57. Necht ¢ : (a,b) — R? je kfivka definovand predpisem:
@(t) := (t,f(1)),

kde T je spojité diferencovatelnd funkce na intervalu (a,b). Pak plati

b
Ue) = / VIt f(H)2dt.
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Diikaz. Vol ¢ > 0. Protoze funkece f’ je spojita na (a, b) tak je i stejnomérné spojita. Tedy existuje
d > 0 tak, ze pro v8echna t,s € (a,b) pokud [t — s| < §, pak

(16) If'(t) —f'(s) <.

Necht (xi)[* je déleni intervalu (a,b), takové, ze

n—1
Z lo(xir1) —@(xi)| = Lp) —¢
i—0

a norma déleni je mnsi nez 6. Podle Lagrangeovy véty existuje posloupnost (ci)?;ol tak, Ze
i € (xi,Xit1) a

f'{e) (xiv1 —xi) = fxiy1) — f(xi).
Dle Pythagorovy véty je

n—1 n—1
D o) — o)l =Y V(xirn —x)? + (Fxien) — f(x1))2
im0 i—0

n—1
=) Vi —x)? + (Fc) (xir1 —xi))?
i—0

n—1
=) (xip1 —x) V1 + f/(ci)?
i=0
Diky dostavame

Xi41 Xi41
o= x)VIFFER < [ 1 em? < [ VIR PR + VAVEFRITFndx
Xi Xi
Zvolme 1 > 0 dost malé, aby

VIV2IF (X)) 41 < ﬁ (Vx € (a,b)).

pak je

Xi41

n—1 n—1 b
£
(g) < E l[o(xit1)—@(xi)|+e < e+ E / V1 +f’(x)2+ﬁ dx < / V1+1(x)2dx+2¢
i=0 i=0 /% o a

i

Podobné ukizeme, ze

b
L) 2/ V1+f(x)2dx —e.

Protoze ¢ je libovolné malé, je

b
l((p):/ V1+f(x)2dx.

Poznamka 13. V piipadé obecné n-dimenze
15.4. Vybranné ulohy z teoretické mechaniky.

Piiklad 32. Spoctéte tnikovou rychlost z povrchu Zemé. Spoctéte funkei drahy télesa vystieleného
z povrchu rychlosti v.
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15.5. Priklady k procviéeni.
1. Spoctéte obsah rovinného obrazce definovaného predpisem

U:={(x,y): x* <y <x*+ 6}
2. Udélejte nacrtek a spoc¢téte obsah rovinného obrazce zadaného rovnosti
3
0:= {(XJJ) Y x| <y < \/g}

3. Rotac¢ni téleso vzniklo rotaci atvaru

1
U={(xy):0<y < =Ax< 1

v

kolem osy y nacrtnéte téleso a spocitejte jeho objem.
4. Nacrtnéte rovinny obrazec dany pfedpisem

U:={(x,y) : sin(2x) < y < cosx, x € (0,7)}
5. Spoctéte objem kuzele, ktery definovan jako
K={xvy,z) e R :x* +2y° < (2—2)2N0<2z<2}

6. Nacrtnéte téleso a spoctéte jeho objem, je-li ddno predpisem

— D12 02
H:= {(x,y,z) (Y +2z° < m/\x > O}
7. Naleznéte délku kiivky, ktera je ddna grafem funkce
f(x) = x3/2

na intervalu (0, 3).
8. Nacrtnéte a urcete objem télesa vzniklého rotaci atvaru

U={(x,y):x* +4y* + 8y <0}

kolem osy y.
9. Nacrtnéte a spocCtéte objem télesa vzniklého rotaci utvaru

1
u:= {(x,y) :0<y < max{x, 10} x| < 2}
kolem osy y.
10. Naértnéte a spoctéte objem télesa vzniklého rotaci atvaru
U:={(x,y) : max{1,x*} <y < 9}

kolem osy y.
11. Nacrtnéte a urcete objem télesa zadaného predpisem

T:={(x,y,z) : x> +4y® + 2% < 4}.

12. * Stamtgast v hospodé tFima pillitrovy korbel ve kterém je ¢astecné upité pivo. Vidi pfesné
polovinu dna. Kolik piva mu jesté zbyva?
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16. NEKONECNE RADY
Pripomenuti:

Definice 39. Nekone¢nou sumu definujeme pfedpisem
o
Z an = lim sy,
k—o0
n=0
kde

k
Sk = E an
n=0

je posloupnost ¢asteénych souctu. Rekneme, 7e Tada
o0
D_dn
n=0
konverguje, konverguje-li posloupnost ¢asteénych soucti sy.

Priklad 33. UkaZzeme, Ze

= 1
) 2 e !

n=1
Je

1+1+ n 1 1 1 n 1 1 T 1 1 1 1
S = — —_ .« e _ = —_ —_ o — .
26 nn+1) 2 2 3 n n+l n+1
7 tohoto tvaru jiz vidime, ze

- 1 1
Ziz lim (1-——— ) =1.
nn+1) n—o n+1
n=1
Véta 58 (Nutna podminka konvergence). Necht
D_an
n=0

konverguje. Pak

lim a, =0.
n—oo

Dikaz. Pokud lim,_,.an # 0 pak existuje € > 0 pro kazdé ng € N existuje k > ng s |ax| > € pak
ale

£ <lax| =Isk — sk—1l.

A tedy posloupnost sk nesplnuje B-C podminku a tutiz dle véty [I3] neni konvergentni. O

Priklad 34. VySetfete konvergenci fady

[e¢]

y LU
= n+1
Méame
. o (=pPon 2 1
A = o o)t gy L 270

Tedy vybrali jsme podposloupnost, ktera nekonverguje k 0. Proto pivodni posloupnost nemize
mit limitu 0. Nespliiuje tedy nutnou podminku konvergence a proto je divergentni.
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Piiklad 35. Nutna podminka nezarucuje konvergenci. Uvazujme napiiklad fadu
o0
>
n=1 n
Evidentnné je lim % =0, ale
n—o0

1 1
Z_1+Z<2n+1 1+"'+2n+1>

n=1

= Q.

[ I\’]S I I\’]S

1
(2n+1 2n+1 +ot 2n+1>
1
2

16.1. Absolutné konvergentni fady a kritéria jejich konvergence.

Definice 40 (absolutni konvergence fady). Rekneme, 7e fada
o0
D_an
n=1

je absolutné konvergentni, jestlize konverguje fada

o0
Z lan|.
n=1

Priklad 36. Rada

e (—1)"
L

je konvergentni, ale neni absolutné konvergentni.

Vé&ta 59 (O absolutni konvergenci). Pokud je fada
o0
D_an
n=1

absolutné konvergentni, pak je konvergentni.

o0
Diikaz. K diikazu konvergence fady )  a, stadi ovéfit, Ze posloupnost ¢astednych souétt splituje

n=1
B-C podminku. Zbytek plyne z véty Vol € > 0. Z trojtihelnikové nerovnosti mame

m m
(18> |Sm - Sk| - Z an < Z |an| - Sn,m
n=k+1 n=k+1

Jelikoz, ale fada konverguje absolutné existuje ng tak ze
Snm <e (Vn=ng)
a tedy s, spliiuje B-C podminku. (]
Vé&ta 60 (Srovnavaci kritérium). Pokud
0 < lan| < Cbn
pak
(i) Pokud Z by je konvergentni pak Z an je konvergentni.

n 1

(ii) Pokud Z a, je divergentni pak i Z b je divergentnd.

n=1 n=1
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Diikaz. Ozna¢me sy, posloupnost ¢aste¢nych soucti fad ) ., an a tn posloupnost ¢astenych soucti
fady by. Protoze sy, tn jsou neklesajici maji dle véty |11|limitu. Zfejmé pokud

o0
Z bn =limt, < 0o
n=1
pak
[e¢]
Zan: lim s, < lim t, < co.
1 n—o0 n—oo
n=

a tedy ) a, konverguje. Podobné pokud ) a, diverguje pak

lim t, > lim s, =0
n—oo

n—oo

a tedy

(o]

5o

n=1
také diverguje. O
Véta 61 (Limitni srovnavaci kritérium). Pokud

a
(19) lim — < oo
n—o00 n

pak

o0 o0
(i) Pokud Y_ by je konvergentnd pak Y an je konvergentni.

n=1 n=1

o0 00
(ii) Pokud Y  an je divergentni pak i )_ by je divergentni.
n=1 n=1

Diikaz. (i): Protoze

od urcitého ng je
lan| < (ILI+1)[bx|

o0
Pokud tedy Y by konverguje, pak dle srovnavaciho kritéria konverguje i Y 0 an.

n=1
Podobné se ukaze (ii). O
- 00
Pi#iklad 37. Rada >_ # konverguje, protoze konverguje rada aje
n=1
1
lim Tf =1l< o
n—oo ——-——
n(n+1)

a konvergence tedy dostaneme pouzitim limitniho srovnévaciho kritéria.

Véta 62 (Podilové kritérium). Necht an € R,ng € N a 0 < q a necht plati jedna z mozZnosti
lans1l < glan|  (Vn > mne)
lant1l = qlan]  (Yn>mne)

An 1
an

lim
n—oo

o)
Pak pokud q € [0,1) a plati (i) nebo (ii) pak Y an konverguje. Pokud q € (1, 00] pak pokud (i)
n=1

o]
nebo (iii) pak Y an diverguje.

n=1
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Diikaz. Necht (i) a q < 1. Pron > ng je
Qn < qn7n0|ang| = bn

b, je geometrickd Fada s koeficientem |q| < 1 je tedy konvergentni. Proto i fada ) _; an
konverguje dle srovnavactho kritéria.
Podobné necht plati (ii) a |q| > 1 pak je od uré¢itého ng dal splnéna nerovnost

|an‘ Z qn7n0|an0| =:bn.

by, je geometricka fada, kde q > 1 tedy divergentni, proto a,, diverguje dle srovnavaciho kritéria.
(iii): Pokud

a
lim | =q<1
n—oo | dn
Pak od uréitého ng d t
Priklad 38. UkaZzeme, Ze fada
i —I— 3" +5n
n=1
konverguje. Skutecné, je
(—2)" 1 43n 45 (n+1)
lim L = i Lk a—— Y
n—oo  dn n—o0 (_2)"2'3""‘5“ 4

Proto, dle podilového kritéria, fada konverguje.

Véta 63 (Cauchyho odmocninové kritérium). Necht an > 0 a plat?

lim /an =q.

n—oo

Pak
o)
(i) Pokud q <1 pak fada )_ an konverguge.

n=1

(ii) Pokud q > 1 pak fada Y_ an diverguje.
n=1

Véta 64 (Kondenzacni kritérium). Necht a, > 0 a kyy je rostouci posloupnost prirozengch éisel.

Oznacme
k-rL+1

DI

j=kn+1

o0
D _an
n=1

pak

konverguje, prave kdyz konverguje

> b

=1

3

n
Diikaz. Konverguje-li > a; pak konverguje i

(20) Z = Z = Skn +1

j=1

Protoze jeji posloupnost ¢asteénych souctu je podposloupnosti posloupnosti ¢asteénych souétii, coz
je vidét z (20]). Na druhou stranu konverguje-li }_ b, oznac¢me
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pak je pro kazdé n € N je

Kn1 n
Sn < Z an:an<S
j=1 j=1
tedy s, je omezend neklesajici posloupnost, tedy konvergentni. O

Priklad 39. Suma
>
n=1 ne

je konvergentni pravé kdyz o > 1. Skute¢né, polozme k,, := 2™. Pokud « > 0, pak je

gmn-+1 gmn-+1
1 1— )
DA TR
nOL
k=2"+1 k=2n+1

a tato fada konverguje, pravé kdyz o« > 1.

Véta 65 (integralni kritérium). Necht f: (0,00) — R je nezdpornd nerostouci funkce. Pak

> f(n)
n=1

konverguje, prdvé kdyzZ konverguje integrdl

/10O f(x)dx.

Diikaz. Je -
/ f(x)dx < Z f(n) < f(1) —|—/ f(x)dx.
1 i 1
Tvrzeni okamzité vyplyva z téchto dvou nerovnosti. O

Vé&ta 66 (Leibnitzovo kritérium). Necht an, | 0 (je nerostouci a koverguje k 0). Pak

konverguje.

Véta 67 (Abel-Dirichletovo kritérium). Necht a,, by jsou rediné posloupnosti. A plati jedna z
moznosti

(i) Pokud }_ an je konvergentni a by | 0
(ii) Pokud an L0 a Y | _, by je omezend.
Pak

(oo}
§ anbn
n=1

konverguje.
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16.3. Priklady k procviéeni.

1.

10.

11.

12.

13.

Spoctéte

3

i (=1)
n=0 2n
Rozhodnéte, zda rfada

i n?+1
3nz2+5
n=0

konverguje.
Rozhodnéte o konvergenci fady
i n+1
2
et 1
Rozhodnéte o konvergenci rady
Z 22n+1 __9n
n=1
Pro ktera x € R rada
3m4-2n
n=0

konverguje?
Rozhodnéte, zda rada

konverguje.
Rozhodnéte pro ktera x € R je fada

konvergentni.
Konverguje fada

Rozhodnéte o konvergenci
Rozhodnéte pro kterda x € R je fada

konvergentni.
Sectéte

Popiste obecnou metodu jak pro k € N, a € R najit soucet

o0
E nka™.

n=1

V zavislosti na hodnoté parametru x € R rozhodnéte o konvergenci nésledujicich fady

il x—2\"
n\x+1
n=1
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14. V zavislosti na hodnoté parametru x € R rozhodnéte o konvergenci nasledujicich rfady

= X

Z(_l)n sin (ln(n))

n=1

15. V zavislosti na hodnoté parametru x € R rozhodnéte o konvergenci nasledujicich rfady
nZ:l (nx + 1)

16. ** Ukazte ze plati trvzeni. Realné funkce je diferencovatelna v 0, pravé kdyz plati tvrzeni

o0 (o)
Z xn  konverguje, pak Z f(xn) konverguje
n=1 n=1
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17. ZAKLADY LINEARNI ALGERBRY
17.1. Matice a operace s maticemi.

Definice 41 (Matice). Redlnou matici typu n x k budeme rozumét dvourozmérné pole realnych
¢isel obsahujici n Fadku a k sloupcii. MnoZinu matic typu n x k budeme znacit symbolem R™*¥.
Prvek na soufadnicich i,j matice A budeme oznacovat jako Ay ;.

Definice 42. Budte o € R, A,B € R™*¥ a C € R**™ pak definujeme

(i)
(CXA);LJ' = OCAL]'
(ii)
(A + B)i,j = Ai,j + Bi,j
(iii)
k
(AC)L)' = (Z Ai,l . B17j> (AC S Rnxn)
i’j

1=1
17.2. Vektorové prostory.

Definice 43 (Vektorovy prostor). Necht V je neprazdna mnozina a T té&leso (v naSem piipadé
obvykle R). Necht jsou na mnoZiné V definovany operace s¢itani + : V x V. — V a nasobeni
skalarem - : T x V — V. Pro které plati:

(V1)
Vu,veV) u+v=v+u;
(V2)
Mu,vyweV) (u+v)+w=u+v+w);
(V3)
(Vu,veV,aeT) a.(u+v)=au-+a.v;
(V4)
(Va,beT,ueV) a.(bu)=(ab)u;
(V5)
(Va,beT,ueV) (a+bju=au+bu;
(V6)
(FoeV)(VueV) u+o=1,
(V7)
VMueV)(3—ueV) u+(—u)=o;
(V8)

VueV) lu=mu.

Pak rikdme, ze V je vektorovym prostorem nad télesem T. Pokud M C V a mnozina M s operacemi
restringovanymi na M tvoii vektorovy prostor, pak fikime, ze M je podprostorem V, coZ symbolicky
zapisujeme jako

MccVv

Priklad 40. (i) R™ se s¢itanim a nasobenim definovanym po slozkach tvofi vektorovy prostor.
(ii) Prostor polynomu definovanych pfedpisem

P= {f:R — R (Fax)k_g: flx) = i akxk} .
k=0

(iii) Prostor vech posloupnosti konvergentnich k 0.

Definice 44 (Linearni kombinace, linearni nezavislost). Necht V je vektorovy prostor a M C V.
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(i) Linedrni kombinaci vektord M nazveme libovolnou sumu tvaru

E -\,

uecF

kde F C M je konecna.

(ii) Mnozinu v8ech linearnich kombinaci prvka M nazveme linedrnim obalem M a budeme znacit
Lin(M)

(iii) Rekneme, %e mnozina vektora M je linedrné nezdvisld(dale LN), jestlize pro libovolnou
linearni kombinaci vektort u; € M plati, ze pokud

n
E ciuy = o,
i=1

pak ¢; = 0 pro v8echna i € fi.
(iv) Mnozina M je linearné zavisla (dale LZ), jestlize neni linearné nezavisla.

Pozorovani 7. Pokud V je VP a M C V. Pak
Lin(M) ccV

Tvrzeni 15 (Operace (ne)ménici linearni (ne)zavislost). Necht V je vektorovy prostor a M C 'V a
v € V. Pak plati
(i) M je LN pak i M\ {v} je LN
(ii) Pokud M je LZ, pak i M U{v} je LZ
iii) Pokud o € M pak M je LZ
) M je LZ prdvé kdy? existuje vektor w € M tak, Ze

v

(
(
u € Lin(M \ {u}).

(v) Vyndsobeni jednoho z vektord M nenulovim &islem neovlivni linedrni zdvislost ¢i nezdvislost
skupiny.

(vi) Nahrazent jednoho vektoru jeho souctem s jingm vektorem skupiny neovlivnd linedrni (ne)zdvislost
skupiny.

Definice 45 (Mnozina generéatori, baze). Necht V je vektorovy prostor. Rekneme, Ze mnoZina
M C V generuje V, jestlize
Lin(M) = V.

Pokud skupina vektorit M generuje V a navic M je linearné nezéavisla pak, fekneme, ze M je bdze
vektorového prostoru V

Vé&ta 68 (Steinitzova véta). Pokud V je VP a M ={uy,us,...,ux} je linedrné nezdvisld skupina
vektorii a B = {vy,va,...,vn} je bdze prostoru V. Pak k < n a pri vhodném odislovani vektori vy
je skupina

B = {ulauQa <o Uk, Vil - - -Vn}
baze prostoru V. (Jingmi slovy: kaZdou linedrné nezdvislou mnoZinu vektori je mozno doplnit na
bdzi)

Diisledek 5 (Dimenze prostoru). Kazdé dvé baze prostoru maji stejuny pocet prvki (resp. stejnou
kardinalitu v pfipadé nekoneéné dimenze). Kardinalitu baze budeme nazivat dimenzi prostoru.

Definice 46 (Hodnost matice). Hodnosti matice A € R™*™ rozumime dimenzi linedrntho obalu
mnoziny fadkovych vektort matice.

Definice 47 (Determinant matice). Necht A € R™*™. Pak definujeme

det(A) = Z sgn(7) H Qi (i)
i=1

TESH
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Véta 69 (O determinantu). (i) Necht U € R™™™ je horni trojuhelnikovd matice. Pak
n
det(U) = H aii-
i=1

(ii) Pokud matice A vznikla z A pFictenim jednoho z Fddkovijch vektori k jinému, pak je
det Aocdet A.
(iii) Pokud matice A wvznikla z A vyndsobenim jednoho Fadkového vektoru éislem « pak je

det A = det A

Vé&ta 70 (Geometricky vyznam determinantu). Pokud uy,Us,...Un jsou Fadkové vektory matice
A € R™™ pak n-dimenziondlni objem rovnobéZniku se stranami Uy, Ug, ... Uy je |det(A)].

Definice 48 (Linearni zobrazeni). Budte U,V vektorové prostory nad stejnym t&lesem. Necht
déle L: U — V je zobrazeni, pro které plati
(L1)

(Vvu,veld) L(u+v)=Lu+1Lv
(L2)

(VvueUaeT) Llau) =alu
MnoZinu line4drnich zobrazeni z U do V oznac¢ime symbolem £(U, V).
Véta 71 (Reprezentace linearnich zobrazeni). L € L(R™ R™) prdvé kdyZ existuje matice A €
R™*™ tak, Ze

Lu=Au.
Definice 49 (Jadro lin. zobrazeni). Necht L € £(U,V) oznafme
ker(L) :={ue U:Lu=o0}

mnozinu ker(L) nazyvame jddrem linedrniho zobrazeni L

Pozorovani 8. Necht L € £(U,V). Pak
L(WccVv A ker(L)ccU
Véta 72 (O dimenzi jadra a obrazu). Necht L € L(U,V). Pak je
dim(ker(L)) + dim(L(U)) = dim(U).

Definice 50 (Vlastni &islo, vlastni vektor). Necht A € R™*™ je matice a u € R™ je nenulovy

vektor a A € R je ¢&islo, pro které je
Au=Au.

Pak u nazyvame vlastnim vektorem matice A ktery prislusi vlastnimu &islu A.

Tvrzeni 16. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) A € R je vlastnim é&islem matice A € R™

(i)

det(A — AI) = 0.
(iii) Ewistuje nenulovy vektor w € R™ tak, Ze
(A—=ADu=o.

Definice 51 (Pridruzené vektory). Necht A € R™™ a u je vlastni vektor A. Rekneme, Ze
U1, Us, ... Ux je Tetézec vektori pridruZengch vlastnimu vektoru u, jestlize

u=(A—-AD"y (Viek).

Véta 73. Necht A € R™*™. Pripustime-li komplexni vlastni ¢isla, pak soubor

1.1 1 .2 .2 2 1,1 !
LU VE RS VE S Viu U5 AR U5 PP VA VF TIROS Uy

kde ul jsou vlastni vektory matice A a ul,ub, ... ul fetézce pridrusenich vektord viastniho vektoru
" 1) %2 ki
u', tvori bdzi prostoru R™
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Definice 52 (Riizné typy matic). Necht A € R™*™. Rekneme, Ze A je
(i) pozitivné semidefinitni, jestlize
uAu’ >0 (VueR")
(ii) negativne semidefinitni, jestlize
uAu’ <0 (VueRM)
(iii) negationé definitni, jestlize
uAu' <0 (VueR"M)
(iv) pozitivné definitn, jestlize
uAu’ >0 (VueR")
(v) indefinitni, jestlize existuji vektory u,v € R™ tak, ze
uAu' <0 <vAv'.

Véta 74 (Sylvestrovo pravidlo). Necht A € R™*™ je symetrickd matice. Definujme posloupnost

n
an = | | Di,
i=1
kde
ap; ai2 ... Q14
Qg1 Q22 ... Q24
Di = det
ai ai2 N ¢ R
Pak
(i) Pokud

sgn(ay) =1 (Vien),
pak je matice A pozitivné definitni.
(ii) Pokud
sgn(ai) =—1 (Vien)
pak je matice A negativné definitni.
(iii) Pokud existuji i,j € N tak, Ze
sgn(ay) =1 Asgn(aj) = —1
pak je matice A indefinitni.
17.3. Prostory se skalarnim soudinem a normované prostory.
Definice 53 (Normovany linearni prostor). Pokud V je vektorovy prostor a funkee ||-|| : V — [0, 00)
je funkce spliujici
(N1) |Ix|l =0 praveé kdyz x =0
(N2) [[ax]| = lal]|x]|
(N3) [x +yll < X[ + [yl
Pak funkei fikdme norma na prostoru V a dvojici (V, || - ||) normovany linedrni prostor.
Definice 54 (Prostor se skalarnim sou¢inem). Necht V je vektorovy prostor a -: V x V — R je
funkce pro kterou plati
(Ul) Pro vSechny u € V je u.u > 0, rovnost nastava, pravé kdyz u = 0.

(U2)
uv+w)=uv+uw (Vu,v,weV)
(U3)
uv=vu (Mu,veV)
(U4)

awv =uw.av =a(uv) (Vu,veV,aeR)
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Pak dvojici (V,-) nazveme unitdrnim prostorem.
Vé&ta 75 (Cauchy-Schwarz). Necht (V,-) je unitdrni prostor. Pak je
(wv)? < (wan)(voy).

Véta 76 (Norma indukovana skalarnim sou¢inem). Necht (V,-) je unitdrni protor. Pak zobrazeni
N:V xV — R definované predpisem
[lu] == vuu

je norma na prostoru V.

Véta 77 (Pythagorova véta). Necht X je unitdrni prostor, x,y € X jsou k sobé kolmé vektory. Pak

Je
e +yllk = Ik + [yl
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18. METRICKE PROSTORY

Definice 55 (Metrika a norma). Necht M je naprazdna mnozina a p : M x M — [0, 00) je funkce
spliujici

(M1)
p(x,y) =ply,x) (vx,yeM)
(M2)
p(x,z) < p(x,y) +ply,z) (Vx,y,z€e M)
(M3)

p(x,y) =0 x=y.

Pak funkci p nazyvame metrikou na mnoZiné M a dvojici (M, p) metrickym prostorem.

Poznamka 14. Je-li (M, || - ||) normovany linearni prostor, pak definujeme normou indukovanou
metriku predpisem

Pl y) =[x —y.
Lze snadno ovérit, ze takto definovana funkce je metrikou.

Tvrzeni 17. Necht M = R"™ definujme

n i
Ix[[p = (Z |Xi|p> .
i=1

Prop =1 jel - |lp je norma.

Pozorovani 9. Pokud p = 2 dostdvame standardni Euklidovskou normu. Budeme-li v dalsim
textu uvazovat normu a nebude-li fe¢eno o jakou normu se jedné budeme predpokladat, Zze se jedna
o Euklidovskou normu.

Tvrzeni 18 (Youngova nerovnost). Necht p,q € (1,00) jsou éisla, pro kterd je

1 1
-4 — = 1
P q
a necht a,b € (0,00) pak je
aP  bd
ab< — + —.
P q
Diikaz. Vime, Ze funkce In(x) je konkavni na celém svém defini¢nim oboru. Tedy, protoze
1 1
e
P 4

mame
1 1 1 1
In <ap + bq> > —In(a?)+ —In(b9) =lna+Indb
p q p q
Protoze e* je rostouci funkce mizeme obé strany do této funkce dosadit a nerovnost ztstane

zachovana, proto
aP  bd

P q

ab

WV

1.

Véta 78 (Holderova nerovnost). Necht p,q € (1,00) jsou cisla, pro kterd je
1 —
P q

1
(i biq> “
im1

pak

o=

n n
Z aiby < (Z |ai|p>
im1

i=1
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Diikaz. Pouzijeme-li pravé dokdzanou Youngovu nerovnost dostaneme

n n 1p n /4 n a;bj
Zaibi = <Z|ai|p> (Z biq> Z 1/pl - 1/q
i=1 i=1 i=1 i=1 (Z}Ll \Clj|p) (Z?:l |b)"q>

n 1/p n /4 n |Cl'|p |b|q
< ail? by - + e
<;' ') (Zl ') 2By ) T q(E, o)
n 1/ n 1/
(s rar) (3w q(1+1>
i=1 i=1 p q

n 1/p n 1/q
_ (zw) (z b> |
i=1 i=1

O
Diikaz tvrzeni[I. PouZijeme Holderovu nerovnost a dostavime
n
la+bl2 < Y (lail + [bs))P
i=1
n
= (lail +bs)(lai + b )P~
i=1
n n
=Y Jailllas + bi)P + 3 foel(asl + [be)P !
i=1 i=1
n /P / n + n /p / n h
< (Z |ai|p> (Zum + |bi)p> + (Z |bi|p> (Zum + bm>
i=1 n=1 i=1 i=1
= (lally + l[ollp)lla + bIP=".
Vydélenfm nerovnosti vyrazem [la + b[|b~" dostaneme pozadovanou nerovnost. O

Priklad 41. Necht
||X'||OO = maX{‘Xd i€ {17 27 s ,Tl}}
Pak (R™,] - |lo) je normovany linearni prostor.
Priklad 42. (i) Na prostoru spojitych funkei na intervalu [0, 1] (budeme dale znacit C([0, 1]))
definujeme

Ifl|max := max [f(x])].
x€[0,1]

Pak (C([0,1]), ] - |lmax) je NLP nekone¢né dimenze.

(ii) Na prostoru
= {QGRN:Zlai|<oo}

i=1
definujeme
o0

llafly: = Zlail.

i=1
(iii) Na prostoru Lebesgueovsky integrovatelnych funkei na (0, 1) definujme

1
1flls 0 == / 1) ldx.

Pak (L', || - ||L1(0,1)) tvoif NLP nekoneéné dimenze.
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(iv) Mnozina omezenych posloupnosti (zna¢ime 1*°) spolu s

[lafi= = sup|ail
ieN

tvori NLP, nekone¢né dimenze.

(v) Pokud
co:={a: lim a, =0} cogo:={a: lim : #{n:a, # 0} < oo}
n—oo n—oo
pak (co, | - li=) & (coo, || - ||i=) tvori NLP nekone¢né dimenze a
Coo C cg C 1.
Definice 56 (Ekvivalence norem a metrik). Rekneme, 7e metriky p, o resp. normy || - [|x, || - ||y

jsou ekvivalentni na mnozing M, jestliZe existuje konstanta C € (0, c0) tak, Ze

coley) <l y) < Colxy) (yeM)
resp.
Sl < ully < Clullx -~ (v € M),
Poznamka 15. Jestlize X je vektorovy prostor kone¢né dimenze jsou na ném libovolné dvé normy

ekvivalentni. Toto tvrzeni neni jednoduché dokazat a k jeho diikazu bychom potifebovali dalsi
poznatky, uvedeme jej tedy bez dikazu.

Definice 57 (Konvergence v metrickém prostoru). Bud (M, p) metricky prostor. Rekneme, 7e
posloupnost x, € M konverguje k x coz symbolicky zapisujeme, jako

lim x, =x nebo x, —x
n—oo

jestlize
(Ve > 0)(Ing e N)(Vn = 1ng) pxn,x) <€
Kouli o stfedu s € M a poloméru r > 0 budeme rozumdét mnoZzinu
B(x,7):={y e M:p(x,y) <t}

Definice 58 (Oteviené a uzaviené mnoZiny). Necht (M, p) je metricky prostor. Necht A C M je
mnozina. Rekneme, Ze

(i) Pro kazdé x € A existuje r > 0 tak, Ze
B(x,r) C A.
(ii) A je uzavfena, jestlize M \ A je oteviena.

Priiklad 43. Ukazte, Ze kazdy otevieny interval je oteviena mnoZzina a kazdy uzavieny interval je
uzaviend mnozina v metrickém prostoru (R, p), kde

p(x,y) =Ix—yl.
Priklad 44. V libovolném metrickém prostoru (M, p) je koule B(x, 1) oteviend mnoZina.

Pozorovani 10. Necht Aj, Ay, ... Ay C R jsou oteviené mnoziny v (R, || - |leuk1) pak
n
M= x Ai
i=1
je oteviena mnozina v (R™, || - || ewxt)-
Véta 79. Necht (M, p) je metricky prostor. Necht A C M. Pak je ekvivalentni

(i) A je uzavrend
(ii) Pokud xn, — X a pro vSechna n pfFirozend je xn € A, pak je x € A.
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Diikaz. (i)=(ii): Sporem: necht x,, € A a xn, — x € A. Protoze M \ A je oteviena pak existuje
r > 0 tak, ze B(x,7) C M\ A pak ale od ur¢itého ng dél je x,, € B(x,1) a tedy x, € A, coZ je spor.

(ii)=(i): Uk&Zeme nepiimo. Necht A neni uzaviena. Tedy existuje x € M\ A tak, Ze

1
B(x,n)ﬂA#ﬂ.

1
xneB(x,>ﬁA
n

pak je xn € A a p(xn,x) < &, tedy xn — x ¢ A. O

Necht

Vé&ta 80. Necht (M, p) je metricky prostor a Ao C M pro vdechna « € 1.

UAs

(i) Jsou-li Ay oteviené pak

je otevrend.
(ii) Jsou-li Ay uzaviené, je i

N A

uzarend.
(iii) Je-li I konecnd a Ay jsou oteviené pak je i

N Aa
ael

oteviend mnozina.
(iv) Je-li I konecnd a Ay jsou uzaviené pak je i

UAs
xel

uzavrend mnozina.
Diikaz. (i): Pokud

X € UA‘X

Pak existuje o € I tak, ze x € Ay tedy existuje r > 0 tak, ze B(x,1) C Ay a tedy
B(x,r) C U A
el
(ii): Z de Morganovych vzorci, je
M\ (A« =] M\ Ad)
xel xel
Tedy dle (i) je doplnék pruniku uz. mnoZin otevienad mnoZina a tedy prunik uzavienych mnoZin je
uzaviend mnozina.
(iii): Necht
(Acx)ocel = {A17A27 s 7An}
Pak protoze x € A; pro vechna i € {1,2,...,n} existuji r{, 7o, ..., kladné tak, Ze
B(x,ri) C Ay (Vien).
Polozme
T:=minTy
ien
pak
B(x,7) C Ay (Vien)
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Tedy
B(x,r) C ﬂ A
ien
Proto je priunik koneéné mnoha otevienych mnozin oteviena mnozina.
(iv) Dostaneme pouZitim de Morganovych vzorci a (iii). O
Definice 59. Necht (M, p) je metricky prostor.
(i) Uzavérem mnoziny A rozumime mnozinu
A={xeM|Vr>0:B(x,71)NA # 0}
(ii) Vnitikem mnoZiny A rozumime mnoZzinu
A :={x € A|(3r > 0)B(x,7) C A}
(iii) Hranici mnoZiny A rozumime mnoZinu
0A ==A\ A’
(iv) Derivaci mnoZiny A rozumime mnozinu hromadnych boda, tedy
Al ={x € M|(Vr > 0) (B(x,1) \ {x}) N M #£ 0}

(v) Pokud x € A\ A’ pak x nazveme izolovanym bodem mnoZiny A.
(vi) Vzddlenosti bodu x € M od neprdzdné mnoZiny A budeme rozumét

dist(A, x) := inf p(x,y).
yeA

Piiklad 45. (i) V euklidovské metrice na R uvaZzujme otevieny interval A = (a,b) C R. Pak
A=A, A= {(a,b)adA ={a,blaA’={a,b).
(ii) V prostoru (R™, || - ||eukt) uvazujme mnozinu
A =B(0,1).
Pak je A9 = A,
K :{y eR™: ”yHeukl < 1},
0A ={y € R"™ : [ly[[ewia = 1}
A'={y €R™Yyfleuta < 1}
(i) V (R™, |- ewst) Je -
Qn=R" a (Q")' =R"

Véta 81 (Charakterizace uzavéru mnoziny). Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Ndsledugici
podminky jsou ekvivalentni
(i) x€A
(ii) Ewxistuje posloupnost prokd A tak, Ze xn — x
(iii) Pro libovolnou F D A uzavienou je x € F.

(iv) dist(x,A) = 0.
Diikaz. (i)=(ii):x € A pak oznacéime-li

1

Bn,:=B (x7 )

n

pak je B, N A neprazdna. Vyberme x,, € B;, N A. Pak zfejmé x,, — x a x,, € A. Proto plati (ii).
(ii)=-(iii) Je-li F uzaviena pak pokud x € M \ F potom existuje ¢ > 0 tak, ze
p(x,xn) > € (Vxn € F)

tedy neexistuje posloupnost x,, prvki A konvergujici k x.

(iii)=(iv) Pokud dist(x, A) > 0 pak existuje ¢ > 0 tak, Ze B(x,2¢) N A = (). Pak oznacime-li
F:= M\ B(x, ¢), je F D A uzavifena nadmnoZina A neobsahujici x.
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(iv)=(i) Pokud x ¢ A existuje ¢ > 0 tak, ze
B(x,e) NA = 0.
Pak ale dist(x,A) > ¢ > 0. O

Vé&ta 82 (Charakterizace vnitiku mnoZiny). Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Pak je
ekvivalentni
(i) x € A°
(ii) Pokud x, € M\ A pak xn nekonverquje k x.
(i) Ewistuje G C A otevFend tak, Ze x € G.
(iv) dist(x, M\ A) >0

Driikaz. Dokazuje se podobné jako predchozi tvrzeni o uzavéru, proto jej nechavame jako cviceni. [

Disledek 6. (i)
A=(F

kde F je systém vsech uzavienych nadmnozin A

(i)
A°=Js
kde G je systém vSech otevienych podmnozin A.
(iii) A je oteviena, pravé kdyz éo =A.
(iv) A je uzaviena, praveé kdyz A = A.
Definice 60. (i) Diametrem (primérem) neprazdné mnoziny A C M budeme rozumét hodnotu
diam(A) := sup{p(x,y)lx,y € A}
(ii) Rekneme, 7e mnozina A C M je omezend, jestlize existuje r >0 a x € M tak, ze
A C B(x,T1).
Tvrzeni 19. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Pak A je omezend, prdavé kdyZ
diam(A) < oo.
Dikaz. Pokud je omezena pak A C B(x,r) pak pro x,y € A je
py,z) < ply,x) +p(x,z) < 2r

tedy, pfechodem k supremu pfes viechna y,z dostaneme diam(A) < 2r.

Nadruhou stranu, pokud x € A pak je
A C B(x,diam(A)).
A tedy A je omezena. O

Definice 61. (i) Rekneme, Ze mnozina A ¢ M je totdlné omezend nebo téz prekompakini,
jestlize
(Ve > 0)(3(x)7e, € AJA C [ JB(xi,e).
i

(ii) Rekneme, Ze posloupnost x, € M splituje Bolzano-Cauchyovu podminku, jestlize
(Ve > 0)(Ing € N)(Vn,m > ng) p(Xn,Xm) < €.
(iii) Rekneme, ze metricky prostor (M, p) je tplny, jestlize kazda posloupnost splitujici B-C
podminku je konvergentni.

Cviceni 15. Ukazte, ze

(i) Prostor (Q, || - ||euxt) neni uplny.

(ii) Prostor (R,] - |lewkt) je uplny.

(iii) Prostor (co, | - |leo) je uplny.

(iv) Prostor (cgo, || - ||eo) neni tplny.
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Tvrzeni 20. Nechtn je prirozené a p > 1 pak je (R™, | -||p) dplng metricky prostor.
Véta 83 (Cantorova véta o tplnych prostorech). Necht (M, p) je metricky prostor pak je ekviva-
lentnt

(i) (M, p) je plny.

(ii) Pokud Fy je posloupnost neprdzdnijch uzaviengch mnoZin splivugici

(21) Froi1 CFn (YneN) a diam(F,) — 0.

Pak je existuje x € M tak, Ze

() Fn={x

neN
Diikaz. Necht (M, p) je uplny. Necht dale F;, jsou neprazdné spliiujici . Vol ¢ > 0. Vyberme
xn € Fn. Pak existuje ng € N tak, Zze diam(F,) < ¢. Ziejme

(j < k) = diam(F;) > diam(Fy),
proto
p(Xl,Xm) <e (Vlam>n0)

Tedy x,, je Cauchyovska a proto i konvergentni. Ozna¢me

x = limx,,

pak je x € F,, pro libovolné n pfirozené a tedy
X € ﬂ Fn.

Nadruhou stranu necht (M, p) neni uplny MP. A bud x, posloupnost, ktera je Cauchyovska,
ale nikoliv konvergentni. Polozme

Fn = {Xk}?:n
pak zjevné F,, splhuje ale
() Fn=0.
neN
O
V nésledujicim oddile budeme pouzivat pojem e-sit. Pro ¢ > 0 je mnoZina (x«)xe1 €-5it, jestlize

U B(x«,€) DA
xel
Véta 84 (Charakterizace prekompaktnosti). Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Pak je
ekvivalentni
(i) A je prekompakini
(ii) Pokud xn, € A, pak lze z x vybrat posloupnost, kterd je Cauchyovskd.

Diikaz. (i)=(ii): Necht x,, € A je posloupnost. Polozme x9,

xk. Vol koneénou 2%~ 1-sit (s]k*l)jl":l. Existuje i € [j tak, ze B(s}‘“, 271} obsahuje nekoneéné

k+1
n

= Xn. Mame-li zvolenou posloupnost

mnoho é&lent xX ty vybereme do posloupnosti xX*1. Polozme

Zn =X
Pak
p(zi,25) < max{2,27}

a je to tedy Cauchyovska posloupnost vybrana z x,,
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(ii)=(i): Dikaz provedeme obménou. Pokud neni A prekompaktni pak existuje ¢ > 0 tak,

7e, neexistuje konetna e-sit. Vyberme x; € A. Protoze A \ B(xy,¢€) je neprazdna vybereme
X2 € A\ B(x1, ¢). Podobné mame-li zvoleny x1, X, . ..Xy vybereme

k
xirn € AN\ Blxise)

i=1
Pak je
P(Xn,Xm) =& prom#n
a tedy z xn, nelze vybrat Cauchyovskou posloupnost. O

Definice 62. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M.

(i) Rekneme, 7e mnozina A C M je kompaktni, jestlize plati. Pokud I jsou oteviené mnoZiny a

ACUI(X

xel

A C UI“'

xeF

pak existuje F C I konecna tak, ze

Jinymi slovy: z kazdého otevieného pokryti mnoziny A lze vybrat kone¢né pokryti.
(ii) A je sekvencidlne kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti miZeme vybrat konvergentni
podposloupnost s limitou v A.
Tvrzeni 21. Necht (M, p) je metricky prostor a A C M. Pokud A je sekvencidlné kompakini, pak
(i) A je uzaviend;
(ii) Prostor (A,0), kde 0 = plaxa, je uplny.
(iii) F C A je sekvencidlné kompakini, prdvé kdyz je uzaviend.

Diikaz. Dukaz ponechavame jako cviceni ¢tenafi. O

Definice 63 (Spojité funkce na metrickych prostorech). Necht (M, p) je metricky prostor.
Rekneme, Ze funkce f: P C M — R je spojita v bodé x, jestlize x € P’ a pro kazdou posloupnost
Xn € P plati

xn — x pak f(xn) — f(x).
Rekneme, 7e funkee f: P c M — R je spojita, jestlize je spojita v kazdém bodé x € P
Definice 64 ((bi)lipchitzovska funkce). Necht (M, p) a (S, o) jsou metrické prostory. Rekneme,
Ze funkce f: M — S je lipchitzovskd, jestlize existuje C € (0, 0o0)

o(f(x), g(x)) < Cp(x,y)

Rekneme, Ze je bi-lipchitzovskd, pokud je lipchitzovska a navic existuje B tak, ze
p(x,y) < Bo(f(x),g(x)).
Poznamka 16. Ekvivalentné mutzeme definovat spojitost v bodé x € P nasledovné. Funkce je
spojitd v bodé x € P jestlize
(Ve > 0)(36 > 0)y € B(x,8) NP = f(x) € B(x, ¢).
Drikaz. (]

Véta 85 (Charakterizace spojitosti). Necht (M, p) je metricky prostor. f: M — R je spojitd,
prdavé kdyz pro kaZdou G C R otevienou je f~1(G) oteviend v (P, p).

Diikaz. Necht f je spojita. Pokud by M := f~!(G) nebyla oteviena, pak existuji x,, € M€ tak, ze

lim x, =x € M.
n—oo

Pak ale ze spojitosti f je
lim f(xn) =f(a) € G,

n—oo
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coz je spor s otevienosti G.
Nadruhou stranu, neni-li f spojita, pak existuje x, — a tak, Ze f(x,) nekonverguje k f(a).
Existuje tedy G > f(a) oteviena a vybrana posloupnost yn z x, tak, Ze

flyn) ¢ G.
Pak ale f~1(G) > a neni oteviena protoze y, — a ale y, ¢ f1(G). O

Poznamka 17. Definici spojitosti 1ze rozsifit na funkce mezi dvéma metrickymi prostory. Rekneme,

ze funkce f: M — S je spojitad pokud vzor libovolné oteviené mnoziny v S je oteviend mnozina v
M. Pigeme f € C(M,S)

Véta 86. Necht (M, p) jsou metrické prostory a f,g: M — R jsou funkce. Pak plati
(i)
lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x).
x—a x—a x—a
(i)
lim f(x).g(x) = lim f(x). lim g(x)
X—a X—a X—a
(iii)
o f(x) limyq f(x)
lim = —
x—a g(x)  limy_q g(x)

Maji-li pravé strany smysl.
Diikaz. Dukaz je analogicky dukazu u realnych funkei. O

Véta 87 (O limité slozené funkce). Necht (M, p), (S, 0) jsou metrické prostory a necht
fM—-R a g:S—M

necht ddle
lim f(x) =LA lim g(x) =b

x—b Xx—a
a navic (B(b,8) \{b}) N g(B(a,r) N Dy) je neprazdnd pro viechna d,v > 0 a plati jedna z podminek
(P1) f je spojitd v bodé b
(P2)
b ¢ g(Ps(a))
pro néjaké & > 0.

Pak
lim f(g(x)) = L.

X—a
Diikaz. Vol ¢ > 0. Necht nejprve plati (P1). Existuje n > 0 tak, Ze
f(B(b,n) N D¢) C U, (L).
a existuje & > 0 tak, ze
g(Ps(a)NDy) C B(b,n).
Pak ale pro viechna x € Ps(a) N Dy je f(g(x)) € U (L). Podobné pokud plati (P2) pak pro e >0
existuje n > 0 tak, ze
f(Py(b)) C U (L).
Dale existuje 6 > 0, ze
g(Ps(a)) C Py(b).
Pak ale pro x € Dg NPs(a) je
f(g(x)) € Ue(L).
O

Véta 88 (O existenci extrémii). Necht (P, p) je dplng metricky prostor a A C P je sekvencidlné
kompaktni mnozina a f: A — R spojitd funkce. Pak existuji m,M € A tak, Ze

f(m) < f(x) < f(M) (Yx € A).

Jingmi slovy: spojitd funkce f na kompaktni mnoZiné A nabjvd minima a mazima.
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Diikaz. Ozna¢me
S :=sup{f(x):x € A}
pak existuje posloupnost x,, € A tak, ze
f(xn) — S
Pak ale mizeme vybrat konvergentni podposloupnost y, — M. Pak ale ze spojitosti f dostavame

Jim f(yn) = f(M).

a tedy
f(M) > f(x) (vxeA)

Podobné bychom ukéazali i existenci minima. O

Definice 65 (Kontrakce). Necht (M, p) je metricky prostor. Rekneme, %e zobrazenf
o:M—-M
je kontrakce na M, jestlize existuje C < 1 tak,
plex), @(y)) < Cplx,y) (Vx,y € M).

Lemma 5. Necht A je sekvencialné kompaktni, (G4)«er je oteviené pokryti a r: A — (0, 00)
funkce definovana predpisem

(22) r(x) :=sup{r:Jx € 1:B(x,7) C Gy}
Pak r € C(A,R).
Diikaz. Dukaz ponechavame jako cviceni. O

Véta 89 (Charakterizace kompaktnosti). Necht (M, p) je dplng metricky prostor a A C M. Pak
je ekvivalentnd.
(i) A je kompaktni.
(ii) Z kazdé posloupnosti xn, € A lze vybrat konvergentni podposloupnost s limitou v A.
(iii) A je uzaviend a prekompaktni.
(iv) KaZdd spojitd redlnd funkce na A nabgjvd extrémdi.

Diikaz. (i)=(iii). Necht A neni uzviena. Pak existuji x, € A, Ze xn — x ¢ A. Rozmyslete si, Ze
pro
Gn = {y € X:dist(x,y) > 1}

je {Gn :n € N,n > 0} oteviené pokryti A, z néhoZz nelze vybrat koneéné podpokryti. Tedy A neni
kompaktni.

Déle, pokud by neexistovala koneéné e-sit pro n&jaké € > 0, pak by systém (B(x, €))xea tvoril
oteviené pokryti, ze kterého nelze vybrat koneéné podpokryti, coz je ve sporu s kompaktnosti A.

(iii)=-(ii): Necht xy, je posloupnost. Dle véty [84] z ni lze vybrat Cauchyovskou podposloupnost
Yn Protoze X je tuplny, je yn konvergentni. Ozna¢me limitu jako a € X. Protoze yn, € A a A je
uzaviend, je a € A.

(ii)=-(i): Dle Véty a lemma mé funkce definované predpisem minimum na A. Oznaéme

m := min 1(x)
XEA

pak zjevné m > 0. Vol xg € A libovolné a nalezneme mnozinu Gg € (Gy)«e1 tak, Ze

B (x,%) C Gy

Nasledné, je-li vybrano x1,...xx a Gy,. .. Gk a pokud A neni pokryta mnozinami{Gg, Gy,..., Gx_1},
nalezneme Gy € (Gy)qer tak, Ze

m
X € B (Xk, 5) C Gk
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Jsou dvé moznosti bud v néjakém kroku pokryjeme celou mnozinu A a proces skonéi. V takovém
pripadé jsme ukazali, Ze 1ze vybrat konec¢né pokryti a tedy A je kompatkni. Pokud se tak nestane
dostaneme posloupnost (xn)°_; bodd, pro kterou je

m
Plxn,xm) > o pro m#n

Pak ale z (xn)_; nelze vybrat konvergentni podposloupnost, coZ je ve sporu se sekvencialni
kompaktnosti A.

(ii)= (iv): Viz. véta38]

(iv)=(iii): Pokud neni uzav¥ena pak existuje bod x € A\ A. Definujme funkci f : A — R
predpisem

fly) == p(x,y).
Pak zfejmé f(y) > 0 pro vSechny y € A ale
inf f(y) =0
nfy (y)

protoze dist(x, A) = 0 a tedy f nenabyva minima.
Pokud na druhou stranu neni A prekompaktni pak existuje r > 0 a posloupnost x,, € A tak, ze
B ={B,, =B(xn,7):n €N}
je nekonecény systém disjunktnich kouli a B, C A. Definujme
n .
fly) =) — dist(y, BY).
neN
Pak zFejmé f je spojita a f(x,,) = n a tedy f nenabyva na A maxima. O
Véta 90 (Banachova véta o pevném bodg). Necht (M, p) je tplng metricky prostor. A necht @ je
kontrakce na M. Pak existuje jeding x € M tak, Ze
px) =x.
Diikaz. Jednoznacnost:
Necht x,y € M jsou pevné body. Pak je
p(x,y) = ple(x), (y)) < Colx,y)
pro néjakou C < 1. Proto
(1—=Clplx,y) <0,
a tedy p(x,y) =0, proto x = y.

Existence:
Vol xg € M libovolné. Definujme posloupnost x,, induktivné

Xnt1 = @(Xn).
Indukci snadno dokazeme, Ze
P(Xn+1,%Xn) < C™p(x1,%0)

proto pro l < n pfirozena je
n—1

p(X[,Xn) < p(xjvxj +1)
j=1

n—1
< p(x()vxl) Z C)
j=1

Cl
1-C’
Tedy posloupnost je Cauchyovska a proto konvergentni. Ozna¢me jeji limitu jako x. Ze spojitosti
@ plati

= p(x0,%x1)

e(x) = lim @(xn) = lim xu07 = lim xp =x
n—oo n—o0 n—oo
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a tedy x je pevny bod. O

Definice 66. Necht (M, p) je metricky prostor. Rekneme, ze mnozina A je
(i) hustd, pokud

(ii) 7idkd, jestlize

(iii) prund kategorie, jestlize

o0
A=A,
n=1
kde A, jsou fidké mnoziny.
(iv) druhé kategorie, neni-li prvni kategorie.
(v) residudlng, jestlize M\ A je prvni kategorie.

Vé&ta 91 (Bairova véta o kategoriich). Necht (M, p) je uplng metricky prostor a G C M neprdzdnd
oteviend mnozina. Pak G je druhé kategorie.

Drikaz. Protoze kazdé oteviena mnozina obsahuje néjakou kouli, mizeme bez Gijmy na obecnosti
predpokladat, ze G = B(x,r). Necht A,, C M jsou Fidké mnoziny. Pak i

s

E, = X]

1

)

jsou fidké. Vol posloupnosti x,, € M a 1, nasledovné xg :=x, 719 :=71. Mame-li zvoleno x,;, T,
pak protoze E,, je fidka nalezneme 1,,.1,Xxn41 tak, aby

B(Xnt1,2Tn11) C B(xn,™n) \ En.
Pro takto zkonstruovanou posloupnost polozme
Fr == B(xn,Tn).

Pak F,, jsou uzaviené mnoziny F,1 C F,, a diam(F,) — 0. Dle Cantorovy véty je

an:{x}
x%UEn.

To ale znamena, Ze B(x, 1) neni prvni kategorie. O

Pak ale

Definice 67 (Separabilni prostor). Rekneme, 7e metricky prostor (M, p) je separabilni, jestlize
existuje spoCetnad mnozina A C M tak, ze

A=M.

Priklad 46. (i) Prikladem separabilnich prostort jsou R™ s euklidovskou metrikou. Skute¢né
Q™ tvori spocetnou hustou podmnozinu.
(ii) Prikladem neseparabilniho prostoru je napf. R s diskrétni metrikou. Skuteéng, jedinou hustou
podmnozinou je mnozina v8ech realnych ¢isel.

Vé&ta 92 (Charakterizace separability). Necht (M, p) je metricky prostor. Ndsledujici podminky
jsou ekvivalentni:

(i) M je separabilni.

(ii) Pro kazdou mespocetnou mnoZinu A je A’ #£ 0.

(iii) Z kazdého otevieného pokryti M lze vybrat spocetné podpokryti.
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Diikaz. (1)=(ii): DokéZeme nepiimo. Pfedpokladejme, Ze (ii) neplati. Necht A C M je nespocetna
mnozina s A’ = (). Pak pro kazdé x € A existuje 1, > 0 tak, Ze
B(x,2ry) N A = x.
Ziejmé
B :={B(x,1x) : x € A}

je nespocetny systém disjunktnich kouli. Ozna¢me

1
By = {B(x,rx) Ty 2 }
n

Pak je

B:UBH.

neN
Protoze § je nespocetné, existuje n € N tak, Ze 8, je nespocetna. Pokud H C M je spocetné, pak
existuje B € 8, tak, ze B neobsahuje zadny bod H. Tedy H nemize byt husta v M.

(ii)=-(iii): Necht § = (G«)xe1 je oteviené pokryti M. Je-li r: M — R definovana pfedpisem
. Pro kazdy bod x € M existuje Gx € G tak, ze
T
B(x2)C Gy
X5 cG
Pak systém
Gy ={Gy:x e M}

tvofi oteviené podpokryti §. Polozme

~ T 1
n= ==
9x {G 5 }

Nasledné definujme (v usporadani dle inkluze)
= 1
Shy ::max{S:S C Gy [(Gx, Gy € §) Ap(x,y) < E] :>x:y}

(iii)=-(i): Vol n pfirozené. Oznacme

b {5 1) e m).

Pak B, je oteviené pokryti, proto z néj vybereme spocetné podpokryti

B = {B (ka‘, 711> }
k,neN

Pak {x}}} tvofi spo¢etnou hustou podmnozinu M a tedy M je separabilni.
O

Definice 68 (Projekce na mnozinu). Necht (M, p) je metricky prostor. Necht A C M a x € M.
Definujme

Pa(x) :={a € A:p(x,A) =dist(x, A)}.
Pokud je tato mnozina jednobodova oznac¢ime jeji prvek symbolem pa (x) a nazveme projekct proku
X na mnoZinu A.

Definice 69 (Soucinové prostory). Necht (M, p1), (Ma, p2), ... (Mg, pn) jsou metrické prostory.
Pro p € (1, 00) definujme soucinovou metriku na xj_,; M; piedpisem

Op (X79) = (Z pk(xkayk)p>
k=1

1

P

Definujme dale
Ooo(x,Y) := max{pi(xi,yi) : 1 € A}
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Lemma 6. Pokud 1 < p < oo pak pro vSechna x,y € S je
0o (X, Y) < 0p (x,y) <nHPog(x,y)
Diikaz. Ponechame jako cviceni ¢tenafi. O
Véta 93 (O soucinu metrickych prostort). Necht (My, p1), (Ma, p2),...(Mn, pn) jsou metrické
prostory a 1 < p < oco. Oznacme
Si=x My
Plati
(i) Pokud My jsou kompaktni, pak (S, op) je kompaktni.
(i) Pokud M; jsou separabilni pak (S, 0y ) je separabilnt.
(iii) Pokud My jsou tplné, pak (S, op) tplny.
Diikaz. (ii): Necht H; jsou spocetné husté mnoziny v M;. Pak
H:= X{l:lHi
Je spocetna hustd mnoZzina v § vzhledem k o,. Skuteéné, vol x € S a ¢ > 0. Nalezneme y; € H
tak aby
(Vi € A)pi(xi,yi) < Pe.
Pak je
op (%, y) <nPpg(x,y) <e
Tedy H je spoCetné hustd podmnozina S.
(i): Staci ukazat, Ze S je sekvencialné kompatkni. Bud x;j € S posloupnost. Protoze (xj); € My
Ize vybrat podposloupnost le tak, ze (le)l je konvergentni v (My, p1). Z této podposloupnosti

vybereme podobné xj2 tak aby (xj2)2 konvergovala v (Mg, p2). Takto vybirame dal az skonéime s
posloupnosti x)Tl € S konvergentni ve vSech soufadnicich. Ozna¢me

z=(z1,22,..-2Zn),
kde
zi 1= li]m(x]T‘)i
Vol ¢ > 0 nalezneme ngy, aby
(Vien)(¥j=no) pilzi,(x)) <n VPe.
Pak ovSem

op(z,X]) < NP0y (z,x]) < e

Tedy xj“ konverguje k z € S ve metrice o, a tedy prostor (S, o, ) je sekvencialné komapktni.
(ili): Necht xj € S je Cauchyovska posloupnost v (S, 0p,). Pak je

Pil(x1)i, (xm)1) < o(x1,Xm)

z ¢ehoz dostavame, ze posloupnosti (xj); jsou Cauchyovské posloupnosti v prostorech (Mi, pi) a
tedy konvergentni. Oznac

Yi = hjm(xj)i y:=(Y1,Y2,-.-,Yn)-
Pak podobnymi odhady jako u separability dostaneme, Ze
y = limx;
j
v prostoru (S, 0p). A tedy (S, 0p) je tplny MP. O

Pozorovani 11. (i) Jestlize A C M je kompaktni pak Pa (x) je neprazdna.
(ii) Pokud x € A pak je Pa(x) = x.
(ili) pAopa =Ppa.
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Dal8im pojmem, ktery budeme ¢asto pouzivat je souvislost metrickych prostort. Potfebujeme
tento pojem zadefinovat tak, abychom ho mohli pouZivat pro vSechny metické prostory a v béznych
pripadech aby odpovidal nasi bézné predstavé souvislosti. K tomu potfebujeme pojem obojetné
mnoZiny. Rekneme, Ze mnozina je obojetnd, jestlize je uzaviena i oteviena.

Definice 70 (Souvisly prostor). Necht (M, p) je metricky prostor.
(i) Rekneme, 7e je souvisly, jestlize jedingmi obojetnymi podmnozinami M jsou M a 0.
(ii) Rekneme, ze A C M je souvisl4, jestlize (A, plaxa) je souvisly.

(iii) Rekneme, Ze A C M je kiivkové souvisla, jestlize pro kazdé x,y € A exsistuje spojita kiivka
Y € C(R,A) tak, ze (y) CAavy(0)=x, v(1)=y.
Pozorovani 12. Jedinymi souvislymi podmnoZzinami (R, |- |) jsou intervaly.

Véta 94 (Vztah kiivkové souvislosti a souvislosti). Necht (M, p) je metricky prostor a A C M je
krivkové souvislda. Pak A je souvisld.

Diikaz. Necht A neni souvisla. Pak existuje neprazdna O C A. Volx € Oay € A\O. Bud ¢
kiivka spojujici x a y. Pak, ale pokud by byla spojitd pak by mnoziny definované jako

M; =9 '(0), Ms:=¢(0\A)

byly oteviena a protoZe jsou disjunktni a jejich sjednoceni je interval (0, 1), znamenalo by to, Ze
jsou to obojetné neprazdné podmnoziny intervalu (0, 1). Tento interval je v8ak souvisly, coZ je
spor. O

Dokazeme tvrzeni v poznamce [I5] o ekvivalenci norem na vektorovém prostoru kone¢né dimenze.
Véta 95. Necht d €N, d >0, || - |1, || - [l2 normy na RY. Pak existuje C > 0, Ze prov € R% plati
1
¢Vl < [Vllz < Clivllx

Diikaz. Pozorovani: ekvivalence norem je relaci ekvivalence na mnoziné norem na daném vektorovém
prostoru, a tedy sta¢i dokazat ekvivalenci kazdé normy | - || s maximovou normou ||v|[max =
max{v| : k € d}.
Jedna z dokazovanych nerovnosti je pfimym disledkem axiomt normy: vyjadieme vektor v jako
linearni kombinaci kanonické béze .
V= Z Vi ex
k=1

Pak z axiomt normy plyne
d
V< Y el
k=1
a dale plati
d
D villlexll < max{llex|| : k € d}[viimax
k=1

Druhou nerovnost dokdzeme matematickou indukeci. Pro d = 1 zvolme libovolny nenulovy vektor
e1. VSechny ostatni vektory jsou jeho nasobky: v =vje;. Pak plati

VIl = valllex]]
a tedy i
Wllmax = il < ]
v = — V||
max 11 x ||€1||
Dokazme indukéni krok. Zvolme i € d a oznaéme x = (X1,...,Xi_1,Xis1,---,Xa) a kanonickou
bazi ozna¢me {eq,...,eq} . Z indukéniho pfedpokladu pak plyne, Ze funkce

f(x) = [les — )_ xiex]|
kAL
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je spojitd na R4~! vzhledem k jakékoliv metrice, a tedy nabyva minima na kazdé kompaktni
mnoziné. Nadim cilem je ukazat, Ze nabyva minima na R4~!. Z trojuhelnikové nerovnosti plyne

lles = > xicercll > | 3 xicewl| — llesl|
kAL kAL
7 indukéniho pfedpokladu pak plyne existence konatanty C, ze plati

1D xkexl| = Cll ) xkexllmax

k£i k£i

CH Zxkekaax = Cmax{\xkl k=1,...,i— 1,1+ 1,...,(1}
kAL
Mimo hyperkrychli [|X||max = 2”8‘” plati

les = Y xiel =11 xiell = [lec = Cll D> xexllmax — lles] > C
KAL kAL kAL

Z |lei|| = f(0) plyne, Ze minimum na hyperkrychli je minimem i na R4~1, a tedy existuje v € R4~1,
7e pro x € R4 je

2|ed]]

—c el = el

f(x) > f(v)
Ozna¢me f(v) = di, plati di > 0 (f(v) je norma nenulového vektoru).
Ukazeme, ze pak

d
(23) I > vier|l > min{dy : k € d}[V]max
k=1

Pro v = o jsou obé strany nulové, proto nerovnost plati. Pro v # o ozname 1i, pro které je
il = [[V]lmax- Pak

d
v
1Y viexl = [Vllmaxllei+ D _ Tl e
k=1 k#£i max

Vk
e; ——ex|| = di
et 2 ol 12
k#1

Odtud plyne a odtud tvrzeni véty. O
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18.1. Priklady k procviéeni.
1. Rozhodnéte, které z nasledujicich funkef jsou metriky na danych mnozinach (ukazte, Ze maji
nebo nemayji vlastnosti metriky)
(a)
1 pro x#y
(24) palx,y) = { -
0 jinak
Na libovolné neprazdné mnoziné M.
(b)
p(x,y) = vIx2 —y?
na R.
(c)
Pmax (X, Y) = Q&Xn{lxi —yil}
na mnoziné R™
(d)
1
plt g) = [ 1109 glxiix
0
na mnoZiné riemannovsky integrovatelnych funkei na intervalu (0,1).
(e) Prostor spojitych funkei s metrikou definovanou jak
1
plf.g) = [ 17(x) ~ glx)ldx
0
2. Rozhodnéte, zda plati. Pokud f € C(M, S) pak
e A C M otevien4, pak je f(A) oteviena
e A C M uzavieni, pak je i f(A) uzaviena.
e A C M kompaktni pak i f(A) je kompaktni.
3. Dokaite
e A=M\ (M\A)
e A=M\(M\A)°
4. Necht (M, p), (S, o), (P,7v) jsou metrické prostory a f € Lip(M, S) a g € Lip(S, P). Ukazte, ze
pak je go f € Lip(M, P).
5. Podobné ukazte, Ze slozeni dvou bilipchitzovskych zobrazeni je bilipchitzovskeé.
6. Pokud (M, p), (S, o), (P,y) jsou metrické prostory a g € C(M, S),f € C(S,P) pak fog € C(M, P).
Dokazte.
7. Ukazte, Ze prostor polynomi na mnoziné (0, 1) s funkei definovanou predpisem
p(p,q) / Ip(x) — q(x]]
je separabilni a neni uplny.
8. Ukazte, Ze prostor omezenych funkci na intervalu (0, 1) s metrikou definovanou piedpisem
p(f,g) = sup [f(x)—g(x]|
x€(0,1)
neni separabilni a je aplny.
9. Rozhodnéte, zda mnozina lipchitzovskych funkci s konstantou 2 tvoii prekompaktni podmnozinu
prostoru (e(<0a 1>)7 ” : ”sup)-

10. Ukazte, ze pokud (M, p) je metricky prostor, pak (C(K),| - |lsup) (tedy prostor spojitych funkei
na M se supremovou metrikou) tvofi Banachiiv prostor.

11. Pomoci Bairovy véty ukaZte, Ze existuje funkce definovana na intervalu (0,1), kterd nemé4
ani jednostrannou derivaci v ani jednom bodé&. (ukaZte, Ze mnoZzina takovych funkei je prvni
kategorie v prostoru spojitych funkei se supremovou metrikou)

12. Pomoci Bairovy véty ukazte, Ze iracionalni ¢isla tvofi hustou mnozinu v (R, || - ||ewkt)-
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14.
15.
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Ukazte, ze je -li (M, p) tplny metricky prostor a F C M je uzaviena, pak je (F, p|r) také tplny
metricky prostor.

Ukazte, Ze je-li (M, p) uplny metricky prostor pak kazdé residualni mnoZina je husta v M.
Naleznéte né&jakou nespocetnou fidkou podmnozinu R.

Necht (M, p), (S, o) jsou metrické prostory. Dokazte tvrzeni: f € C(M,S), praveé kdyz plati (K
je kompaktni pak i f(K) je kompaktni).

Dokazte, ze kazdy uzavieny interval v R je kompaktni bez pouziti véty o ekvivalenci sekvencialni
kompaktnosti a kompaktnosti.

Ukazte, ze (X, pq) je souvisly pravé kdyz X je jednobodova mnoZina.
Ukaite, Ze plati pozorovani

Ukazte, Ze v metrickém prostoru (M, p), x € M je zobrazeni f(y) = p(x
Ukazte, ze v normovaném vektorovém prostoru (V, || - ||) je zobrazeni f

) spojité.

Y
v) = ||v|| spojité.
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19. FUNKCE VICE PROMENNYCH
V této kapitole budeme pro x € R™ znadit
|X‘ = ||X||eu.kl~

Budeme-li hovotit o spojitosti ¢i otevienosti, resp. uzavienosti mnozin budeme tyt pojmy pouzivat
vzdy vzhledem k euklidovské metrice.

Véta 96. (i) Prostor (R™,|| - ||2) je separabilni
(ii) K C R™ je kompaktni, prave kdyZ je uzaviend a omezend.
(iii) xpn — x prdve kdyz (xn)i — (x)i.

Diikaz. (i) Z¥ejmé Q™ je spodetna husta podmnozina R™. (iii): Plyne z lemmaff] (ii): mnozina O
19.1. Limity a spojitost.

Véta 97 (Nutnd podminka existence limit). Necht a € R™ a ¢ : (¢, d) — D¢ \{a} je spojitd kiivka
takovd, Ze

lim @(t) =a
t—d

A necht ddle je
lim f(x) = L.
X—a

Pak je
lim f((@(t)) =L

t—d

19.2. Parcialni derivace a totalni diferencial.

Definice 71 (Norma zobrazeni). Necht X,Y jsou normované linearni prostory a L : X — Y
zobrazeni. Pak definujeme operdtorovou normu tohoto zobrazeni predpisem

Lx
IL||x=Yy := sup | ”Y
xex [[xX[Ix

Definice 72. Pro normované line4drni prostory X,Y budeme znacit symbolem £(X,Y) normovany
linearn{ prostor v8ech linedrnich zobrazeni z prostoru X do Y vybaveny operatorovou normou.

Pozorovani 13. Budeme-li v dalsim textu pouzivat normu zobrazeni, budeme tim myslet opera-
torovou normu zkracené budeme znacit jako || - ||. Matice A € R**™ budeme chapat jako linearni
zobrazeni z R™ do R* definované predpisem

L:u— Au

Normu matice pak budeme pfirozené chapat jako normu operatoru L.

Véta 98. Pokud h je linedrnt forma na (R™, || - ||eux1) pak existuje vektor v € R™ tak, Ze
h(u)=vu (VueR")

Plati
h(u) = v < v]f[u]

pricemZ rovnost nastdvd pravé kdyZ v = Au.
Priklad 47.
Definice 73. Necht f: R™ — R, x € R™ a u € R"\{0}. Derivact funkce f ve sméru u rozumime
f tu) —f
dyuf(x) := lim M
t—0 t

Parcidlni derivaci podle i-té proménné budeme rozumét derivaci ve sméru e, kde

e =(0,0,...0,1,0...0)
je i-ty kanonicky vektor tedy funkci

(x)

X =

aXi
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Pozorovani 14. Viimnéme si, Ze pro pevné zvoleny bod x € R™ je zobrazeni
L:uw duf(x)
homogeni, tzn.
L(ox) = al(x).
Definice 74 (Gradient, derivace, totalni diferencial). Necht funkce f: A C R™ — R je definovana
na okoli bodu x € A. Pak definujeme
(i) gradient funkce f v bodé x pfedpisem
of of of
f(x) = =— — e — ;
Vi) i= (g0 (0 20
(ii) Totdlni diferencidl funkce f v bodé x jako linearni zobrazeni L : R™ — R, pro které plati
. f(x+h)—~f(x) —L(h)
lim
h—0 [h

=0.

(iii) f{ekneme, ze funkce f je v bodé x diferencovatelnd, ma-li v tomto bodé totalni diferencial.

Poznamka 18. Pro funkei f: A € R™ — R* budeme gradientem rozumét matici v jejichz fadky
jsou tvoreny gradienty jednotlivych slozek vektorové funkce f.

Véta 99 (O aritmetice parcialnich derivaci). Necht funkce f,g maji derivace ve sméru w v bodé
x € R™. Pak plati

(i)
du(f+9g)(x) = duf(x) + dug(x)

du(f.g)(x) = duf(x)g(x) + f(x)dug(x)

d. (f) ) duf(x)g(x)2_ f(x)dug(x)
g g%(x)
Driikaz. Definujme funkce
@(t) :=f(x+th), VP(t):=g(x+th)
Pak @, jsou funkce jedné proménné diferencovatelné v bodé 0. Navic
@'(0) = dnf(x) a V'(0) =dng(x).
Platnost dostavame aplikaci véty [28| na funkce @, v bodé 0. O

Véta 100 (O tvaru diferencialu). Necht f: A C R™ — R je funkce diferencovatelnd v bodé x € A.
pak je totdlni v bodé x diferencidl ve tvaru

L(h) = h- Vu(x).

Je-li navic f v x diferencovatelnd, pak je zobrazent
h = dnf(x)
linedrnd.
Diikaz. Pokud je diferencovatelna pak, existuje zobrazeni L € £L(R™, R) tak, Ze
f(x +h) — f(x) — L(h) € o([h|)

Oznacme

@(t) :=f(x+th)
Dle véty (4] aplikované na ¢ je tedy

L(h) = ¢’(0) = dnf(x)
tedy h — dnf(x) je linearni. Dale je
L(e;) = Vu.eg

jelikoz se dvé linearni zobrazeni shoduji na bazi R™ musi uz nutné byt shodné. O
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Pozorovani 15. Z vyse uvedeného tedy vyplyva, Ze pro libovolny vektor h € R™ a funkeci u
diferencovatelnou v bodé a € R"™ je

u(a +th) =u(a) + tVu(a).h + o(t).
Priklad 48.

Véta 101 (Retizkové pravidlo). Necht g: A C R™ — R¥ a f:g(A) = R™ jsou diferencovatelné v
bodé a € A, resp. g(a). Pak je

V(fog)la) =Vgla) - Vf(g(a)).

Diikaz. V(fog)(a) a Vg(a)- Vf(g(a)) jsou linearni formy na R™. K rovnosti sta¢i ukazat, Ze se
rovnaji jejich hodnoty ve vektorech kanonické béaze e;. Vol 1 € 1. Stadi tedy ukazat, ze

k
%0914y =y 295 ()20 5 ga)
j

6xi " aXi 67x1

Vyjdéme z definice a pouZijme pozorovani

6209wjz o Tlgla+tei)) —f(g(a))
X1 t—0 t
_hmfmk0+t%hﬂ+0anﬂ9wn
t—0 t
_ flgla)) + V(g(a)). 52 +o(t) — f(g(a))
-l t
_ 99 , o(t)
—%wmmmﬁt
= Vilgla)). 22
k
_y 995 9
N ]; 6xi(a)ax) (a)

Piiklad 49. Necht funkce u je definovana piedpisem
0 pro (x,y) = (0,0)
ulxy) = {max {O,X— @} jinak
Pak u je spojita v bodé& (0,0). Dale
vu(0,0) = (0,0,...,0),

derivace ve vSech smérech existuji a jsou nulové ale u nemé v bodé (0, 0) totalni diferencial. Vol
h = (t,t?) pak

Il = V2 + t1 = [th/1 + 2
tedy [h| — 0 jakmile t — 0. Pokud by existoval tot. diferencial muselo by platit

. u(h) —L(h)
lim ———— =0
Ih|—0 h|
ale dle véty o tvaru diferencialu je L(h) = 0, tedy
i WL uh)
Ihl—0 | hi—o [h] =0 t/t2 + 1

COZ je Spor.

Véta 102 (Postaditelnd podminka diferencovatelnosti). Necht uw: Q C R™ — R a necht jsou

funkce % spojité na okoli bodu a € Q. Pak je w je diferencovatelnd v bodé a.
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Diikaz. Vol h € R™. Zvolme dale ¢ > 0. Nalezneme & > 0 tak aby
[Vu(x) — Vu(a)ln < ¢
Oznacme ap := a a pro k € 1 ay := ax_1 + hk.ex. Z Newton-Leibnitzovy formule dostaneme

n-l rarp
u(a+h) —u(a ):Z/ er.Vu(x)dx

n—1

Ak +1 Ak +1
Z/ ex.|Vu(x) — Vu(a)dx + Z / ex.(Vu(x) — Vu(a))dx
k=07 %k
n-1 Ax+1
=Vu(a)h+ Z / ex.(Vu(x) — Vu(a))dx
k=0
Tedy
n—1l capip
[u(a+h) —u(a) — Vu(a)h| < Z / k- (Vu(x) — Vu(a))dx
Ax 1
Z / [Vu(x) — Vu(a)|dx
< hyl. Vu(x) — Vu(a
k; - max [Vu(x) = Vu(a)|
< nJh| max |[Vu(x) — Vu(a)]
B(a,d)
< |hle.
Proto [u(a+ h) —u(a) — Vu(a)h| € o(|h|) a tedy funkce je v bodé a diferencovatelna. O

Véta 103 (Rollova véta ve vice dimenzich). Necht Q je omezend oblast a u € C(Q) je funkce
diferencovatelnd na Q. Necht navic w =0 na hranici Q. Pak existuje x € Q tak, Ze

Vu(x) = o.
Diikaz. Funkce je bud konstantni v takovém piipadé tvrzeni zcela jisté plati, nebo
(Ixe Q) u(x)>0Vu(x)<o0.
Necht bez ujmy na obecnosti nastane u(x) > 0. Pak existuje bod ve kterém se nabyva maxima. V
tomto bodé uz nutné plati
Vu(x) = o.
O

Véta 104 (Lagrangeova véta ve vice dimenzich). Necht Q C R"™ je oteviend konvexni mnoZina a
f: Q Cc— R. Pak pro viechny x,y € Q existuje n = tx + (1 —t)y, pro které je

dx—yf(n) = f(x) — f(y).
Diikaz. Pro t € (0,1) definujme funkei
g(t) == (1 —t)f(x) + tf(y) — f((1 — t)x + ty)|

Tato funkce je diferencovatelna v bodech kde g(t) # 0 (rozmyslete si pro¢). Pokud je nulova neni
co dokazovat. V opafném pifpadé existuji t;,ty € (0,1) tak, Ze

g(t1) =g(t2) =0

g(t) >0 Vte (t,t2).
Pak dle Rollovy véty existuje s € (ti,t2) s g’(s) = 0. Pak ale ozna¢ime-lin:= (1 —s)x + sy

g'(s) =f(y) —f(x) = Vf(n).y =x) =0
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a tedy
dxfyf(n) = f(X) - f(U)
O

Diisledek 7. Necht Q C R" je oteviena konvexni mnoZina a f € C'(Q). Pak f je lokalné
lipchitzovska a pro K C Q kompaktni plati odhad

If(x) — f(y)l < max|[Vu(z)[x —yl
zeK

19.3. Derivace vys8ich Ffadd a vicedimenzionalni Tayloriv polynom. Necht n je pfirozené.
Multi-indexem budeme rozumét o« € N™. Vyskou multitndexu pak rozumime hodnotu

n
o =) o
i=1

Derivaci funkce w podle multiindexu « rozumime parcialni derivaci
0%19%2 . . Q%n
= u(x)
(04 04 &
0x{10x57 ... OxXp"

mocninou podle multiindexu « &sla x € R™ rozumime

0%u(x) :

04

e X1 X2 Xn
X7TI=Xy Xy T X .

n

Faktorial multiindexu definujeme predpisem

Fddem derivace 0*u budeme rozumét vysku multi-indexu.
Polynomem budeme v dalsim textu rozumét kazdou funkci, které se da zapsat ve tvaru

stupném polynomu pak budeme rozumét maximalni vysku multiindexu, jehoz koeficient je nenulovy.
MnoZinu v8ech polynomi stupné nejvyse k budeme znadit Py

n+k)

Pozorovani 16. Py tvoii linearni prostor dimenze (kil

Definice 75 (Taylortiv polynom). Taylorovym polynomem stupné n funkce u v bodé a € R™

rozumime funkei
_ [ea
TE o)=Y oou(q), X= 9"

ol
loe| <k

Véta 105 (Taylorova véta ve vyssi dimenzi). Necht Q C R™ je oteviend a u: Q — R je funkce.
Ndsledugici podminky jsou ekvivalentni

(i) u je k-krdt diferncovatelnd.
(ii)
f— Tf'fa € o(lx — a¥)

Dikaz. O

19.4. Extrémy funkci vice proménnych.
Véta 106. Necht A C R™ je omezend uzaviend mnoZina a f € C(A). Pak f nabjvd na A extrémdi.

Diikaz. Je-li A C R™ uzaviena omezena pak dle véty pak je sekvencialné kompaktni (rozmyslete
za cviceni). Proto f € C(A,R) nabyva na této mnoziné maxima a minima dle véty O

Definice 76. Necht (M, p) je metricky prostor a f: M — R. Rekneme, ze f mé lokdIni minimum
(resp. mazimum) v bodé a € M, jestlize existuje r > 0 tak, ze

fla) < f(x) (resp.f(a) > f(x)) (Vx € B(a,r)).
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Hovorime-li o lokdlnim extrému funkce vice proménnych rozumime tim automaticky lokalni
extrém na metrickém prostoru tvoreném definiénim oborem funkce vybaveném Euklidovskou
metrikou.

Véta 107 (Nutnd podminka existence extrému). Nechl f je funkce definovand na okoli bodu
a € R™ a necht f nabjvd v a lokdlniho extrému. Pro h € R™\{0} plati, Ze existuje-li v tomto sméru
derivace pak

dhf(a) =0.
Specidlné, existuji-li v tomto bodé parcidlni derivace, je
(25) Vu(a) = 0.

Diikaz. Pro i € i poloZzme
@i(t) == ua+tei)
Vzhledem k tomu, Ze tato funkce musi mit v bodé 0 lokalni extrém, mame dle vétyId]

ou

5 (@) =0'(0) =0

A tedy
Vu(a) =o.
O

Bodtm spliujicim budeme Fikat stacionarni body. Pokud je tedy v bodé extrém a existuji
v ném parcidlni derivace pak uz je nutné staciondrnim bodem.

Definice 77. Necht u: A C R™ — R. Druhou derivaci f budeme rozumét
Vu = V(Vu)
Podobné pro derivace vyssich fadi (n > 2) definujeme induket
Viu = V(V* ).

V jedné dimenzi plati, Ze pokud mé Taylortv polynom funkce f libovolného stupné ostry extrém
v bodé a € R pak v ma v bodé a ostry extrém stejného typu. (ovérte jako cviceni). Ve vySsi
dimenzi uz tato véta bohuzel neplati.

Lemma 7. Necht P: R™ — R je polynom stupné nejvyse 2. Necht P ma v bodé a € R ostry
lokalni extrém. Pak existuje konstanta C € R™ a r > 0 tak, Ze

(26) P(x) —P(a) > Clx—al®* resp. P(a)—P(x) < Clx—al?

pro vSechna x € B(a, ).

Poznamka 19. Pro vyssi fady lemma neplati. Napfiklad pro k = 4 polozme
P(x1,%2) = (x] —x2)? + x5.

Pak pro body na parabole x2 = x? lemma evidentn& neplati.

Tvrzeni 22. Pokud Tayloriv polynom v bodé a funkce u fddu k = 2 md v bod€ a ostry lokdlnt
extrém, pak funkce w md v tomto bodé ostry lokdlni extrém stejného typu.

Driikaz. Dle vicerozmérné verze Taylorovy véty je
u(x) = T3 o (x) + o(lx — af)

Nechf bez ujmy na obecnosti méa T , v bod€ a ostré lokalni minimum. Pak dle lemm existuje
C >0 ar>0 tak, ze plati . Proto dle Taylorovy véty existuje 0 < s < r tak, ze

)~ T o ()l < S~ a?
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Pro x € B(a, s) z trojihelnikové nerovnosti
u(x) —u(a) 2 T7 ,(x) = T3 (@) —u(x) = T ,(x)|

C 2
>i —
2Ix al

a tedy v tomto bodé je ostré lokalni minimum. O
Poznamka 20. Pro vyssi stupeil polynomu jiZ toto tvrzeni neplati. Jako protipfiklad uvedme
pro k = 4 a body na parabole xo = x3

fx1,x2) = (x] —x2)% +x3 — 2(x] +x3)*.
Véta 108 (Postacujici podminky existence extrému). Necht funkce f je tridy C? na néjakém okoli

bodu a € A. Necht ddle a je jeji staciondrni bod. Pak

(i) Pokud A je pozitivné definitni md funkce v bodé a lokdlni minimum.
(ii) Pokud A je negativné definitni md funkce v bodé a lokdlni minimum.
(iii) Pokud A je indefinitni nemd funkce v bodé a lokdlni extrém.

Drikaz. Bez Gjmy na obecnosti mizeme piredpokladat, ze
a=o0/Af(a)=0

Necht nejprve Hessova matice druhych derivaci V2 Protoze o je stacionarni bod a a = o mame, Ze
Tayloruv polynom druhého stupné je tvaru

T2f(x) = (xV*u(0))(V?(0)x).

7 pozitivni resp. negativni definitnosti matice V2(o) vyplyva, Ze Taylortiv polynom druhého stupné
maé v bodé o ostré lok. minimum resp. ostré lokalni maximum v bodé o.
Necht naopak matice V2f(0) je indefinitni. Pak existuje u,v € R™ tak, Ze

(uV2(0))(uV?(0)) < 0A (vW%(0))(vW2(0)) > 0

Pak
@(t) = f(ut)
ma v bodé 0 ostré lokalni maximum, zatimco funkce
P(t) == f(vt)

mé v bodé 0 ostré lokalni minimum. ProtoZe po jedné pfimce mé ptuvodni funkce v bodé nula ostré
lok. maximum a po druhé piFimce ostré lokadlni minimum, nemtze mit ptvodni funkce v bodé o
extrém. O

Definice 78. Stacionarni bod funkce f € €2, ve kterém neni extrém budeme nazyvat sedlovym
bodem.

19.5. Inverzni a implicitni funkce.

Véta 109 (O implicitni funkci). Necht g: Q CR™ 5 R ax = (x1,X2...,%Xn) = (X, Xn) @

7

(27) 9(X0,x0) =0
Necht ddle g € C*(U), kde U je néjaké okoli (%o, o), necht ddle
ag .
3 (%0 %0) 70,

Pak existuje okoli V bodu %Xg,xq tak, Ze pro libovolné X existuje jediné x tak, Ze X a Xn spliiugi
.Oznaéz’me-li Xn, pro které plati jako f(%) pak navic f € CL(V) a

vf(g ()A(a X)

axn g (5\(7 X)

Diikaz. O

Vf(x) =—



MATEMATIKA 1 111

19.6. Vazané extrémy funkce vice proménnych. V nasledujicim textu se budeme zabyvat
nabyvanim extrému funkce vice proménnych na mnoZzinach které jsou tvaru

(28) M ={x e R": g(x) =0},

kde g € C}(R™, R*) je funkce vazby. Budeme tedy uvazovat problém hledani extrémi na takto
definované mnoziné. Pro tento problém sestrojime tzv. Lagrangeovu funkci, které je ddna predpisem

(29) L (%, A) == f(x) + A.g(x).
Lemma 8 (O projekci). Necht X je unitarni prostor a W CC X je kone¢né dimenze. Pro kazdé
x € X existuje pw(x) a navic pw € £(X) a

Pwlle ) = 1.

Diikaz. K dikazu, Ze projekce exituje je nutné dokizat existenci a jednozna¢nost nejblizstho bodu
z W k zadanému x € X. Nejprve existence:

Bud wi,wa,...,wy OG baze W. Definujme funkci f : R™ — R predpisem

fy) = ll(y-w) —x]|
(tedy vzdalenost bodu se souradnicemi y € R™ od x). Exituje R > 0 tak, ze pokud |ly|| > R pak
fly) > x.

M := B(x,R)
je kompaktni mnozina, tedy funkce f ktera je spojita na ni nabyva svého minima. Protoze
min f < lx
nin f(y) < |||

a vné této koule je hodnota prislusné funkce v&tsi, je toto minimum globalni na R™. Body, které
ho realizuji jsou body mnoziny Py (x).

Jenoznac¢nost: Uvédommé si, Ze pro libovolny a € Py (x) je
x—alh (VheW).

Necht existuji dva body a,b € Py /(x), pak je a,b € W atedy a—b € W. Tedy a—blx—a.
Proto, je dle Pythagorovy véty

Ix—al* + la—b]* =[x — b||?

tedy pokud ||[x —b]| =|[x — a|| pak |[a—b||=0a a=hb. O
Lemma 9. Nechft n,k e N, k<naoeQcR"age € (Q,R"). Necht rank(Vg(o)) =k a
he Vg(o)t a

M:={xe€Q:g(x)=0}
Pak je

dist(th, M) € o(t).

Diikaz. Necht h € Vg(0)*. Staci ukazat, Ze pro néjaké & > 0 existuje C > 0 tak, Ze

dist(th, M) < Cg(th)
Volme & > 0 dost malé, aby existovalo 0 < A < oo tak, ze

x—yl < Alg(x) —gly)) (Vx,y € WNB(0,63))

a aby

(30) sup [[Vg(x) = Vg(0)]| <

x<6d

P

Definujme posloupnost x; induktivné
Xo:=th, X111 =% —A\;

kde Ay € W je vektor, pro ktery je
g(x1) = A1.Vg(0).
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Ozna¢me
1(t) :== gtxy 1 + (1 —t)x).
Odhadnéme

1
lg0xs)l = g(xl)+/0 (p{(t)dt‘

1
=|g(x1) +/0 (X141 —x1).Vg(txip1 + (1 —t)x) dt‘

1
= /0 (x1+1 —x1).(Vg(txio1 + (1 —t)x) — Vg(0)) dt‘

< sup [[Vg(x) = Vg(0)flxir1 —xl

x€B(0,658)

= sup [[Vg(x) —Vg(0)[|[Ad
x€B(0,65)

< sup  [Vg(x) —Vg(0)fllg(x)l/A,
x€B(0,66)

kde A :=infs,nw |V g(0).x| a posledni nerovnost plyne z

= AL > i ) = )
l90x1) = A.Vg(0) > (inf IVg(0)XIAi| = AN

Diky mame
lg(x
gl < 95U
Tedy
lg(x1)l < 47Yg(xo)l
Je
X141 — Xl < Alg(xi41) — glxa))l
HA
< ﬁ|9(7‘0)|

Tedy posloupnost x;, konverguje. Ozna¢me
L:=limx,
n
Pak je
9(L) = limg(xn) =0
tedy L € M dale

— i 20A
xo — LI < lg(xo)lbA 3 47" = ==Ig(xo)|
i=0
Proto
20A 20A

dist(th, M) < o — Ll < == lg(x0)l = —~Ig(th)].
t

Lemma 10. Necht n,k e N, k <naae Q c R", fe €(Q)age (QR"). Necht
rank(Vg(a)) =k ah e Vg(a)t a

M:={xe€Q:g(x)=0}
a v bodé a € M je lokélni extrém vzhledem k M. Pak je
dnf(a) =0.
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Diikaz. Necht h € Vg(a)*. Necht bez jmy na obecnosti je a = 0 a f(0) = 0. Existuje r > 0 tak,
ze
Lip(flg(x,r)) =L < 00
Vol ¢ > 0, dle predchoziho lemma existuje & > 0 tak, ze d/h| < r a
dist(M, th) < etlh| (Vt e (=9,9))
Vol t € (-9, ). Existuje My € M tak, Ze
dnf(0).t = f(th) — f(0) + et = f(My + th — M) — f(0) — ¢[t| > f(My) — £(0) — Left|[h| — ¢]t]
Tedy
dnf(0)t > —|t]
kde n = ¢(1 + L|h|) > 0 je libovolné mal4 konstanta. Proto musi byt
dnf(0) =0.
O

Véta 110 (O vazanych extrémech). Necht f: Q C R™ — R je funkce a M je ddna rovnosti .
Necht f md v bodée a € M N Q extrém vzhledem k mnoZiné M. Necht

rank(Vg(a)) = k.
Pak existuje A € R®
VL (a,A) = o.

Diikaz. Existuje A € R* tak, ze

Vf(a) +AVg(a) € Vg(a)*
Tedy pro takto zvolené A (polozime-li h := Vf(a) +AVg(a)) je dle lemma

0, L (@) =0 (Vien)
Dale protoze bod maxima spliuje rovnice vazby, je
gi(a) = Liwla) =0 (¥jek)

a tedy
VL (a) =o.

19.7. Transformace soufadnic v R™.

19.8. Kfivky v R™.

Definice 79. Kfivkou v R™ rozumime zobrazeni ¢ : (a,b) — R™. Rekneme, 7e ¢ je
(i) spojita, jestlize @ € C({a,b) ,R™)
(ii) spojité diferencovatelna pokud ¢ € C!({(a,b)).

Délkou krivky budeme rozumét hodnotu

Up)i= sup D l@(xit1) — @lxi)l.

(xi)dé&leni<a,b> i
Véta 111 (o délee kiivky). Pokud ¢ je spojité diferencovatelnd krivka, pak je to kfivka konecné
délky a plati
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Driikaz. Dikaz pouze naznaéime, jelikoz jeho idea je podobné jako u délky kfivky. Vol € > 0 jelikoz
derivace funkce (v krajnich bodech rozsifime jednostrannou derivaci) je stejnomérné spojita funkce
na (a,b) nalezneme dostateéné malé § > 0, aby

— o)
-y
Vezméme déleni interval (a,b) (t;) s normou §, pak

Q(tir1) — @(ty)
tivi —tH

I3
b—a

—9'(x)| <

Ix —yl < 5=>‘

€
< vVt e (ti, tis1)

‘cp’(t)— —

Necht (zi) je n&jaké jiné koneéné déleni pak
D lolzin) — @zl <D lolsit1) — @lsi)]
i i

kde
{si} ={ti}U{zi}

je nejmensi spole¢né zjemneéni déleni t; a z;. Pak
@(sit1) — @(si)

; [@(ste1) = (s)l = Z Isin = sl | ===
Si+41 €
< ‘(s)+——)d
;/s ((p (s)+b_a> s
b
:/ lo'(t)dt/+¢
a

b
3 lolsi) —olsl > [ lo'0dt+ e

Protoze ¢ lze volit libovolné malé, pak uz nutné

b
3 lolsi) — (s = [ lo'tdt

Podobné se ukaze

Piiklad 50 (Indukéni civka). Uvazujme kiivku
x = max{0, (1 — t2)3}sin(507tt)
y = max{0, (1 — t%)3}sin(50mt)
z=t
kde t € (—2,2).
Cviéeni 16. Ukazte, Ze pro indukéni civku neexistuje bod n € (—1,1) tak, ze

e(1) — @(2)
¢’ =—7F—"
Tedy jinymi slovy, Zze verze Lagrangeovy véty pro vektorové funkce neplati.

Véta 112. Necht Q C R™ je oblast. Necht ddle existuje L tak, Ze pro kaZdé dva body x,y € Q
ezistuje rektifikovatelnd krivka @ : [0, 1] délky nejuyse L tak, Ze

e(0)=x, o(l)=y.
Necht u € CY(Q,R) axg € Q. Pak plati odhad

lu(y)l < Lsup [Vu(x)| + [u(xo)l
xeQ
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Dikaz. Vol y € Q. Necht ¢ je kiivka délky nejvyse L, kterd spojuje body x¢,y pak z Newton-
Leibnitzovy formule je

uly)] < fuly) —wlxo)l + hulxo)|
b

- / Vu(e(s))e’(s)ds| + ulxo)]

b

</ Vule(s))le’(s)ds + ulxo)]

< Lsup [Vu(x)| + hu(xo)l.
xeQ
O

Poznamka 21. 7 véty ihned vyplyva, ze v piipadé spliieni podminky s propojenim libovolnych
dvou bodu kfivkou kone¢né délky je kazda funkce s omezenym gradientem omezena. Toto plati
pro Sirokou t¥idu mnozin napiiklad pro kazdou konvexni mnozinu. Nadruhou stranu, pokud
podminka splnéna neni mizeme nalézt i funkci s omezenym gradientem, které je na omezené oblasti
neomezend, jak ukazuje nasledujici priklad.

Piiklad 51 (Silnice do nebe). Necht
1
Q= ,Yy)ix = t,y=rsint:1/t<r< ——,t>
{(xy) x=rcost,y =rsint: 1/t <r ro—yTY 71}

Pozorujme, Ze Q je omezena oblast (souvisla oteviena mnoZina). PoloZme

(t) = cost sint
P\t

cost sint
W)= (t—l/t t—1/t>

1
)
Nasledné definujme u(x,y) tak, aby
u(x,y) :=v(¢(t)) pro x,y € co(@(t),d(t)).
Takto je u definovana jednoznaéné na Q a u € CH(Q,R). Ziejmé

2x 2y
R bt

Ozna¢me

pak je pro kazdé (x,y) existuje t > 0 tak, ze
IVu(x,y)l < Vv

Vv

@' (1)

(t
()]’ (t)]

< [Vv(e(t)
< [Vv(oe(t)

2vm? 4+ 1
< -
us
Tedy gradient funkce u je omezeny a presto funkce je neomezené protoze o € Q'.
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19.9. Priklady k propoéitani.
1. Uréete D¢ a rozhodnéte, zda je lze spojité dodefinovat na mnozing Dy, je-li

(a)

f(x,y) = arcsin(x* + y? — 2)

X
oy = =2

f(x,y) = In(1 —x* —y?)

X

f(x,y) = arctan <|y>

2. Spoctéte limity (pfipadné ukazte, Ze neexistuji)
lim | lim f(x, ,  lim [ lim f(x, , lim f(x,
Y—Yo (X%Xo ( y)) x—Xo <yﬂyo ( 1‘”) (x,y)—(x0,Y0) (x.y)
je-li

(a) iy
S x
f(Xay): Xy ) XOZan():a

X +yl
f(x,y)zl_e%lﬁ Xo =Yo =0

In(x +y)
f = — =1 =
(x,y) xty—1 Yo =0
(d) ,
Xy
f(xay):X6+y27 x0:y0:07

3. Nadrtnéte nasledujici mnoziny v roviné a zjistéte, které z nich jsou oteviené ¢i uzaviené
(RZ, Peukl)-
(a)
M={(xy):x+y <1AX?—4y*> <2}

M ={(x,y): Vx+y <5}

M ={(x,y) : sinx cosy > 0}

T
M = {(x,y) s arctan(xy) > g}
4. Naleznéte funkci, kteréd je spojita v jednom bodé po vSech piimkach, ale neni v daném bodé
spojité.
5. * Naleznéte funkci, ktera je spojita po vSech primkach, ale neni spojita.
6. Naleznéte funkei, ktera ma v bodé (0,0) dvojnou limitu, tzn.

lim f(x,
(x,y)—(0,0) ()

existuje, ale neexistuji

lim <1im f(x,y)) ani Hm (nm f(x,y)).
x—0 \y—0 y—0 \x—=0
7. Naleznéte funkei f : R? — R, ktera je spojita na husté podmnoziné R? a zaroveii je na husté
podmnoziné R? nespojita.
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8. Naleznéte funkei f: M € R? — R, ktera ma limitu v 0 ale fo ¢ neni spojita pro zadnou spojitou
kfivku s koncovym bodem 0.
9. ** Necht f: A C R? — R je spojita funkce a A je uzaviena omezena konvexni mnozina. UkaZte,
7e funkci lze spojité rozsiFit na R?. Tzn. existuje F: R? — R spojita tak, ze
Fla =f.
10. Zjistéte, ve kterych bodech jsou zadané funkce diferencovatelné a urcete jejich deiferencial, je-li

(i)
(i)

f(x,y) = arctan(x? + 2y?) + arcsin(sin x)

f(x,y) = tan (X+y>
y*Z

f(xayaz) = arCSiD(l — X2 —yQ — Z2)

fx,y) = elxly+lylx

0 pro (x,y,z) = (0,0,0)
f(XaU,Z) = (x—2y+z)3 ..
¥y Jinak

11. Gramofonova deska se prehraje za ¢as T. Deska ma tvar mezikruzi s rozméry r; < 13 a toCi se
thlovou rychlosti w. Kdyz se deska otaci prenoska se po desce pohybuje rovnomérné. Spodcitejte,
jak 8iroka je brazda.
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20. POSLOUPNOSTI A RADY FUNKCI

Definice 80 (Bodova konvergence). Necht (M, p) je metricky prostor. Budte f;, : M — R realné
funkce. Rekneme, Ze posloupnost funkei konverguje bodové k funkci f: Q C R — R jestlize pro
vSechna x € M a ¢ > 0 existuje ng € N tak, ze

fr(x) —f(x)l <e (Vng>mn)
funkci f nazveme bodovou limitou posloupnosti funkci f,,. Tento fakt zapisujeme jako f,, — f

Tvrzeni 23. Ezistuje-li bodovd limita posloupnosti funkci 1, pak je urcena jednoznacné.

Diikaz. Vol x € M protoze T, (x) je posloupnost je jeji limita uréena jednozna¢né. Pak oznacime-
li ji jako f(x) pak funkce x — f(x) je uréena jednoznaé¢ne pro vSechna x € M. O

Piiklad 52. (i) fu(x):=x", M =(0,1) pak f, — 0.
(i) fn(x) = (1+ 2)", M =R pak f, — €.

Definice 81 (Stejnomérna konvergence). Necht (M, p) je metricky prostor. Rekneme, Ze posloup-
nost realnych funkci f,, : M — R
(i) konverguje stejnomerné k funkci f, jestlize pro viechna ¢ > 0 existuje ng pfirozené tak, ze
pro vSechna x € M je
Ifn(x) = f(x)l <& (Vn=mne)
PiSeme f,, = f.
(ii) Pokud existuje f tak, ze f,, =2 f fekneme, Ze posloupnost funkci f,, je stejnomérné konvergentni.
(iii) Rekneme, 7e fn konverguji lokdlné stejnomérné k f, jestlize

falk = flx

loc

pro kazdou kompaktni K C M. PiSeme f, = f.

loc loc

Pozorovani 17. Pokud f,, = f, pak f, =f a pokud f,, = f pak i f, — f.
Piiklad 53. Pro M = (0,1) Definujme

fa(x) =x"
Pak
1 =1
flx) = { ?ro X
0 jinak

je bodovou limitou posloupnosti funkci f,,. Priklad ukazuje, ze bodova limita spojitych funkci
nemusi byt spojita. Déle omezime-li se pouze na interval (0, 1), vidime, Ze posloupnost funkei f,,
na tomto intervalu nekonverguje k 0 uniformé, coz je vidét zvolime-li

1

V2

Xn =

pak je ziejmé x,, € (0,1) ale

1
fn(xn) = 5 >0

tedy posloupnost nekonverguje stejnomérné k nulové funkei (coz je vzhledem k tomu, Ze je to
bodova limita dle pozorovani jediny kandidat na limitu). Nadruhou stranu, pokud K C (0,1) je
kompaktni pak existuje & > 0 tak, ze K C (5,1 —0) a tedy

Ifn() < (1=8)" (Vx € K)
loc

a tedy f, =0 na intervalu (0, 1).

Tvrzeni 24. Necht (M, p) je metricky prostor. Posloupnost funkci f, : M — R je stejnomérné
konvergentni na M, prdvé kdyz je stejnomérné Cauchyovskd (tzn. pro kaZdé ¢ > 0 existuje ng
prirozené tak, Ze pro vSechna n,m > ng a x € M je

[fn(x) = fm (x)] < e.
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loc

Vé&ta 113. Necht (M, p) je lokdiné kompaktni metricky prostor, f, € C(M) je posloupnost a T, = f.
Pak je f € C(I).

Diikaz. Vol x € M a ¢ > 0. Existuje r > 0 tak, Zze B(x,r) C M je kompaktni. Tvrdime

mnp = max [fr(y)—f(y)l—0
y€EB(x,1)

Mame
If0x) = F(Y)l < [F(x) = fFn () 4 [ (x) = Fr (Yl + [T (y) — fy)l
Vol nejprve n tak, aby m,, < €. Dale vol 6 > 0 tak malé, aby

sup [f(x) —fly)l<e
B(x,d)

Pak pro vSechna y € B(x, d) je
If(x) — f(y)| < 3e.
O

Uvazujme dale vektorovy prostor €(M) spojitych funkci na M, kde séitani je definovano jako

(f+9g)(x) =f(x) +g(x)
a nasobeni jako
(af)(x) = a.f(x).
Vé&ta 114. Na mnoZiné spojitijch redlngch funkci na metrickém prostoru M C(M,R) definujme
[[fllo := sup [f(x)I.
xel

Pak || - || je norma na C(1) a dvojice (C(1), || - ||oo) tvoFi Banachiv prostor.
Drikaz. Vol x € M pak je
[f(x) + g0l < [F(x)+ [g () < [[f]leo + [I9loo
Prechodem k supremu na levé strané dostaneme
[T+ glleo < [Iflloo + [l9]lco-
Tedy trojihelnikova nerovnost plati. Dale zifejmé
[|aflloo = lalllf]|co-
Zbyva ukazat tplnost. Z¥ejmeé existuje bodova limita (viz véta . Oznacme ji f. Vol x € M.
Zvolme n tak aby
fm—ful<e Ym>n
Pak nalezneme m pfirozené, aby
Ifm(x) —f(x)] < e
je
(%) = frn ()] < IF(x) = fin (X)] + [ (x) — fu(X)] < 2e.
Protoze x bzlo voleno libovolné mame
[fn —fllo <.
O

Véta 115 (Moore-Osgood). Necht (M, p) je metricky prostor, xo € M. Necht ddle f, : M — R je
posloupnost funkci, pro kterou plati
(i) Existuje v > 0 tak, Ze f, = T na B(xo, 1) \ {x0}
(ii)
lim f,(x) =a, € R

X—X0

lim lim f,(x) = lim f(x).
n—o0 X—Xq X—X0
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Diikaz. Nejprve ukdzeme, Ze a, konverguje. Predpokladejme pro spor, ze nekonverguje. Pak
existuje ¢ > 0 a vybrana podposloupnost b, z a,, tak, ze
[b, —bm| > ¢.

Vybereme z f,, podposloupnost funkei gn, ptislusnych k b,,. Pak zfejmé

1(gn — gm)XB (xo.r )\ (xo0}lo0 > €
tedy dostavame se do sporu s (i). Ozna¢me

L:=limay.
n

Zvolme 1 dost velké, aby pro vSechna x € B(xg, ) \ {xo} platilo

lan — L < e Alfn(x) —f(x)| < ¢
Pro toto n zvolme & € (0, 1) dost malé, aby pro vSechna x € B(xg, ) \ {xg} platilo

[fn(x) — an] < e.

Vol x € B(xg, d). Pak je

If(x) — LI < [fn(x) — () + [fn(x) — anl +lan — L
< 3e.
Tedy
L= lim f(x).
X—X0

O

Vé&ta 116 (Dini). Necht (M, p) je metricky prostor, T, € €(M) je posloupnost funkei a f € C(M)
necht ddle

fo(x) L f(x) VI (x) T f(x) VxeM
Pak . konverguji lokdlné stejnomérné k f na M.

Drikaz. Vol K C M kompaktni. Bez tjmy na obecnosti pfedpokladejme f =0 a f, | 0. Pokud f,
nekonverguje stejnomérné k 0 na K. Pak existuje podposloupnost g, tak, ze existuji x, € K

gn(xn) >e>0.
Vzhledem k monotonii konvergence je
gn(xk) > €
pokud k > n. Vzhledem ke kompaktnosti K muazeme piedpokladat, ze x, — x. Odhadnéme
f(x) = gnxi) = lgn(xx) = gn(X)[ = [gn (x) — f(x]]

Nejprve volme n tak aby posledni ¢len byl mensi nez § déle vol k dost velké, aby druhy ¢len byl
mensi nez 5 proto

f(x) >

Wl m

a to je spor. O

V nésledujicim tvrzeni budeme potfebovat o néco silnéjsi pojem, nez kiivkova souvislost,
ktery budeme nazyvat konefné souvislost. Rekneme, Ze mnozina Q C R™ je konecné souvisld,
jestlize existuje L takové, Ze kazdé dva body muzeme spojit kiivkou délky nejvyse L jejiz obraz je
podmnozinou Q.

Véta 117. Necht f,, je posloupnost diferencovatelngjch funkci na Q C R™ je omezend krivkové
souvisld oblast a necht VI, = g a existuje xg € Q tak, Ze £, (xq) je konvergentni. Pak f, = f.
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Diikaz. Vol ¢ > 0. Vol y € Q. Nalezneme kiivku délky nejvySe L spojujici xo a y. Muzeme
predpokladat, ze y € C1({0,1) ,R™) a |y’ (t)| = L. Mame odhad

i (y) — F(y)] = I (x0) /Vf V(O dt— fn(xo) /Vf )y (1) d
<|fn(xO)—f(xO)\+|/0 Vi (y(t) dt—/ V(D) () d ]

1
< Ifn (x0) —f(Xo)H-L/O Vi (y(t)) — VI(y(t))ldt

O

Véta 118 (Arsele-Ascoliho véta). Necht (M, p) je kompaktni metricky prostor a (S, o) je lokdlné
kompaktni metricky prostor (kazdd omezend mnoZina je prekompaktni). Necht X = (C(M, S),n),
kde

n(f, g) := sup o(f(x), g(x))
XxeEM

je metricky prostor a A C X je mnoZina funkci, pro kterou plati
(i)
(Ir>0)(Fy e S)(Vfe A): f(M) C B(y,r)
(stejnomeérnd omezenost v MP)
(ii)
(Ve > 0)(3d > 0)(Vf € A) : p(x,y) < 6 = o(f(x),fly)) < e.
(stejnomernd spojitost v MP)
Pak A je prekompaktni mnoZina v prostoru (C(M,S),n)
Driikaz. Dle véty [84] staci ukazat, Ze z kazdé posloupnosti funkci f, € A lze vybrat Cauchyovskou.
Vol ¢ > 0. Zvolme 6 > 0 dost malé, aby
o(f(x), g(x)) < e

jakmile p(x,y) < 8. K tomuto & nalezneme kone¢nou 8-sit (x)X_;. Protoze z f,,(x1) je prekom-
paktni mnozina, vyberme fy 1 tak aby fn 1(x;1) byla cauchyovska. Z f, 1 vyberme dale f, o tak,
aby fn 2(x2) byla cauchyovska. Vybirejme dale podobné z f, ; posloupnost fn iy1(xit1) byla
cauchyovska. Ozna¢me

Zn = fn,k
Tvrdime, Ze z,, x je stejnomérné cauchyovska. Skute¢né vol x € M nalezneme | € k aby p(xy,x) <&
ang € N, aby 0(zn(x1),zm(x1)) < € jakmile m,n > ng. Pak je
N(zn, zZm) < 0(zn(x), zn(x1)) + o(zn(x1), zm (x1)) + o(zm (x1), zm (%)) < 3¢

a tedy posloupnost je cauchyovska. O

Véta 119 (Stone-Weierstrassova véta). Necht (M, p) je kompakini metricky prostor. Necht
A CC C(M) je mnozZina funkci spliiujici

(i) Pro vsechny x,y € M existuje f € A tak, Ze
f(x) # f(y)

(ii) A obsahuje vSechny konstanini funkce na M
(iii) Plati
f,ge A pak max{f,gle A
nebo
f,ge A pak f.geA.
Pak A je hustd podmnozina (C(M), ]| - ||eo)-

Driikaz. Necht nejprve plati prvni podminka. O
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Dusledek 8. Necht f € C(R™) pak existuje posloupnost polynomi P, tak , Ze
loc

P, = f.

Nedostatkem tohoto vysledku je, Zze ac¢koliv nam fika, Ze aproximace existuje nedava navod jak
konkrétné danou funkci aproximovat. Konkrétni aproximaci dostaneme pomoci Bernsteinovych
polynomd (viz []).

Definice 82 (Bernsteinovy polynomy). Pro x € (0,1) a f € €((0, 1)) definujeme

n
Bnf(x):= jZO f (E) <E)xk(1 —x)nk
Vé&ta 120 (Bernsteinova véta). Necht f € C((0,1)) pak
B f =1
Dikaz. g

V nésledujici vété budeme potiebovat pojem monoténni operator. Rekneme, 7e operator
T:C(I) — €(I) je monotonni, jestlize pro viechny f € C(I) je

Tf.f > 0.

Véta 121 (Korovkinova véta). Necht Ty, : C(I) — C(I) jsou linedrni monotdénni operdtor. Pak
ndsledugjici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) Lnf = f pro vSechny f € C(I)
(ii) Laf=f pro f € {1,x,x2}.

Definice 83. Necht (M, p) je metricky prostor. Necht A C €(M). Rekneme, Ze
(i) A je stejnomérné omezend, jestlize existuje C € R pro které
(Vx € M)(Vf € A)lf(x)| < C
(ii) A je stejnomérné spojitd
(Ve > 0)(3d > 0)(Vf € A) [p(x,y) < & = [f(x) —f(y)| < €l
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21. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Necht Q ¢ RFMFDHL o .. Q0 — R. Obycejnou diferencidlni rovnici n-tého ¥ddu rozumime
tlohu

(31) fly™ g™ty Y x) =0

s piipadnou pocatecni podminkou

(32) Y™ (x0) = yn, y "V (x0) = Yno1s---y(x0) = Yo

Definice 84 (Maximalni FeSeni dif. rovnice). Resenim diferencidlni rovnice rozumime kazdou

dvojici (y,I), kde funkce y : I — R spliiuje (pfipadné jeste (32)). Pokud navic FeSeni nelze
rozsifit na zadny striktné vétsi (ve smyslu inkluze) I O I, pak fekneme, Ze dvojice (y, I) je mazimding
resent pripadné jeesté spliiujici pocateéni podminku .

21.1. Diferencialni rovnice prvniho fadu. Oby¢ejnou diferencialni rovnici prvniho rfadu v
explicitnim tvaru rozumime speciélni tvar

(33) y'(x) = f(y,x)
S pfipadnou poé¢. podminkou
(34) y(xo) =Yo

Lemma 11. Necht xo € I, y € €'(I) a f je spojita na (I,y(I)). Pak (y,I) je feseni s pocateéni
podminkou , pravé kdyz plati

(35) y(x) =yo+/ flx,y(x)) dx

0

Diikaz. Vyhovuje-li funkce y diferencialni rovnici se zadanou pocateéni podminkou, pak z Newton-
Leibnitzovy formule (viz. véta[p5) dostavame

X X

yix) = yo +/ y(x)dx =yo+/ fx. y(x)) dx.

X0
Nadruhou stranu plati-li je evidentné splnéna pocateéni podminka a derivaci dané rovnice
dostaneme ([33). O

Lemma 12 (O lepeni feSeni dif. rovnic). Necht I = (a,b),] = (b,c) jsou intervaly a necht
(Y1, D), (y2,]) jsou FeSenim dif. rce. . Necht dale f je spojita a

lim y;(x)= lim ys(x) =1L
x—b— x—b+

definujme y predpisem
yi(x) prox € (a,b)
yx):=<L prox=>
ya(x) prox € (b,c)
Pak dvojice (y, (a,c)) je FeSenim

Diikaz. PouZijeme-li lemma Funkce y je podle ngj primitivni funkei k funkei f(x,y(x)) na
intervalu (a, ¢) navic snadno zkontrolujeme, Ze plati y(xo) = yo a tedy plati

X

y(x) =yo+/ f(x,y(x)) dx.

0

Proto, dle predchoziho lemma, je takto definovana funkce feSenim zadané diferenciélni rovnice. [

Véta 122 (Peanova o existenci feSeni). Necht je ddna ob. dif. rce. pruniho iddu v explicitnim
tvaru, tzn.

(36) y'(x) = fly,x)

necht (xo,Yo) € Q a f je spojitd na Q vzhledem kvy. Pak existuje 8 > 0y, € C(I5) tak, Ze (yi,1s)
je feSenim rovnice (36|) spliugjici (tedy v tomto piipadé y(xo) = Yo, kde Is = (xo — 8,%9 +8))
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Diikaz. K diikazu existence (alespoii lokalniho) FeSeni diferencialni rovnice (36) vyuZijeme lemma
Nejprve definujeme posloupnost funkei, o které ukazeme, Ze konverguje v prostoru spojitych
funkei se supremovou metrikou a nésledné ukézeme pomoci lemma Ze vysledna funkce musi byt
feSenim problému. Dikaz pro prehlednost rozdélime na nékolik krok.
Krok 1 - konstrukce aproximaé¢ni posloupnosti: Definujme posloupnost pron € Na k € Z
polozme
Xnk =%Xo + k27"

Dale induktivné definujme
yn(XO) =Yo /\yn(xn,kJrl) = yn(xn,k) + 27nf(xn,kv yn,k)

V bodech mimo body xn x dodefinujeme funkei yn, linedrné (tzn. pokud x = Axp k41 + (1 —A)xn k
pak poloZime
Yn(X) == AYn(Xnx+1) + (1 = AJyn(xnx)-
Krok 2 - konvergence aproximacni posloupnosti. ProtoZe f je spojita na okoli bodu zg = (x0,Yo)
pak existuje kompaktni K C Q obsahujici néjaké okoli bodu zg. Oznacme

M := max |f(z)|
zeK

Dale pro malé 1 > 0 oznacme
¢(n) = sup{lf(z) — f(z)| : 2,2 € KN\ [z —z| <nm}
Protoze f je na K stejnomérné spojita vime, ze

lim @(n) =0.
n—0+

7 trojuhelnikové nerovnosti a faktu, ze
Lip(y) <M
vyplyva
lyn ()] < [yol + MIx — xol < [yol + M8,
pro vSechna x € (xg — 6,xg + 8). Dale plati
[Yn (x) = yn (%) < Mx — x|
pro v8echna x € (xg — 8,%g + 0). Tedy posloupnost je stejnomérné spojita. Tudiz dle véty lze

vybrat konvergentni podposloupnost. Oznac¢me ji 1.
Krok 3-Limita aproxima¢ni posloupnosti fesi rovnici. Vol ¢ > 0 libovolné. Je

u(x) —yo — /X £, u(x))] <fun (x) —u(x)+

0

+ /Xf(x,u(x))*f(&un(x))dx

0

un(x)—yo—/ f(x,un(xn‘+

0

Ted zvolme n dost velké, aby
lun —uljeo < €

a
dp(27 M1+ M)) < e
a
@([un —ul]) <e
Pak je

X
(9~ o [ bl < 3e.

X0
a protoze ¢ je libovolné malé, je

wlx) = yo + / i u(x))

X0

a tedy funkce u Fesi zadanou rovnici na (xg — 6,xq + 0). O
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Véta 123 (Picardova véta o existenci a jednoznacnosti feseni). Necht je ddna ob. dif. rce. pruniho
rddu v explicitnim tvaru, tzn. necht (xo,Yo) € Q a f je lokdlné lipchitzovskd na Q vzhledem k
y. Pak existuje 5 > 0y, € CH(I5) tak, Ze (y1,1s) je jedingm Fesenim rovnice splriugict
(tedy v tomto pripadé y(xo) = Yo, kde Is = (xo — 86,%0 + 8))

Diikaz. Vol G otevienou a K kompaktni mnozinu tak, aby (x¢,yo) € G C K € Q. Na prostoru
(C((xo —8,%0 +8)),] - llco) definujme operator

X

Ty(x) 3=U0+/ flx,y(x)) dx

X0
Dle lemma [T] je y FeSenim rovnice, pravé kdyZ je pevnym bodem zobrazeni T.
Ozna¢me dale L konstantu Lipchitzovskosti funkce f v proménné y na mnoziné K. Pokud
1
< —
2L

pak jey,z € C((xp — d,%0 + 0)) mame odhad

[Ty — Tzl = / o,y () — Flx, 2(x)) d x

< L/ (o) — 200l dx

< Lix —xolllz = Yllo
< L5||Z_yHoo

1
< 5l =yl

A tedy zobrazeni T je kontrakei na prostoru (C(xo — 8,%o +8), || - [|loc), mé proto dle véty [90] jediny
pevny bod. A tedy rovnice se zadanou podminkou mé na intervalu (xg—90,xg+90) jediné feSeni. [

21.2. Rovnice se separovanymi proménnymi. Je dana rovnice typu
(37) y' =h(y)f(x)

Tento typ rovnice, ¢ rovnici, kterou lze ipravami do tohoto tvaru prevést nazyvame rovnici se
separovanymi promenymi.

Vé&ta 124 (o feSeni rovnice se separovanymi proménnymi). Necht f,h jsou spojité funkce na I
resp. na | a h je navic nenulovd, necht F, H jsou primitivni funkce k f resp. 1/h. Necht ddle

F(I) + ¢ C H(])

Pak dvojice

(H ' (F(x) +¢), )
je Tesenim rovnice . Resent se zadanou podminkou y(xo) = Yo, kde yo neni nulovy bod funkce
h je navic lokdlné jednoznacné.

Diikaz. Dikaz plyne ihned z Picardovy véty (viz. véta|l123)). Ponechavame jej proto jako jednoduché
cviceni ¢tenafi. (]

K nalezeni vSech maximalnich FeSeni rovnice (37) je moZno pouzit néasledujici algoritmus.

Algoritmus 2. (1) Ur¢ime defini¢ni obor funkce f a tim i max. intervaly na kterych je mozné
hledat TeSeni.
(2) Nalezneme nulové body funkce h. Je-li h(c) = 0, pak je funkce y = ¢ stacionarni feseni
rovnice .
(3) Nalezneme maximalni intervaly, na kterych je funkce h nenulova.
(4) Dle véty o FeSeni nalezneme FeSeni s oborem hodnot uvnitf téchto intervali.
(5) Zafixujeme c a pro tuto konstantu nalezneme maximalni intervaly pro které je F(I)+c C H(J)
(kde J je z kroku 3).
(6) f{eéem’, ktera lze navazat dle lemma nalepime na stacionarni feSeni tak, abychom dostali
maximélni reSeni.
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21.3. Linearni a Bernouliovy rovnice. Linearni{ diferenciilni rovnic{ budeme rozumét rovnici
typu
li
(38) y' 4+ a(x)y =b(x)
Linearni rovnici lze pfevést na rovnici se separovanymi proménnymi dvéma zptsoby. Bud lze

pouzit Metodu integracniho faktoru. Tu provedeme tak, Ze vynésobime rovnici tzv. integra¢nim
faktorem tzn. funkei e, kde

Dostaneme
Rovnice je ekvivalentni s

Resenim rovnice je pak
y= e AKX /eA(X)b(x)dx,

Nebo muzeme postupovat metodou wariace konstant. V tomto postupu nejprve vyfeSime
homogenni rovnici
Yn +a(x)yn =0
Nasledné hledame feSeni rovnice ve tvaru

Y =Yn.Z.

Rovnici tvaru
y' +alx)y = b(x)y%,
kde « ¢ {0, 1} nazyvame Bernouliovou rovnici. Pokud « > 0 existuje nulové stacionarni FeSeni.
Nenulové feSeni nalezneme pomoci substituce

1—x

z=y 7,
ktera prevede Bernouliovu rovnici na linearni diferencialni rovnici 1. fadu. Pokud « € (0,1) je
mozné nenulové feSeni nalepit na nulové dle lemma o lepeni a dostat tak maximélni feSeni.

X2

21.4. Linearni diferencialni rovnice vyssich fadd. V nasledujici ¢asti se budeme zabyvat
linedrnimi diferencidlnimi rovnicemsi vysSich vadid s konstantnimi koeficienty tedy rovnicemi ve
tvaru

(39) any™ +an oy Y+ @y’ agy = alx).
Uvazujme dale homogenni tilohu danou rovnici
(40) any™ +an iy Y 4 ay’ +agy =0.

Véta 125 (O tvaru feSeni diferencialnich rovnic vyssich fada). MnoZina vSech FeSeni rovnice
tvoTi vektorovy prostor dimenze n. Pokud y, je Tesent , pak vSechna Fesent jsou ve tvaru

Y =Yp +Yn,
kde yn je TeSeni homogenni tdlohy .
Diikaz. Jsou-li yi,ys TeSeni pak plati Ozna¢me
Dy = any™ + an1y™ 4+ + a1y’ + aoy
Pak D € £(€C™, ). Vzhledem k linearité operatoru, je ho jadro tedy mnoZina
ker(D) ={y: Dy =0}
tvoii linedrni prostor. Déle oznacime li y, feSeni a yn € ker(D) pak je

D(yp +yn) = D(yp) + D(yn) = a(x) + 0 = a(x)
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tedy yp + yn Tesi . Nadruhou stranu pokud yp,y Tesi pak
Dy —yp) =D(y) = Dlyp) = a(x) —a(x) =0.
tedy yn = yp —y Tesi (40). a

Definice 85. (i) Bazi prostoru FeSeni ulohy budeme nazyvat fundamentdlni systém Tesend.
(ii) Charakteristickym polynomem tulohy budeme rozumét polynom

PA) = an A" 4+ an AV + - 4 A + ao.

Véta 126 (O korenech polynomu). Nechl P je polynom s redlngmi koeficienty, necht{A1,Aq, ... A}
je mnozina viech kofent (i pfipadné komplexnich). Pak
(i) Jsou-liiy,1a,...1k jejich ndsobnosti, pak

k
Z i,j =n
j=1
(ii) Pokud A = a+bi kde b € R\{0} je koren ndsobnosti k pak i A = a —bi je koien ndsobnosti k.

Véta 127 (O tvaru FS). (i) Pokud A je k-ndsobny koen, jsou funkce e xeM* ... xK"1leM

resend problému
(ii) Pokud A = a +1ib jsou koreny polynomu P pak funkce e®™ cos(bx) a e** sin(bx) jsou TeSenim

ulohy .
21.5. Soustavy linearnich diferencialnich rovnic.

21.6. PribliZzné metody reseni ODR.
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21.7. Priklady k procvic¢eni. Naleznéte viechna maximalni feSeni diferencialni rovnice a nasledné
max. TeSeni splhujici zadanou pocateéni podminku.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.
19.

20.

y' =y, y)=-1

y' =3"y%y(0) =1

(1+y?*)x
r= IR ) =1
y 241 :y(0)
2 2
)
1+ x? 16
2xy?
"= 0)=1
2 YO
, l1—x
Yy = y(0) =—1
Y
y'sinx =ylny y(E>:1
’ 3 9
62
' 2y =e” y(l) = +1

y'(x* +y%) =2xy
/ 3% _e
Xy —y=x’e", y(l)—§
xy’ + 4y = 3xy>
y///_3y1+2y:ex

y'+2y' +y=e+x

y =y-—z+e
z/ =—y+2z—u+2e
uw =—z+u+3e*

Yy =y+2z+3ute ™

z/ =2y+4y+6u+er

u =3y+6z+9u+1
Pomoci diferencialni rovnice popiste pohyb mechanické oscilace pruziny
Naleznéte rovnici popisujici svisly pohyb télesa v nehomogennim gravitacnim poli.
** Odvodte systém rovnic popisujici pohyb planet po ob&znych drahach kolem slunce (dlohu
resté tak, ze budete uvazovat pouze vzajemné plsobeni planety a Slunce a zanedbate vSechny
ostatni gravitaéni vlivy)
Diferenciélni rovnici popiste zavislost drahy na ¢ase pii volném padu, kde zapocitavame odpor
vzduchu, pri¢emz odpor vzduchu je amérny ¢tverci rychlosti.
V piehradé na fece se uvolnilo M kilogramii jedovaté latky a okamzité se v ni rozpustilo. Z
prehrady o objemu vody V; zacal odtékat jedovaty roztok do piehrady o objemu V5 pod ni.
Naleznéte funkci popisujici koncentraci jedovaté latky v prehradé v ¢ase t a urcete jeji maximum.
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22. VICE-ROZMERNY RIEMANNUV INTEGRAL

V néasledujicim textu budeme potfebovat zavést miru mnozin v n dimenzionalnim prostoru.
Abychom to udélali definujme obdelniky. Obdélnikem v R™ budeme rozumét kaZdou mnoZinu tvaru

R = (a;,b1) x (az,ba) x -+ X (an, by)

Mnozinu v8ech obdélnikii budeme znaéit symbolem O Pro R € O ozna¢me

n

V(R) == ] (i — ay).

i=1

Definice 86. Necht A C R"™ je mnoZina definujme
k
J(A) := inf {Z V(R;) : R; pokryva A} ,
i=1
podobné
k
J(A) :=sup {Z V(R;) : A pokryva Ri} .
i=1
Pokud J(A) = J(A) pak fekneme, Ze mnoZina je J-méfitelnd a polozime
J(A) = TJ(A).

Hodnotu J(A) budeme nazyvat Jordan-Peanoviym objemem mnoZiny A.

Tvrzeni 25. Pokud A a Ay, Aq jsou J-méritelné pak
(i) R™\A je J-méritelnd;
(ii) Ay U Ag je J-méFitelnd;

(iii) Ay N Ay je J-méfitelnd.

7 predchoziho indukci snadno vyplyva, libovolna koneéna sjednoceni ¢ priniky jsou opét
méfitelné mnoziny. Ted potfebujeme ukézat, Ze tfida méfitelnych mnozin je dostatecéné Siroka. K
tomu slouzi nésledujici véta.

Véta 128. KaZdd otevirend mnoZina je J-méfitelnd.

Definice 87. Jednoduchou funkci rozumime funkei ve tvaru

k
S = Z AiXA;
j=1

kde A; jsou J-méfitelné mnoziny. Pro takovéto funkce definujeme

k
/ s(x)dx:= Z aiJ(ai).
n ]':1
Pro funkci f: A C R™ — R definujeme
kf
a
kf
Hfy = —[kw

Definice 88 (Mé&f. funkee). Rekneme, Ze funkee f je J-méfitelna, jestlize pro vSechna o« € R™ jsou
fH{(«, 00)

j-méfitelné mnoziny.
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V nasledujicim oddile budeme hovofit o po ¢astech spojitych funkcich. Rekneme, 7e f: Q C R™
je po Castech spojita, jestlize existuji Qq, Qs ... Qy tak, ze

k
Uao=a
j=1

a flo; jsou spojité funkee.

Tvrzeni 26. KaZdd po castech spojitd funkce je J-méfitelnd.

Definice 89. Pro méfitelnou funkei f: A C R™ — R definujeme Riemanniiv vicerozmérny integrdl

(.‘R)/Af(x)dx:: s%p{/Akadx}.

Priklad 54. UvaZzme Dirichletovu funkci
f .= XQn
pak f neni J-mé&Fitelna funkce

Véta 129. Necht K C R"™ je kompaktni mnoZina f: K — R je spojitd funkce, pak

(iR)/ f(x)dx € R
K
Véta 130 (Fubiniova véta pro Riemanniv integral). Necht f:R™ — R je J-méfitelnd funkce. Pak
je
/ f(x)dx:// f(x)dxidxy,
R™ RJR™ T
kde

Xi = (X1,X2, - Xi—1,Xit15-- - Xn)

Necht ¢ : R™ — R" je funkce, jejiz kazda slozka je diferencovatelnd na R™. Pro takovouto
funkci definujeme Jakobidn predpisem

Jo(x) :=det(Vo).

Véta 131 (Substituce pro vicerozmérny integral). Necht Q,Q C R™ jsou oteviené mnoZiny a
f: Q — R je integrovatelnd funkce. Necht ¢ : Q — R™ je spojité diferencovatelnd funkce a

Jo(x) #0.

/Qf(x)]q,(x)dx:/ﬁf(x)dx.

Pak je
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23. POCETNI METODY - UKAZKOVE RESENE PRIKLADY
23.1. Limity posloupnosti.
Reseny ptiklad 1. Vypoctete limitu

3 2 o |
vn?sin(n!
(41) lim #
n—o0 n+1
Postup: Na prvni pohled dé¢la problém vyraz sin(n!) tim, Ze osciluje mezi 1 a -1, pokusime se s
nim tedy vyporadat. Zname nejvyssi a nejnizsi hodnotu funkce sin, nabizi se tedy pouzit vétu o

dvou policajtech a urcit limity horniho a dolniho odhadu celého vyrazu. AZ na sin(n!) je vyraz
kladny, dolni odhad tedy ziskdme nahrazenim sin(n!) hodnotou —1 a horni odhad nahrazenim

hodnotou 1. Méame

—Vn2 _ UnZsin(nl) _ Vn?
n+l > n+l T n+l

1) ReSeni limity dolniho odhadu: Dosadit jesté nelze, dostali bychom vyraz ve tvaru
"2 pokusime se tedy "porovnat" Citatele a jmenovatele - tato iprava je pomérné casta.
Provedeme to vytknutim nejvyssi mozné mocniny n z ¢itatele a jmenovatele. Jde nam o

to z kazdého vytknout ¢len, ktery roste nejrychleji, a nasledné vytknuté ¢leny pokratit ¢i

vypocitat limitu jejich podilu. Budeme tedy postupovat takto:

—Vn2  Un?.(-1) . ns -1 1 - ~1

lim =lim ————=1Ilim — ——— = lim — - =0- =
nsoo n41  noeen-(I41) nsemn 141 nseons 1421 140

0.

P11 vypoé¢tu jsme vyuzili toho, Ze pokud je Citatel redlné ¢islo a jmenovatel jde k nekoneénu,
pak cely zlomek jde k nule.
(ITI) ReSeni limity horniho odhadu: Limitu budeme fesit naprosto obdobné
/2 , /N2 . (1) RS | 1 1 1

lim —— = lim ————~ = lim — - ——— = lim — =

. . . = 0.
n—ocon+ 1 n~)oon.(1+%) n—oco N 1-|-% n—oo N3 1-|-% 1+0

Protoze limity obou odhadt vySly stejné a jelikoZz hodnota naseho ptivodniho vyrazu musi lezet
mezi nimi, bude dle v&ty o dvou policajtech

. v/nZsin(n!)
hm —_— =

n—00 n+1
Reseny ptiklad 2. Vypoctete limitu
(42) lim n® —100n? —1,0001™

n—oo
Postup: Reseni bude spoéivat opét v urcitém "porovnani" - ze t¥f &lentt vyrazu chceme
vytknout ten, ktery bude nejrychleji rust. Tim dostaneme zlomky, pficem?z ty se "slabsimi"
(pomaleji rostoucimi) ¢leny v ¢itateli ptijdou k nule. Exponencialni posloupnost o zakladu v&tsim
nez 1 poroste rychleji nez libovolna mocnina. Vytkneme proto z celého vyrazu ¢len 1,0001™,
vime totiz, Ze poroste nejrychleji.
n3 100n2
1,0001™  1,0001™
Pozndmka: Jiny ptistup k postupu by mohl byt pokusit se napasovat vyraz na néjaky vzorecek.
Spatné se nam vyporadava s vyrazem 1,0001™ a pro praci s konstantou na n-tou méame vzorec
limp o0 ;‘—: = 0, pokusili bychom se tedy tomuto tvaru piiblizit vydélenim celého vyrazu
vyrazem 1,0001™.

lim 1,0001™ -

n—o0

1> =00-(0—100-0—1) = —c0.

Reseny priklad 3. Vypoctete limitu
(43) lim /n®+10n+1
n—oo

Postup: Problematickd na tomto piikladu je n-t4 odmocnina z vyrazu, ktery opét obsahuje mn.
Potrebujeme se odmocniny néjak zbavit, ¢ehoz dosdhneme zlogaritmovanim vyrazu. Zlogaritmovani
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vyuzivéa faktu, Ze pfirozeny logaritmus je funkce inverzni k funkci exponencialni, pro libovolné
kladné x € R tedy plati x = e,

lim Vm: lim eln(n5+10n+1)% = lim ew!n(n’+10n+1)
n—oo n—oo n—oo
Vyuzili jsme pfitom vzorce log, x° = b - log, x (znamy ze stiedni gkoly).

Abychom dale mohli pocitat samostatné limitu v exponentu, vyuzijeme faktu, Ze funkce f(x) := e*
je spojita, plati tedy limp_e0 f(Xn) = f (limn—e0 Xn ). Uplné zditvodnéni vychazi z Heineho véty
(119) z kapitoly limity funkci, ktera tuto kapitolu nasleduje.

Pro 1plnost si toto zdidvodnéni uwvedeme: Funkce f(x) := e* je definovdna pro kazZdé x € R*.
Podle Heineho véty jsou tedy pro libovolné c¢islo a € R* ndsledujict tvrzeni ekvivalentni:

(i) limy,qaf(x) =L a
(ii) Pro kazdou posloupnost X, — a (xn # a) plati limp o f(xn) = L.
V naSem pFipadé mdme posloupnost x, = %ln (M5 +10n+1) a limitu ve tvaru (ii) - tedy
limp o f(xn) = L. JelikoZ je f(x) spojitd, must platit (ii). Diky Heineho vété tedy musi platit i
(i) limy_, o f(x) = L. Navic jelikoZ nase funkce f(x) je spojitd a definovdna i pro a, tak bude platit
limy o f(x) = f(a) = f(limn 00 Xn )
Déle tedy budeme pocitat nésledujici limitu:

1 1 5.1 1
(44) lim —In(n®+10n+1)= lim n(n’+10n +1)

n—oo N n—o0 n

Na prvni pohled se vyraz diky logaritmu zda problematicky, ale po prepséni na zlomek vypada
vyraz vhodné na pouziti Stolzovy véty . Abychom ji mohli pouzit, potfebujeme 3 véci:

(i) tvar limp 00 ;—“, kde xn a yn jsou realné posloupnosti,

(ii) yn je rostouci a
(iii) limp 00 Yn = o0.
V nagem pifpadé prvni podminku vyraz ({44)) spliuje (x, = In(n®+10n+1) a y, = n). Daile
posloupnost Yy, je rostouci a jeji limita je nekoneéno, vyraz tedy spliiuje viechny podminky
Stolzovy véty a lze ji uplatnit:

) 1n(n5+10n+1)_1, In[(n+1)°+10(n+1)+1] —In(n’ + 10n +1)
ngnoo n _nl—rgo n+1—n

= lim In[(n+1)°+10(n+1) + 1] —In (n® + 10n + 1)
n—o00

. Mm+1)5+10n+1)+1
= lim In .
n—o0 né+10n+1

V poslednim kroku jsme uplatnili dalsi zndmy vzorec pro préci s logaritmy - log, x—log, y = log, %
Nyni bychom mohli vSe roznésobit rué¢né a vypocitat limitu jako obvykle vytknutim nejvétsi mocniny
n, ale zde si usnadnime préaci tak, ze misto vytykani stejného vyrazu z jmenovatele a Citatele (napf.
n®), vytkneme z jmenovatele n® a z ¢itatele (n + 1)°

(n+1)° [1+(n+14+( )] n+1\° 1+ iy + moip
= lim In 75 = lim In 10
e n®- (1453 + 55) noe I+ 35+ 5
1)\ ° 1
T NS Gy 1 e
oo n-l 1+ 35+ 75

5
= lim 1n<(1+31) L+ o + e >

1 1+ 8+ %

Il
5
7N
—
— |+
=
ot
—
+
o
+
o
~—
\
—
=}
—
Il
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Limitu tedy mame, staci jiz dosadit zpét:

lim e%ln(n5+10n+1) — elimnﬁ\oQ Ln(n®+10n+1) — e0 =1

n—o0 ’
Alternativni postup: UkéZeme si jeSté rychlejsi postup, ktery je méné mechanicky a vice na
zamysleni. Z diukazu (4.1)) vime, Ze limp_,o /1 = 1, coZ nAm pomérné pfipominad nas vyraz.
Muzeme se ho tedy pokusit podobné jako v dikazu odhadnout a vyuzit vétu o dvou policajtech
®).

Dolni odhad bude jednoduse 1 jako ve zminéném dikazu - opét méame totiz kladnou odmocninu z
¢isla vétsiho nez 1. Pro horni odhad se potom chceme zbavit polynomu pod odmocninou, abychom
méli jen né&jaké jedno n* a mohli vyuzit zminénou znamou limitu. Nahradime proto 10n vyrazem
10n® a 1 vyrazem n°®. Mame tedy nasledujici odhady:

1< VnP+10n+1< VYnd+10n° +n = V12n5.

Limita dolnfho odhadu je evidentné 1. Limitu horntho odhadu jiz budeme Fe$it bé&Znym zpiisobem
s vyuZitim lim, o ¥/M = 1:

lim V12n% = lim V12 Vnb =

lim
n—oo n—,oo n—,oo

Viz- (ym)°=1-1°=1.

Limity obou odhadi vysly shodné. Jelikoz nas vyraz lezi mezi nimi, jeho limita musi byt také 1.
Pozndmka: Vyraz {/n® + 10n + 1 lze odhadnout i vytknutim ¥/n® a vynechanim n-té odmocniny
nad 1+ % + %:

n " 10 1
1< V/nS+1n+1< \/n5-(1+4+5>.
n n

Reseny piiklad 4. Vypoctéte limitu

) (_1)n3n +22n+1
(45) AT 10n - 2n

Postup: Prvnim problémem je vyraz (—1)™ proto, ze st¥ida své znaménko. Opét bychom mohli
pouzit vétu o dvou policistech, odhadnout (—1)™ jako —1 a 1, ale ukdZeme si zde jiny postup. Z
nasi pavodni posloupnosti, fikejme ji a,,, vybereme dvé posloupnosti - posloupnost sudych ¢lent,
kterou oznac¢ime asy, a posloupnost lichych ¢leni, kterou oznac¢ime asny1. V posloupnosti asn
bude tedy vyraz (—1)™ vzdy 1 a podobné v posloupnosti asn 1 bude vyraz (—1)™ vzdy —1. Déle
staci ur¢it limitu kazdé z vybranych posloupnosti. Pokud budou stejné, pak limita a,, bude také
stejna, pokud budou rozdilné, bude to znamenat, ze je posloupnost a,, divergentni. Nejprve feSme
posloupnost sudych ¢lent - misto n v§ude dosadime 2n:
(_1)2n32n _‘_22‘(271)—0—1 32n 4 94n+1

AL TP 10 2n - 220 ik 2h 1 g0n - 2

e

Vime, ze n v exponentu je "silnéjsi", nez n na libovolnou mocninu - vypovida o tom vzorec
limp 00 ;‘—: = 0. Jak bylo zminéno, kdyz "porovnavame" ¢itatele a jmenovatele, jde nam o to z
obou vytknout nejsilnéjsi (= nejrychleji rostouct) ¢len. Tedy i kdyZ zde mame n, vytkneme ¢len s
n v exponentu. Nejprve se ale zbavime sou¢ti v exponentech a srovname koeficienty u n, které se
vyskytuji v exponentech:

N i L T b2 :
nSo0 442" 4+ 20n - 220 nSo0 421 4. % + 20253%

Nyni zlomky pokratime a vyuZijeme zakladni limity, obzvlasté lim,, ., a™ =0 pro |a| < 1 a dale

jesté vétu o srovnéani polynominalniho a exponencialniho ristu (pro o > 1 je limp o 2—: =0 pro

kazdé k € N)

b @721 () 2 042 1
im1l.—=——— = lim = =_.

nooo 4:-14+20- 555 noed+20-54 0 4420-0 2
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Nyni musime jesté cely vypocet obdobné zopakovat pro posloupnost lichych ¢lenti, zkracené:

(_1)2n+132n+1 + 22~(2n+1)+1 (_1) . 32n+1 + 24n+3
A PR L 103+ 1) - 2T ik 22 4 0 220 4 10 2]
] (_3) . 32n + 8- 42n
= lim
n—oo 16 - 42™ 4+ 40n - 22™ 420 - 220

32n

. 42‘[1 (_3) T q2n + 8

= hm _ IR S

n—oo 420 164 29 + 20
C(=3)-048 1

164040 2

Limity vybranych posloupnosti asn a asni1 se shoduji, limita je tedy %

Poznamka: PTi prvotnim zapisu vybranych posloupnosti je vhodné nejprve peclivé kazdé n
nahradit pot¥ebnym vyrazem zapsanym v zavorce (tedy (2n), (2n+ 1)...). Pokud se pii vypoctu
snazime rovnou vyraz zjednoduSovat a upravovat, ¢asto dochéazi k chybam.

Alternativni postup: Rychlejsim fesenim by bylo uvédomit si, Ze ¢len s (—1)™ nenfi ten nejsilngjsi
a rovnou vytknout nejsilngjsi mozny ¢len, kterym je 4°™. Pii vypoétu jinak budeme postupovat
naprosto obdobné:

(=3)" 4n
o (—nmah 2.4 4“'( I~ +2'4T) ()2 0+2 1
lim = lim — —— = lim = = —.
nooo 4-4n 10N - 20 noeodn . (4. G5 4 HREN) noee 44 R 441000 2

23.2. Limity funkci jedné proménné.
Reseny piiklad 5. Spoctéte limitu

. X2 —5x+6
(46) R ey oy

Postup: Pokusime-li se dosadit, dostaneme neurcity vyraz "%”. Pokud se nam toto stane u zlomku

obsahujiciho polynomy, snazime se z nich vytknout néjaky problematicky vyraz, ktery pro x — 2
jde k nule. RozloZime polynomy na soucin (odhadem)
x2—5x—|—6_1. (x—3)(x—2) i x—3

x1—>InQX274X+4 _x1—>H12 (x—2)(x—2) _xl—>rr12X72

a vyraz jesté zjednodusime odstranénim neznamé z Citatele

o (x=2)—1 ) 1
=lim —=Ilim1— .
x—2 X —2 x—2 x—2

Nyni pouzijeme vétu o aritmetice limit @ a rozdélime rozdil na dvé samostatné limity:

. . . 1
lim 1 — lim =1-— lim .
x—2 Xx—2 X — x—2X —2

Zbyva nam jedna limita. Dosazenim za x dostaneme nulu ve jmenovateli. V Citateli je v8ak realné
¢islo. V takovémto piipadé muze limita byt oo, —oo, nebo neexistuje. Zjistime to vySetfenim
jednostrannych limit:

e Limita zprava je

e Limita zleva je

I 1 1

im = — = —o0.
x—=2— X — 2 0~

Limity se 1isi, podle tvrzeni o jednoznac¢nosti limity @D limita pro x — 2 tedy neexistuje, funkce by

totiz musela mit dvé rizné limity pro jednu hodnotu x. Proto také limita neexistuje.
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Reseny ptriklad 6. Spoctéte limitu

(47) L)
x—0 X

Postup: Prostym dosazenim za x vychéazi neurcity vyraz , musime tedy postupovat jinak.

Problematicka je pro nas funkce tangens tim, Ze pro praci s ni neméme vzorce. Problém je i x ve
sin(x)

— =L
) a vysledny vyraz rozdélime pomoci véty o aritmetice

non
0

jmenovateli, nebot jde k nule. Vidime, Ze tvar limity je podobny zakladni limité lim, g
sin x

Vyuzijeme tedy definici tangens (tanx = S2X

limit (9)

sin(5x) .
. cos(5x) . 1 . sm(5x)
lim = lim - lim
x—0 X x—0 cos(bx) x—=0 X

Nyni vyuZzijeme spojitosti funkce cosinus podle véty o spojitosti zakladnich funkci . Jisté
existuje epsilon tak, ze pro kazdé x € U, (0) plati cos(5x) # 0. Pak také f(x) := Wl&c) je spojita
funkce na tomto epsilonovém okoli nuly. Tedy podle charakterizace spojitosti (v&ta , ii) plati
limy_ f(x) = f(0). Levou limitu tedy muZeme vyfesit prostym dosazenim, mame

1 sin(5x)

— - lim .
1 x—0 X

Zbyvajici limita jesté nema pozadovany tvar pro napasovani na zakladni limitu - chceme ve
jmenovateli a uvnitf funkce sinus stejny vyraz, proto zlomek rozsifime

5 sin(5x)

. sin(bx)
=5-1lim .
x—05H b e x—0  HX

Pomoci véty o aritmetice limit @ jsme z limity rovnou vytknuli konstantu 5. Nyni, abychom méli
opravdu tvar limy_,q %’ pouZijeme vétu o limité slozené funkce - nase vnitini funkce bude
y(x) = 5x. Mame tedy
si X
5. lim 9% el )).
x=0 y(x)

Abychom vétu mohli pouzit, vyraz musi splnit alespon jednu z dvou podminek této véty:

(1) Vngjsi funkee je definované v limité vnitin{ funkece - pro nasi vnitini funkei je limy_,o 5% = 0,
ale dosazenim y(x) = 0 dostaneme nulu ve jmenovateli, funkce zde tedy neni definovana.

(2) Funkce y(x) se nerovna své limité na néjakém prstencovém okoli bodu ve kterém ma tuto
limitu (v naSem p¥ipadé 0) - funkce y(x) = 5x se na okoli nuly rozhodné& nerovna 0, tuto
podminku tedy spliiuje a vétu miizeme pouzit.

Dosadime tedy y misto y(x) a limitu piepiSeme z limy o na limy_,jim _y(x), v DaSem piipadé
tedy limy_,o. Po dosazeni dostaneme piimo tvar zakladni limity, snadno tedy jiz uréime vysledek:

5. 1im 2 _ 5 g
y—0 Yy
Regeny ptiklad 7. Spoctéte limitu
X
—1
(48) lim >
x—0 X

Postup: Tvar této limity nam pfipominé zakladni limitu limy_,q %7 pokusime se tedy dostat na
tento tvar. K tomu vyuzijeme dvou vzoreckii:

(1) Jelikoz logaritmus je funkce inverzni k funkei exponencialni, plati a = e!*¢@ a € (0;00)
(2) Pro logaritmus plati log, a® = k - log,, a a€e (0;00),keR
Nejprve se tedy "zbavime" 3*:

3x eln3" -1 ex-ln?) -1

lim = lim = lim
x—0 X x—0 X x—0 X
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Nyni chceme, aby vyraz ve jmenovateli odpovidal vyrazu v exponentu a tvar celého vyrazu tak
odpovidal tvaru zakladni limity. Rozsifime tedy zlomek:

In3 ex~1113 -1 ex~1n3 -1 ex-1n3 -1
X%E' X :ilg%)ln& x-1n3 =ln3-i1£% x-In3

V poslednim kroku jsme vyuzili véty o aritmetice limit (9)). Nyni abychom jiz opravdu méli zakladni
limitu, pouZijeme opé&t vétu o limité slozené funkce . Zvolime funkei y(x) = x - In 3, ¢imz
ziskdme vyraz
X
In3- lim e¥! )_1.
x=0  y(x)

Vnéjsi funkee neni definovana v limy_,qy(x) = 0, ale y(x) se na x € P.(0) (€ > 0) nerovna 0, tedy
vétu o limité slozené funkce muzeme pouZit:

X _1 x_1
In3- lim ¢ :ln3~lime
x—limy 0y (x) X x—0 X

=In3-1=1In3.

ReSeny ptiklad 8. Spoctéte limitu

vx+4—-1
im
x—-3x34+3x2—3x—9
Postup: Na tomto piikladu si ukdzeme kreativnéjsi tapravu zlomku. Dosazenim dostaneme neurcity
vyraz ”%". Budeme se tedy snaZzit vytknout z polynomu ve jmenovateli problematicky vyraz.
JelikoZ dosazenim —3 se rovné polynom nule, x = 3 je jednim z jeho kofenti. Vytkneme tedy (x + 3)
a zbytek vyrazu dostaneme tak, Ze polynom timto vyrazem vydélime:

vVx+4—1 i vVx+4—1

(49)

li = —_—
831 3x2 —3x— 9 o8 (x+3) (& —3)

Dale bychom chtéli upravit ¢itatel a zbavit se odmocniny. Vidime jistou podobu se vzorcem
(a—b)(a+b)=a%—1b?% kde a=+x+4ab =1. Rozsiiime tedy zlomek vyrazem v/x +4 + 1,
ktery pro nés neni problematicky, jelikoz limy_,_sv/x+4+1=2:

i Vx—+4—1 Vx+4+1 . x+3

im . = lim .

x—-3 (x+3)(x2—3) /x+4+1 x—=-3 (\/x+4+ 1) (x+3) (x2—=3)

Tento tvar je pro nés velice vyhodny a nevysSel ndhodou - podobné jako ve jmenovateli kofen
polynomu musi byt —3 jelikoZ je pro —3 nulovy a lze z néj tedy vytknout (x + 3), tak v citateli
tohoto tvaru, protoze pro —3 vychézi nulovy, musel byt schovany vyraz (x+3). Zbyva ndm pokratit
(x + 3) a poté dosadit:

. 1 1
lim = -
x——3

(Vx+4+1)(x2=3) (1+1)(9-3) 12
Reseny piiklad 9. Spoctéte limitu
(50) lim (\/x2—1—\/x2+1> cos (e* — sinx)

X—00

Postup: Vyraz cos (e* — sin x) je na upravu problematicky, pokusime se tedy nejprve upravit zbytek
limity. Dosazenim do vyrazu vx2 — 1 — v/x2 + 1 dostaneme neur¢ity vyraz "oo — oco". Vidime
napadnou podobnost vzorci (a —b) - (a +b) = a? + b2, pokusime se tedy situaci vylep#it tak, ze
roz§ifime vyraz nasledujicim zlomkem:

VX2 —14+Vx2+1
lim( x2—1— X2—|—1>~ -cos (e —sinx) =
x—r00 v \/ Vx2—14+vx2+1 ( )

x2—1—(x*+1)

= lim -cos (e —sinx) =
Ny v )
—2
= lim - cos (€ —sinx).

x00 (/X2 — 1+ VX2 +1
Se vzniklym zlomkem se jiz da pracovat - po dosazeni za x patrné jde k nule. Déle se tedy budeme
snazit upravit vyraz cos (e¥ —sinx). Tento vyraz osciluje, je to tedy dobry kandidat na pouZiti



138 FILIP SOUDSKY A MARTINA SIMUNKOVA

véty o seviené funkci - pokusime se vyraz nahradit jeho hornim a dolnim odhadem. Pro funkci
cosinus plati, Ze muze byt nejvyse 1 a nejméné —1, celou limitu tedy miizeme odhadnout takto:

—2 -2 —2
~1).

(1) < - cos (e* —sinx) < .

VX2 =14+ VX2 +1 () VxE—1+Vx2+1 ( ) VE—T1+VX2+1 (
Pozndmka: I kdyz -1 je dolni odhad funkce cosinus, tak pri nahrazent cosinu jeho dolnim odhadem
dostaneme horni odhad celé limity, protoZe zlomek je zdporny.

Nyni vypocéteme limity jednotlivych odhadi:

e Limita horntho odhadu:
lim —2 (-1 2 2 2
x00 /X2 — 1+ Vx2 +1

e Limita dolniho odhadu:

. —2 . —2 —2 —2
Xlglgox/x?—l—k\/xQ—i—l .(1):’321;0\/7(2—14—\/)(2—1—1 T Vo—1+vVotl o =0

Limity odhadt se shoduji, a proto i pavodni limita musi byt stejna
—2

lim -cos (e* —sinx) = 0.
x=00 \/x2 —1+/x2+1 ( )

23.3. Derivace funkci jedné proménné.

= lim = 2 _
x=oo /X2 —14+vX2+1 Voo—1++yoo+1 o0

Reseny piiklad 10. Spoctéte derivaci funkce
x+1

51 f(x) = 54—

(51) =3

Postup: Vyraz je ve tvaru podilu, pouZijeme na néj tedy vétu o aritmetice derivaci ,
/ ! ’

presnégji jeji cast (iv): (i) = fgg%fg a dast (1): (f+g)'(a)=1"(a)+g'(a)

g
x+1\ (x+1)'(x2=2)—(x+1D(x2—2) K +1)x*—2)—(x+1)[(x?) —2/]
<x2 2) B (2 —2)? ) (e —2)° |
Nyni staci vyuzit zakladni derivace (x*)’ = ot - x*~1 a faktu, Ze derivace konstanty je nula
(14+0)(x*—=2)—(x+1)(2-x—0) —x2—2x—2
(x2 - 2)? Tohe-2?

Reseny piiklad 11. Spoctéte derivaci funkce

(52) f(x) = vV/x2 45

Postup: Prvni problém je odmocnina, derivace zakladnich funkci o ni nic nefikaji. Mame vsak pro
& € R vzorec (x*)’ = o - x*~ 1, pFevedeme tedy odmocninu na mocninu:

1

= (x*+5)3
Nyni za¢neme derivovat. Pod mocninou v8ak nemame jen x, ale polynom. Musime proto pouzit vétu
o derivaci slozené funkce - ta Tik4, Ze za urcitych podminek plati (f o g)’(x) = f'(g(x)) - g’ (x).

1
My tedy (x2 + 5) 3 budeme chapat jako sloZenou funkci z funkce vngjsi: f(x) = x5 a funkee vnitini:
g(x) =x? + 5. Mame tedy:

#ix) = [ +5)F] = [(gx) : x

"2 r_ 2. F oy =
} (x +5) 3 (g(x)) 2x 3-(x2+5)§.

Pouzili jsme piitom pii derivaci vyrazu (x? +5) vétu o aritmetice derivaci (28)).

wl=

Reseny piiklad 12. Spoctéte derivaci funkce
(53) f(x) = 3372

Postup: Jako v minulych pfikladech narazime na situaci, kde neméame vzorecek pro praci pfimo s
danym vyrazem - zde s readlnym ¢&islem s nezndmou v mocniné. Mame vSak vzorecek blizky tomu:



MATEMATIKA 1 139

(eX)’ = e*. Pfevedeme tedy vyraz do tvaru e*. Vyuzijeme toho, Ze logaritmus je funkce inverzni k
funkci exponencialni a ze tedy plati x = e *:

(3:5)’ _ <e1“(3%5)>/.

Nyni vyuzijeme vétu o derivaci slozené funkce . Jako vnéjsi funkci budeme brat f(x) = e* a
jako vnitini g(x) = In (3%);

x+1

PO (339)] =9 (L ma)’

x+2

x+1 x4+ 1 ! x+1 /
_ 3. 1 (1 .
3x+2 [(x—i—?) 113+X_’_2 (In3)

Pouzili jsme také vzorec pro préci s logaritmy logy, a* = k - log, a a vétu o aritmetice derivaci .

zakladnich funkei:

x (x+1)(x+2)—(x+1)(x+2) x+1 1 X+2—(x+1)
3% . .In3 0l =33 22T s
’ (x+2)° w3+ Y | xt2?2 "
332 -In3
S (x+2)?
Regeny piiklad 13. Spoctéte derivaci funkce
(54) f(x) = log, (x* +1)

Postup: Opét narazime na problém, Ze vyraz neumime piimo derivovat, zde diky log,,. Pfirozeny
logaritmus v8ak derivovat umime, vyuzijeme proto nasledujiciho vzorecku pro praci s logaritmy:
log. b
log, b = 98D
log. a
Za ¢ tedy zvolime Eulerovo ¢&islo, abychom méli pfirozené logaritmy:
In(x2+1)\’
log,(x2+1)) = [ — =
(log, ( ) e
a vyuzijeme vétu o aritmetice derivaci
[In(x®+1)] - Inx—In(x*+1) - (Inx)’

In?x

Problematicky je jiz jen vyraz [In(x2 +1)]". Vyfesime ho vétou o derivaci slozené funkce (27).
Za vn&jsi funkei zvolime f(x) = Inx a za vnitini g(x) = x? + 1. Nakonec jen vyuZzijeme derivace
zékladnich funkei:

X%Hﬂx-lnx—ln()@—l—l)-% 2x In(x2+1)

In2x T (x2+1)-lnx  xIn’x

23.4. Vysetrovani pribéhu funkce.

Reseny piiklad 14. Spoctéte ndsledujici limitu pro libovolné o € (0; 00)

X
—1
(55) lim x
x—0 X

Postup: Pokud se pokusime dosadit, vidime, Ze jmenovatel i ¢itatel jde k nule. Laka nés tedy pouzit
I’Hospitalovo pravidlo . To tika, ze pro realné funkce f, g definované na néjakém prstencovém
okoli bodu a € R pro které plati lim g(x) = lim f(x) =0, je:

x—at x—at

o 70 _ gy 100 _
x—at g(x) x—at g/(x)
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Podminky jsou splnéné, pravidlo tedy miizeme aplikovat. Vyuzijeme také véty o aritmetice derivaci
, véty o derivaci slozené funkce a vzorce a = e ¢ (pro a € (0;00)):

l In (o))’ 1
I G T (") — (1) = lim e (*") . (In «*)’
x—0 (x)/ x—0 1 x—0
= lim o - In
x—0
=Ina.

Alternationi Postup: Ukazeme si, Ze I’Hospitalovo pravidlo lze ¢asto nahradit kreativnéjsim
feSenim limity. Tvar zadani prfipominé zakladni limitu limy_q ex):l = 1, pokusime se tedy k jejimu
tvaru piiblizit. Dosdhneme toho opét vzorcem a = e ¢ (pro a € (0;00)):

o —1 eln(oc")_]_ exlncx_]_

lim = lim = lim
x—0 X x—0 X x—0 X

Nyni potfebujeme ve jmenovateli stejny tvar jako v exponentu u e abychom se vice pfiblizili tvaru

zékladni limity. Toho dosdhneme rozsifenim zlomku:

) exlnoc_l In ) exlnoc_l
= lim —— - =lIn(a) - lim
x—0 X In x—=0 xln«

Kone¢né uplatnime zminénou vétu o limité slozené funkce (20). Zvolime vnéjsi funkei f(x) = eX; 1

a vnitini funkei g(x) = xIn «. Musime v8ak pro pouZiti této véty splnit alespofi jednu z jejich
podminek:

e f(x) je definovana v limy_,o g(x) - neplati.
e g(x) se nerovna limy_,q g(x) na n&jakém prstencovém okoli nuly - plati, miZeme tedy vétu
pouzit.
Kviili pouziti véty musime je$té upravit limitu, bude platit x — limy_, g(x), coZ je v8ak stale 0.
Méame

.oex—1
In (o) ili}% " =In(a)-1
=Ilna.
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