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DEFINICE.

Dvojici (X, dist), kde X je mnozina a dist je zobrazeni dvojic z X (tedy z X x X) do R
splnujici 1 — 4 nazveme metrickym prostorem.

1. (Vz,y € X)(dist(x,y) > 0)

2. (Vx,y € X)(dist(z,y) =0z =1y)

Prvni dvé vlastnosti nazyvame pozitivitou.

3. (Va,y € X)(dist(x,y) = dist(y, x)

Treti vlastnost nazyvame symetrii.

4. (Va,y,z € X)(dist(z, z) < dist(x,y) + dist(y, 2)

Ctvrtou vlastnost nazyvame trojihelnikovou nerovnosti.

NORMOVANE VEKTOROVE PROSTORY JAKO METRICKE PROSTORY

Je-1i (V|| - ||) normovany vektorovy prostor, pak dist(x,y) = || — y|| spliuje 1 — 4 a tedy
(V)] - = - ||) je metrickym prostorem.

Dukaz provedeme jako cviceni na tabuli.

DISKRETNI METRICKY PROSTOR

Na mnoziné X (libovolné) definujeme dist(z,y) = 1 pro x # y, dist(z,y) = 0 pro x = y.
Pak (X, dist) je metrickym prostorem — nazyvame ho disktrétnim metrickym prostorem.

Dukaz provedeme jako cvi¢eni na tabuli.
POSLOUPNOSTI V METRICKEM PROSTORU

Posloupnost {x,} prvku metrického prostoru (X, dist) nazveme konvergentni a x € X jeji
limitou, pokud plati

(Ve > 0)(3k € N)(Vn € N,n > k)(dist(z,, ) < ¢)

Posloupnost {x,} prvku metrického prostoru (X, dist) nazveme Cauchyovskou, pokud
plati
(Ve > 0)(Fk € N)(Vn,m € N,n,m > k)(dist(z,, x,) < €)

Plati: je-li posloupnost konvergentni, je i Cauchyovska.
Hlavni myslenka dukazu: z trojihelnikové nerovnosti a ze symetrie plyne

dist(xy,, T,) < dist(z,, ) + dist(x,,, )

Je-li posloupnost {z, } konvergentni, je prava strana nerovnosti ,mald“, tedy i levd strana
je ,mald“, a proto je posloupnost Cauchyovska.



Opacna implikace nemusi platit — Cauchyovska posloupnost nemusi byt konvergentni.
Uvazujme mnozinu raciondlnich ¢isel s metrikou dist(x,y) = |x — y| a posloupnost z,, =
(1+1/n)™. Tato posloupnost ma v R limitu rovnu Eulerovu ¢islu e, je tedy konvergentni,
odkud plyne, ze je i Cauchyovska. Vzdalenost je na obou mnozindch R i Q definovana
stejné, proto je posloupnost Cauchyovska i v metrickém prostoru (Q, |- —-1). V tomto
metrickém prostoru ale neni konvergentni, protoze Eulerovo ¢islo neni racionalni.

Metricky prostor nazveme uplngm metrickym prostorem, pokud je v ném kazda Cau-
chyovska posloupnost konvergentni.

Vime, ze (R,|- — -|) je Gplnym metrickym prostorem. Piiklad nahote ukazuje, ze
metricky prostor (Q, |- — -|) neni iplnym metrickym prostorem.

SPOJITOST FUNKCI V METRICKYCH PROSTORECH

Rekneme, ze funkce f : X — Y z metrického prostoru (X, dist;) do metrického pro-
storu (Y, dists) je spojitd v bodé a € X, pokud plati

(Ve > 0)(39 > 0)(Vx € X)(disty(z,a) < § = dista(f(x), f(a)) < e)

Poznamka: v diskrétnim metrickém prostoru nemaji pojmy limity posloupnosti a spojitosti
funkce valného smyslu. Jediné konvergentni posloupnosti v diskrétnim metrickém prostoru
jsou ty, které jsou od jistého indexu konstantni. Spojité jsou bud vsechny funkce (je-li
prostor vzoru diskrétni), nebo jen ty, které jsou lokalné konstantni (je-li prostor obrazu
diskrétni).

VZTAH BODU A MNOZINY.

Vysvétlime, které body jsou vnitini body mnoziny, které jsou hrani¢ni a které jsou vnéjsi.
Déle fekneme, které body jsou hromadné a které izolované. Tyto pojmy lze vztdhnout
k mnoziné nebo k celému prostotu.

Déle tekneme, které mnoziny jsou oteviené, které jsou uzaviené, které jsou kompaktni.
Rekneme vztah k operacim sjednoceni a priniku, vysvétlime na pifkladech.

Zopakujeme verzi Weierstrassovy véty o existenci extrému spojité funkce pro metrické
prostory.

Napiseme definice na tabuli, nakreslime obréazky.



