Taylortv polynom funkce jedné i vice proménnych
23. listopadu 2022

JEDNA PROMENNA, STUPEN JEDNA
Tayloruv polynom v bodé a € R
Ti(z) = f(a) + f'(a)(z — a)
Zbytek (reziduum, chyba aproximace) Taylorova polynomu
Ry(z) = f(x) = Th(z) = f(z) = f(a) = ['(a)(x —a)
Pro zbytek R; plati
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Tedy
lim Ry(z)/(z —a) =0 (1)
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DVE PROMENNE, STUPEN JEDNA

V dalsim jsou a € R%, v € R? body v R? a f : R? — R je funkce dvou proménnych.
Gradient funkce f v bodé a je

ed fla) = (FL (0. 5 )

Pro v = (vg,vy) je
0 0
v-grad f(a) = vxg—i(a) + vya—g(a)

Tayloruv polynom v bodé a je

Ti(z) = f(a) + (z — a) - grad f(a)

nebo jinak zapsano
Ti(a+wv) = f(a) + v - grad f(a)

Zbytek Taylorova polynomu

By(z) = f(z) = Th(x) = f(x) = f(a) = (& — a) - grad f(a)

Existence gradientu nezarucuje vlastnost zbytku (1), coz nas vede k definici:



Rikéme, 7ze funkce f mé v bodé a derivaci, pokud pro zbytek Taylorova polynomu prvniho
stupné plati (||v]| = /vZ + v2 je euklidovskd norma vektoru v).

lim R (v)

=0
v—(0,0) [|v]|

Na pfednasce jsme dokazovali vétu:

Je-li gradient funkce f spojitou funkci v bodé a, pak mé funkce f v bodé a derivaci.

JEDNA PROMENNA, STUPEN DVA

Tayloruv polynom v bodé a € R
Ty(z) = Ti(x) + 3./"(a)(x — a)® = f(a) + f'(a)(z — a) + 3 f"(a)(z — a)’
Zbytek Taylorova polynomu
Ry(z) = f(2) — Ty(x) = f(2) — f(a) — f'(a)(z — a) — 3.f"(a)(z — a)’
Pro zbytek R, plati
L Ba@) (@) = F(0) = M@ — @) = 1f"a) (@ — a)

r—a (Z‘ — (l)2 r—a (ZE — CL)2

Limita je typu nula lomeno nulou? pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo

f'(x) = f'(a) — 3./"(a)2(z — a) f'(x) = f'(a) = f"(a)(x — a)

glcl—r>na 2(x — a) :ﬂlcl—rg 2(z —a) -
1 / o
55% f (x:z' — Z (a) _ fl/(a) — f//(a) _ f//(a) — 0

Odtud plyne
lim Ry(7)/(z —a)®> =0 (2)

f@) = T(2) + Ro(z) = Ti(z) + 5./"(a)(x — ) + Ra(x)

Ti(2) + (z — a)? {%f”(a) + (52_(?)2}

Pti hleddni lokdlnich extrému funkce f najdeme a € R vyhovujici f'(a) = 0. Pro tato a
jeTi(z) = f(a)+0a

f(@) = To(x) + Ra() = f(a) + (x — a)? [%f”(a) T

Odtud lze ze znaménka f”(a) urcit typ lokélniho extrému.

Je-li f”(a) > 0, pak vzhledem k (2) je vyraz v hranaté zévorce v dostatetné malém okoli
U(a) bodu a kladny a odtud plyne

(Vo € U(x))(f(z) > f(a))



Funkce ma tedy v bodé a lokdlni minimum.

Podobné odvodime, ze z f”(a) < 0 plyne, ze ma funkce f v bodé a lokdlni maximum.

V piipadé f”(a) = 0 je mozné k urceni typu extrému pouzit Tayloruv polynom vyssiho
stupné.

JEDNA PROMENNA, STUPEN n

Tayloruv polynom v bodé a € R stupné n
"L )
Tu(z) =) @)@ — a)*
k=0

Zde f*)(a) znaci hodnotu k-té derivace v bodé a, pro k = 0 znaci f(¥)(a) funkéni hodnotu
f(a). Zbytek Taylorova polynomu je

a plati pro néj
R,
lim ()
T—a (,1‘ — a)n
V pifpadé, Ze derivace v bodé a jsou az do fddu n — 1 rovny nule, tj. f*)(a) = 0 pro
k=1,---,n—1,je
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V pifpadé f(™(a) # 0 lze zvolit okoli U(a) bodu a, ze vyraz v hranaté zavorce mé stejné
znaménko jako f™(a). Odtud pak plyne existence/typ lokalniho extrému funkce f v bodé
a na parité (lichosti ¢i sudosti) n a znaménku f™(a).



