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Jedna proměnná, stupeň jedna

Taylor̊uv polynom v bodě a ∈ R

T1(x) = f(a) + f ′(a)(x− a)

Zbytek (reziduum, chyba aproximace) Taylorova polynomu

R1(x) = f(x)− T1(x) = f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)

Pro zbytek R1 plat́ı

lim
x→a

R1(x)

x− a
= lim

x→a

f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)

x− a
= lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
− f ′(a) = 0

Tedy
lim
x→a

R1(x)/(x− a) = 0 (1)

Dvě proměnné, stupeň jedna

V daľśım jsou a ∈ R2, v ∈ R2 body v R2 a f : R2 → R je funkce dvou proměnných.
Gradient funkce f v bodě a je

grad f(a) =

(
∂f

∂x
(a),

∂f

∂y
(a)

)
Pro v = (vx, vy) je

v · grad f(a) = vx
∂f

∂x
(a) + vy

∂f

∂y
(a)

Taylor̊uv polynom v bodě a je

T1(x) = f(a) + (x− a) · grad f(a)

nebo jinak zapsáno
T1(a + v) = f(a) + v · grad f(a)

Zbytek Taylorova polynomu

R1(x) = f(x)− T1(x) = f(x)− f(a)− (x− a) · grad f(a)

Existence gradientu nezaručuje vlastnost zbytku (1), což nás vede k definici:



Ř́ıkáme, že funkce f má v bodě a derivaci, pokud pro zbytek Taylorova polynomu prvńıho
stupně plat́ı (‖v‖ =

√
v2x + v2y je euklidovská norma vektoru v).

lim
v→(0,0)

R1(v)

‖v‖
= 0

Na přednášce jsme dokazovali větu:

Je-li gradient funkce f spojitou funkćı v bodě a, pak má funkce f v bodě a derivaci.

Jedna proměnná, stupeň dva

Taylor̊uv polynom v bodě a ∈ R

T2(x) = T1(x) + 1
2
f ′′(a)(x− a)2 = f(a) + f ′(a)(x− a) + 1

2
f ′′(a)(x− a)2

Zbytek Taylorova polynomu

R2(x) = f(x)− T2(x) = f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)− 1
2
f ′′(a)(x− a)2

Pro zbytek R2 plat́ı

lim
x→a

R2(x)

(x− a)2
= lim

x→a

f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)− 1
2
f ′′(a)(x− a)2

(x− a)2

Limita je typu nula lomeno nulou? použijeme L’Hospitalovo pravidlo

lim
x→a

f ′(x)− f ′(a)− 1
2
f ′′(a)2(x− a)

2(x− a)
= lim

x→a

f ′(x)− f ′(a)− f ′′(a)(x− a)

2(x− a)
=

1

2
lim
x→a

f ′(x)− f ′(a)

x− a
− f ′′(a) = f ′′(a)− f ′′(a) = 0

Odtud plyne
lim
x→a

R2(x)/(x− a)2 = 0 (2)

f(x) = T2(x) + R2(x) = T1(x) + 1
2
f ′′(a)(x− a)2 + R2(x)

T1(x) + (x− a)2
[
1
2
f ′′(a) +

R2(x)

(x− a)2

]
Při hledáńı lokálńıch extrémů funkce f najdeme a ∈ R vyhovuj́ıćı f ′(a) = 0. Pro tato a
je T1(x) = f(a) + 0 a

f(x) = T2(x) + R2(x) = f(a) + (x− a)2
[
1
2
f ′′(a) +

R2(x)

(x− a)2

]
Odtud lze ze znaménka f ′′(a) určit typ lokálńıho extrému.
Je-li f ′′(a) > 0, pak vzhledem k (2) je výraz v hranaté závorce v dostatečně malém okoĺı
U(a) bodu a kladný a odtud plyne

(∀x ∈ U(x))(f(x) > f(a))



Funkce má tedy v bodě a lokálńı minimum.
Podobně odvod́ıme, že z f ′′(a) < 0 plyne, že má funkce f v bodě a lokálńı maximum.
V př́ıpadě f ′′(a) = 0 je možné k určeńı typu extrému použ́ıt Taylor̊uv polynom vyšš́ıho
stupně.

Jedna proměnná, stupeň n

Taylor̊uv polynom v bodě a ∈ R stupně n

Tn(x) =
n∑

k=0

f (k)

k!
(a)(x− a)k

Zde f (k)(a) znač́ı hodnotu k-té derivace v bodě a, pro k = 0 znač́ı f (0)(a) funkčńı hodnotu
f(a). Zbytek Taylorova polynomu je

Rn(x) = f(x)− Tn(x)

a plat́ı pro něj

lim
x→a

Rn(x)

(x− a)n
= 0

V př́ıpadě, že derivace v bodě a jsou až do řádu n − 1 rovny nule, tj. f (k)(a) = 0 pro
k = 1, · · · , n− 1, je

Tn(x) = f(a) +
f (n)(a)

n!
(x− a)n

a

f(x) = f(a) + (x− a)n
[
f (n)(a)

n!
+

Rn(x)

(x− a)n

]
V př́ıpadě f (n)(a) 6= 0 lze zvolit okoĺı U(a) bodu a, že výraz v hranaté závorce má stejné
znaménko jako f (n)(a). Odtud pak plyne existence/typ lokálńıho extrému funkce f v bodě
a na paritě (lichosti či sudosti) n a znaménku f (n)(a).


