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1 Uvod

Definice 1 (Metrického prostoru). Necht M je mnozina, ¢ : M x M — R
zobrazeni splnujici

1. (Vz,y € M)(o(x,y) > 0), pritom o(z,y) =0 =y
2. (Vz,y € M)(o(z,y) = o(y,z))

3. (Vz,y,2 € M)(o(z,2) < o(x,y) + o(y, 2))

Dvojici (M, o) nazveme metrickym prostorem, mnozinu M nosnou mnoZinu
metrického prostoru, zobrazeni o metrikou.

Lemma 2 (Metricky prostor odvozeny od normy). Necht (V.| - ||) je nor-
movany metricky prostor. Pro u,v € V necht je o(u,v) = |Ju — v||.
Pak je (V, 0) metricky prostor.

Diikaz. 1. Pozitivita.
(i) Z definice normy je ||z|| > 0, a tudiz ||u — v|| > 0.
(i) Necht u = v. Pak o(u,v) = o(u,u) = ||lu — ul]| = 0.

(iii) Necht o(u,v) = 0. Pak |[u — v| = 0, ale z definice normy je
|z|| =0 < 2 =0 a tak u = v.

2. Symetrie. o(u,v) = ||u — v
o(v,u) = [lv —ull = [(=1)(u = )| = [ = Ullu = v]| = o(u,v)
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3. Trojihelnikova nerovnost.
o(u,w) = [lu —w| = fl(u = v) + (v = w)|| < [lu—v]+v—-w| =
o(u, v) + o(v, w)
]

Piiklad 3 (Diskrétni metrika). Definujme
(z.7) 0 prozxz=y
T,y) =
oy 1 prox#y

Ukazeme, ze se skutecné jedna o metriku. Pozitivita a symetrie vyplyvaji
piimo z definice. Abychom ukézali trojihelnikovou nerovnost, musime si ro-
zepsat vSechny pripady:

)rxty#z = 1<1+4+1
(i) r=y#2z = 1<0+1

(iv

)
)

(iii) xrAy=2 = 1 <140
yr=y=2z — 0<0+0
)

V)z=z#y = 0<1+1
y 2 Y=z
o(z,y) o(y, 2) o(x, 2) o(z, 2)
T o(x,z) =y T
Y
r=9y==z
. o(x,y) = oy, 2)



2 Vztahy bodit a mnozin v metrickych pro-
storech

Definice 4 (Vztah bodu a mnoziny). Necht (M, g) je metricky prostor a
ACM.

(i) Rekneme, Ze 2 je vnitind bod mnoziny A, pokud plat{
(Ir > 0)(B(x,r) C A)
(i) Rekneme, ze x je hranic¢ni bod mnoziny A, pokud plati
(Vr > 0)(B(z,r) N A# DA B(z,r) N A £ 0)
(iii) Rekneme, Ze  je hromadny bod mnoziny A, pokud plati

(Vr > 0)(B(z,r) \{z} N A #0)

Poznamka 5. Pro vnittni bod  mnoziny A plati x € A. Hromadny a
hrani¢ni bod mnoziny A muze a nemusi byt prvkem A.

Piiklad 6. M =R, o(z,y) = |z — v

1. A=[0,1):
body x; = 0, x5 = 1 jsou hrani¢nimi body mnoziny A,
body z € (0,1) jsou vnitinimi body mnoziny A,
body z € [0, 1] jsou hromadnymi body mnoziny A.



2. B= {% :n € N}
Bod xz = 0 je hromadnym i hrani¢nim bodem mnoziny B,
mnozina B nema zadny vnitini bod,
vSechna x € B jsou hrani¢nimi body mnoziny B.

3. C=17Z:
vsechna z € C' jsou hrani¢ni body mnoziny C,
mnozina C' nemd zadny vnitini ani hromadny bod.

Piiklad 7. M =R?, o(u,v) = [|u — v|j2 = v/(u1 — v1)2 + (uz — v2)?

1. D={[z,y]: 2> +y*> <1}, E = {[z,y] : 2* + 3> < 1}:
body [z,y] splitujici 2% + y* = 1 jsou hrani¢nimi body mnoziny D i
mnoziny F,
vSechna z € D jsou vnitinimi body mnoziny D i mnoziny FE,
vSechna x € E jsou hromadnymi body mnoziny D i mnoziny F.

2. F=Q xR:
mnozina F' nema vnitini body,
vsechny body x € M jsou hromadnymi i hrani¢cnimi body mnoziny F'.

3 Vlastnosti mnozin v metrickych prostorech

Definice 8 (Oteviend a uzaviend mnozina). Necht (M, o) je metricky pro-
stor a A C M. Rekneme, ze mnozina A je otevrend, pokud plati

(Vo € A)(3r > 0)(B(z,7) C A)
Mnozina A je uzavrend, pokud je jeji doplnék oteviend mnozina.

Poznamka 9. 1. V metrickém prostoru (M, g) jsou mnoziny M, () otev-
fené (a tedy i uzaviené).

2. V prikladech 6, 7 je D jedinou otevienou mnozinou a C' jedinou uzav-
fenou mnozinou.

Tvrzeni 10. Sjednoceni libovolného systému otevienych mnozin je oteviend
mnozina.

Diikaz. Necht A, je oteviend mnozina. Pak plati (Vo € A,)(Ir > 0)(B(z,r) C
A,).
Necht

xEUAa
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Pak x je v néjaké mnoziné

AK g UAa

Protoze je Ag oteviend, pak (Vo € Ag)(3r > 0)(B(z,r) C Ax C U, 4a).
Mame tedy otevienou kouli B(z,r) v Ak a tato koule je zfejmé obsazena i v
jeji nadmnozine | J, A,. Toto plati pro vsechna z a tim je tvrzeni dokazano.

O

Tvrzeni 11. Prunik kone¢ného poctu otevienych mnozin je oteviena mnozina.

Diikaz. Necht .
T E ﬂ A,
a=1
Pak z je v kazdé mnoziné A,. To znamend, ze pro kazdé A, existuje po-

lomeér r,, takovy, ze B(x,r,) C A,. Zvolime r = min{ry,ra, ..., }. Pak plati
B(z,r) C A, pro vsechna «, protoze B(z,r) C B(z,74) C Aq.

Ukézali jsme, ze existuje polomér r, ze B(x,r) C A, pro vSechna «, a
tedy tato oteviend koule je v pruniku ()}_; A,.

[]

Definice 12 (Omezend mnozina). Necht (M, o) je metricky prostor a A C
M. Rekneme, ze mnozina A je omezena, pokud plati

(Fr e R)(Vz,y € A)(o(x,y) <)

Definice 13 (Prekompaktni mnozina). Mnozina je prekompaktni neboli totdlné
omezend, pravé kdyz plati

(Ve > 0)(3{z;}, C A)(AC UB(%E))

b}



Poznamka 14. Pro nosnou mnozinu linearniho vektorového prostoru koneéné
dimenze je prekompaktnost ekvivalentni s omezenosti.

Obecné takové tvrzeni neplati: metricky prostor s nespocetnou nosnou
mnozinou, napiiklad R, a diskrétni metrikou je omezeny, ale neni prekom-
paktni.

Definice 15 (Kompaktni mnozina). Mnozina je kompaktni, pravé kdyz je
uzaviena a prekompaktni.

4 Posloupnosti v metrickych prostorech

Definice 16 (Konvergenti posloupnost). Necht (M, o) je metricky prostor.
Rekneme, Ze posloupnost x,, konverguje k bodu x € M, pokud plati

(Ve > 0)(3N € N)(Vn > N)(o(xp, x) <€)

Definice 17 (Cauchyovskd posloupnost). Necht (M, g) je metricky prostor.
Rekneme, Ze posloupnost x,, je cauchyovskd, pokud plati

(Ve > 0)(3N € N)(Ym,n > N)(o(m, x,) <€)
Poznamka 18. Kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska.

Definice 19 (Uplny metricky prostor). Necht (M, o) je metricky prostor.
Metricky prostor je uplny, jestlize kazda Cauchyovska posloupnost ma limitu
v M.

Priiklad 20 (Uplnost redlnych ¢isel). Redlnd ¢isla jsou iplnd, protoze kazda
realnd cauchyovskd posloupnost je konvergentni.

Piiklad 21 (Netplnost raciondlnich ¢isel). Abychom, ukézali, ze mnozina Q
neni uplnd, musime najit cauchyovskou posloupnost racionalnich cisel, ktera
neni konvergentni v Q. Jednim takovym piikladem muze byt posloupnost
Ty = (1 -+ %)n, ktera je sice cauchyovska, ale neni konvergentni v Q.

5 Vlastnosti funkci na metrickych prostorech

Definice 22 (Spojitost funkce v bodé z). Necht (M, o) je metricky prostor.
Funkce f: P C M — R je spojita v bodé x, pokud pro kazdou posloupnost
x, € P plati:

T, — v = f(z,) — f(z)



Poznamka 23. Uvedena definice spojitosti v bodé z( je ekvivalentni s defi-
nici pomoci okoli bodu:

(Ve > 0)(39 > 0)(Vz € B(xo,6) N P)(f(z) € B(f(x0),¢))

Definice 24 (Spojitost funkce). Necht (M, g) je metricky prostor. Funkce
f: P C M — R je spojita, pokud pro kazdou posloupnost x,, € P plati:

T, — v = f(z,) — f(2)

Véta 25 (O existenci extrému spojité funkce na kompaktni mnozing). Necht
(M, 0) je metricky prostor. Necht A C M je kompaktni a f: P C M — R je
spojita. Pak

(Vo € A)(3Fa,b € A)(f(a) < f(z) < f(b)

Jinymi slovy: funkce na kompaktni mnoZiné nabyvd minima a maxima.

Priklad 26. Nasim tkolem je najit maximalni{ a miniméln{ hodnotu funkce
f na mnoziné M.
1. f(x,y) = 2% — 3zy + 2% — v + 2y,
M={[r,y) eR*:2 >0,y >0,z +y <5}

Protoze je funkce f spojitda na mnoziné M a mnozina M je kompaktni,
plyne z véty existence bodu a,b € M, ve kterych f nabyva na M
maxima a minima, tedy pro které plati

(Ve € M)(f(a) < f(e) < f(b))

Pokud je a vnitfnim bodem mnoziny M, je téz staciondrnim bodem
funkce f. Pokud je a hrani¢nim bodem mnoziny M, ma v ném f extrém
véazany na svoji hranici. Totéz plati pro bod b.

Odtud plyne nasledujici postup:

Nalezneme stacionarni body funkce f lezici uvnitt mnoziny M: po
vypoétu vyjde Sy = [2,1].

Nalezneme extrémy vazané na hranici mnoziny M: po vypoctu vyjde

Vi =1[1/2,0], Vo = [8/3,7/3]

Vime, ze body a, b jsou nékteré z bodu Sy, Vi, V,. Které to jsou zjistime
vypoctem funkénich hodnot

f(51) =0, fV)=-1/4, f(V2) =4/3

a dojdeme k zavéru, ze maximélni hodnota funkce f na mnoziné M je
f(V3) =4/3 a minimaln{ hodnota je f(V;) = —1/4.
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2. f(z,y) = nz? + 2mxy
M ={[z,y] eR*: 2 >0,y > 0,72’y = 10}
Mnozina M neni kompaktni, nemuzeme tedy piimo pouzit vétu.

Spocitame limity f na mnoziné M pro x — 0o, y — o00: vyjde v obou
piipadech oco. Odtud plyne, ze funkce nemd na M maximum.
(Zdiuvodnéme tvrzeni o limitach: pro z — oo je f(z,y) > ma? — oco.

Pro y — oo vyjadiime z vazby x = 1/10/(7y) a dostaneme z — 0 a
odtud f(z,y) > 2rzry = 20/ — c0.)

4 mx?y = 10

Abychom mohli pouzit vétu, ,,utizneme* z mnoziny M konce, na kterych
se f blizi k nekone¢nu. Pro ¢ > 0 dostaneme mnozinu, kterd je kom-
paktni

M, = {[z,y] € R* : x> e,y > &, ma’y = 10}

Na této mnoziné f nabyva svého minima, které je pro dostatec¢né malé
€ zaroven minimem f na mnoziné M. Bod, ve kterém f toto minimum
nabyva najdeme metodou lagrangeovych multiplikatoru.






