Text k predmétu AN3 na FP TUL
15. zari 2023
Modfe jsem vyznacila ¢asti, které studentum doporucuji precist pred
nasim prvnim setkanim. Tyka se predevsim dalkait.

Zacneme opakovanim funkce jedné proménné. Navazeme piehledem pro
funkce dvou proménnych, budeme ukazovat analogie, u jednotlivych pojmu
vypocteme jednoduchy priklad.

FUNKCE JEDNE PROMENNE — HESLOVITE

e Graf funkce f s definicnim oborem D je mozina
{[z,y] eR* 1z € DAy = f(a)}
Logickou spojku A nékdy nahrazujeme ¢arkou

{[v,y) eR*: 2 € D,y = f(x)}

e Spojitost funkce f v bodé xy zapsana ruznymi vzajemné ekvivalentnimi
zpusoby

1. Pomoci intervalu
(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € (xg—0d,20+9))(f(z) € (f(x)—e, f(x)+e))
2. Intervaly napiseme jako okoli
(Ve > 0)(30 > 0)(Ya € Us(xo))(f(x) € U=(f(2)))
3. Pomoci absolutni hodnoty (jeji geometricky vyznam je vzdélenost)

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz)(|z — zo| <6 = |f(x) = fzo)| <e)

e Derivace funkce f v bodé z

1. Zapsana pomoci prirustku h

/ o fleo+h) = f(xo)
f(xg) = lim -

h—0



2. Zapsana pomoci r = xg + h

e Lagrangeova véta o stfedni hodnoteé:

7 definice derivace plyne, ze pro malé h plati w = f(x),

Lagrangeova véta fikd, ze (i pro vétsi h) mezi x a = + h existuje c,

ze plati rovnost w = f'(e).

Oba vztahy muzeme upravit do tvaru

flet+h) = f(z)=f(x)h  fle+h)=flz)=f(c)h
pripadné do tvaru

f@+h)=flz)+ f(@)h  flz+h)=[f(x)+ [(c)h
Porovnejte s rovnici teény a Taylorovym polynomem prvniho stupné.

e Aproximacni vlastnosti derivace (diferencidl funkce):

fl@+h) = fx) ~ fi(x)h

Kvalitu aproximace
flz+h)~ f(x)+ Ah

méfime vyrazy (a jejich limitami v nule) — zajima néas, zda jsou hodnoty
vyrazu malé a tedy, zda jsou jejich limity rovny nule

(f(z +h) — f(x)) — Ah

(f(x+ 1) = f(x)) = Ab, -

Vyraz vlevo ma limitu rovnu nule pro h — 0 pravé kdyz je funkce f
v bodé x spojita.

Vyraz vpravo ma limitu rovnu nule pro h — 0 pravé kdyz je A = f/(x)
(odtud plyne spojitost f v bodé x).

DUKAZ UVEDENYCH TVRZENT:

limy o f(x+h) = f(z) prave kdyz je funkce f v bodé z spojitd. Odtud
plyne limy,o(f(z 4+ h) — f(z) =0 a limy_o f(x + h) — f(z) — AL = 0.
Druhé tvrzeni (pro vyraz vpravo) plyne z

. (f(m+h)—hf(x))—Ah — limy_o w —A=f(z)— A




e Tayloruv polynom funkce f v bodé z( stupné nula

To(x) = f(xo)

stupné jedna

Ti(x) = f(xo) + f'(2o)(x — 20) = To(x) + f'(w0)(x — x0)

stupné dva

Ty(z) = f($0)+f/($o)(33—350)+%f”(170)(93—270)2 = Tl(x)‘F%f”(ﬂ?o)(iU—xo)Q

stupné n
To(x) = Tper(2) + £ f (20) (& — x0)"

e Poznamka: rovnici tecny v bodé xq lze zapsat pomoci Taylorova poly-
nomu stupné jedna

y =Ti(z)

e Aproximacni vlastnost Taylorova polynomu

lim f(x) = T,(v)

=0
0 (],’ — :L‘O)n

Stejny vztah napsany pomoci piirustku h

h—0 hn =0

e Poznamka: aproximaé¢ni vlastnost je zobecnénim aproximacnich vlast-
nosti diferencidlu na polynomy vyssiho stupné.

e Zbytek Taylorova polynomu

Pomoci zbytku zapiSeme aproximacni vlastnost Taylorova polynomu ve
tvaru R
lim (z)
z—zo (T — xo)"

=0
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e Lokdlni extrém, derivace, Tayloruv polynom druhého stupné:
Necht f je funkce, z¢g € R, Ty je Tayloruv polynom stupné dva funkce
f v bodé xg. Necht T, nabyva v bodé zg ostrého lokdlniho extrému,
tj. pro piipad lokdlntho minima plati (v pfipadé maxima je opacnd
nerovnost <)

(36 > 0) (Y € Us(w0))(f(x) > f(x0))

Pak funkce f nabyva v bodé xy lokalniho extrému stejného typu jako
T5 (tj. minima ¢ maxima).

DUKAZ TVRZENT: T, je polynom stupné dva (nebo mensiho). Pokud
nabyva v bodé xy lokdlniho extrému, mé nasledujici tvar, ptritom typ
extrému zavisi na znaménku a (pro a > 0 minimum, pro a < 0 maxi-
mum)

Ty(z) = a(z — 20)* + f(z0)

7 aproximacni vlastnosti Taylorova polynomu plyne existence § > 0,
ze pro x € Us(xg) je
R
R _a
(x —x0)? 2

odtud plyne

@)~ flao) € (o = P 5o - )

a odtud plyne nase tvrzeni o lokdlnim extrému funkce v bodé x,.

e Poznamka: pro funkci jedné proménné plati obpodobné tvrzeni i pro
Tayloriv polynom vysstho fadu. Napt. Ty(z) = 1 — 2* mé ostré lokdlni
maximum v bodé xy = 0 a odtud plyne totéz pro funkci f spliujici

FO)=1 f(0)=0 f'(0)=0 f20)=0 f(0)=4!=24



FUNKCE VICE PROMENNYCH — HESLOVITE PRO
DVE PROMENNE

e Graf funkce f s definiénim oborem D C R?

{[z,y,2] €R*: [w,y] € D,z = f(z,y)}

e Vrstevnice/hladiny /izoktivky s hodnotou C' jsou mnoziny

{[z,y] € D: f(x,y) = C}

Napiiklad vrstevnice funkce f(z,y) = x + y maji rovnice x +y = C a
jsou to navzajem rovnobézné piimky.

e Parcialni derivace funkce f v bodé A = [xg, yo] podle proménné x

h—0

podle proménné y

, x,y+h)— f(x,
lmn flz,y })L f(z,y)
Parcidlni derivace znacime
af of
dx’ dy
Chceme-li vyznacit bod, ve kterém derivace pocitame, pouzijeme znaceni

of of / /
s 5, (A L(A), f(4)

Vsimnéte si podobnosti s derivaci funkce jedné proménné a toho, ze
druha proménna nabyva v ¢itateli stejné hodnoty.

, piipadné f,, f,

Vypocet parcidlnich derivaci ukazeme na prikladé funkce f

f(z.y) = Bay — 5y°)° (1)

Derivace vnitini funkce 32y —5y? podle x je 3y, protoze y je konstantni.
Proto je derivace f podle x

af_ 2\2
%—3(35@ 5y7)° - 3y

Podobné derivace f podle proménné y je

9J 2)2
A — . —1
” 3(3zy — 5y*)” - (3x — 10y)



Gradient funkce f v bodé A = (xg,yo) je vektor, jehoz slozky jsou

parcialni derivace
_ (9, Of
med 4) = (G, 5L )

Znacime jako vyse grad f(A) nebo také V f(A) (¢teme nabla ef).
Vyse jsme spocitali parcialni derivace funkce f z (1). Dosazenim bodu
A = [2,1] dostaneme

Of (4 of

=9 S(4)=-12

a gradient funkce f v bodé A

VF(A) = (9,-12)

Rovnice tecné roviny funkce f v bodé A = [0, yo]

L 0f

o )@=+ () - o)

2= f(4) 0

Srovnejte s pripadem funkce jedné proménné. Lisi se jen tim, ze obsa-
huje dva ¢leny s derivaci.

Pouziti vzorce ukazeme na piikladeé funkce (1). Pouzijeme vyse vypoctené
parcidlni derivace v bodé A = [2, 1] a ddle dosazenim vypocteme f(A) =
1. Dosazenim dostaneme rovnici tecné roviny funkce f v bodé A

z2=1+9x—-2)—-12(y — 1)

Tayloruv polynom prvniho stupné funkce f v bodé A = [zg, yo]

+ L) — ) + S ()~ w)

Tayloruv polynom funkce f z (1) v bodé A je
Ti(e,y) = 1+ 9z —2) — 12(y — 1)

Vztah tecné roviny a Taylorova polynomu prvniho stupné je analogicky
pripadu funkce jedné proménné.



Spojitost funkce f v bodé A = [zq, yo):
Okoli Us(z) = (x — §,x + §) nahradime kruhem se stfedem v bodé A a
polomérem o

Us(A) ={[z,y] e R*: (x — x0)> + (y — ) < 0%}

Pomoci normy
1z, y)ll = va? +y?

muzeme okoli zapsat
Us(A) = {[z.y] € R+ [|(z — w0,y — y0)|| < 0}
Podminku spojitosti f v bodé A pak zapiSeme nékterym ze zpusobu

1.
(Ve > 0)(30 > 0)(Ya € Us(x0))(f(x) € U=(f(2)))

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz)([|(z =0,y —wo)l| <& = [f(x) = f(z0)| <)

Limita funkce f v bodé A = [z, yo|:
znacime lim g ) (20,40) f (%, y) = A a znamena to

(Ve > 0)(30 > 0)(V(z,y) € R)(0 < [[(z—0, y—y0)|| <0 = |f(z,y)—Al <e)
pripadné pomoci prstencového okoli

F5(A) = Us(A) \ {4}
zapiSeme definici limity

(Ve > 0)(30 > 0)(Y(z,y) € P5(A))(|f(z,y) — Al <¢)

Neékdy se hodi odlisné definice limity (rozdil jsme vyznacili ¢ervene, D
znaci definiéni obor funkce f)

(Ve > 0)(30 > 0)(Y(z,y) € Ps(A)ND)(|f(z,y) — Al <¢)
Podobné se definuje limita vzhledem k mnoziné M C D

(Ve > 0)(36 > 0)(V(w, ) € P5(A) 1 M)(|f(z,y) — A] <)



Aproximaéni vlastnosti Taylorova polynomu prvniho stupné

L fA+h) —Ti(A+h)
h—(0,0) 1Rl

=0

Diilezita poznamka: pro funkei jedné proménné tato dobra aproximaéni
vlastnost plyne z existence derivace. Pro funkci dvou proménnych je
to jinak. Ukazeme piiklady funkci, které maji parcialni derivace, ale
Tayloruv polynom tuto dobrou aproximaéni vlastnost nem4.

Derivace vyssich fadu vysvétlime na piikladu: pro

f(x,y) = Bvy — 5y°)°
je (vypocet viz vyse, zde po malé uprave)

% _ of = 3(3z — 10y)(3zy — 5y°)?

9y (3xy — 5y?)?
( -

Jejich dalsim derivovanim (a po malé tipravé) dostaneme druhou deri-
vaci podle x
>*f 2 2
ok 54y~ (3zy — 5y°)
druhou derivaci podle y
OF _ —30(3zy — 5y°)* + 6(3zy — 5y°)(3z — 10y)?
By = ) Y ryY Y Zz Y

Déle spocitame tzv. smisené derivace:
derivaci podle x zderivujeme podle y

02 f

= 9(3zy — 5y)? + 18y(3zy — 5y%)(3x — 10
Dy (3zy — 5y*)” + 18y(3xy — 5y~)(3x Y)

a derivaci podle y zderivujeme podle x

0*f
0xdy

= 9(3zy — 5y°)% + 3(3z — 10y)(3wy — 5y°)6y

Po drobné tpraveé lze nahlédnout, ze smisené derivace vyjdou stejné.
To neni nédhoda. Pro ,slusné vychovanou funkci“ (a polynomy slusné
vychované jsou) se smiSené derivace rovnaji. Pozdéji uvedeme piiklad
funkce, ktera takto slusné vychovand neni.



e Tayloruv polynom slusné vychované funkce f v bodé A = (xo, o)
stupné dva

TQ(xay) = Tl(xay) +
3 (B A — 20+ 2.7 () = )y = ) + S ()~ ol

Maticove lze zapsat

TZ(x7y) = Tl(x7y) +
1 ZLA) ZLA t—z
_@_Imy—m>(%§ ) a4 ( 0)

Matici H nazyvame Hessovou matici funkce f v bodé A.

HZ(%%MJ ££m>>

ZLA) ZhA)

Pouziti vzorce ukdzeme na prikladé funkce (1). Do vyse vypoétenych
parcidlnich derivaci dosadime bod A = [2,1] a zvysledki sestavime

Hessovu matici
54 —63
H = ( —63 66 )

Pouzijeme vyse vypoctené parcidlni derivace v bodé A = [2,1] a déle
dosazenim vypocteme f(A) = 27. Dosazenim dostaneme rovnici teéné
roviny funkce f v bodé A

1 54 —63 L

Po dosazeni za T7 a vynasobeni matic dostaneme

To(x,y) = 14+9(z—2)—12(y—1)+27(x—2)*—63(z—2) (y—1)+33(y—1)*

e Pozitivné/negativné definitni matice:
Matici M tadu 2 x 2 nazveme pozitivné definitni, pokud pro vSechny
nenulové vektory v € R? \ {(0,0} plat{

oI My >0



podobné nazveme M negativné defitni, pokud pro v € R?\ {(0,0} plati
vI'Mv <0

Srovnejte s pifpadem funkce jedné proménné: ¢lenu f”(zo)(x — z¢)?
v Taylorové polynomu odpovida ¢len (z — o,y —yo) H (x — 20,y — o) " .
Pozitivni/negativni definitnost Hessovy matice pak odpovid4 kladnosti/
zapornosti druhé derivace f”(xg).

Extrémy Taylorova polynomu druhého stupné:

T> mé v bodé A ostry lokalni extrém v piipadé, ze grad f(A) = (0,0)
a Hessova matice v bodé A je pozitivné definitni (7, nabyva v bodé
A ostrého lokalniho minima) nebo negativné definitni (pak 75 nabyva
v bodé A ostrého lokalntho maxima).

Lokalni extrém, derivace, Tayloruv polynom druhého stupné
Analogicky s ptipadem funkce jedné proménné z existence ostrého lokal-
niho extrému Taylorova polynomu druhého stupné plyne jeho existence
i pro funkeci.

Pro polynomy vyssiho stupné ale analogické tvrzeni neplati, protiptiklad

flzy) =@ —y)? +y' —22°

Zde je Ty(z,y) = (#* — y)? + y* s minimem v bodé A = (0,0), ale na
parabole y = 22 je f(z,2*) = —2% < f(0,0).
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