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Obsah rovinnych obrazcli na milimetrovém papife

Jordanova mira
Jordanovska méfitelnost a Caratheodoryova podminka
MnoZinova algebra
Oteviend nemé¥itelnd mnoZina

Lebesgueova mira
Sigma algebra, nekoneéné soulty, limitni pfechody
Mé&Fitelnost otevienych mnoZzin
Lebesgueovsky nemé&fitelnd mnoZzina
Vztah Jordanovské a Lebesgueovské méfitelnosti
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(VM, N € R?)(M Cc N = O(M) < O(N))

Poznamka. Vlastnost 3 plyne z vlastnosti 2 a nezapornosti
obsahu: zvolme My = M, M, = N\ M, pak je
O(N)=0(MU(N\ M))=0(M)+ O(N\ M) > O(M).
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Jordanova mira

Definice. Necht a,b,c,d € R, a < b, ¢ < d. Dvourozmérnym
intervalem nazveme mnozinu | = [a, b) x [c, d). Cislo
(b — a)(d — c) nazveme obsahem intervalu / a budeme znatit O(/).

Necht M C R?. Vnitini Jordanovou mirou mnoZiny M nazyvdme
¢islo
n
sup {Z O(Ik) : I jsou po dvou disjunktni intervaly, Up_; Ix C I\/I}
k=1

Vnégjsi Jordanovou mirou mnoZiny M nazyvame Cislo
n
inf {Z O(lk) : I jsou intervaly, Uji_; Ix D I\/I}
k=1

Pozndmka. MnoZina M ma kone¢nou vnéjsi Jordanovu miru,
pravé kdyz je omezena.
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P¥i konstrukci vné&jsi Jordanovy miry pouzivime obdélniky se
stranami rovnobéZnymi se soufadnymi osami.

Z kone&né mnoZiny takovych obdélnikii vytvo¥ime sit uréenou
vrcholy obdélniki. Sit pak obdélniky rozlozi na n&kolik mensich
obdélnikd.

N~
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Jordanovska méFitelnost

Definice. MnoZinu M nazveme Jordanovsky méFitelnou, pokud se
jeji vniténi a vnéjsi Jordanovy miry rovnaji a jsou konetné. Tuto
spole¢nou hodnotu budeme nazyvat Jordanovou mirou mnoZiny M.

Ptiklad Jordanovsky neméFitelné mnoziny. MnoZina A x A, kde
A =[0,1] N Q ma vnitfni Jordanovu miru rovnu nule, vn&jsi rovnu
jedné a tedy neni Jordanovsky méFitelna.

v

Lemma. Necht / C R? je interval, A C I. Oznatme jm* vn&jsi a
Jm, vnit¥ni Jordanovu miru. Pak plati

Jm.(A) = O(1) — jm"(I'\ A)

Dakaz na dalsim slajdu.
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Dikaz. Necht {/}{_;, Ui_1 Ik C A je systém po dvou
disjunktnich intervald.

Z krajnich bodi intervall /, vytvoFime sit a sit vytvo¥i intervaly

{Jic} i, dopliujici disjunktni sjednoceni
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Odtud plyne

2 k=1 O(h) = O(1) = 22k O(Jk),

UZ:l I U UT:l Je=1

sup{3_x—1 O(k)} = O() —inf{37,L; O(Ji)}

atedy jmy(A)=

O(1) — jm*(I'\ A)
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Caratheodoryova podminka

Lemma. Necht / C R? je interval, A C I. Oznaéme jm* vn&jsi
Jordanovu miru. MnoZina A je Jordanovsky méfitelnd pravé kdyz
spliiuje Caratheodoryovu podminku

Jm*(A) +jm*(I'\ A) = O(/)

Dikaz. Jordanovskou méFitelnost jsme definovali vztahem
jm.(A) = jm*(A)
Dosazenim do rovnosti z pfedchoziho lemmatu dostaneme
jm*(A) = O(1) — jm"(1'\ A)
a po upravé dostaneme Caratheodoryovu podminku.

Poznamka. Pokud neni mnoZina A Jordanovsky méfitelna, pak
z jm,(A) < jm*(A) plyne subaditivita jm*(A) + jm*(1 \ A) > O(/)
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Definice. Necht M je mno¥ina, S C 2M systém jejich podmnozin.
Dvojici (M, S) nazveme mnoZinovou algebrou, pokud plati
1.0es
2. (VAeS)(M\AeS)
3. (VA,Be S)(AUBE€YS)

Véta. Necht | C R? je omezeny interval. Mno¥ina Jordanovsky
méFitelnych podmnoZzin intervalu / tvo¥i mnoZinovou algebru.
Diikaz.
1. 0 =[a,a) x [b, b)
2. Plyne z Caratheodoryovy podminky
Jm*(A) +jm*(I'\ A) = O()
3. K dikazu aditivity nejdfive dokdZzeme lemma.
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Lemma k dikazu véty o algebfe Jordanovsky méFitelnych
mnozin

Lemma. Omezend mnoZina A C | je Jordanovsky méFitelnd pravé
kdyZ ke kazdému e > 0 existuje systém po dvou disjunktnich
intervald {I}7_q, {Jc}], Ze
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Dikaz lemmatu
Dikaz. Ozna&me jm,.(A) vnitfni miru A, jm*(A) vn&jsi miru A.
Zvolme {/lx}7_, tak, aby >}, O(l) > jm.(A) — =/2
a {Jk}, tak aby Y271 O(l) + 271 O(Jk) < jm*(A) + =/2.
Pak je Y i1 O(Jk) < jm*(A) — jm(A) + =, (¥)
Dale je >~ _; O(Ik) < jm.(A),
> k=1 Ohe) + 2251 O(Jk) = jm*(A)
a odtud plyne 3" O(Jk) > jm*(A) — jm.(A). (*¥)
a (%), (**).

Tvrzeni lemmatu plyne ze vztah
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Diikaz véty o algebfe Jordanovsky méfitelnych mnoZin —
pokracovani

Uvazujme nyni Jordanovsky méfitelné mnoziny A, B a systémy
intervald {h}7_;, {I Py {Ki}o_q, {Lk}r_, splujici

Uke1 Ik €A C Uy e U ULy
Ur=1 Kk € B € U1 Kk UUL_ Lk
>or1 O(dk) <e/2, Y0_1O(Lk) <¢/2

Udé&lejme sjednoceni téchto systémii, intervaly rozdélme na &asti,
tak aby po vyhozeni duplicit byly po dvou disjunktni. Dostaneme
systém pro sjednoceni, ze kterého plyne Jordanovska méfitelnost
AUB.



Dalsi vlastnosti mnoZinové algebry

1. Z de Morganovych vzorci plyne

ABeS=— ANBecS



Dalsi vlastnosti mnoZinové algebry

1. Z de Morganovych vzorci plyne

ABeS=— ANBecS

ANB =M\ ((M\ A)U(M\ B))



Dalsi vlastnosti mnozZinové algebry

1. Z de Morganovych vzorci plyne

ABeS=— ANBecS

ANB =M\ ((M\ A)U(M\ B))

2. Matematickou indukci dokdZeme, Ze v algebte leZi i
sjednoceni/prinik kone&ného po&tu mnoZzin

(Vke{l,....n})(Ak € S) = (Uj_1Ak € S,N}_1AL € S)



Dalsi vlastnosti mnozZinové algebry

1. Z de Morganovych vzorci plyne

ABeS=— ANBecS
ANB =M\ ((M\A)U(M\ B)

2. Matematickou indukci dokdZeme, Ze v algebte leZi i
sjednoceni/prinik kone&ného po&tu mnoZzin

(Vke{l,....n})(Ak € S) = (Uj_1Ak € S,N}_1AL € S)

3. Pro nekone&né mnoho mnozin Ay € S, k € N nemusi platit
UiozlAk €S.



Dalsi vlastnosti mnozZinové algebry

1. Z de Morganovych vzorci plyne

ABeS=— ANBecS
ANB =M\ ((M\A)U(M\ B)

2. Matematickou indukci dokdZeme, Ze v algebte leZi i
sjednoceni/prinik kone&ného po&tu mnoZzin

(Vke{l,....n})(Ak € S) = (Uj_1Ak € S,N}_1AL € S)

3. Pro nekone&né mnoho mnozin Ay € S, k € N nemusi platit
U% 1Ak € S. Napriklad v8echny jednoprvkové mnoZiny jsou
Jordanovsky mé¥itelné, jejich sjednocenim dostaneme
spoletnou mnozinu, kterd byt Jordanovsky méfitelnd nemusi.
Pro p¥ipad jednorozmé&rné miry uvedme A = QN (0,1)
(dvourozmérny p¥ipad je A x A).



Pokryti nekone¢né mnoha intervaly
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Vn&jsi Jordanova mira mnoziny B=A x A, kde A=QnN (0,1) je
rovna jedné — pfi pokryti mnoZiny B kone¢n& mnoha intervaly

pokryjeme cely &tverec, protoze je mnoZina B hustd v tomto
Ctverci.
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Vn&jsi Jordanova mira mnoziny B=A x A, kde A=QnN (0,1) je
rovna jedné — pfi pokryti mnoZiny B kone¢n& mnoha intervaly

pokryjeme cely &tverec, protoze je mnoZina B hustd v tomto
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UvaZujme pokryti nekone¢né mnoha intervaly. Zvolme ¢ > 0,
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Pokryti nekone¢né mnoha intervaly

Vn&jsi Jordanova mira mnoziny B=A x A, kde A=QnN (0,1) je
rovna jedné — pfi pokryti mnoZiny B kone¢n& mnoha intervaly
pokryjeme cely &tverec, protoze je mnoZina B hustd v tomto
Ctverci.

UvaZujme pokryti nekone¢né mnoha intervaly. Zvolme ¢ > 0,
vyuZijeme, Zze B je spofetnd mnoZina a jeji body pokryjeme
intervaly o obsahu /2, £/4, .../2%, ...

Definice. Vnéjsi mirou mnoZiny M nazyvédme ¢&islo

m*(M) = inf O(Ix) : Ix jsou intervaly, U2, L D M
k=1
k=1



Pokryti nekone¢né mnoha intervaly

Vn&jsi Jordanova mira mnoziny B=A x A, kde A=QnN (0,1) je
rovna jedné — pfi pokryti mnoZiny B kone¢n& mnoha intervaly
pokryjeme cely &tverec, protoze je mnoZina B hustd v tomto
Ctverci.

UvaZujme pokryti nekone¢né mnoha intervaly. Zvolme ¢ > 0,
vyuZijeme, Zze B je spofetnd mnoZina a jeji body pokryjeme
intervaly o obsahu /2, £/4, .../2%, ...

Definice. Vnéjsi mirou mnoZiny M nazyvédme ¢&islo

m*(M) = inf {Z O(lx) : Iy jsou intervaly, U2 Iy D M}
k=1

Ptiklad. Pro mnoZinu B definovanou vy3e je m*(B) = 0.



Otevfend mnoZzina, ktera neni Jordanovsky méfitelna

Ptiklad oteviené mnoziny, ktera neni Jordanovsky méfitelna.

Necht B = A x A, kde A= Qn (0,1).
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Ptiklad oteviené mnoziny, ktera neni Jordanovsky méfitelna.
Necht B=A x A kde A=Qn(0,1).

Setad me prvky B do posloupnosti a pro xx € B necht je ok(xk)
otevieny kruh o obsahu £/2* se stfedem v bod& xy.
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otevieny kruh o obsahu £/2* se stfedem v bod& xy.

UvaZujme mnoZinu

C= [ ok(x)

xcEB
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Ptiklad oteviené mnoziny, ktera neni Jordanovsky méfitelna.
Necht B=A x A kde A=Qn(0,1).

Setad me prvky B do posloupnosti a pro xx € B necht je ok(xk)
otevieny kruh o obsahu £/2* se stfedem v bod& xy.

UvaZujme mnoZinu
C= [ ok(x)
Pak je C oteviend mnoZina. *x€B

Déle je B C C, a tedy vnéjsi Jordanova mira
jm*(C) =z jm*(B) = 1.
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Ptiklad oteviené mnoziny, ktera neni Jordanovsky méfitelna.
Necht B=A x A kde A=Qn(0,1).

Setad me prvky B do posloupnosti a pro xx € B necht je ok(xk)
otevieny kruh o obsahu £/2* se stfedem v bod& xy.

UvaZujme mnoZinu
C= [ ok(x)
Pak je C oteviend mnoZina. *x€B
Déle je B C C, a tedy vnéjsi Jordanova mira
Jm*(C) > jm*(B) = 1.
Vnit¥ni mira C je nanejvys rovna souctu mé&r ok(xy), tedy e.



Otevfend mnoZzina, ktera neni Jordanovsky méfitelna
Ptiklad oteviené mnoziny, ktera neni Jordanovsky méfitelna.
Necht B = A x A, kde A=Qn (0,1).

Setad me prvky B do posloupnosti a pro xx € B necht je ok(xk)

otevieny kruh o obsahu £/2* se stfedem v bod& xy.

UvaZujme mnoZinu
C= [ ok(x)
Pak je C oteviend mnoZina. *x€B
Déle je B C C, a tedy vnéjsi Jordanova mira
Jm*(C) > jm*(B) = 1.
Vnit¥ni mira C je nanejvys rovna souctu mé&r ok(xy), tedy e.

Zavér: C je otevfend mnozina, kterd neni Jordanovsky méfitelna.



Otevfend mnoZzina, ktera neni Jordanovsky méfitelna
Ptiklad oteviené mnoziny, ktera neni Jordanovsky méfitelna.
Necht B = A x A, kde A=Qn (0,1).

Setad me prvky B do posloupnosti a pro xx € B necht je ok(xk)

otevieny kruh o obsahu £/2* se stfedem v bod& xy.

UvaZujme mnoZinu
C= [ ok(x)

Pak je C oteviend mnoZina. *x€B

Déle je B C C, a tedy vnéjsi Jordanova mira

Jm*(C) > jm*(B) = 1.

Vnit¥ni mira C je nanejvys rovna souctu mé&r ok(xy), tedy e.

Zavér: C je otevfend mnozina, kterd neni Jordanovsky méfitelna.

UkaZeme na jednorozmérném ptipadé — tsecka znazorfiuje interval
(0,1), raciondlni &isla pokryvdme okolimi, pro lepsi viditelnost

dvourozmé&rnymi: P ‘




»Lebesgueova sodovka“

MnoZina C pro pomalej&i zmen3ovani okoli (stéle tvofi
geometrickou ¥adu). Vidét jsou jen okoli bodil se soutadnicemi
1/2,1/3,2/3,1/4,3/4,1/5,2/5,3/5,4/5, ostatni jsou p¥ili¥ mala.




Limitni prechody, nekone¢né soucty, o-algebra
Definice. Necht M je mnoina, S C 2M systém jejich podmnozin.
Dvojici (M, S) nazveme mnoZinovou o-algebrou, pokud plati
L.0eS
2. VAeS)(M\AeS)
3. (VA e S, ke N)(UZ,A€S)



Limitni prechody, nekone¢né soucty, o-algebra

Definice. Necht M je mnoina, S C 2M systém jejich podmnozin.
Dvojici (M, S) nazveme mnoZinovou o-algebrou, pokud plati
1.0es
2. (VAeS)(M\AeS)
3. (VA e S, ke N)(UZ,A€S)
Funkci m : S — [0, +00] nazyvdme mirou, pokud plati
1. m(®)=0
2. Pro libovolny systém po dvou disjunktnich mnoZzin {A,}%2,

plati
UAk > m(AW)
k=1

Tuto vlastnost nazyvame o-aditivitou.



Limitni prechody, nekone¢né soucty, o-algebra

Definice. Necht M je mnoina, S C 2M systém jejich podmnozin.
Dvojici (M, S) nazveme mnoZinovou o-algebrou, pokud plati
1.0es
2. (VAeS)(M\AeS)
3. (VA e S, ke N)(UZ,A€S)
Funkci m : S — [0, +00] nazyvdme mirou, pokud plati
1. m(®)=0
2. Pro libovolny systém po dvou disjunktnich mnoZzin {A,}%2,

plati
UAk > m(AW)
k=1

Tuto vlastnost nazyvame o-aditivitou.

Poznamka. Polozme A, = () pro k > n a dostaneme podminku
pro koneény podet mnozin.



Lebesgueova mira

Definice. MnoZinu A C R? nazveme Lebesgueovsky méFitelnou,
pokud pro kaZdy interval | C R? plati

m* (AN 1)+ m*(I'\ A) = O(/)
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Poznamka. Lebesgueovsky méFitelné mnoZiny tvofi o-algebru.
K dikazu bychom pottebovali sérii prednasek.
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pokud pro kaZdy interval | C R? plati

m* (AN 1)+ m*(I'\ A) = O(/)
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Pro Jordanovsky méfitelnou mnoZinu jsme predpoklddali A C /, a
pak e A=ANI.



Lebesgueova mira

Definice. MnoZinu A C R? nazveme Lebesgueovsky méFitelnou,
pokud pro kaZdy interval | C R? plati

m* (AN 1)+ m*(I'\ A) = O(/)

Poznamka. Lebesgueovsky méFitelné mnoZiny tvofi o-algebru.
K dikazu bychom pottebovali sérii prednasek.

Poznamka. VSimnéte si podobnosti s tvarem Caratheodoryovy
podminky pro Jordanovsky mé¥Fitelnou mnoZzinu

jm* (A) + jm* (1'\ A) = O(1)

Pro Jordanovsky méfitelnou mnoZinu jsme predpoklddali A C /, a
pak e A=ANI.

Lebesgueovsky méfitelnd mnozina nemusi byt omezena, tedy
nemusi existovat interval /, pro n&jZ plati A C /, a proto

v podmince musi byt vyraz m*(A N [) misto m*(A).



Mé&Fitelnost otevienych mnoZin

Ukézeme, Ze otevienou mnoZinu G C R? je mozné vyjad¥it jako
spoletné disjunktni sjednoceni intervali G = U2, /. Odtud pak
plyne Lebesgueovskd méritelnost otevienych mnoZzin.
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Ukézeme, Ze otevienou mnoZinu G C R? je mozné vyjad¥it jako
spoletné disjunktni sjednoceni intervali G = U2, /. Odtud pak
plyne Lebesgueovskd méritelnost otevienych mnoZzin.

Necht je A C R?, nemusi byt otevfend. Vytvofime Ay, C A:



Mé&Fitelnost otevienych mnoZin

Ukézeme, Ze otevienou mnoZinu G C R? je mozné vyjad¥it jako

spoletné disjunktni sjednoceni intervali G = U2, /. Odtud pak

plyne Lebesgueovskd méritelnost otevienych mnoZzin.

Necht je A C R?, nemusi byt otevfend. Vytvofime Ay, C A:
Vo={l=[a,a+1)x[bb+1):a,beZ, | C A}

AOZUI

1eVy



Mé&Fitelnost otevienych mnoZin

Ukézeme, Ze otevienou mnoZinu G C R? je mozné vyjad¥it jako
spoletné disjunktni sjednoceni intervali G = U2, /. Odtud pak
plyne Lebesgueovskd méritelnost otevienych mnoZzin.

Necht je A C R?, nemusi byt otevfend. Vytvofime Ay, C A:
Vo={l=[a,a+1)x[bb+1):a,beZ, | C A}
Av=J 1

1eVy

Dalsi kroky

Vie={l =[a/2%, (a+1)/2) x [b/2K, (b+1)/2%):a,b e Z,] C A,

Ac=Acu 1 o As=JA 1N A1 =0}

leVy



Mé&Fitelnost otevienych mnoZin

Ukézeme, Ze otevienou mnoZinu G C R? je mozné vyjad¥it jako
spoletné disjunktni sjednoceni intervali G = U2, /. Odtud pak
plyne Lebesgueovskd méritelnost otevienych mnoZzin.

Necht je A C R?, nemusi byt otevfend. Vytvofime Ay, C A:
Vo={l=[a,a+1)x[bb+1):a,beZ, | C A}

AOZUI

1eVy
Dalsi kroky
Vie={l =[a/2%, (a+1)/2) x [b/2K, (b+1)/2%):a,b e Z,] C A,
Ac=Acu 1 o As=JA INAc-1 =0}
eV

Z konstrukce plyne Ao, C A.



Mé&Fitelnost otevienych mnoZin — pokracovani

Na minulém slajdu jsme k mnoZin& A C R? zkonstruovali spotetné
sjednoceni intervali Ay, C A.

UkaZeme, e pro otevienou mnoZinu G C R? plati G = G..

Necht je x € G. ProtoZe je G otevfend mnoZina, existuje &tverec

C 2exe CcCa.

X

P¥i volb& dostate¢né velkého k € N a vhodné-
ho a, b € Z bude C obsahovat interval

I =[a/2%, (a+1)/2%) x [b/2¥, (b+1)/2%)

Odtud plyne x € G. Bod x € G jsme volili libovolng&, proto je

G = G



Lebesgueovsky neméFitelna mnozina

Na mnoZin& A = [0,1) zavedeme ekvivalencix ~y =x—y €Q a
vytvotime t¥idy ekvivalence

Ac={y€[0,1):y—x€Q}



Lebesgueovsky neméFitelna mnozina

Na mnoZin& A = [0,1) zavedeme ekvivalencix ~y =x—y €Q a
vytvotime t¥idy ekvivalence
Ac={y€[0,1):y—x€Q}
Ag=Ay=---
— A=Apup

Yy

Ain




Lebesgueovsky neméFitelna mnozina

Na mnoZin& A = [0,1) zavedeme ekvivalencix ~y =x—y €Q a
vytvotime t¥idy ekvivalence
Ac={y€[0,1):y—x€Q}
— Ag=Ay =
- Az = Az

us
— A\@—Hr

Z kazdé t¥idy vezmeme jeden prvek a vytvofime tak mnoZinu B.




Lebesgueovsky neméFitelna mnozina

Na mnoZin& A = [0,1) zavedeme ekvivalencix ~y =x—y €Q a
vytvotime t¥idy ekvivalence
Ac={y€[0,1):y—x€Q}
— Ag=Ay =
- Az = Az

T
Aﬁ+7r
Z kazdé t¥idy vezmeme jeden prvek a vytvofime tak mnoZinu B.
Pro g € A vytvofime mnoZiny
Bg={yel0,1):y—qgeBVy—-q+1ecB}

(Posunuli jsme B o g doprava a &3st, kterd je za jednitkou pak o jedna doleva.)




Lebesgueovsky neméFitelna mnozina

Na mnoZin& A = [0,1) zavedeme ekvivalencix ~y =x—y €Q a
vytvotime t¥idy ekvivalence
AX:{yE[Oal):y_XEQ}
— Ag=Ay =
- Az = Az

T
Aﬁ+7r
Z kazdé t¥idy vezmeme jeden prvek a vytvofime tak mnoZinu B.
Pro g € A vytvofime mnoZiny
Bg={yel0,1):y—qgeBVy—-q+1ecB}

(Posunuli jsme B o g doprava a &3st, kterd je za jednitkou pak o jedna doleva.)

MnoZiny B, maji stejnou vn&jsi miru: m*(B,) = m*(B,), déle
UgeaBg = [0,1) je spotetné disjunktni sjednoceni. Odtud plyne, Ze
mira B nemiZe byt ani nulova, ani kladnd, coZ je spor.



Lebesgueovsky neméFitelna mnozina

Na mnoZin& A = [0,1) zavedeme ekvivalencix ~y =x—y €Q a
vytvotime t¥idy ekvivalence
AX:{yE[Oal):y_XEQ}
— Ag=Ay =
- Az = Az

T
Aﬁ+7r
Z kazdé t¥idy vezmeme jeden prvek a vytvofime tak mnoZinu B.
Pro g € A vytvofime mnoZiny
Bg={yel0,1):y—qgeBVy—-q+1ecB}

(Posunuli jsme B o g doprava a &3st, kterd je za jednitkou pak o jedna doleva.)

MnoZiny B, maji stejnou vn&jsi miru: m*(B,) = m*(B,), déle
UgeaBg = [0,1) je spotetné disjunktni sjednoceni. Odtud plyne, Ze
mira B nemiZe byt ani nulova, ani kladnd, coZ je spor.

Proto nemiize byt B méFitelna.



Vztah Jordanovské a Lebesgueovské méfitelnosti

Véta. Je-li mnozina A C R? Jordanovsky m&Fitelnd, pak je i
Lebesgueovsky méfitelnd a miry se rovnaji: jm(A) = m(A).



Vztah Jordanovské a Lebesgueovské méfitelnosti

Véta. Je-li mnozina A C R? Jordanovsky m&Fitelna, pak je i
Lebesgueovsky méfitelnd a miry se rovnaji: jm(A) = m(A).

Diikaz. Pro mnoZiny hornich souttii mnoZiny A C R?:
J5*(A) = {20, O(h) : U1k D A}

15°(4) — {557, 0(h) : U1k 2 A}

plati js*(A) C Is*(A).



Vztah Jordanovské a Lebesgueovské méfitelnosti

Véta. Je-li mnozina A C R? Jordanovsky m&Fitelna, pak je i
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plati js*(A) C Is*(A). Odtud plyne inf js*(A) > inf Is*(A), tj.
Jm*(A) = m*(A).
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Véta. Je-li mnozina A C R? Jordanovsky m&Fitelna, pak je i
Lebesgueovsky mé&Fitelnd a miry se rovnaji: jm(A) = m(A).

Diikaz. Pro mnoZiny hornich souttii mnoZiny A C R?:
Js*(A) = {2 k=1 O(k) - Ug_1 Ik 2 A}

Is7(A) = {22k=1 O(l) : URZy ke 2 A}

plati js*(A) C Is*(A). Odtud plyne inf js*(A) > inf Is*(A), tj.
Jm*(A) = m*(A).

Totéz plati pro mnoziny N A, I\ A a tedy

Jm* (AN )+ jm* (I \ A) > m*(AN1)+ m*(I\ A)



Vztah Jordanovské a Lebesgueovské méfitelnosti

Véta. Je-li mnozina A C R? Jordanovsky m&Fitelna, pak je i
Lebesgueovsky mé&Fitelnd a miry se rovnaji: jm(A) = m(A).

Diikaz. Pro mnoZiny hornich souttii mnoZiny A C R?:
Js*(A) = {30, O(h) : U_y k 2 A}

15 (A) = {T 301 O(h) : U i 2 A}

plati js*(A) C Is*(A). Odtud plyne inf js*(A) > inf Is*(A), tj.
Jm*(A) > m*(A).

Totéz plati pro mnoziny N A, I\ A a tedy

Jm* (AN )+ jm* (I \ A) > m*(AN1)+ m*(I\ A)

Daéle ze subaditivity vn&jsi miry plyne

m (AN 1)+ m*(I'\ A) > m*(I) = O(I)



Vztah Jordanovské a Lebesgueovské méfitelnosti

Véta. Je-li mnozina A C R? Jordanovsky m&Fitelna, pak je i
Lebesgueovsky mé&Fitelnd a miry se rovnaji: jm(A) = m(A).

Diikaz. Pro mnoZiny hornich souttii mnoZiny A C R?:
Js*(A) = {30, O(h) : U_y k 2 A}

15 (A) = {T 301 O(h) : U i 2 A}

plati js*(A) C Is*(A). Odtud plyne inf js*(A) > inf Is*(A), tj.
Jm*(A) > m*(A).

Totéz plati pro mnoziny N A, I\ A a tedy

Jm* (AN )+ jm* (I \ A) > m*(AN1)+ m*(I\ A)

Daéle ze subaditivity vn&jsi miry plyne

m (AN 1)+ m*(I'\ A) > m*(I) = O(I)

Dostdvame tedy nerovnosti

Jm* (AN )+ jm*(I1\ A) > m*(An1l)+ m*(I1\ A) > O(1),



Vztah Jordanovské a Lebesgueovské méfitelnosti

Véta. Je-li mnozina A C R? Jordanovsky m&Fitelna, pak je i
Lebesgueovsky mé&Fitelnd a miry se rovnaji: jm(A) = m(A).

Diikaz. Pro mnoZiny hornich souttii mnoZiny A C R?:
Js*(A) = {5_, O() : Up_y ik 2 A}

I°(A) = {302y O(k) : U2 i 2 A}

plati js*(A) C Is*(A). Odtud plyne inf js*(A) > inf Is*(A), tj.
Jm*(A) > m*(A).

Totéz plati pro mnoziny N A, I\ A a tedy

Jm* (AN )+ jm* (I \ A) > m*(AN1)+ m*(I\ A)

Daéle ze subaditivity vn&jsi miry plyne

m (AN 1)+ m*(I'\ A) > m*(I) = O(I)

Dostdvame tedy nerovnosti

Jm* (AN )+ jm*(I1\ A) > m*(An1l)+ m*(I1\ A) > O(1),
ze kterych plyne: rovna-li se leva strana pravé, pak se jim rovna i
prostfedni strana.



Vztah Jordanovské a Lebesgueovské méfitelnosti

Véta. Je-li mnozina A C R? Jordanovsky m&Fitelna, pak je i
Lebesgueovsky mé&Fitelnd a miry se rovnaji: jm(A) = m(A).

Diikaz. Pro mnoZiny hornich souttii mnoZiny A C R?:
Js*(A) = {5_, O() : Up_y ik 2 A}

I°(A) = {302y O(k) : U2 i 2 A}

plati js*(A) C Is*(A). Odtud plyne inf js*(A) > inf Is*(A), tj.
Jm*(A) > m*(A).

Totéz plati pro mnoziny N A, I\ A a tedy

Jm* (AN )+ jm* (I \ A) > m*(AN1)+ m*(I\ A)

Daéle ze subaditivity vn&jsi miry plyne

m (AN 1)+ m*(I'\ A) > m*(I) = O(I)

Dostdvame tedy nerovnosti

Jm* (AN )+ jm*(I1\ A) > m*(An1l)+ m*(I1\ A) > O(1),
ze kterych plyne: rovna-li se leva strana pravé, pak se jim rovna i

prostfedni strana. Odtud a z Caratheodoryovy podminky plyne
tvrzeni véty.
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