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Definice dvojného integralu. Necht a < b, ¢ < d jsou redlnd ¢isla, O =
[a,b] x [c,d] je obdélnik, Necht f: O — R je funkce.

Necht I = {z; :i € {0,1,...,m}}, zo = a, ¥, = b, ; < xp pro i < k je
déleni intervalu [a, b].

Necht J ={y; : € {0,1,...,n}}, yo =¢, yn = d, y; < yx pro j < k je
déleni intervalu [c, d].

Necht
My = [z, 2i41) X [Yj, Yj1), (1)
fij = {f(x,y) : (l’,y) € Mij}7 (2)
Hi; = sup(fij) (3)

Hornim integralnim souc¢tem funkce f pro déleni I, J nazveme ¢islo
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Dolnim integralnim souc¢tem funkce f pro déleni I, J nazveme ¢islo
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Hornim integralem funkce f na obdélniku O nazveme ¢islo

/_/Oﬂx, y) dedy =

inf{H; ;s : déleni I intervalu [a, b],déleni J intervalu [c, d]}

Dolnim integralem funkce f na obdélniku O nazveme ¢islo

/_/O f(z, y) dudy =

sup{Dy, ;s : déleni I intervalu [a, b],déleni J intervalu [c, d|}



Funkci f nazveme integrovatelnou na obdélniku O, pokud plati

/_/Of@c, y) drdy = i f(z, y) dady,

a tuto spole¢nou hodnotu nazyvame dvojnym integralem funkce f na obdél-
niku O.

Vlastnosti dvojného integralu.

1.

Necht O je obdélnik, ktery rozdélime na dva obdélniky O = O; U O,
tak, ze O; N O3 = (). Necht f je integrovatelnd na O.

Pak je f integrovatelna na Oy, Oy a plati

//o f(z,y)dedy = /O1 f(z,y) dxdy+/02 f(z,y)dady

. Pozitivita integralu.

Necht O je obdélnik, f je funkce integrovatelnd na O a necht pro
(z,y) € O plati f(x,y) > 0.

Pak plati
J[ faydsay =0
o

Necht O je obdélnik, f, g jsou funkce integrovatelné na O a necht pro
(z,y) € O plati f(z,y) = g(z,y).

Pak plati
// f(:v,y)dftdyE// g(z,y) dzdy
0] O

Monotonie integralu.

. Necht funkce f je integrovatelnd na obdélniku O, necht o € R.

Pak funkce af je integrovatelna na O a plati

//o af(z,y)dedy > a//o f(z,y)dedy

Necht funkce f, g jsou integrovatelné na obdélniku O.
Pak funkce f + ¢ je integrovatelna na O a plati

//Of(a:,y)—i-g(x,y)dxdy://Of(x,y)dxdy—l—//Og(x,y)d:cdy
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Lemma (postacujici podminka existence dvojného integralu). Necht
a < b, c < d jsou redlnd ¢isla, O = [a, b] X [c, d] je obdélnik, Necht f: O — R
je funkce.

Necht ke kazdému e > 0 existuji déleni I, .J takové ze

Hyjp—Drgyp<e

Pak je f integrovatelna na O.

Diikaz. 7 definice infima a suprema plyne

f(z,y)dody < Hy j5

f(z,y)dxdy > Dy s

Il
/A

Odtud déle plyne

/_/Of(x,y) dxdy—lf(w,y) dedy < Hy 5 — Dys

7 ptredpokladu lemma plyne pro kazdé € > 0

f(z,y)drdy — flz,y)dedy < e

a odtud tvrzeni lemma.

odkud plyne

Véta o existenci dvojného integralu ze spojité funkce. Necht a < b,
¢ < d jsou redlnd ¢isla, O = [a, ] x [c, d] je obdélnik, Necht funkce f: O — R
je spojita na O.
Pak je f integrovatelna na O.
Dikaz. Obdélnik O je kompaktni mnozina. Funkce spojita na kompaktni
mnoziné je na ni stejnomérné spojita. Tedy ke kazdému & > 0 existuje § > 0
takové, ze pro kazdou dvojici a,b € O, geuri(a,b) < 0 plati |f(a) — f(b)] < £.
Pro déleni I, J obdélniku O splnujici

Tis1 —x; <0/V2 proie{0,1,...,m—1}
Yis1 —y; <0/V2 proje{0,1,...,n—1}



plati Hij — Dij < E.
Odtud plyne
HLJ’f — DLJ’f < g(b — CL)(d — C)

(=] dostaneme

Volbou € =
Higp—Dras<e

a 7z lemma o postacujici podmince existence dvojného integralu plyne inte-

grovatelnost funkce f na obdélniku O.

Lemma o existenci dvojného integralu. Necht a < b, ¢ < d jsou redlna
¢isla, O = [a,b] x [c,d] je obdélnik, necht [ = {z; : i € {0,1,...,m}} je
déleni intervalu [a,b], J = {y; : j € {0,1,...,n}} je déleni intervalu [c,d] a
necht je funkce f konstantni na obdélnicich [z, ;1) X [y;, yj41)-

Pak je f integrovatelna na O.
Dikaz nechame ctenéfi za cviceni.

Definice dvojnasobného integralu. Necht a < b, ¢ < d jsou redlna ¢isla,
O = [a,b] x [c,d] je obdélnik, Necht f: O — R je funkce.
Dvojnasobnym integralem funkce f na obdélniku O nazyvame integral

[ ([ e as
/cd (/abf@,y)dx)dy

Vlastnosti dvojnasobného integralu.

a integral

1. Pozitivita integralu.

Necht O je obdélnik, f je funkce integrovatelnd na O a nechtf pro
(z,y) € O plati f(z,y) > 0.

Pak plati
b d
/ (/ f(x,y)dy> dz >0

Necht O je obdélnik, f, g jsou funkce integrovatelné na O a necht pro
(z,y) € O plati f(z,y) = g(z,y).
Pak plati

/ab (/cdf(z’y) dy) L /ab (/Cdg(fﬂ,y) dy) da

4

2. Monotonie integralu.



Fubiniova véta. Necht a < b, ¢ < d jsou realnd ¢isla, O = [a,b] X [c,d] je
obdélnik, Necht funkce f : O — R je spojita na O.
Pak existuji dvojny i dvojnésobné integraly funkce f na O a rovnaji se.

Dukaz Fubiniovy véty. Pro y € ¢, d] definujme funkci

b
o) = [ Fa)ds
Ukazeme, ze
1. funkce g je spojita na intervalu [c, d],

2. fcdg(y) dy je dolni hranice hornich integralnich souctu funkce f na
obdélniku O,

3. fcdg(y) dy je horni hranice dolnich integralnich souctu funkce f na
obdélniku O.

Z 1 plyne existence integralu fcd g(y) dy.

Z 2 plyne ; L
/c g9(y)dy < //Of(w,y) dady

/Cdg(y) dy zlf(w,y) dady

Z véty o integrovatelnosti spojité funkce plyne

/_/Oﬂx, y) dudy = & f(z, ) dudy

Odtud pak plyne
d
/ 9(y)dy = //O f(z,y) dzdy
Dukaz 1:

Zvolme 1y € [c,d] a K € > 0 z volme § > 0 takové, ze pro y € Us(yo) N [c, d]
a pro x € [a,b] plati |f(z,y) — f(x,y0)| < e. Odtud plyne |g(y) — g(vo)| <
(b — a)e, a tedy spojitost funkce g na intervalu [c, d].
Dikaz 2:
Necht I je délenf intervalu [a, b], necht J je délen{ intervalu [, d].
Pouzijeme oznaceni z (1) — (4) k definici funkce h: O — R.

Z 3 plyne
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Funkce I je konstantni na mnozinach M;; s funkéni hodnotou H;;.
Plati f < h na O a odtud pro y € [c,d]

/;f(x,y)da:ﬁ/abh(x,y)da:
/Cd (/abﬂx,y)dx) dys/cd (/:hmy)dx) ay

d b
/ (/ h(z,y) dx) dy = Hy .y
odkud plyne 2.

Analogicky dokazeme 3.
Priklady.

Dale plati

1. ff[071}x[072] 2?2 + ydady

2. Dirichletova funkce neni integrovatelna.
22—q2

3. ff[e,l]x[z—:,l] w2 drdy

4 foy ot da)dy, [y (fy et dy)da

(@2442)2 (@2442)2



