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Definice dvojného integrálu. Necht’ a < b, c < d jsou reálná č́ısla, O =
[a, b]× [c, d] je obdélńık, Necht’ f : O → R je funkce.

Necht’ I = {xi : i ∈ {0, 1, . . . ,m}}, x0 = a, xm = b, xi < xk pro i < k je
děleńı intervalu [a, b].

Necht’ J = {yj : j ∈ {0, 1, . . . , n}}, y0 = c, yn = d, yj < yk pro j < k je
děleńı intervalu [c, d].

Necht’

Mij = [xi, xi+1)× [yj, yj+1), (1)

fij = {f(x, y) : (x, y) ∈ Mij}, (2)

Hij = sup(fij) (3)

Dij = inf(fij) (4)

Horńım integrálńım součtem funkce f pro děleńı I, J nazveme č́ıslo

HI,J,f =
m−1
∑

i=0

n−1
∑

j=0

(xi+1 − xi)(yj+1 − yj)Hij

Dolńım integrálńım součtem funkce f pro děleńı I, J nazveme č́ıslo

DI,J,f =
m−1
∑

i=0

n−1
∑

j=0

(xi+1 − xi)(yj+1 − yj)Dij

Horńım integrálem funkce f na obdélńıku O nazveme č́ıslo

∫∫

O

f(x, y) dxdy =

inf{HI,J,f : děleńı I intervalu [a, b], děleńı J intervalu [c, d]}
Dolńım integrálem funkce f na obdélńıku O nazveme č́ıslo

∫∫

O

f(x, y) dxdy =

sup{DI,J,f : děleńı I intervalu [a, b], děleńı J intervalu [c, d]}
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Funkci f nazveme integrovatelnou na obdélńıku O, pokud plat́ı

∫∫

O

f(x, y) dxdy =

∫∫

O

f(x, y) dxdy,

a tuto společnou hodnotu nazýváme dvojným integrálem funkce f na obdél-
ńıku O.

Vlastnosti dvojného integrálu.

1. Necht’ O je obdélńık, který rozděĺıme na dva obdélńıky O = O1 ∪ O2

tak, že O◦

1 ∩O◦

2 = ∅. Necht’ f je integrovatelná na O.

Pak je f integrovatelná na O1, O2 a plat́ı
∫∫

O

f(x, y) dxdy =

∫∫

O1

f(x, y) dxdy +

∫∫

O2

f(x, y) dxdy

2. Pozitivita integrálu.

Necht’ O je obdélńık, f je funkce integrovatelná na O a necht’ pro
(x, y) ∈ O plat́ı f(x, y) ≥ 0.

Pak plat́ı
∫∫

O

f(x, y) dxdy ≥ 0

3. Monotonie integrálu.

Necht’ O je obdélńık, f , g jsou funkce integrovatelné na O a necht’ pro
(x, y) ∈ O plat́ı f(x, y) ≥ g(x, y).

Pak plat́ı
∫∫

O

f(x, y) dxdy ≥
∫∫

O

g(x, y) dxdy

4. Necht’ funkce f je integrovatelná na obdélńıku O, necht’ α ∈ R.

Pak funkce αf je integrovatelná na O a plat́ı
∫∫

O

αf(x, y) dxdy ≥ α

∫∫

O

f(x, y) dxdy

5. Necht’ funkce f , g jsou integrovatelné na obdélńıku O.

Pak funkce f + g je integrovatelná na O a plat́ı
∫∫

O

f(x, y) + g(x, y) dxdy =

∫∫

O

f(x, y) dxdy +

∫∫

O

g(x, y) dxdy
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Lemma (postačuj́ıćı podmı́nka existence dvojného integrálu). Necht’

a < b, c < d jsou reálná č́ısla, O = [a, b]× [c, d] je obdélńık, Necht’ f : O → R

je funkce.
Necht’ ke každému ε > 0 existuj́ı děleńı I, J takové že

HI,J,f −DI,J,f < ε

Pak je f integrovatelná na O.

Důkaz. Z definice infima a suprema plyne

∫∫

O

f(x, y) dxdy ≤ HI,J,f

∫∫

O

f(x, y) dxdy ≥ DI,J,f

Odtud dále plyne

∫∫

O

f(x, y) dxdy −
∫∫

O

f(x, y) dxdy ≤ HI,J,f −DI,J,f

Z předpokladu lemma plyne pro každé ε > 0

∫∫

O

f(x, y) dxdy −
∫∫

O

f(x, y) dxdy < ε

odkud plyne
∫∫

O

f(x, y) dxdy −
∫∫

O

f(x, y) dxdy = 0

a odtud tvrzeńı lemma.

Věta o existenci dvojného integrálu ze spojité funkce. Necht’ a < b,
c < d jsou reálná č́ısla, O = [a, b]× [c, d] je obdélńık, Necht’ funkce f : O → R

je spojitá na O.
Pak je f integrovatelná na O.

Důkaz. Obdélńık O je kompaktńı množina. Funkce spojitá na kompaktńı
množině je na ńı stejnoměrně spojitá. Tedy ke každému ε̃ > 0 existuje δ > 0
takové, že pro každou dvojici a, b ∈ O, ̺eukl(a, b) < δ plat́ı |f(a)− f(b)| < ε̃.

Pro děleńı I, J obdélńıku O splňuj́ıćı

xi+1 − xi < δ/
√
2 pro i ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}

yj+1 − yj < δ/
√
2 pro j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}
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plat́ı Hij −Dij < ε̃.
Odtud plyne

HI,J,f −DI,J,f < ε̃(b− a)(d− c)

Volbou ε̃ = ε
(b−a)(d−c)

dostaneme

HI,J,f −DI,J,f < ε

a z lemma o postačuj́ıćı podmı́nce existence dvojného integrálu plyne inte-
grovatelnost funkce f na obdélńıku O.

Lemma o existenci dvojného integrálu. Necht’ a < b, c < d jsou reálná
č́ısla, O = [a, b] × [c, d] je obdélńık, necht’ I = {xi : i ∈ {0, 1, . . . ,m}} je
děleńı intervalu [a, b], J = {yj : j ∈ {0, 1, . . . , n}} je děleńı intervalu [c, d] a
necht’ je funkce f konstantńı na obdélńıćıch [xi, xi+1)× [yj, yj+1).

Pak je f integrovatelná na O.

Důkaz necháme čtenáři za cvičeńı.

Definice dvojnásobného integrálu. Necht’ a < b, c < d jsou reálná č́ısla,
O = [a, b]× [c, d] je obdélńık, Necht’ f : O → R je funkce.

Dvojnásobným integrálem funkce f na obdélńıku O nazýváme integrál
∫ b

a

(
∫ d

c

f(x, y) dy

)

dx

a integrál
∫ d

c

(
∫ b

a

f(x, y) dx

)

dy

Vlastnosti dvojnásobného integrálu.

1. Pozitivita integrálu.

Necht’ O je obdélńık, f je funkce integrovatelná na O a necht’ pro
(x, y) ∈ O plat́ı f(x, y) ≥ 0.

Pak plat́ı
∫ b

a

(
∫ d

c

f(x, y) dy

)

dx ≥ 0

2. Monotonie integrálu.

Necht’ O je obdélńık, f , g jsou funkce integrovatelné na O a necht’ pro
(x, y) ∈ O plat́ı f(x, y) ≥ g(x, y).

Pak plat́ı
∫ b

a

(
∫ d

c

f(x, y) dy

)

dx ≥
∫ b

a

(
∫ d

c

g(x, y) dy

)

dx
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Fubiniova věta. Necht’ a < b, c < d jsou reálná č́ısla, O = [a, b] × [c, d] je
obdélńık, Necht’ funkce f : O → R je spojitá na O.

Pak existuj́ı dvojný i dvojnásobné integrály funkce f na O a rovnaj́ı se.

Důkaz Fubiniovy věty. Pro y ∈ [c, d] definujme funkci

g(y) :=

∫ b

a

f(x, y) dx

Ukážeme, že

1. funkce g je spojitá na intervalu [c, d],

2.
∫ d

c
g(y) dy je dolńı hranice horńıch integrálńıch součt̊u funkce f na

obdélńıku O,

3.
∫ d

c
g(y) dy je horńı hranice dolńıch integrálńıch součt̊u funkce f na

obdélńıku O.

Z 1 plyne existence integrálu
∫ d

c
g(y) dy.

Z 2 plyne
∫ d

c

g(y) dy ≤
∫∫

O

f(x, y) dxdy

Z 3 plyne
∫ d

c

g(y) dy ≥
∫∫

O

f(x, y) dxdy

Z věty o integrovatelnosti spojité funkce plyne

∫∫

O

f(x, y) dxdy =

∫∫

O

f(x, y) dxdy

Odtud pak plyne

∫ d

c

g(y) dy =

∫∫

O

f(x, y) dxdy

Důkaz 1:
Zvolme y0 ∈ [c, d] a K ε > 0 z volme δ > 0 takové, že pro y ∈ Uδ(y0) ∩ [c, d]
a pro x ∈ [a, b] plat́ı |f(x, y) − f(x, y0)| < ε. Odtud plyne |g(y) − g(y0)| <
(b− a)ε, a tedy spojitost funkce g na intervalu [c, d].

Důkaz 2:
Necht’ I je děleńı intervalu [a, b], necht’ J je děleńı intervalu [c, d].

Použijeme označeńı z (1) – (4) k definici funkce h : O → R.
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Funkce h je konstantńı na množinách Mij s funkčńı hodnotou Hij.
Plat́ı f ≤ h na O a odtud pro y ∈ [c, d]

∫ b

a

f(x, y) dx ≤
∫ b

a

h(x, y) dx

a
∫ d

c

(
∫ b

a

f(x, y) dx

)

dy ≤
∫ d

c

(
∫ b

a

h(x, y) dx

)

dy

Dále plat́ı
∫ d

c

(
∫ b

a

h(x, y) dx

)

dy = HI,J,f

odkud plyne 2.
Analogicky dokážeme 3.

Př́ıklady.

1.
∫∫

[0,1]×[0,2]
x2 + y dxdy

2. Dirichletova funkce neńı integrovatelná.

3.
∫∫

[ε,1]×[ε,1]
x2

−y2

(x2+y2)2
dxdy

4.
∫ 1

0
(
∫ 1

0
x2

−y2

(x2+y2)2
dx)dy,

∫ 1

0
(
∫ 1

0
x2

−y2

(x2+y2)2
dy)dx
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