Objem télesa — motivace pro dvojny integral

1 Motivac¢ni tivod: proc¢ a jak vznikd dvojny integral

Uvazujme prakticky geometricky problém: chceme odhadnout objem télesa, které stoji na pod-
stavé v soufadné roviné xy a shora je ohrani¢eno grafem funkce dvou proménnych. Konkrétné:

e podstava je mnozina (obrazec) D C R? v roviné xy,

e vyska télesa nad bodem (x,y) € D je dana funkei f(z,vy),

e budeme uvazovat f(z,y) > 0, aby vyska byla nezaporna veli¢ina.
Téleso pak lze popsat jako mnozinu bodi v prostoru

T ={(z,y,2) €R? (z,y) €D, 0< z < f(z,y)}.
Nasim cilem je ur¢it (nebo alespon dobfe odhadnout) jeho objem obj(T).
1) Nejprve jen odhad: objem mezi dvéma ,hranolovymi“ télesy
Predpokladejme, Ze existuji konstanty m a M takové, Ze
m < f(x,y) < M pro viechna (z,y) € D.

Pak celé téleso T lezi mezi dvéma jednoduchymi hranoly:

T ={(z,y,2); (z,y) € D, 0 <z<m}, Ty ={(x,y,2); (x,y) €D, 0<z< M}.
Plati T,, €T C Tys. Vyuzijeme zakladni monotonicitu objemu:

AC B = obj(A) <obj(B).

Dostavame nerovnost
obj(Ty,) < obj(T) < obj(Th).

Objem hranolu umime spocitat jako obsah podstavy krdat viska:
obj(T,,) = S(D)m, obj(Ta) = S(D) M,
kde S(D) zna&i obsah mnoziny D. Tim ziskdme hruby, ale srozumitelny odhad:

S(D)m < obj(T) < S(D)M.
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Rozdéleni podstavy na ¢asti D;

Obrazek 1: Schéma situace: vlevo rozdéleni podstavy D na ¢asti D; (jedna vyznacena). Vpravo
graf nezaporné funkce z = f(x,y) a nad vyznacenou ¢asti D; dva hranoly s vyskami m; a M;, které
ilustruji monotonicitu objemu i konstrukei dolnich a hornich odhadi vedoucich k nerovnosti (1).

2) Zpresnéni: rozdélime podstavu na €asti a séitame objemy
Uvedeny odhad je ¢asto prili§ nepiesny, protoze pouziva jen jednu nejmensi a jednu nejvétsi
hodnotu funkce na celé oblasti. Pfirozenou strategii zpresnéni je rozdélit podstavu D na mensi
casti Dq,..., D, a na kazdé ¢asti odhadovat zvlast.

K tomu potiebujeme aditivitu objemu:

Pokud A a B nemaji spoletné vnitini body, pak obj(A U B) = obj(A) + obj(B).

Predpokladejme, ze ¢asti D; pokryvaji D a Ze nemaji spole¢né vnitini body. Nad kazdou ¢asti
definujeme

m; = inf  f(z,y), M; = sup f(x,y).
(z,y)€D; (z,y)eD;

Oznacme T; ¢ast télesa nad D;. Analogicky jako vySe dostaneme

Sectenim pres vSechna i ziskdme globalni odhad

> S(Dim; < obj(T) < Y S(Di)M;. (1)
=1 =1

EN4

Zde se objevuje klicova mySlenka: objem aproximujeme souc¢tem objemt ,tenkych hranolt nad
malymi ¢astmi podstavy, kde vysku bereme jako vhodnou reprezentativni hodnotu funkce (dolni
¢ horni odhad).

3) Slabé misto: vypocet obsahu podstavy

V obou pfedchozich krocich jsme vyuzivali fakt, Ze umime spoéitat obsahy S(D) a S(D;). Pro

obecné ,krivolaké* oblasti D v8ak miZe byt tento krok netrividlni, a pri jemném déleni jesté
méné prakticky. Proto je metodicky vyhodné zac¢it na takovych oblastech, kde je obsah snadno
spocitatelny a déleni prirozené.

4) Strategické zjednodusSeni: obdélnikova podstava

Zacneme proto pfipadem, kdy je podstava obdélnik
D = [a,b] x [e,d].



Pak plati
S(D) = (b—a)(d - c),

a stejné snadno umime spocitat obsahy v8ech pod-obdélnikt vzniklych rozdélenim. Obdélniky
jsou navic pfirozenymi ,stavebnimi kameny*: umoznuji formulovat dolni a horni soucty, syste-
maticky zjemhovat déleni a sledovat, jak se oba odhady priblizuji. V okamziku, kdy se v limité
dolni a horni odhady setkaji, vznika p¥irozené definice objemu télesa pod grafem funkce dvou
proménnych — a to je konceptualni zrod dvojného integrdlu.

2 Metoda napsani textu
Text byl vygenerovan ve spolupraci s LLM ChatGPT pomoci néasledujicich promptu.

1. Pi8u text pro studenty ucitelstvi matematiky o dvojném integralu. Od tebe bych chtéla po-
moct s ivodni motivadni kapitolou. Predstavuji si, Ze zatneme problémem odhadu objemu
télesa, které mame dané dolni podstavou, kter4 je tvofena mnozinou (obrazcem) v souradné
roviné xy. Nahote je téleso ohrani¢ené grafem funkce dvou proménnych. Uvazujeme funkci
s nezapornymi hodnotami. Pomoci dolniho a horniho odhadu funkénich hodnot dostaneme
dolni a horni odhad objemu. Pouzivame zde vlastnost objemu: je-li A podmnoZina B, pak
je objem A <= objemu B.

Dalsim krok je rozdéleni podstavy na ¢éasti a pouziti pravidla: pokud nemaji A, B spolecné
vnitini body, Pak je objem sjednoceni A, B roven sou¢tu objemi A, B.

Objem ve vyse uvedenych piipadech pocitame jako soucin obsahu podstavy a vysky. Slabé
misto je vypocet obsahu podstavy. Proto se v prvnim kroku omezime na obdélnikovou
podstavu, pro kterou obsah spocitat umime.

Sepis motivaéni tvod podle instrukei vyse.
2. Nyni vysézej cely text v latexu. Zvaz ilustraci obréazkem, ktery vytvor pomoci baliku tikz.

3. Ve 3D obrazku v jednom z obdélnikt vyznac¢ hranoly o vyskach m;, M; pro demonstraci
vzorce 1 monotonii objemil. Vzorec textu oznaé ¢islem (standardnim zpisobem z latexu) a
v popisku obrazku se na néj odkaz.

4. Obrazek zarad mezi body 1) Nejprve odhad a 2) ZpFesnéni.



