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1 Definice limity funkce dvou proměnných

Definice 1. Necht’ f je funkce dvou proměnných s definičńım oborem D ⊆ R2. Necht’ bod A = (a, b) ∈ R2

je hromadným bodem množiny D. Č́ıslo L ∈ R nazveme limitou funkce f v bodě A, jestliže pro každé
ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každý bod X = (x, y) ∈ D, pro který plat́ı 0 < d(X,A) < δ, je
splněna nerovnost:

|f(x, y)− L| < ε (1)

kde d(X,A) =
√

(x− a)2 + (y − b)2 je eukleidovská vzdálenost bod̊u X a A. Tuto skutečnost zapi-
sujeme:

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = L

Poznámka 2. V definici limity požadujeme, aby bod A, ve kterém poč́ıtáme limitu, byl hromadný bod
definičńıho oboru funkce f , ze které poč́ıtáme limitu. Je to proto, že v definici požadujeme splněńı vztahu
(1) pro body X z prstencového okoĺı P (A, δ) := B(A, δ) \ {A}.

Pokud by A nebyl hromadným bodem definičńıho oboru, tak by prstencové okoĺı bylo pro malé
hodnoty δ prázdnou množinou. Limitou by pak bylo jakékoliv reálné č́ıslo L.

2 Nutná podmı́nka existence limity (test po př́ımkách/křivkách)

Pro existenci limity funkce dvou proměnných v daném bodě je nutné, aby hodnota, ke které se funkce
bĺıž́ı, nezávisela na cestě, po ńıž se k tomuto bodu bĺıž́ıme.

Tuto myšlenku zformulujeme v následuj́ıćı větě. Důkaz věty je př́ımým d̊usledkem definic.

Věta 3 (nutná podmı́nka). Jestlǐze limita funkce f(x, y) v bodě (a, b) existuje a rovná se L, pak se limita
funkce f po každé křivce procházej́ıćı bodem (a, b) muśı rovnat L.

Formálně zapsáno:
Necht’ má funkce f v bodě A[a, b] limitu rovnu L. Necht’ t0 ∈ R a funkce

x : t 7→ x(t), y : t 7→ y(t)

jsou spojité v bodě t0 a plat́ı x(t0) = a, y(t0) = b.
Pak plat́ı

lim
t→t0

f(x(t), y(t)) = L

Poznámka 4. Pro funkci jedné proměnné jsou směry, ve kterých se můžeme bĺıžit k limitńımu bodu,
jen dva, zleva a zprava a odpov́ıdaj́ı jim jednostranné limity.

Rovnost jednostranných limit je pro funkci jedné proměnné podmı́nkou nutnou a postačuj́ıćı pro
existenci limity.

V př́ıkladě 7 uvid́ıme, že pro funkci dvou proměnných je tato podmı́nka nutná, ale neńı postačuj́ıćı.

Důsledek 5 (neexistence limity). Pokud se k bodu (a, b) přibĺı̌źıme po dvou r̊uzných cestách (např.
př́ımkách, parabolách) a výsledné limity se liš́ı, pak p̊uvodńı limita lim(x,y)→(a,b) f(x, y) neexistuje.
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3 Př́ıklady

Př́ıklad 6 (limita záviśı na směru př́ımky). Uvažujeme funkci g(x, y) = xy
x2+y2 . Zjǐst’ujeme lim(x,y)→(0,0) g(x, y).

Test po osách:

• Po ose x (y = 0): limx→0
x·0

x2+02 = limx→0 0 = 0.

• Po ose y (x = 0): limy→0
0·y

02+y2 = limy→0 0 = 0.

Konstatováńı: Shoda limit po osách existenci limity nezaručuje.

Test po př́ımce y = x:

lim
x→0

g(x, x) = lim
x→0

x · x
x2 + x2

= lim
x→0

x2

2x2
= lim

x→0

1

2
=

1

2

Závěr: Protože 0 6= 1
2 , limita lim(x,y)→(0,0)

xy
x2+y2 neexistuje.

Př́ıklad 7 (limita je stejná po všech př́ımkách, ale odlǐsná po parabole). Uvažujeme funkci k(x, y) =
xy2

x2+y4 . Zjǐst’ujeme lim(x,y)→(0,0) k(x, y).

Test po libovolné př́ımce (y = kx)1:

lim
x→0

k(x, kx) = lim
x→0

x(kx)2

x2 + (kx)4
= lim

x→0

k2x3

x2(1 + k4x2)
= lim

x→0

k2x

1 + k4x2
= 0

Konstatováńı: Všechny limity po př́ımkách jsou 0.

Test po parabole (x = y2): Zvoĺıme cestu x = y2 (neboli y =
√
x)2:

lim
y→0

k(y2, y) = lim
y→0

(y2)y2

(y2)2 + y4
= lim

y→0

y4

y4 + y4
= lim

y→0

y4

2y4
=

1

2

Závěr: Protože 0 6= 1
2 , limita lim(x,y)→(0,0)

xy2

x2+y4 neexistuje. Tento př́ıklad dokazuje, že test po
př́ımkách je pouze nutná, nikoliv postačuj́ıćı podmı́nka.

Př́ıklad 8 (limita existuje). Uvažujeme funkci h(x, y) = x2y
x2+y2 . Zjǐst’ujeme lim(x,y)→(0,0) h(x, y).

Př́ıstup polárńımi souřadnicemi (x = r cosϕ, y = r sinϕ):

h(r cosϕ, r sinϕ) =
(r cosϕ)2(r sinϕ)

r2
=
r3 cos2 ϕ sinϕ

r2
= r cos2 ϕ sinϕ

Pro r → 0+:
lim

r→0+
(r cos2 ϕ sinϕ)

Vı́me, že r → 0 a | cos2 ϕ sinϕ| ≤ 1 (výraz je omezený). Podle věty o součinu nulové a omezené funkce
(která je d̊usledkem věty o sevřené funkci též zvané věta o dvou policajtech) je:

lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x2 + y2
= 0 · (omezený výraz) = 0

Závěr: Limita existuje a je rovna 0.

1Tady jazykový model zapomněl na př́ımku x = 0. Ověřte, že limita po této př́ımce vyjde také nula.
2To je jen p̊ulka paraboly. Daľśı nepřesnost od jazykového modelu.
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