
Literatura (viz odkazy na webu k AN3E/FVP): [IC2], [Z], č́ısla v kulatých
závorkách označuj́ı stránky.

Co byste u ústńı zkoušky měli předevš́ım umět.

• Vysvětlit pojmy vnitřńı, vněǰśı, izolovaný, hromadný, hraničńı bod na

”
jednoduchých“ množinách (např́ıklad [0, 1)× (0, 2], [0, 1]×{1}, {1/n :
n ∈ N}, {(n − 1)/(n + 1) : n ∈ N}, {(−1)n(n − 1)/(n + 1) : n ∈ N},
{(x, y) ∈ R2 : 0 < x2 + y2 ≤ 1}).

• Vysvětlit definice všech možných derivaćı, jejich geometrické významy
a vztahy mezi nimi.

• Vědět, jakou polohu má tečná rovina ve stacionárńım bodě (to je ten, ve
kterém jsou nulové všechny parciálńı derivace). Vysvětlit, jaký pr̊uběh
má funkce ve stacionárńım bodě, v němž je kvadratická forma daná
druhými derivacemi indefinitńı – proč takovému bodu ř́ıkáme sedlový
bod?

• Hlavńı myšlenku d̊ukazu věty 2.108 [Z](99): jak to vypadá, když mı́sto
funkce vyšetřujeme jen jej́ı Taylor̊uv polynom (ignorujeme jeho zbytek
a lemma 2.107), tedy souvislost extrému Taylorova polynomu druhé-
ho stupně s vlastnost́ı kvadratické formy vytvořené z druhých derivaćı
funkce.

• Pov́ıdáńı o tom, jak poč́ıtat vázané extrémy: př́ıklad 2.166 [Z](139).

• Předvést, jak vysvětĺıte žák̊um ZŠ poč́ıtáńı obsahu obrazce. Ukázat,
že pro množinu M = (Q ∩ [0, 1]) × (Q ∩ [0, 1]) toto poč́ıtáńı selže (M
má podle něj obsah kdesi mezi nulou a jedna). Jak definici obsahu
vylepš́ıte?

Metrické a normované prostory

Viz text Metrické a normované prostory

Limity, spojitost

Poznámka 14.2(89)[IC], derN zde označuje množinu hromadných bod̊u množiny
N .

Př́ıklady na existenci limit budou pouze jednoduché:
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• bud’ ukážeme r̊uznost limit po př́ımkách: v 14.2(89)[IC] zvoĺıme za N
př́ımku a za M celý prostor,

• nebo větu o sevřené funkci (z AN1E, ř́ıkali jsme j́ı též policejńı věta),

př́ıklad 14.1(88)[IC], nebo třeba f(x, y) = xy2

x2+y2
, kde si uvědomı́me, že

pro (x, y) 6= (0, 0) je 0 ≤ y2

x2+y2
≤ 1, a tedy −|x| ≤ f(x, y) ≤ |x|.

U ústńı zkoušky budu cht́ıt, abyste uměli vysvětlit i náročněǰśı př́ıklad, jako
např. f(x, y) = xy2

x2+y4
. V počátku jsou limity po všech př́ımkách nulové, ale

po parabole y2 = x je rovna polovině, a proto funkce f v počátku nemá
limitu.

Cvičeńı 14.02[IC] – věty o limitách a aritmetických operaćıch (analogické
větám pro funkci jedné proměnné).

Př́ıklady do ṕısemky: viz cvičeńı 14.16, 17, 19, 21, 25(91)[IC].

Derivace

Prob́ırali jsme 5 druh̊u derivaćı: derivaci podle vektoru, parciálńı derivaci,
slabou derivaci, silnou derivaci, gradient. Nejdř́ıve uvedu, kde najdete jejich
definice, následně uvedu geometrický význam a na závěr vztahy mezi deri-
vacemi, které byste měli znát.

Derivace podle vektoru: v [IC] definice je na straně 92 nahoře a je nazývána
směrovou derivaćı, v [Z] 2.24. Podle mého názoru je název směrová derivace
přiléhavěǰśı pro derivaci podle jednotkového vektoru. U ústńı zkoušky byste
měli umět vysvětlit rozd́ıl (návod: podle poznámky 14.5(92) je derivace podle
vektoru homogenńı).

Parciálńı derivace: speciálńı př́ıpad derivace podle vektoru, [IC] definice na
straně 92 dole, poznámka 14.6(93); [Z] 2.1.

Slabá derivace: v [IC] ani v [Z] neńı zmiňována. Slabá derivace funkce f
v bodě A je zobrazeńı, které vektoru v přǐrad́ı derivaci funkce f v bodě A
podle vektoru v, pokud je toto zobrazeńı lineárńı (pokud neńı lineárńı, tak
funkce f v bodě A slabou derivaci nemá).

Silná derivace: v [IC] je nazývána diferenciálem funkce, definice na straně 94
nahoře; [Z] 2.5, 2.6, 2.7.

Gradient je definován v [IC] na straně 98 nahoře, v [Z] 2.26, 2.27. Neńı shoda
na podmı́nkách existence. V [IC], [Z] je pro existenci gradientu požadována
diferencovatelnost, tedy existence silné derivace. Kolega Veselý požadoval pro
existenci gradientu pouze existenci parciálńıch derivaćı.
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Geometrický význam:

• Existence derivace podle vektoru odpov́ıdá existenci tečny.

• Existence slabé derivace odpov́ıdá situaci, kdy tečny tvoř́ı rovinu.

• Existence silné derivace odpov́ıdá existenci tečné roviny.

Př́ıklady:
Př́ıklad 14.3(92)[IC] popisuje funkci, tečny jej́ıhož grafu netvoř́ı rovinu. Tato
funkce má derivace ve všech směrech, ale nemá slabou derivaci.
Př́ıklad 14.27(97)[IC]: Tečny ke graf̊um všech popsaných funkćı tvoř́ı rovinu,
ale neńı to tečná rovina – funkce maj́ı slabou derivaci, ale nemaj́ı silnou
derivaci.

Vztahy mezi derivacemi:

• Z existence slabé derivace plyne existence derivaćı ve směru (př́ımý
d̊usledek definice slabé derivace).

• Z existence derivaćı ve směru neplyne existence slabé derivace. Viz
funkce v př́ıkladu 14.3(92)[IC], která má derivaci ve směru, ale ta neńı
aditivńı (geometricky to znamená, že graf funkce má tečny, ale ty ne-
tvoř́ı tečnou rovinu).

• Z existence silné derivace plyne existence parciálńıch derivaćı [Z] 2.10 i
s d̊ukazem.

• Věta 14.3(95)[IC]: z existence silné derivace plyne existence slabé deri-
vace a derivaćı podle vektoru.

• Věta 14.4(95)[IC] o existenci silné derivace i s d̊ukazem pro funkci
dvou proměnných. Důkaz viz [Z], 2.19, 2.20. Hlavńı myšlenka d̊ukazu:
Nakreslete do roviny body (x, y), (x + h1, y + h2) a pomocný bod
(x + h1, y). Rozd́ıl f(x + h1, y + h2) − f(x, y) vyjádř́ıme jako součet
rozd́ıl̊u f(x + h1, y + h2) − f(x + h1, y) a f(x + h1, y) − f(x, y) a na
oba rozd́ıly použijeme Lagrangeovu větu o středńı hodnotě (viz AN1E).
Takto vyjádřený rozd́ıl dosad́ıme do definice silné derivace a použijeme
spojitost parciálńıch derivaćı v bodě (x, y).

Gradient a směr největš́ıho a nulového nár̊ustu a poklesu funkčńı hodnoty:
cvičeńı 14.28(98)[IC].

Věta [Z] 2.14 o spojitosti diferencovatelné funkce i s d̊ukazem.
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[Z] 2.16: definice tečné roviny.

Výše uvedené se týká zobrazeńı Rd do R. V př́ıpadě v́ıcerozměrných obraz̊u
poč́ıtáme derivaci po složkách, viz [Z] 2.35 – 2.38.

Př́ıklady do ṕısemky: viz Cvičeńı z funkćı v́ıce proměnných na webu předmětu
AN3E.

Extrémy funkćı v́ıce proměnných

[IC](181): definice a terminologie, věta 17.1. o nutné podmı́nce pro extrém a
jej́ı d̊usledek, definice stacionárńıho bodu.

[IC](37): věta 12.7 (pozor, omylem tam jsou s t́ımto č́ıslem věty dvě, vemte tu
dolńı). Definici kompaktńı množiny vyžadovat nebudu, větu si přeformulujte
pro X = Rd a použijte fakt, že v Rd jsou kompaktńı množiny právě množiny
uzavřené a omezené.

Záměnnost parciálńıch derivaćı: př́ıklad 2.78 [Z](81) nebo př́ıklad 14.8 [IC](103).
Tvrzeńı 2.81 [Z](83) (bez d̊ukazu, pozor na formulaci z přednášky, zapomněla
jsem na předpoklad (ii), bez něj věta neplat́ı).

[Z](97): definice 2.102 lokálńıho extrému, definice 2.103 relativńıho lokálńıho
extrému (my jsme mu ř́ıkali vázaný extrém), poznámka 2.104, věta 2.105
i s d̊ukazem, poznámka 2.106 a nad ńı připomenut́ı kvadratických forem,
lemma 2.107 i s d̊ukazem, věta 2.108 i s d̊ukazem

Vázané extrémy: [Z](139) př́ıklad 2.166, věta 2.167(140) o Lagrangeových
multiplikátorech.

Př́ıklady do ṕısemky:

1. Pro funkci f : (x, y) 7→ 2x+ 3y − x2y3

(a) Nalezněte lokálńı extrémy a určete jejich typ.

(b) Nalezněte maximum a minimum na množině M = [0, 2] × [0, 1]
(tj. M = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ [0, 2], y ∈ [0, 1]}).

2. Nalezněte lokálńı extrémy funkce

f : (x, y) 7→ 25x2−6xy+2y2+2x−2y

a určete jejich typ.

3. Pro funkci f : (x, y) 7→ 2x2+2y2−6x+4y

(a) Nalezněte lokálńı extrémy a určete jejich typ.
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(b) Nalezněte maximum a minimum na množině M = [0, 7]× [0, 2].

4. Metodou Lagrangeových multiplikátor̊u nalezněte maximum a mini-
mum funkce F na množiněM a výsledek zkontrolujte grafickým řešeńım.

f : (x, y) 7→ x− 2y, M = {(x, y) ∈ R : x2 + 2y2 = 4}.

Návod na snadněǰśı poč́ıtáńı: co v́ıte o monotonii exponenciálńı funkce? Jak
ji můžete využ́ıt? Jaký je geometrický význam exponentu ve třet́ım př́ıkladě?

Měřeńı obsahu a objemu a integrály funkćı v́ıce pro-
měnných

Jak lze měřit obsahy a objemy? Výklad pomoćı milimetrového paṕıru pro děti
4. tř́ıdy ZŠ. Množina M = (Q∩ [0, 1])× (Q∩ [0, 1]) nemá podle této definice
obsah (všechny obdélńıčky ve čtverci [0, 1]× [0, 1] množinu M prot́ınaj́ı, ale
žádný neńı podmnožinou M ; horńı odhad obsahu je tedy 1 a dolńı 0).

Požadavky, které klademe na obsah a objem. Co je σ-aditivita [IC](248) a
proč ji požadujeme.

Vněǰśı mı́ra: my jsme definovali vněǰśı mı́ru množiny M ⊂ R2 (M ⊂ R3) jako

infimum {součet obsah̊u obdélńık̊u (objemů kvádr̊u) : soubor obdélńık̊u

(kvádr̊u), jejichž sjednoceńı je nadmnožinou množiny M} .

V [IC] je to trochu jinak (ale výsledek je stejný), viz vztahy (6)(245), (7)(247).
Množina Q×Q má vněǰśı mı́ru 0 (i s d̊ukazem).
Vněǰśı mı́ra neńı aditivńı (bez d̊ukazu, jen jako fakt). (Mimochodem, to je
d̊uvod, proč jste v KAP/PSE zavedli σ-algebru.)

Fubiniova věta: 19.24 [IC](269), př́ıklad 19.6(270).

Věta o substituci: 19.26 [IC](272). Speciálně pro polárńı, válcové a sférické
souřednice.

Př́ıklady do ṕısemky:

1. Vypočtěte objem tělesa

T = {(x, y, z) ∈ R3 : |x|+ |y| ≤ 1, z ∈ [0, 1− x2]}.

2. Vypočtěte objem tělesa

T = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, z ∈ [0, 2−x2−y2 ]}.
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3. Vypočtěte objem tělesa

T = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + (y − 1)2 ≤ 1, z ∈ [0, 4− x2 − y2]}.

4. Pro kužel

K = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ z2, z ∈ [0, 1]}

vypočtěte pomoćı integrálu S =
∫
K
z dxdydz a objemu kužele V polohu

těžǐstě T = [0, 0, S/V ].
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