Literatura (viz odkazy na webu k AN3E/FVP): [IC2], [Z], ¢isla v kulatych
zavorkach oznacuji stranky.

Co byste u ustni zkousky meéli predevsim umét.

o Vysvétlit pojmy wvnitrni, vnéjsi, izolovany, hromadny, hranicni bod na
wjednoduchych“ mnozindch (napiiklad [0,1) x (0, 2], [0,1] x {1}, {1/n:
neNh {(n—-1)/(n+1):neN} {(-1)"(n—-1)/(n+1) :n € N},
{(z,y) €eR?: 0 < 2?2 +92 < 1}).

e Vysvétlit definice vSech moznych derivaci, jejich geometrické vyznamy
a vztahy mezi nimi.

e Veédét, jakou polohu m4 teénd rovina ve staciondrnim bodé (to je ten, ve
kterém jsou nulové vsechny parcidlni derivace). Vysvétlit, jaky prubéh
ma funkce ve stacionarnim bodé, v némz je kvadraticka forma dand
druhymi derivacemi indefinitni — pro¢ takovému bodu rikame sedlovy
bod?

e Hlavni myslenku dukazu véty 2.108 [Z](99): jak to vypadd, kdyz misto
funkce vysetiujeme jen jeji Tayloruv polynom (ignorujeme jeho zbytek
a lemma 2.107), tedy souvislost extrému Taylorova polynomu druhé-
ho stupné s vlastnosti kvadratické formy vytvorené z druhych derivaci
funkce.

e Povidani o tom, jak pocitat vazané extrémy: piiklad 2.166 [Z](139).

e Piedvést, jak vysvétlite zakam ZS pocitani obsahu obrazce. Ukézat,
ze pro mnozinu M = (QN[0,1]) x (QN [0, 1]) toto pocitani selze (M
mé podle néj obsah kdesi mezi nulou a jedna). Jak definici obsahu
vylepsite?

Metrické a normované prostory

Viz text Metrické a normované prostory

Limity, spojitost

Pozndmka 14.2(89)[IC], der N zde oznac¢uje mnozinu hromadnych bodt mnoziny
N.

Priklady na existenci limit budou pouze jednoduché:
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e bud ukdzeme ruznost limit po pifmkdch: v 14.2(89)[IC] zvolime za N
piimku a za M cely prostor,

e nebo vétu o seviené funkci (z AN1E, fikali jsme ji téz policejni véta),
pitklad 14.1(88)[IC], nebo tieba f(z,y) = 24>
pro (z,y) # (0,0) je 0 < 2+2<1 a tedy —|z| < f(z,y) < |z

5, kde si uvédomime, ze

N

napt. f (x, y) > :4 \Y pocatku jsou limity po vSech ptimkach nulove ale

po parabole y?> = z je rovna poloviné, a proto funkce f v poéatku nemé
limitu.

Cviceni 14.02[IC] — véty o limitach a aritmetickych operacich (analogické
vétdm pro funkei jedné proménné).

Priklady do pisemky: viz cviceni 14.16, 17, 19, 21, 25(91)[IC].

Derivace

Probirali jsme 5 druhu derivaci: derivaci podle vektoru, parcialni derivaci,
slabou derivaci, silnou derivaci, gradient. Nejdiive uvedu, kde najdete jejich
definice, nasledné uvedu geometricky vyznam a na zaveér vztahy mezi deri-
vacemi, které byste méli znat.

Derivace podle vektoru: v [IC] definice je na strané 92 nahofe a je nazyvana
smérovou derivaci, v [Z] 2.24. Podle mého nézoru je nézev smérova derivace
priléhaveéjsi pro derivaci podle jednotkového vektoru. U ustni zkousky byste
meéli umét vysvétlit rozdil (ndvod: podle poznamky 14.5(92) je derivace podle
vektoru homogenni).

Parcialni derivace: specialni piipad derivace podle vektoru, [IC] definice na
strané 92 dole, poznamka 14.6(93); [Z] 2.1.

Slaba derivace: v [IC] ani v [Z] neni zminovana. Slabéd derivace funkce f
v bodé A je zobrazeni, které vektoru v prifadi derivaci funkce f v bodé A
podle vektoru v, pokud je toto zobrazeni linedrni (pokud neni linedrni, tak
funkce f v bodé A slabou derivaci nema).

Silnd derivace: v [IC] je nazyvana diferencidlem funkce, definice na strané 94
nahote; [Z] 2.5, 2.6, 2.7.

Gradient je definovan v [IC] na strané 98 nahote, v [Z] 2.26, 2.27. Neni shoda
na podminkéch existence. V [IC], [Z] je pro existenci gradientu pozadovana
diferencovatelnost, tedy existence silné derivace. Kolega Vesely pozadoval pro
existenci gradientu pouze existenci parcidlnich derivaci.



Geometricky vyznam:
e Existence derivace podle vektoru odpovida existenci tecny.
e Existence slabé derivace odpovida situaci, kdy tec¢ny tvoii rovinu.
e Existence silné derivace odpovida existenci tecné roviny.

Priklady:

Priklad 14.3(92)[IC] popisuje funkci, teény jejihoz grafu netvoii rovinu. Tato
funkce ma derivace ve vSech smérech, ale neméa slabou derivaci.

Priklad 14.27(97)[IC]: Tecny ke grafum vsech popsanych funkef tvoii rovinu,
ale neni to te¢na rovina — funkce maji slabou derivaci, ale nemaji silnou
derivaci.

Vztahy mezi derivacemi:

e 7 existence slabé derivace plyne existence derivaci ve sméru (piimy
dusledek definice slabé derivace).

e 7/ existence derivaci ve sméru neplyne existence slabé derivace. Viz
funkce v piikladu 14.3(92)[IC], kterd ma derivaci ve sméru, ale ta neni
aditivni (geometricky to znamend, ze graf funkce mé tecny, ale ty ne-
tvoii te¢nou rovinu).

e 7 existence silné derivace plyne existence parcidlnich derivaci [Z] 2.10 i
s dukazem.

e Véta 14.3(95)[IC]: z existence silné derivace plyne existence slabé deri-
vace a derivaci podle vektoru.

e Véta 14.4(95)[IC] o existenci silné derivace i s dikazem pro funkci
dvou proménnych. Dukaz viz [Z], 2.19, 2.20. Hlavni myslenka dukazu:
Nakreslete do roviny body (x,y), (z + hi,y + h2) a pomocny bod
(x + hq,y). Rozdil f(x + hy,y + he) — f(z,y) vyjadiime jako soucet
rozdila f(z + hi,y + he) — f(z + h1,y) a f(z + h1,y) — f(z,y) a na
oba rozdily pouzijeme Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté (viz AN1E).
Takto vyjadieny rozdil dosadime do definice silné derivace a pouzijeme
spojitost parcidlnich derivaci v bodé (z,y).

Gradient a smér nejvétsiho a nulového narustu a poklesu funkéni hodnoty:
cviceni 14.28(98)[IC].

Véta [Z] 2.14 o spojitosti diferencovatelné funkce i s dukazem.
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[Z] 2.16: definice te¢né roviny.

Vyse uvedené se tykd zobrazeni R do R. V pifpadé vicerozmérnych obrazii
pocitame derivaci po slozkach, viz [Z] 2.35 — 2.38.

Priklady do pisemky: viz Cviceni z funkei vice proménnych na webu predmétu
AN3E.

Extrémy funkci vice proménnych

[IC](181): definice a terminologie, véta 17.1. o nutné podmince pro extrém a
jeji dusledek, definice stacionarniho bodu.

[IC](37): véta 12.7 (pozor, omylem tam jsou s timto ¢islem véty dvé, vemte tu
dolni). Definici kompaktni mnoziny vyzadovat nebudu, vétu si preformulujte
pro X = R? a pouzijte fakt, ze v R? jsou kompaktni mnoziny pravé mnoziny
uzaviené a omezené.

Zameénnost parcidlnich derivact: piklad 2.78 [Z](81) nebo piiklad 14.8 [IC](103).
Tvrzeni 2.81 [Z](83) (bez diikazu, pozor na formulaci z pfednédsky, zapomnéla
jsem na predpoklad (ii), bez néj véta neplati).

[Z](97): definice 2.102 lokalniho extrému, definice 2.103 relativniho lokalniho
extrému (my jsme mu fikali vazany extrém), pozndmka 2.104, véta 2.105
i s dikazem, poznamka 2.106 a nad ni pripomenuti kvadratickych forem,
lemma 2.107 i s dukazem, véta 2.108 i s dukazem

Vézané extrémy: [Z](139) piiklad 2.166, véta 2.167(140) o Lagrangeovych
multiplikatorech.

Priklady do pisemky:
1. Pro funkci f: (x,y) — 2z + 3y — 223>

(a) Naleznéte lokdlni extrémy a urcete jejich typ.

(b) Naleznéte maximum a minimum na mnoziné M = [0,2] x [0, 1]
(tj. M = {(z,y) e R* 1z € [0,2],y € [0,1]}).

2. Naleznéte lokalni extrémy funkce
fi(z,y) — 95z —6ry+2y*+22-2y
a urcete jejich typ.
3. Pro funkci f : (z,y) — 9a?+2y? —6a+4dy

(a) Naleznéte lokalni extrémy a urcete jejich typ.
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(b) Naleznéte maximum a minimum na mnoziné M = [0,7] x [0, 2].

4. Metodou Lagrangeovych multiplikatori naleznéte maximum a mini-
mum funkce F' na mnoziné M a vysledek zkontrolujte grafickym fesenim.

fil@y)mr—2y, M={(z,y) €R:2”*+27° =4},

Néavod na snadnéjsi pocitani: co vite o monotonii exponencidlni funkce? Jak
ji muzete vyuzit? Jaky je geometricky vyznam exponentu ve tretim piikladé?

Meéreni obsahu a objemu a integraly funkci vice pro-
meénnych
Jak lze mérit obsahy a objemy? Vyklad pomoci milimetrového papiru pro déti
4. tifdy ZS. Mnozina M = (QN[0,1]) x (QN [0, 1]) nem4 podle této definice
obsah (vSechny obdélnicky ve ¢tverci [0, 1] x [0, 1] mnozinu M protinaji, ale
zddny neni podmnozinou M; horni odhad obsahu je tedy 1 a dolni 0).

Pozadavky, které klademe na obsah a objem. Co je c-aditivita [IC](248) a
pro¢ ji pozadujeme.

Vngjsi mira: my jsme definovali vnéjsi miru mnoziny M C R? (M C R3?) jako
infimum {soucet obsahu obdélniku (objemu kvéadru) : soubor obdélniku

(kvadru), jejichz sjednoceni je nadmnozinou mnoziny M} .

V [IC] je to trochu jinak (ale vysledek je stejny), viz vztahy (6)(245), (7)(247).
Mnozina Q x Q ma vnéjsi miru 0 (i s dukazem).
Vnéjsi mira neni aditivni (bez dukazu, jen jako fakt). (Mimochodem, to je
duvod, pro¢ jste v KAP/PSE zavedli o-algebru.)

Fubiniova véta: 19.24 [IC](269), pitklad 19.6(270).

Véta o substituci: 19.26 [IC](272). Specidlné pro polarni, valcové a sférické
soufednice.

Priklady do pisemky:
1. Vypoctéte objem télesa

T={(,y,2) eR’: 2| + |yl <1,z €[0,1 —2’]}.

2. Vypoctéte objem télesa

T={(z,y,2) R 2 + 32 <1,z €027V}



. Vypoctéte objem télesa

T={(r,y,2) eR’: 2+ (y—1)*<1,2€[0,4 — 2> —y*]}.
. Pro kuzel

K={(v,y,2) ER*: 2? +¢y* < 2% 2 €[0,1]}

vypoctéte pomoci integralu S = [ x 2 drdydz a objemu kuzele V' polohu
téeziste T'=[0,0, S/V].



