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Predmluva

Tato publikace je urcena predevsim pro studenty druhého ro¢niku specializace ma-
tematika.

Hlavni c¢asti publikace je kapitola 2 s ndzvem ,, Diferencialni pocet funkci vice
proménnych“. Tato ¢ast ma raz ucebnice, dikazy jsou uplné a je ji v podstaté
mozno studovat zcela samostatné. M4 obvykly tradi¢ni obsah, ktery mirné prekra-
cuje sylabus prednésky. Jak je v novéjsich ucebnicich bézné, zdkladnim pojmem
je diferencial (derivace) zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory a teorie vazanych
extrému je zaloZena na zdkladech teorie k-rozmérnych ploch v R™. Vyklad je veden
na zakladé prednasek, které jsem mél nékolikrat na MFF UK. Pfi jejich pripravé
jsem pouzival fadu zdroju, zejména [D II], [Fi], [Zo], [Fe] a [KF].

Vyklad diferencialniho po¢tu funkci vice proménnych se jiz tradi¢né opira o ele-
mentarni teorii metrickych prostort, jejiz vyklad lze nalézt naptiklad v [D II] a [Ce].
Také proto kapitola 1 obsahuje pouze prehled zédkladnich vysledki teorie metrickych
prostori a je minéna hlavné jako zdroj odkaz pro diikkazy v kapitole 2. Diikazy vét
jsou uvedeny jen vyjimecné. Vyjimkou je vyklad o linedrnich (a multilinedrnich)
zobrazenich, ktery neni obsazen v [D II], a proto je veden vét§inou s dikazy.

Kapitola 3 obsahuje Gvod do diferencidlnitho poctu v normovanych linearnich
prostorech. Jde skutecné jen o ivod do teorie; uplnéjsi vyklad lze nalézt naptiklad
v [Ca] a [FM]. Nékteré dikazy jsou pouze naznadeny, coZ je vidy zminéno. P¥i psani
jsem vychazel hlavné z [Ca], ale také ze [Zo], [FM] a [Fe].

Kapitola 4 obsahuje stru¢nou teorii Fourierovych fad a velmi kratky (klasicky
vedeny) tvod do teorie Fourierova integralu a Fourierovy transformace.

Kapitola 5 obsahuje jistou ,,minimalni verzi“ teorie plo§ného a krivkového inte-
gralu v R”. Zamérem bylo

a) co nejjednoduseji piesné formulovat a dokézat Gaussovu a Greenovu vétu
tak, aby je bylo mozno ptresné a pohodlné aplikovat na konkrétni ,po castech
hladké“ plochy a kiivky, a

b) vysvétlit (pomoci klasického postupu) ¢tenédii intuitivni smysl zékladnich
pojmil a vét.

Vyklad vychdzi do zna¢né miry z [Kop], [CM], [LM], [Rul], [Zo] a z jedné mé
vybérové prednasky na MFF UK. K jeho pochopeni je nutné (a staci) znat teorii
miry a integralu v rozsahu prednaseném ve 3. semestru oboru matematika.

Gaussova (a Greenova) véta je v hlavnim textu dokazéna pouze v obvyklém
specialnim pripadé. Dukaz obecného piipadu je obsazen v dodatku.

Posledni kapitola 6 obsahuje fadu dodatki, mj. ohledné pouzivané terminologie.

I pomérné systematické kapitoly 2 a 4 jsou minény hlavné jako doplnék k pred-
naskam. Jejich obsah jen mirné pfesahuje to, co lze stihnout na prednasce, a také
vyklad neni veden v plné obecnosti. V Zadném pripadé nemiiZze ovSsem nahradit
obsazné uéebnice jako jsou napt. [D II, [J II], [Fi] nebo [Zo].



Cely vyklad publikace je ov8em silné ovlivnén tradici na MFF UK (utvére-
nou hlavné dilem V. Jarnika, ale také naptiklad skripty a predndskami J. Marika,
J. Lukese, J. Miloty a J. Kopéacka).

Dékuji kolegim doc. P. Holickému, prof. M. Hugkovi, dr. J. Jelinkovi, dr. O.
Kalendovi, prof. J. LukeSovi, prof. J. Malému, doc. J. Staré, doc. J. Veselému, dr.
M. Zelenému a zejména dr. J. Kolarovi, ktefi cetli nékteré ¢asti rukopisu, upozornili
mé na velké mnozstvi nedostatki a dali mi fadu cennych rad.

Déle dékuji P. Charvatovi za zhotoveni obrazki.

Budu vdécen za upozornéni na chyby a kritické pfipominky (napf. na e-mailovou
adresu zajicek 77 karlin.mff.cuni.cz); nalezené chyby budu zvefejiiovat na své webové
strance.
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1. Metrické prostory

1.1 Pojem metrického prostoru

Hlavni naplni této publikace je diferencialni pocet funkci vice proménnych. Je zcela
ziejmé, ze bez vysetfovani téchto funkci se neobejdeme napiiklad v geometrii a ve
fyzice. Napriklad teplota T' v bodé prostoru s kartézskymi soufadnicemi z,y, z

v Case t se popisuje funkci 4 proménnych: T = f(z,y, 2,t).

Reélnou funkci n proménnych f(z1,...,z,) pfirozené chdpeme jako zobrazeni
z mnoziny R” do R. Pfitom R” je mnozina vSech usporadanych n-tic realnych ¢isel.
Kazdou takovou n-tici zapisujeme symbolem (z1, ..., z,) a nazyvame ji bodem pro-
storu R™; redlné ¢isla xq, . . ., ¢, nazyvame jeho slozkami (nebo také soutadnicemi).

Chceme-li vybudovat teorii funkci vice proménnych, musime pro né ovSem nej-
prve definovat pojmy limity a spojitosti, které jiz v teorii funkci jedné proménné
jsou zcela zakladni.

Tento Gkol miZzeme tesit tak, ze si nejprve v R pfirozenym zptisobem zavedeme
pojem vzdélenosti dvou bodd. Prostory R? a R® si piedstavujeme jako ,geomet-
rickou rovinu® a ,geometricky (trojrozmérny) prostor“, ve kterych jsou zavedeny
systémy kartézskych souradnic. Napiiklad prvek (z,y,z) € R® si predstavujeme
jako bod ,geometrického prostoru® s kartézskymi soufadnicemi (z,y, z). Poznatky
analytické geometrie nam pak umozinuji pfirozenym zptusobem definovat prfimky, ro-
viny a také vzdalenost dvou bodt v R?. Specialné eukleidovskou vzdalenosti dvou
bodl x = (z1, 22, %3), ¥ = (Y1, Y2, y3) nazyvame redlné ¢islo

pla,y) = /(@1 —y1)? + (x2 — y2)> + (23 — y3)*.
Tim jsme vedeni k néasledujici definici vzdalenosti dvou bodta v R™.

1.1 Definice. Eukleidovskou vzddlenosti dvou bodtd x = (x1,...,x,) € R?
ay=(y,-.-,yn) € R* nazyvame redlné ¢islo

Mnozinu R™, na které uvazujeme eukleidovskou vzdalenost, nazyvame n-rozmérnym
eukleidovskym prostorem.
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1.2 Pozndmka. Axiomatickd vystavba geometrie je obsaZena jiz v Eukleidové dile (3. stol. p¥. n.
L.). Zcela presnd axiomatickd teorie viak vznikla az na p¥elomu 19. a 20. stoleti.

Pomoci pojmu vzdalenosti pak miizeme piirozené definovat pojem e-ového okoli
bodu a € R"® jako U.(a) := {z € R": py(z,a) < ¢} a ndsledné pojem spojitosti
a limity funkce f:R? — R (a obecnéji zobrazeni f: R® — R¥). Zakladni vlastnosti
limity a spojitosti 1ze pak primocare zobecnit z pripadu funkce jedné proménné na
pfipad funkci vice proménnych.

Zcela stejné vSak lze vybudovat teorii spojitosti a limity (a dalSich délezitych
pojmil) pro mnohem obecnéjsi prostory X, nez jsou eukleidovské prostory. Staci,
aby byl na mnoZiné X definovan pojem vzdalenosti p(x,y) bodd z,y € X, ktery
ma nékolik velmi jednoduchych a pfirozenych vlastnosti.

Budeme proto pracovat v téchto obecnéjsich, tzv. metrickych prostorech. Teorie
metrickych prostortt ma mnoho riznorodych dilezitych aplikaci a lze fici, ze je
jednim ze zdkladid moderni analyzy. Pritom vybudovani zdkladt teorie metrickych
prostord neni podstatné slozitéjsi, nez prislusnd teorie v eukleidovskych prostorech.

1.3 Poznamka. V nékterych partiich moderni analyzy se i pojem metrického prostoru ukazuje
byt malo obecny a pracuje se s obecnéj§im pojmem topologického prostoru. Poznamenejme, Ze
v obecném topologickém prostoru neni definovidna vzdalenost mezi jeho body, je vSak definovan
pojem spojitosti zobrazeni mezi topologickymi prostory. Pro vice informaci viz Poznamka 1.23
niZe.

1.4 Definice. Necht X je mnozina a p: X x X — R je funkce takova, Ze pro
vSechna x,y,z € X plati:

(i) p(z,y) 20 a plr,y) =0 <= z=y;
(i) p(z,y) = p(y, ©);
(iii) p(z,2) < p(z,y) + p(y, 2)-
Pak funkci p nazyvdme metrikou na mnoziné X a usporddanou dvojici (X, p)
nazyvame metrickym prostorem.

Metricky prostor je tedy jakdkoliv mnoZina X (pfipadné i prdzdnd), na které
je zadana metrika p. Pokud je ze souvislosti jasné, o kterou metriku jde, mluvime
¢asto o metrickém prostoru X misto o (X, p). Cislo p(z,y) se nazyva vzddlenosti
bodi z,y € X. Nékdy se metrika p nazyva také ,vzdalenost na X*“.

Jak jiz bylo fe¢eno, metrické prostory se prirozené vyskytuji v matematice v radé
riznych situaci. Nyni kratce popiSeme tfi z nich.

(i) Zékladni aplikaci metrickych prostori v této publikaci je teorie funkci vice proménnych. K
tomu potfebujeme mit na mnoziné R™ metriku. Motivovani analytickou geometrii, zavedli jsme na
R™ eukleidovskou vzdéalenost, kterd je v jistém smyslu nejprirozenéjsi. Jesté jsme ale nedokézali, Ze
eukleidovskd vzdélenost je skute¢né& metrika, tj. spliiuje axiomy metrického prostoru z Definice 1.4.
To zdivodnime v dal$im oddilu pomoci skaldrniho soudinu — uZijeme teorii unitarnich prostori.

V teorii funkci vice proménnych je vS8ak v nékterych pfipadech pohodlng&jsi pracovat s jinymi
metrikami na R™, zvldsté s ,maximovou® metrikou poo a ,souctovou” metrikou pi:

poc(x,y) = max{|z1 —y1l,--- |20 —ynl}, p1(2,y) =|21 —y1|+ -+ |Tn — ynl.
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Je zcela jednoduché dokazat, Zze jde skute¢né o metriky. V Ptikladu 1.10 snadno ukdZeme, Ze urcuji
stejny pojem spojitosti, jako metrika eukleidovska.

(if) Geometrickd intuice ndm spravng napovidd, Ze lze pfirozen& definovat pojem ,vniténi
vzdalenosti® dvou bodii na ,hladké ploge“ v R? (tedy nikoliv vzdalenost ,vzdugnou &arou®, ale
vzdélenost, kterou je tfeba ,urazit po plose“). Ukazuje se, ze tato ,vnit¥ni vzdilenost* m4 vlast-
nosti metriky a takto definovana metrika ma znaény vyznam v geometrii.

(iii)  Velmi dilezité je, Ze metriku lze p¥irozenym zptisobem zavést na mnoha ,nekonetné
rozmérnych®“ mnozinach, které se pfirozené vyskytuji v matematické analyze. Prvky téchto mnozin
(prostorti) jsou vétsinou funkce nebo posloupnosti; tyto prostory si jiz nejsme schopni dostatedn&
jasné predstavit (,,jeSt8 méng&“ nez R™ pro n > 4). Na tyto prostory jsme vSak schopni velmi
uspésné aplikovat teorii metrickych prostort. Pritom v teorii metrickych prostort jsme prirozené
vedeni nasi geometrickou intuici z roviny a prostoru (R? a R?). Tim dochdzi k jisté ,geometrizaci
analyzy“, kterd ndm velmi pomdahd pochopit slozité analytické problémy. V nékterych téchto
prostorech je mozno dokonce pfirozenym zptisobem zavést i pojem skaldrniho soudinu (a tedy i
kolmosti a thlu sevieného vektory) a pouZivat geometrickou intuici v je§té vét§im rozsahu.

Uvazujme naptiklad mnozinu X v8ech redlnych funkci definovanych a spojitych na intervalu
[0,1] a polozme si otdzku, jak p¥irozend definovat vzdalenost (odchylku) dvou funkci f, g € X.
Zcela prirozené se nabizi ,maximova vzdalenost“ definovand predpisem

poo(fy9) = max{|f(z) — g(2)|: = € [0,1]}.

Vime, 7Ze maxima se skutené nabyva, a je snadné dokazat, 7e poo je metrika na X. Tato metrika
je analogickd metrice poo na R™. Na X v8ak miiZeme pfirozené definovat také metriky, které jsou
analogické metrikdm ps a p1 na R™:

1 1
pz(f,g)—\/ /0 (f@) — g(@))2dz, p1(frg) = /0 (@) — g(x)) dz.

Tyto ,integralni odchylky“ jsou také metrikami na X; na rozdil od analogickych metrik na R™
vSak tyto tfi metriky urcuji rozdilné pojmy spojitosti.
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1.2 Normované linearni prostory
a unitarni prostory

V mnoha dulezitych pripadech se v analyze pracuje s metrickymi prostory, které
jsou zéaroven linearnimi (vektorovymi) prostory. Pfitom je ¢asto metrika translacné
invariantni (tj. p(z+a,y+a) = p(z,y)), takze p(x,y) = p(0,y—x); k uréeni metriky
pak sta¢i znat velikost (,normu) ||z|]| := p(z,0) libovolného vektoru z, pricemz
tato funkce || - || ma vlastnosti z nasledujici definice.

1.5 Definice. (normovany linedrni prostor) Necht X je linedrni (vektorovy) pro-
stor nad télesem T redlnych nebo komplexnich ¢isel. Pak funkce || - ||: X — R, kterd
kazdému x € X pfirazuje c¢islo ||z|| € R, se nazyvd norma na X, jestlize pro kazdé
dva body z, y € X a kazdé ¢islo a € T plati

M)zl >0 a |z =0 <z =0;

(ii) |l - zf] = |af - [|2[];
(iii) [l +yll < ll=ll + [lyll-
Usporddanou dvojici (X, ||-||) pak nazyvdme normovanym linearnim prostorem.

KaZd4 norma na linedrnim prostoru X pfirozené indukuje (uréuje) na X met-
riku rovnosti

plz,y) = |lz -yl

Je zcela snadné dokazat, ze p ma vSechny tii vlastnosti metriky. Navic je zfejmé
kazdéa metrika indukované normou translac¢né invariantni a homogenni v tom smyslu,
je pla,ay) = |a| p(z,y).

Hovoiime-li 0 normovaném linedrnim prostoru jako o metrickém prostoru, jde o
metriku p indukovanou normou, neni-li fe¢eno jinak. Je-li metricky prostor (X, p)
uplny (viz Definice 1.80), fikame, ze (X, || -||) je Banachiv prostor.

1.6 Pozndmka. Pokud neni obava z nedorozuméni, je b&7né oznacovat normy na rizniych prosto-
rech stejnym symbolem || -||. Naptiklad hovorime (forméln& nekorektng) o zobrazeni f: (X,||-||) —

Y[ 1D-

V radé dulezitych pripadi je norma indukovand skaldrnim soucinem. P¥ipo-
menme proto pojem unitdrniho prostoru.

1.7 Definice. (unitarni prostor) Necht X je linedrni (vektorovy) prostor nad
telesem T redlnych nebo komplexnich ¢isel. Rekneme, e funkce (-,-): X x X — T,
kterd kazdé dvojici (z,y) € X x X pfifazuje ¢islo (x,y) € T, je skaldrni soucin na

7 X7

X, jestlize pro vSechny vektory z, y, z € X a kazdé ¢islo a € T plati

(1) (z,y) = (y,z);

(2) <a xay> =a- <$,y>,

(3) {z +y,2) = (2, 2) + (y, 2);
(4) x #0 = (z,z) > 0.
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Usporddanou dvojici (X, (-,-)) pak nazyvdme unitdrnim prostorem (nebo pro-
storem se skaldrnim souc¢inem).

Zaklady teorie unitarnich prostort se probiraji v linearni algebte; pfipomenme,
ze z axiomt (1)—(4) snadno plynou rovnosti (z,y + z) = (z,y) + (z,2), (0,z) =
(z,0) =0, (z,a-y) = @- (x,y) a v piipadé redlného linedrniho prostoru X také
symetrie skaldrniho souéinu ((z,y) = (y, z)).

Kazdy skaldrni sou¢in na linedrnim prostoru X pfirozené indukuje (ur¢uje) na

X normu rovnosti
llzl| = v/(z, ).

Vlastnost (i) normy okamzité plyne ze (4) a toho, ze (0,0) = 0. Dale

ozl = Va2, a-z) = Vaa - [lz]| = o] - |z

»Irojihelnikovd nerovnost* (iii) je snadnym dusledkem (viz [Be] ¢ [Bi]) dilezité
Cauchy — Schwartzovy nerovnosti

[z, )] < {l]l - llyll-

Na kazdém unitarnim prostoru X je tedy kanonicky zadana norma a tudiz i me-
trika. Je-li p¥islusny metricky prostor Uplny (tj. je-li p¥islusny normovany linedrni
prostor Banachiiv), fekneme, Ze unitarni prostor X je Hilberttiv.

1.8 Poznamka. Terminologie kolisa. Nékdy se pii definici Hilbertova prostoru po-
zaduje, aby 8lo o komplexni linearni prostor, pripadné aby byl nekone¢né rozmérny.

1.9 Priklad. (prostory R™ a C*) Nejjednodussimi priklady unitdrnich prostort jsou redlny line-
arni prostor R™ se skaldrnim souc¢inem

(@15 s@n)s (Y150 59n)) =21y1 4+ Tnyn
a komplexni linedrni prostor C* se skaldrnim souc¢inem
(@1eszn)s (Y1505 n)) =21 G1+ -+ 2nTn

Skaldrni sou¢in na R™ indukuje normu

@1, zn)ll2 = /2] + -+ 23

Tato norma || - || se nazyva eukleidovskd norma a zfejms indukuje eukleidovskou metriku. (Z toho
vyplyvé, Ze eukleidovskd metrika je skutetné metrikou.)

SpecialndR = R'aC = C! chdpeme jako unitarni (a tedy i normované linearni) prostory.
Z¥ejmé ||z|]| = |z| vRiv C.

1.10 Pfiklad. (normy na R™) Pro z = (z1,...,2n) € R” a 1 < p < oo klademe

n 5
lzlly = (Z vai”> a |zl = max(|z1il,. .., [2n]).
i=1



1. Metrické prostory

OBR. 1.1.

Ovéfeni toho, Ze || ]|1 a || -||eo jsOu normy, je snadné. Pro ||-||p , 1 < p < oo, jsou vlastnosti normy
(i) a (ii) trividlng splnény. Trojihelnikovd nerovnost pro tyto normy a body z = (z1,...,Zn),
y = (y1,-..,Yn) s nezdpornymi slozkami se nazyvd Minkowského nerovnost (viz [D II], Véta
105), coz je jedna z pom&rn& hlubokych klasickych nerovnosti. Pro obecné z = (z1,...,2n), y =
(y1,...,yn) trojihelnikovou nerovnost ihned dostaneme, aplikujeme-1i Minkowského nerovnost na
vektory z* = (|z1],...,|zn]), ¥* = (ly1],-- -, |yn|). Oznateni maximové normy symbolem || -||so je
motivovano tim, Ze
lelloo = Tim_llallp, @€ R

Nejcastji se v R™ uzivaji normy || - |2, || - || & || - [|1, kterym se vé&tSinou Fikd eukleidovska,
maximové a soutovd norma, a proto se také oznaluji symboly || - |le, || - [|m a || - [|s- Je zFejmé,
7e poradé indukuji eukleidovskou metriku p2, maximovou metriku poo a sou¢tovou metriku pi, o
kterych se jiz hovorilo v predchézejicim oddilu. Pro z € R™ ziejmé plati

max(|zi,. .., [za]) < y/lwr]> + -+ |za]? <

<]+ o+ Joa] < n-max(fel, .., fen)),

t]. zlloo < [l2ll2 < flzflt < 71 - l2]]oo-

Oznadime-li pro p € {1,2,00} symbolem U?(a) £-ové okoli bodu a vzhledem k metrice pp,
plati UP(a) = {z € R™: ||z — al|p < ¢}, takZe z pFedchozich nerovnosti dostdvdme
Uz(a) C U2(a) C UZ(a) C Up.(a),
(viz obr. 1.1, na kterém je vidét tvar téchto okoli pro n = 2). Z téchto inkluzi snadno vyplyvé, Zze
metriky pa, p1, poo urcéuji na R” stejny ,,pojem spojitosti®. Pozd&ji ukdzeme (viz V&ta 1.132), ze
stejny pojem spojitosti uréuje kazdad metrika na R™, kterd je indukovana normou.

Pfirozenym nekoneén& dimenziondlnim zobecn&nim unitdrnich prostori R™ (resp. C*) je re-
alny (resp. komplexni) prostor £a.

1.11 Ptiklad. (prostor £2) Symbolem ¢ (n&kdy také symbolem ¢2) se oznaluje mnozina viech
oo

posloupnosti (a,)$° realnych (resp. komplexnich) &isel takovych, Ze Z lan|? < co. ProtoZe |an +
n=1

bn|? < (|an|+|bn])? < 2|an|? +2|bn|?, je snadno vidét, e £2 je linedrni podprostor prostoru viech

redlnych (resp. komplexnich) posloupnosti (s pfirozenou linedrni strukturou). Na £ definujeme
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Zakladni pojmy teorie metrickych prostord 1.3

skalarni souin podobn& jako v C"; pro © = (z1,%2,...) € €2 a © = (y1,¥2,...) € {2 klademe
oo

(1.1) <my>i=y Tl
i=1

ProtoZe |z; 77| = |=i| - |yi| < |@i|® +|yi|%, vidime, %e ¥ada v (1.1) absolutn& konverguje. Je snadné
ov&Fit, ze jde skutedns o skalarni soucin. Neni t87ké dokédzat, Ze prostor 2 (redlny nebo komplexni)
je Hilbertliv. Tento fakt je také specidlnim piipadem tplnosti prostoru La(X,u), kde (X, ) je

prostor s mirou (viz [LM]). Je totiz £2 = Lo(N, u), kde p je aritmetickd (poditaci) mira na N.

1.12 Ptiklad. (normy a skaldrni souin na Cf[a,b]) MnoZinu spojitych redlnych funkei na in-
tervalu [a, b] budeme oznafovat symbolem C|a,b]; tato mnozina zfejmé& tvoii vektorovy prostor,
definujeme-li souet funkci a nasobeni funkce &islem obvyklym zptsobem. V pfedchéazejicim od-
dilu se jiz hovofilo o metrikich pso, p2 a p1 na Cla,b]. UkdZeme, Ze tyto metriky jsou indukovéiny
normami.

Prvni z nich je maximové (supremova) norma definované predpisem

Iflleo :=max{|f(z)|: = € [a,b]}.
Je zcela snadné ovérit, Zze jde skutecn& o normu, kterd indukuje metriku poo. Budeme-li ddle
hovotit o Cla,b] jako o normovaném linedrnim prostoru, uvaiujeme tuto normu, neni-li feceno
jinak. Je snadno vidét, Ze po ,popisuje stejnomé&rnou konvergenci“: f, — f v C|a, b] (viz Definice
1.17), pravé kdyZ fn = f. Ze zndmych vét o stejnom&rné konvergenci snadno plyne, Ze C[a,b] je
Banachiiv (tj. Gplny) prostor.
Pokud pro f € C[a,b] polozime

b
1]l = /If(ﬂ:)\zd:r,

je p2 zfejmé& indukovéna normou ||-||2. To, Ze ||-||2 je skute¢n& norma, vyplyva ze snadno ovéFitelné
skutecnosti, ze

b
(frg) = / f(@)g(x) da

je skaldrni soucin na C[a, b], ktery urcuje normu || - ||2.
Metrika p1 na Cfa, b] je zfejm& indukovand normou

b
I1£1l ::/ 1 (@)] da.

Ovéreni toho, ze jde skute¢né o normu, je zcela snadné.

Vzajemny vztah téchto t¥{ metrik (norem) je diskutovin v P¥ikladé 1.57 niZe. Poznamenejme,
ze prostor C[a,b] s metrikou p2 (resp. p1) neni uplny prostor.

Nakonec poznamenejme, Ze i na komplexnim prostoru Cla, b] tvofeném komplexnimi funkcemi
1ze uvazovat odpovidajici t¥i normy a metriky. Norma ||-||2 je pak v8ak zaddna skaldrnim soucinem

b P
(frg) = / f(@)g(x) da.
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1. Metrické prostory

1.3 Zakladni pojmy teorie metrickych
prostorii

V tomto oddilu zavedeme nékteré zakladni pojmy z teorie metrickych prostori
a uvedeme fadu jejich dulezitych vlastnosti. Pojmim spojitosti a limity se vSak
budeme vénovat az v dalsim oddilu.

Poznamenejme, 7%e fadu pojmid (nap¥. oteviené mnoZiny, uzaviené mnoziny,
uzévéru, hranice) lze definovat rliznymi pfirozenymi ekvivalentnimi zptisoby; volba
definice pak zavisi na vkusu autora a je v kazdé ucéebnici trochu jina.

1.13 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor a M C X. PoloZime-li
pv = p Tmxu, tj. klademe-li py(z,y) = p(z,y) pro x,y € M, je ziejmé py
metrika na M. Metricky prostor (M, par) nazyvdme podprostorem prostoru (X, p).

1.14 Poznamka.

(i) Neékdy se misto (M, par) pise (M, p). Tato timluva je sice formalné neko-
rektni, ale protoze zkracuje zapisy a nevede k omyliim, ¢asto se uziva.

(ii) Mame-li definovanou néjakou vlastnost V' metrickych prostori a fekneme, Ze
mnozina M C (X, p) mé tuto vlastnost, myslime tim, Ze podprostor (M, par)
ma vlastnost V.

Je-li (X,]|-]]) normovany linedrni prostor a Y je linedrni podprostor prostoru
X, pak (V- [} (pesnéi (Y, |- [ly), kde | - [ly je restrikce | - || na ¥') je opét
normovany linedrni prostor, ktery nazyvidme podprostorem (X,|| - |]). Je zfejmé,
7e (Y,|| - ||) urCuje metricky prostor, ktery je podprostorem metrického prostoru
uréeného (X, || - []).

1.15 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, a € X a e > 0. Pak mnoZinu
B(a,e) :={z € X: p(z,a) < e} nazyvdme otevienou kouli o stfedu a a poloméru .
Tuto mnozinu nazyvame také e-okolim bodu a; pri uziti této terminologie ji budeme
znacit U.(a). Plati tedy

Bl(a,e) =U(a) = {z € X: p(z,a) <e}.

Mnozinu U C X nazyvame okolim bodu a, existuje-li 6 > 0 takové, Ze plati
Us (a) cU.

1.16 Poznamka.
(i) Nekteri autori p¥i definici okoli U bodu a pozaduji, aby U byla oteviend
mnozina (viz Definice 1.19).
(if) Mnoziné U.(a) \ {a} se nékdy fika redukované (pfipadné prstencové) e-ové
okoli bodu a. Protoze tato terminologie neni bézna, budeme ji pouzivat jen
vyjimecné.
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Zakladni pojmy teorie metrickych prostord 1.3

1.17 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, z € X azx, € X, n=1,2,....
Rikéme, 7e x je limitou posloupnosti (z,) a piSeme

lim z, ==z nebo x, — T,
n— 00
jestlize
lim p(z,,z) =0, tj.

n— o0

Ve>03ng e NVn > ng: plzn,z) <e.

(Posledni podminkou definujeme limitu posloupnosti (x,) i tehdy, jestlize ko-
necny podet jejich ¢lend neni definovan.) Ma-li posloupnost () limitu, fikdme,
Ze je konvergentni (a konverguje ke své limité), v opacném pripadé rikame, Ze je
divergentni.

Snadno je vidét, Ze posloupnost v metrickém prostoru mize mit nejvyse jednu
limitu.

1.18 Poznamka. Pojem limity tedy definujeme i pro posloupnosti, které jsou
zobrazenimi z: (N \ K) — X, kde K C N je kone¢né. To umoziuje jednodussi for-
mulaci fady tvrzeni (nap¥. Véty 1.35 niZe). Kdykoliv dile napiseme symbol (z,,),
myslime tim takovou ,,posloupnost v Sir§im smyslu®.

1.19 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor,a € X a M C X.

(a) Rekneme, e a je vnitinim bodem mnoziny M, existuje-li ¢ > 0 takové, Ze
U-(a) C M; tj. kdyz M je okolim bodu a. Mnozinu vSech vnitinich bodii
mnoziny M nazyvame vnitrkem mnoziny M a znacime ji M° nebo int M.

(b) Uzdvérem mnoziny M rozumime mnozinu M bodii a € X takovych, %e pro
kazdé e > 0 plati U.(a) N M # 0.

(c) Rekneme, 7e a je hrani¢nim bodem mnoZiny M, jestlize pro kazdé ¢ > 0
plati U.(a) N M # 0 a také U.(a) \ M # 0. Mnozinu vSech hraniénich bodii
mnoziny M nazyvame hranici mnoZiny M a znacime ji OM.

(d) Rekneme, e a je hromadnym bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé e > 0
plati (U.(a) \ {a}) N M # 0. MnoZinu vSech hromadnych bodi mnoZiny M
nazyvdme derivaci mnoZiny M a znac¢ime ji symbolem M.

(e) Je-lia € M\ M', nazyvidme a izolovanym bodem mnozZiny M.

(f) Rikdme, Ze M je oteviend mnozina, jestlize M = M°.
(g) Rikidme, 7e M je uzaviend mnozina, jestlize M = M.
(h) Rikdme, e M je hustd mnoZina, jestlize M = X .

Nésledujici tvrzeni snadno plynou z definic.

1.20 Tvrzeni. Necht (X,p) je metricky prostor, a € X a M C X. Pak plati
nasledujici tvrzeni.

(a) MeCcMcM, MC=X\X\M, M=X\(X\M?°,

13
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OM =M\ M°, M=MUM'.

(b) Bod a lezi v uzdvéru M mnoziny M, pravé kdy# existuje posloupnost xy, s, . . .
bodii z M, ktera konverguje k bodu a.

(¢) Bod a lezi v derivaci M' mnozZiny M, pravé kdyZ existuje posloupnost
x1,%a,... bodi z M \ {a}, kterd konverguje k bodu a.

(d) Bod a lezi v derivaci M' mnoziny M, pravé kdyz kazd4 koule B(a,¢), € > 0,
obsahuje nekonecné mnoho bodii mnoziny M.

(e) Vnitiek M° mnoziny M je nejvétsi otevrend mnozina obsaZend v mnoziné
M (G € M° pro kazdou otevienou G C M ).

(f) Uzavér M mnoziny M je nejmensi uzaviend mnozina obsahujici mnozinu M
( M C F pro kazdou uzavienou F > M).

(g) Mnozina M je uzaviend, pravé kdy? jeji doplnék X \ M je oteviend mnozina.
Mnozina M je oteviend, pravé kdy? jeji doplnék X \ M je uzaviend mnozina.

(h) Mnozina M je uzavrend, pravé kdyz plati implikace

(tn €M, n=1,2,...; &, > a) = a € M.

(i) Mnoziny M' a OM jsou uzaviené.
Také dikaz nasledujici véty je snadny.

1.21 Véta. (vlastnosti systémui otevienych a uzavienych mnozin)  V libovolném
metrickém prostoru X plati tato tvrzeni.
(i) Mnoziny ) a X jsou zdroveri oteviené i uzaviené.
(i) Sjednocent libovolného systému otevienych mnoZin je oteviend mnozina a
prinik konecného systému otevienych mnozin je oteviend mnozina.
(iii) Priinik libovolného systému uzavienych mnozin je uzaviend mnoZina a sjed-
noceni konec¢ného systému uzavienych mnozin je uzaviena mnozina.

Neni-li z kontextu jasné, v jakém metrickém prostoru pracujeme, pouzivime
— (X, 7 c 1 P “.
symboly A p), A7, 0,(A) apod. Specidlné, uzavér mnoziny A C Y v podprostoru
. Y NIV ;101 vt
(Y, py) prostoru (X, p) oznacujeme symbolem A" . Z¥ejmé plati dilezitd rovnost
=Y - p sz vl v ;
A" = ANY, ze které snadno vyplyva néasledujici uzitecné tvrzeni.

1.22 Tvrzeni. (otevienost a uzavienost v podprostoru)  Bud (X, p) metricky pro-
stor a necht A CY C X. Pak A je uzaviend (resp. oteviend) podmnoZina podpro-
storu (Y, p), pravé kdyZ existuje uzaviend (resp. oteviend) podmnozina B prostoru
(X, p), pro kterou A=BNY.

Specidlng, je-li Y uzaviend (resp. oteviend) v X, pak mnozZina A je uzaviend
(resp. oteviend) v (Y, p), pravé kdyZ je uzaviend (resp. oteviend) v (X, p).

1.23 Pozndmka. (o topologickych prostorech) Pojem topologického prostoru je dilezitym zobec-
nénim pojmu metrického prostoru. V obecném topologickém prostoru se zavadéji pojmy oteviené
mnoziny, okoli bodu, konvergence posloupnosti, spojité funkce a mnoha dalsich topologickych
pojmi (srov. str. 23), nezavadéji se vSak pojmy netopologické (nap¥. omezenosti mnoZiny, cauchy-
ovské posloupnosti, lipschitzovské funkce). Nejb&zngjsi zptisob zavedeni topologického prostoru je
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pomoci zadani systému otevienych mnozin, po kterém pozadujeme pouze to, aby mél zakladni
vlastnosti (z Véty 1.21) systému otevFenych mnozin v metrickém prostoru.

Necht X je mnozina a G je systém podmmnoZin X s témito vlastnostmai:

(iypeg, X eg.

(ii) Prinik konecné mnoha prvki z G leZi opét v G.

(iii) Sjednoceni libovolného systému mnoZin z G leZi opét v G.

Pak Fikame, Ze (X, G) je topologicky prostor a G je systém vSech oteviengch mnoZin v tomto
topologickém prostoru (sytému G se nékdy #ikd ,topologie®).

Za okoli bodu z pak prohlasime takové mnoZiny U, pro které existuje G € G splhujici & €
G C U. A pomoci pojmu okoli miizeme v topologickém prostoru prirozené definovat vSechny dalsi
dilezité topologické pojmy z teorie metrickych prostord.

Nejvétsi vyznam maji (Hausdorffovy) topologické prostory, které navic spliiuji nésledujici
pfirozeny ,,oddé&lovaci axiom*:

(iv) Jsou-li ¢ # y dva body z X, pak ezistuji G, € G, Gy € G lakové, Ze plati x € Gy,

YyEGy a Gy NGy =0.

Z Véty 1.21 vyplyva, ze kazd4d metrika na X indukuje na X topologii. Je snadno vidét, ze
tato topologie je Hausdorffova, tj. spliuje (iv).

Pro aplikace je dtlezité, ze pomoci pojmu topologického prostoru ,lze zachytit“ pojem bodové
konvergence posloupnosti funkci, coz pomoci pojmu metrického prostoru mozné neni. Naptiklad
na C[0, 1] existuje (Hausdorffova) topologie G takova, ze fr — f v (C[0,1],G), pravé kdyz fn(z) —
f(z) pro kazdé = € [0,1]; Zddnd topologie indukovand metrikou vSak tuto vlastnost nem4.

1.24 Definice. (vzdalenost bodu od mnoziny a vzdalenost dvou mnozin)  Necht
(X, p) je metricky prostor,a € X, A C X, B C X. Pak definujeme vzdélenost bodu
a od mnoziny A vzorcem

pla, A) = dist(a, A) := inf p(a,z)

TEA
a vzdalenost mnozin A a B predpisem
p(4,B) = dist(4, B) = _inf p(,y).

Ziejmé plati p(a, A) = p({a}, A). Déle p(a,0) = p(4,0) = p(@, B) = oc; jinak
jsou vzdy ¢isla p(a, A), p(A, B) redlné a nezadporna. Snadno je vidét, ze p(a, A) = 0,

praveé kdyz a € A.

1.25 Definice. (primér mnoziny) Necht (X, p) je metricky prostor. Priimér (di-
ametr) mnoziny § # A C X definujeme vzorcem

diam A := sup p(z,y)
T,y€A

a klademe diam ) := 0. Jestlize diam A < oo, fekneme, Ze A je omezend mnoZina.
Rekneme, 7e X je omezeny prostor, jestlize X je omezena mnozina.
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1.4 Funkce a zobrazeni na metrickych
prostorech

Nyni budeme definovat pojem spojitosti a limity pro zobrazeni mezi metrickymi
prostory. Jde o primocaré zobecnéni téchto pojmu z teorie redlnych funkci redlné
proménné; terminologie vSak trochu kolisa, pokud nejde o zobrazeni definované na
celém metrickém prostoru.

Jiz pro realné funkce neni terminologie zcela jednotna. Napiiklad podle nejbéz-
néjsi terminologie redlnd funkce redlné proménné /x neni spojitd v bodé 0, protoze
spojitost se chépe vzhledem k celé realné primce a +/z neni definovina na zddném
levém okoli 0. Nékteri autori v8ak chapou spojitost vzhledem k defini¢nimu oboru;
pak oviem funkce \/z v bodé& 0 spojité je.

Zacnéme proto s nejjednodussim pripadem spojitosti zobrazeni definovaného na
celém metrickém prostoru, kde k zddnému kolisani terminologie nedochézi.

1.26 Definice. Necht (X, p), (Y, o) jsou metrické prostory, f: X — Y je zobrazeni
aa € X. Potom:
(i) Rekneme, %e zobrazeni f je spojité v bodé a, jestlize pro kazdé e > 0 existuje
0 > 0 takové, ze (pro kazdy bod x € X ) plati implikace
plx,a) <6 = o(f(z), f(a)) <e.
(ii) Rekneme, Ze zobrazeni f je spojité, je-li spojité v kazdém bodé prostoru X .
(iii) Rekneme, Ze zobrazeni f je homeomorfismus, je-li bijektivni a obé zobrazeni
f, f~t jsou spojita.

1.27 Poznamka.

(i) Homeomorfismu se také ika homeomorfni (nebo topologické) zobrazeni.

(i) Rekneme-li (vyjimecné), ze f: (X, p) — (Y, o) je homeomorfni, i kdyz f neni
bijekce, myslime tim, Ze f je prosté a bijekce f:(X,p) — (f(X),0) je
homeomorfismus.

V praxi (zvlasté pii vySetfovani funkei vice proménnych) potiebujeme nésledu-
jici obecnéjsi pojem spojitosti vzhledem k mnoZiné.

1.28 Definice. Necht (X, p), (Y,0) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z X do
Y, necht AC X aa € X . Potom:

(i) Rekneme, Ze zobrazeni f je spojité v bodé a vzhledem k mnoziné A, jestlize
a € A a pro kazdé € > 0 existuje & > 0 takové, Ze plati implikace

(z € A, p(x,a) <0) = o(f(z),[f(a)) <e.
Rekneme, Ze f je spojité v bodé a, je-li spojité v bodéa vzhledem k A = X.
(ii) Rekneme, e f je spojité na (v) mnoZiné A, jestlize f je spojité vzhledem
k mnoziné A v kazdém bodé mnoziny A.
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1.29 Poznamka.
(i) Je-li f spojité v bodé a vzhledem k mnoziné A, pak zfejmé existuje § > 0,
pro které Us(a) N A C Dy.

(ii) Zobrazeni f je zfejmé spojité na mnoZiné A pravé tehdy, kdyZ jeho restrikce
fla:(A4,p) = (Y,0) je spojité zobrazeni.

(iii) Je-li f zobrazeniz X do Y a a € Dy, pak pro pojem spojitosti f v bodé a se
nabizeji dvé pfirozené moznosti; bud se uvazuje spojitost vzhledem k A :=
Dy nebo spojitost vzhledem k A := X. My jsme zde zvolili druhou moznost,
kter4 je v teorii funkci vice proménnych ¢ast&jsi (a prirozenéjsi). Rada autort
v8ak voli druhou moznost (kterd je pfirozenéjsi v jinych teoriich).

(iv) Vyse definované pojmy tykajici se spojitosti se ovSem netykaji pouze zob-
razeni f; abychom je mohli definovat, musime mit zadany také prostory
(X, p), (Y,0) (a mnozinu A). Zménime-li napiiklad nékterou z metrik, mtize
se zménit pojem spojitosti. Na R™ bereme vzdy eukleidovskou metriku, neni-
li feceno jinak.

Nyni vyslovime néktera zakladni tvrzeni o spojitosti, kterd 1ze snadno dokazat
7 definice.

1.30 Tvrzeni. Necht f:(X,p) — (Y,0), a € X. Pak nésledujici tvrzeni jsou po
dvou ekvivalentni.

(i) f je spojité v bodé a.

(ii) Ve > 03§ > 0: f(Us(a)) C U:(f(a)).

(iii) Ve > 036 > 0: Us(a) C £~ (U.(f(a))).

(iv) Je-li V okoli bodu f(a), pak f~*(V) je okoli bodu a.

(v) Pro kaZdou posloupnost (x,) v X plati implikace

Tp—>a = f(zn) — f(a).

1.31 Véta. Necht je dano zobrazeni f:(X,p) — (Y,0). Pak ndsledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni.

(i) Zobrazeni f je spojité.
(ii) Pro kazdou otevienou podmnozinu G prostoru (Y, o) je mnoZina f~1(G)
oteviend podmnozina prostoru (X, p).
(iii) Pro kazdou uzavienou podmnozinu F prostoru (Y,o) je mnozina f'(F)
uzaviend podmnozina prostoru (X, p).

1.32 Tvrzeni. Necht f:(X,p) — (Y,0) je bijekce. Pak nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni.

(i) Zobrazeni f je homeomorfismus.
(ii) Mnozina A C X je otevrend, pravé kdyz f(A) je oteviend vY.
(iii) Mnozina A C X je uzaviend, pravé kdy7 f(A) je uzaviend vY.
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1.33 Definice. Necht (X, p), (Y, 0) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z X do
Y, AC X anecht a € X je hromadnym bodem mnoziny A . Rekneme, 7e b € Y je
limita zobrazeni f v bodé a vzhledem k mnoziné A a piSeme
li =b
x—)é%EA f(:l?) ’

jestlize pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové, ze plati implikace
(1.2) (re A, 0<p(z,a) <d) = o(f(x),b) <e.

Je-li A = X, rikdme, 7e f md v bodé a limitu b a piSeme lim f(z)="b.

r—a
1.34 Poznamka. Necht X, Y, A, a jsou jako v pFedchozi definici a je dén systém
fu (w € Q #0) zobrazeni z X do Y. Jestlize pro kazdé w € Q existuje

(1.3) lim  fu(z) = b,

r—a,zEA

a ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé w € Q plati implikace
(1.2), ve které misto f, b piSeme f,, b, pak ¥kdme, Ze limita (1.3) je stejnomérnd
vzhledem k w € .

Diikazy nésledujicich vét o limitach a o spojitosti jsou zcela analogické odpovi-
dajicim dikaztm pro realné funkce realné proménné.

1.35 Véta. (Heineho véta) Necht (X, p), (Y, 0) jsou metrické prostory, f je zob-
razeniz X doY, AC X, b€ Y anecht a € X je hromadnym bodem mnoziny A.
Pak lim f(z) =b, pravé kdyz plati nasledujici (Heineho) podminka:

r—a,t€EA
Pro kazdou posloupnost (xy) bodid z mnoziny A\ {a} plati implikace
Tp,—a = f(z,) —>b

Poznamenejme, Ze pii této formulaci Heineho véty je nutno posloupnost (f(z,))
v pfedchozi vété chipat jako posloupnost ,v §ir§im smyslu“ (viz Poznamka 1.18),
jinak bychom museli predpokladat, ze z, € Dy N (A \ {a}).

1.36 Tvrzeni. Necht (X, p), (Y, o) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z X do
Y, AC X anecht a € AN A'NDy. Pak zobrazeni f je spojité v bodé a vzhledem
k mnoziné A, pravé kdy7  lim f(z) = f(a).

r—a,zEA
1.37 Poznamka. Pfedpoklad a € A’ v predchozim tvrzeni je nutny. Pokud a €
ANDy, alea ¢ A, pak f je zfejmé spojité v bodé a vzhledem k mnoziné A, ale
limita zobrazeni f v bodé a vzhledem k A neni definovana.

1.38 Véta. (véta o spojitosti slozeného zobrazeni v bodg&)  Necht (X,p), (Y,0),
(Z,w) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z X doY a g je zobrazeni zY do Z.
Necht AC X,a€ A,BCY, f(a) € B aexistujed > 0 takové, Ze f(Us(a)NA) C B.
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Necht ddle zobrazeni f je spojité v bodé a vzhledem k A a g je spojité v bodé f(a)
vzhledem k B. Pak zobrazeni g o f je spojité v bodé a vzhledem k A.

1.39 Véta. (véta o spojitosti slozeného zobrazeni)  Necht (X,p), (Y,0), (Z,w)
Jjsou metrické prostory a f: X — Y, g:Y — Z jsou spojita zobrazeni. Pak zobrazeni
go f: X = Z je spojité.

1.40 Véta. (véta o limité slozeného zobrazeni)  Necht (X, p), (Y,0), (Z,w) jsou
metrické prostory, f je zobrazeni z X doY a g je zobrazeni zY do Z. Necht A C X,
a€ A, BCY,be B',ce Z aexistuje § > 0 takové, Ze f (Us(a) \ {a}) N A) C B.
Necht dale

zﬁl;TIIIGA f(CU) - b’ y—)lbl,rgleB g(y) ¢
a plati jedna z nasledujicich podminek:

(i) Existuje n > 0 takové, ze b ¢ f ((Uy(a)\ {a}) N A).
(ii) Zobrazeni g je spojité v bodé b vzhledem k B.
Pak lim (go f)(z) =ec.

r—a,r€EA

Je-li f redlné funkce na metrickém prostoru (X, p), je prirozené chépat f jako
zobrazeni f: (X, p) = (R, p2), takZe pFedchozi definice ddvaji pojem spojitosti f
(v bodé a na mnozing) a také pojem vlastni limity. Takto vSak nedostaneme pojem
nevlastni limity (jehoZ ,spravnd“ definice je ov8em ziejmou analogii definice v p¥i-
padé funkce jedné redlné proménné). Ale i p¥ipad nevlastnich limit mZeme chépat
jako specidlni ptipad Definice 1.33, chdpeme-li f jako zobrazeni f: (X, p) = (R*,0),
kde o je vhodna (tzv. redukovana) metrika na R*, srov. Tvrzeni 1.59.

Je ziejmé, Ze na pripad limity realné funkce na metrickém prostoru lze zobecnit
(se ,stejnym*“ dikazem) v8echna zakladn{ pravidla o po¢itdni s limitami (vlastnimi
i nevlastnimi). Naptiklad zistavaji v platnosti vSechny véty o limité souctu, sou¢inu
a podilu funkci, stejné jako véty o vztahu limity a nerovnosti.

Pro realné funkce na metrickém prostoru mizeme také ziejmym zptisobem de-
finovat symboly o, O, ~, <, tykajici se ,asymptotického chovani* funkci.

1.41 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, a € X" a f, g jsou redlné funkce
definované na podmnozinach X. Pak:
(i) Piseme f(z) = o(g(x)), x — a, jestlize lim % = 0. (Symbol 0 zde
z—a g(z
¢teme ,malé 0“.)
(ii) PiSeme f(z) = O(g(x)), = — a, jestlize existuje § > 0 takové, Ze funkce

58; je definovand a omezend na ,redukovaném okoli“ Us(a) \ {a}. (Symbol
,O0% zde ¢teme ,velké O.)
(iii) PiSeme f(x) ~ g(z), = — a, jestlize lim fo) _ 1. Rikdme, 7e f a g jsou
z—a g(x)

silné ekvivalentni v bodé a.
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(iv) Piseme f(z) < g(z), x — a, jestlize f(z) = O(g(z)), x — a a také g(z) =
O(f(x)), = = a. Rikdme, 7e f a g jsou slabé ekvivalentni v bodé a.

1.42 Poznamka.

(i) Ve v8ech ¢tyrech p¥ipadech musi existovat § > 0 takové, ze f i g jsou de-
finované na mnoziné Us(a) \ {a} a funkce g je na ni nenulovd. Nékdy se v
definici predpoklada (viz [D II]), Zze g je kladna.

(ii) Je zfejmé, jak by se definoval napf. symbol f(z) = o(g(z)), z = a, x € A,
v piipadsg, Zze a € A'.

(iii) Uvedli jsme klasickou definici, kterd staci pro vétsinu aplikaci. N&kter{ autori
pouzivaji obecnd&jsi definici, kterd nevyzaduje nenulovost g ve smyslu (i). P
této definici plati, ze f(z) =o(g9(z)), = = a (f(z) = O(g(x)), = — a;
flx) ~g(z), © = a; f(z) < g(x); © = a), pravé kdyZz existuje funkce h
takovd, ze plati f =h-g a h(z) =o(1), £ = a podle klasické definice
(h(z) =0(1), z = a; h(z)~1, x > a; h(z) <1, z - a).

Tyto obecnéjsi definice (které 1ze pfirozenym zptisobem preformulovat na
definice neuzivajici pojem limity), jsou p¥irozengjsi napf. proto, Ze relace ~ je
v tomto obecném pojeti relaci ekvivalence (na mnoziné funkei definovanych
na néjakém redukovaném okoli bodu a), zatimco v klasickém pojeti relace ~
neni reflexivni.

Analogicky jako pro funkce jedné redlné proménné se definuji také dilezité po-
jmy limes superior a limes inferior funkce v bodé. Nejrychlejsi definice je tato:

1.43 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, a € X' a f je redlnd funkce
definovang na podmnoziné Dy C X takové, Ze Dy U {a} je okolim bodu a. Pak
klademe

ligljlalp flz) : Jlir& sup{f(z): = € Us(a) \ {a}},

liminf f(z) := lim inf{f(x): z € Us(a) \ {a}}.
r—a d—0+

Pokud je hodnota s(d) := sup{f(z): = € Us(a) \ {a}} konefna pro nékteré § = dp > 0, pak

funkce s je kone¢na a neklesajici na (0, dp), takZe existuje limita lims_,04 s(6) € RU {—o0}. V

opafném pripadé s(d) = oo pro kazdé § > 0. V tom piipadé oviem klademe lims_, o s(d): = co.

1.44 Poznamka. Analogicky se definuje limes superior a limes inferior funkce f
v bodé a € (X, p) vzhledem k mnoziné A C X za predpokladu, ze a € A" a Dy
obsahuje mnozinu (Us(a) \ {a}) N A pro nékteré 6 > 0. Tento pojem lze oviem
také definovat jako limes superior v podprostoru (Y, p), kde Y := AU {a}, funkce
f* = f rYﬂDf v bodé a.

Nésledujici tvrzeni, které ukazuje dvé charakterizace pojmu limes superior funk-
ce, je analogické zndmému tvrzeni o pojmu limes superior posloupnosti realnych

C¢isel.
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1.45 Tvrzeni. Necht (X, p) je metricky prostor, a € X', f je redlnd funkce defi-
novand na podmnoziné Dy C X takové, Ze Dy U {a} je okolim bodu a a H € R*.
Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni.

(i) limsup f(z) = H.
T—a
(i) Existuje posloupnost (x,) bodi z X \ {a} takova, 7e x,, — a, f(z,) = H a
H je nejveétsi prvek R* s touto vlastnosti.
(iii) H je jediny prvek R* s témito dvéma vlatnostmi: Jestlize —oo < ¢ < H, pak
a € (f1((c,0)))". Jestlize H < ¢ < oo, pak a ¢ (f'((c,00)))".

Analogické (symetrické, dudlni) tvrzeni plati ov8em pro limes inferior. Pozna-
menejme, Ze prvkim s vlastnosti z (ii) se ¥ikd hromadnd (resp. limitn{) hodnota
(nebo také hromadny bod) funkce f v bodé a. Podminkou (ii) je vysvétlen latin-
sky nazev limes superior (nejvétsi limita). V fadé jazykl se limes superior nazyvé
yhorni limita“.

1.46 Pozndmka. Pro nézorné pochopeni podminky (iii) je vhodné si uvédomit toto:

() a e (F~'((c oo))), plati prévé tehdy, kdyz v kazdém redukovaném okoli Us(a) \ {a},
§ > 0, existuje bod z, pro ktery f(z) > c.

(ii) a ¢ (f_l((c,oo)))' plati pravé tehdy, kdyZ existuje § > 0 takové, Zze f(z) < ¢ pro kazdy
bod z € Us(a) \ {a}.

Limes superior a inferior funkce maji zcela analogické vlastnosti jako limes su-
perior a inferior posloupnosti. Napiiklad plati tato dilezita véta.

1.47 Véta. Necht (X, p) je metricky prostor, a € X' a f je redlnd funkce de-
finovand na podmnoziné Dy C X takové, Ze D; U {a} je okolim bodu a. Pak
lim,_,, f(x) existuje, pravé kdyz
limsup f(z) = liminf f(z) =: S € R*;
r—a r—a

v tom pripadé lim,_,, f(z)=S.

V Dodatku 6.1. je ukizino obecné pojeti, které zahrnuje pfipad funkci i po-
sloupnosti; tamtéz lze nalézt vice informaci o hromadnych hodnotéach.

Také zesileni pojmu spojitosti zobrazeni — stejnomérnd spojitost a lipschitzov-
skost — jsou primocarymi zobecnénimi téchto pojmua z pfipadu realnych funkci
realné proménné.

1.48 Definice. (stejnomérné spojité a lipschitzovské zobrazeni)  Necht jsou ddny
metrické prostory (X, p), (Y,0) a zobrazeni f: X - Y.

(i) Rekneme, Ze f je stejnomérné spojité, jestlize plati podminka
Ve>036>0Vu,v€ X: plu,v) <d = o(f(u), f(v)) <e.
(ii) Rekneme, 7e f je lipschitzovské, existuje-li K > 0 takové, e
Vu,v € X:  o(f(u), f(v)) < K- p(u,v).
Plati-li predchozi vyrok, rikame, Ze f je lipschitzovské s konstantou K.
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Rikdme, Ze f je stejnomérné spojité (resp. lipschitzovské) na A C X, jestlize
restrikce f [a: (A, p) = (Y, 0) je stejnomérné spojita (resp. lipschitzovskd).

Je ziejmé, ze kazdé lipschitzovské zobrazeni je stejnomérné spojité; obracena
implikace v8ak obecné neplati.

1.49 Definice. Necht (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory a necht f: X —Y je
bijekce. Rekneme, 7e f je izometrie (izometrické zobrazeni), jestlize

Yu,v € X:  o(f(u), f(v)) = plu,v).

Zobrazeni f je tedy izometrie, pravé kdyz ob& zobrazeni f, f~' jsou lipschit-
zovské s konstantou 1. Specidlné kazda izometrie je homeomorfismus.

1.50 Poznamka. Nékdy se izometrickymi nazyvaji i zobrazeni f: (X, p) — (Y, 0),
kterd nejsou bijektivni, ale zachovavaji vzdalenost (tj. f:(X,p) — (f(X),0), je
izometrie ve smyslu Definice 1.49).

1.51 Definice. ~ Rekneme, e metrické prostory (X, p) a (Y,0) jsou homeomorfni
(resp. izometrické), existuje-li bijekce f:X — Y, kterd je homeomorfismus (resp.
izometrie).

7 trojuhelnikové nerovnosti ihned vyplyva, ze v kazdém metrickém prostoru
(X, p) je pro libovolny bod a € X funkce p(-, a) lipschitzovska s konstantou 1 (a je
tedy i spojitd). Obecngji:

1.52 Tvrzeni. Necht (X, p) je metricky prostor a A je jeho neprazdna podmnozina.
Pak funkce p(-, A) je lipschitzovska s konstantou 1.

Nakonec uvedeme vétu, kterd ukazuje, ze spojitost a limity zobrazeni z metric-
kého prostoru do eukleidovského prostoru R lze vySetfovat ,,po slozkach®.

Necht (X, p) je metricky prostor a f je zobrazeniz X do R". Je tedy f: D — R”,
kde D C X. Je ziejmé, ze rovnosti f(z) = (f1(z),..., fn(z)) jsou definoviny funkce
fi:D = R, ..., fo: D — R Rikdme, 7e fi,..., fn jsou slozky zobrazeni f a piSeme
f=(f1, -, fn) (Z¥ejmé f;(x) = (f(x),e;), kde e; je i-ty prvek kanonické baze
R™.)

1.53 Véta. Necht (X, p) je metricky prostor, AC X a f = (f1,-..,fn) je zobra-
zeni z X do R™. Potom plati:

(i) Necht a € A. Pak zobrazeni f je spojité v bodé a vzhledem k mnoziné A,
pravé kdyz kazda slozka f;, i = 1,...,n, je spojita v bodé a vzhledem k
mnoziné A.

(ii) Zobrazeni f je spojité na A, pravé kdyz kazda slozka f;,i = 1,...,n, je
spojitd na A.

iii) Necht a € A" ab= (b1,...,b,) € R*. Pak

(iii) seeesbn
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ac—)lch;EA flz)=b = ac—)lch;EA filx) =b;y i=1,...,n.

1.5 Vztahy mezi metrikami

Casto se setkavame se situaci, kdy na mnoziné jsou zadany dvé riizné metriky. Pak
je uzitecnd nasledujici terminologie.

1.54 Definice. Necht p a o jsou metriky na mnoziné X a I: X — X je identické
zobrazeni. Potom rekneme, Ze:
(i) Metrika p je silnégjsi neZ metrika o, jestlize I:(X,p) — (X,0) je spojité
zobrazeni.
(ii) Metrika p je slabsi neZ metrika o, jestlize o je silnéjsi nez p.
(iii) Metriky p a o jsou ekvivalentni, jestlize metrika p je zaroveri silndjsi i slabsi
nez metrika o.
(iv) Metriky p a o jsou lipschitzovsky ekvivalentni, jestlize I: (X, p) — (X,0) je
lipschitzovské zobrazeni a také I: (X, o) — (X, p) je lipschitzovské.

Pi#imo z definic a z Tvrzeni 1.30 snadno dostavame nasledujici tvrzeni.

1.55 Tvrzeni. Necht p a o jsou metriky na mnoziné X. Potom plati:
(i) Metrika p je silnéjsi nez metrika o, pravé kdyz plati implikace
zp, =z v(X,p) = z, oz v(X,0).
(ii) Metriky p a o jsou ekvivalentni, pravé kdyz plati ekvivalence
z, = x v(X,p) &= z,—o2 v(X,0).
(iii) Metriky p a o jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyZ identické zobrazeni
I: (X, p) = (X,0) je homeomorfismus.
(iv) Metriky p a o jsou lipschitzovsky ekvivalentni, pravé kdyz existuji redlnd
¢isla ¢,d > 0 takova, ze pro kazdé dva body x,y € X plati

c-o(x,y) < plz,y) <d-o(z,y).

Pojmy definované v metrickych prostorech, které neméni sviij vyznam pii za-
méné metriky za metriku s ni ekvivalentni, se nazyvaji topologické pojmy. Z Tvrzeni
1.55 (ii) je vidét, ze kterykoliv pojem, ktery je mozno definovat jen s uZitim pojmu
konvergence posloupnosti (aniz by se hovofilo o metrice), je topologicky pojem.
Specidlné otevienost a uzavienost mnoziny, uzavér a vnitiek mnoziny a také pojem
okoli a hromadného bodu jsou topologické pojmy.

Naproti tomu naptiklad pojem omezenosti mnoziny neni topologicky pojem.
Tento pojem a Fada jinych pojmi (napf. pojem Gplnosti metrického prostoru) m4
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v8ak nasledujici slabsi vlastnost: neméni sviij vyznam pii zaméné metriky za met-
riku s ni lipschitzovsky ekvivalentni.

1.56 Definice.  Rekneme, Ze normy || - ||1, || - ||2 na linedrnim prostoru X jsou
ekvivalentni, jestlize jsou ekvivalentni jimi indukované metriky pi1, ps.

Nize (Dusledek 1.125) dokdzeme, Ze || - |1, || - ||2 jsou ekvivalentni, pravé kdyz
existuji ¢isla K > 0, C > 0 takova, ze Kl|z|1 < ||z]2 < C||z|l1 pro z € X.

1.57 P¥iklad. Budeme zkoumat vzajemny vztah t¥ norem ||-||so, ||-[|2, ||-]|1 @ jimi indukovanych
metrik poo, p2, p1 na Cla,b], viz P¥iklad 1.12.

PouZzijeme-li pro skaldrni soucin z Pfikladu 1.12 Cauchyovu nerovnost na funkce |f| a 1,
dostavame

b
lI£1]x =/ -1 = (L1 < fll2 - Ntz = [[fll2vE - a.

Plati tedy p1(g,h) < p2(g,h)Vb — a, z Eehoz ihned vyplyva, Ze p2 je siln&jsi nez p;. Podobn&
dostavame, Ze poo je silnéjsi nez pa, protoze

b
IFll2 = \// 12 </ (0= a)llfllZ = V(b= a)llflloo-

PoloZime-li (v pfipadé a = 0,b = 1), fn(z) := 2" a gn(z) := +/nz" pro z € [0, 1], snadny
vypocet ukazuje, Ze fp konverguji k nulové funkci vzhledem k metrice p2, ne vSak vzhledem k
metrice poo, a gn konverguji k nulové funkci vzhledem k metrice p1, ne v8ak vzhledem k metrice
p2. Z4dné dve ze t¥i metrik poo, p2, p1 (resp. norem || - ||oo, || - [|2, || - ||1) nejsou tedy ekvivalentni.

Preneseni struktury

Jestlize f: X = Y je bijekce a na Y mame danu néjakou strukturu (napf. metric-
kého prostoru, normovaného linedrniho prostoru, télesa, grupy apod.), je intuitivné
jasné, ze pomoci bijekce f miZzeme zavést na X strukturu stejného typu (tim, ze
yztotoznime* prvek x s prvkem f(z)).

Toto ,,metamatematické” pozorovani mizeme pro pripad metrickych prostort
formulovat jako matematické tvrzeni (jehoz dikaz je zfejmy) takto:

1.58 Tvrzeni. (o preneseni metriky)  Necht (Y, p) je metricky prostor a necht
f: X — (Y, p) je bijekce. Polozime-li pro 1, x5 € X

0'(1171,2152) = p(f(wl)a f(CUQ)),
je o metrika na X; je to jedind metrika na X, pri které f:(X,0) — (Y,0) je
izometrie.

Pomoci preneseni metriky se definuje dilezita redukovand metrika na R* | ktera
umoznuje chapat nevlastni limitu a limitu v nevlastnim bodé jako specialni piipad
limity zobrazeni mezi metrickymi prostory.

Pro definici redukované metriky zvolime spojitou rostouci funkci p: R — R,
jejimz oborem hodnot je omezeny interval (a, 3). Zobrazeni ¢ pfirozené rozsifime na
zobrazeni p*: R* — [a, 8] tim, Ze poloZzime ¢*(c0) := 3, p*(—o0) := «a. Metriku o,
kterou dostaneme pienesenim eukleidovské metriky 7z [, 5] na R* pomoci zobrazeni
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Soudin metrickych prostorll; dvojnd a dvojndsobna limita 1.6

OBR.1.2. Znazornéni redukované metriky.

©*, budeme nazyvat redukovanou metrikou na R* (uréenou funkci ¢). Klademe
tedy o(z,y) = |¢*(z) — ¢*(y)|; (viz obr. 5.18, ktery odpovida volbé (a, ) :=
(=7/2,7/2), p(x) := arctgx).

Neni tézké dokazat nasledujici tvrzeni.

1.59 Tvrzeni. Necht o je redukovana metrika na R*. Jestlize a, x1, x>, ... jsou
realna cisla, pak plati:

(i) zp oa<=z, > av (R o).
(i) xp, = too <= 1z, > £oo v (R*,0),

kde konvergence na levych stranach ma klasicky vyznam.
Kazda jina metrika o s témito vlastnostmi je se o ekvivalentni.

Je ziejmé, Ze redukovana metrika je na R ekvivalentni s eukleidovskou metrikou,
neni s ni vsak lipschitzovsky ekvivalentni.
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1.6 Soucin metrickych prostori; dvojna
a dvojnasobna limita

Uvazujme nyni n metrickych prostori (Xi,p1),...,(Xn,pn) a kartézsky soudin
X = Xy x---xX,. Polozme si otazku, jak na mnoziné X ,nejptirozenéji“ definovat
metriku. Vedeni analogii se specidlnim pfipadem R” = R x --- x R, uvazujme me-
triky o2, 0c0, 01, které dvéma bodtim z = (x1,...,2,),y = (Y1, ..,Yn) Z mnoziny
X prirazuji vzdalenosti

Ug(l‘,g) = \/(Pl (xlayl))2 +--+ (pn(xnayn))2a

Uoo(xay) ‘= max {pl(xlayl)a s 7pn(xnayn)}a
or(z,y) = pr(z,y) + -+ pu(Tn, yn)-

Oznadime-li v := (p1(x1,41),-- -, pn(Tn,yn)) € R*, mame
o2(2,y) = [[vll2, Ooo(@,y) = |[V]lco, o1(z,) = [0]l1-

Z téchto rovnosti a vlastnosti t¥{ uZitych norem na R™ (srov. Pozndmka 1.61) pak jiz
snadno plyne, ze 02, 0, & o1 jsou skuteéné metriky na X a jsou po dvou lipschitzov-
sky ekvivalentni. V8echny topologické pojmy a rada dalsich tedy nezavisi na tom,
kterou z téchto t¥i metrik na X uvazujeme. Ani jeden z vybérd neni ,kanonicky*,
pro urcitost vSak zvolime 0.

1.60 Definice. Kartézskym soucinem metrickych prostori (Xi,p1),...,(Xn,pn)
rozumime kartézsky soucin X := X; x --- x X, opatreny metrikou o.,. Tento
metricky prostor oznacujeme symbolem (X1, p1) X -+ X (Xy, pp)-

1.61 Poznamka.

(i) Na X miizeme pro kazdé 1 < p < oo definovat metriku o, pfedpisem

op(x,y) = ||v||p. Neni pravda, Ze pro kazdou normu ||-|| na R” je predpisem
o(xz,y) := ||v|]| urena metrika na X. Pro ¢ totiZ nemusi platit trojihelni-
kové nerovnost; ta je vSak splnéna (jak ukazuje kratky piimocary vypocet),
je-li || - || monoténni v tom smyslu, 7e
(w1, ...,on)]] <||(wy,...,wy)|| kdykoliv 0<wv; <w;, i=1,...,n.

Je zfejmé, Ze normy || - ||, tuto ,vlastnost monotonie maji.

(i) Protoze na X neni kanonicky urdena metrika, nékdy se ponékud neurcité
iikd, ze soucin metrickych prostort je mnozina X s nékterou z metrik p,.
VSechny tyto metriky urcuji na X stejné topologické pojmy a také ty pojmy,
které se neméni pri prechodu k lipschitzovsky ekvivalentni metrice.

Pro zobrazeni f z metrického prostoru (Y, o) do soufinu X = X3 x -+ x X,
metrickych prostort plati zobecnéni Véty 1.53: spojitost a limita se vySetiuje ,,po
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Separabilni a totdlné omezené prostory 1.7

slozkach“. Slozky fi,..., fn zobrazeni f jsou ovSem (na Dy) opét definovany rov-

nosti f(z) = (fi(z),..., fu(z)).

1.62 Véta. Necht (Y, o) je metricky prostor, A CY a f = (fi1,-.., fn) je zobrazeni
zY do X = X1 X --- x X,,. Potom plati:

(i) Necht a € A. Pak zobrazeni f je spojité v bodé a vzhledem k mnoZiné A,
pravé kdyz kazda slozka f;, i = 1,...,n, je spojitd v bodé a vzhledem k
mnoziné A.

(ii) Zobrazeni f je spojité na A, pravé kdyz kazda slozka f;,i = 1,...,n, je
spojitd na A.

(iii) Necht a € A" ab= (by,...,b,) € X. Pak
lim  f(z)=b < lim  fi(x)=b;, i=1,...,n.

r—a,z€EA r—a,z€EA

Je-li na soucinu dvou metrickych prostort (X, p) x (Y, o) zadana redlna funkce
(nebo obecnéji zobrazeni do metrického prostoru) f, pak funkci f chépeme jako
funkci ,dvou proménnych“ z € X, y € Y. Limita funkce f v bodé (zg,yo) €
X xY (tedy vzhledem k obéma proménnym) se ¢asto nazyvé dvojnd limita. Pokud
nejprve vypocteme limitu podle jedné proménné a potom podle druhé, hovoii se
vétsinou o opakované nebo také dvojndsobné limité. Zékladni (snadny) vztah mezi
témito pojmy udéava nésledujici véta (pro dikaz viz [D II]).

1.63 Véta. (o dvojné limité)  Necht (X, p), (Y,0) a (Z,w) jsou metrické prostory
a necht f je zobrazeni z X x Y do Z. Necht xy € X', yo € Y'. Polozme
M ={(z,y) € X xY: © # x9,y # yo} a predpoklddejme, 7e

(i) existuje dvojnd limita

( ) (z,y)ﬁ(zmyo)’(m’y)GM f( y)

(ii) existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé x € Us(xo) \ {zo} existuje

lim f(z,y) =:p(z) € Z.

Y—Yo

Potom existuje i dvojnasobna limita

(1.5) lim ¢(z) = lim <1im f(:v,y)) = 2.

T—To T—=To \Y—Yo

1.64 Poznamka.

(i) Je zfejmé, jakou ,symetrickou podminkou® je t¥eba nahradit podminku (ii), aby z pred-
pokladu (i) plynula existence druhé dvojndsobné limity

lim ( lim f(x,y)) =z

Yy—=Yo \z—Zo
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1. Metrické prostory

(ii) Z existence dvojndsobné limity (1.5) existence dvojné limity (1.4) obecné& neplyne. Pokud
je v8ak navic limita limy_, 4, f(z,y) stejnomé&rnd (viz Pozndmka 1.34) vzhledem k z z
né&jakého ,redukovaného okoli“ Us(zo) \ {zo},

d > 0, neni t&7ké dokédzat existenci (1.4).

1.7 Separabilni a totalné omezené
prostory

1.65 Definice. (separabilni prostor)  Metricky prostor se nazyvé separabilni, jestlize
v ném existuje spocetna husta podmnozina.

Je ziejmé, ze separabilita je topologicky pojem. Pro praci s pojmem separabil-
niho prostoru je vyhodné zavést pojem baze otevienych mnozin.

1.66 Definice. (baze otevienych mnozin)  Necht B je systém otevienych podmno-
Zin metrického prostoru X. Rekneme, Ze B je baze otevienych mnoZin prostoru X,
jsou-li splnény nasledujici podminky, které jsou ekvivalentni.

(i) Pro kazdou otevienou mnozinu G C X existuje systém B* C B takovy, Ze
¢=JB"

(ii) Je-li G C X oteviend mnozZina a x € G, pak existuje H € B takovd, Ze
re€HCQG.

1.67 Véta. Metricky prostor je separabilni, pravé kdyz existuje spocetna baze
otevienych mnozin prostoru X .

7 této charakterizace separabilnich prostort a z Tvrzeni 1.22 naptiklad okamzité
dostavame, ze podprostor separabilniho metrického prostoru je opét separabilni a
také nasledujici hlubsi vétu.

1.68 Véta. (separabilni metricky prostor je Lindelofiv)  Necht (X, p) je separa-
bilni metricky prostor a X = (J,c4 Ga, kde vSechny mnoziny G, jsou oteviené.
Pak existuje spocetnd S C A takovd, 7ze X = |J,cg Go- (Strucnéji: z kazdého
otevreného pokryti separabilniho prostoru lze vybrat spocetné pokryti.)

Dikaz. (Néznak.) Necht B je spoetnd béze otevienych mnoZzin prostoru X a
B* je mnozina téch B € B, které jsou ¢asti nékteré mnoziny G,, a € A. Pro
kazdé B € B* zvolme ap takové, ze B C G,,. Je snadno vidét, 7ze sta¢i polozit
S :={ap: B € B*}.
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1.69 Poznamka. Snadnym disledkem piedchozi véty je toto jeji zesileni:
Z otevreného pokryti libovolné podmnoZiny separabilniho metrického prostoru
lze vybrat spocetné pokryti této mnoZiny.

1.70 Tvrzeni. Soucin X := X; x --- x X,, separabilnich metrickych prostori
X1,... X, je opét separabilni prostor.

1.71 Definice. Necht X je metricky prostor a A C X.
Jestlize A' = ), rekneme, e mnoZina A je diskrétni.
Jestlize A' N A = (), fekneme, Ze A je izolovan4.

1.72 Poznamka.
(a) Mnozina A je izolovand, pravé kdyz kazdy jeji bod je jejim izolovanym bodem. MnoZina
A je diskrétni, pravé kdyz je izolovana a uzaviena.
(b) Terminologie kolisa, dokonce nékteii autori diskrétni (resp. izolovanou) mnoZinu ve smyslu
Definice 1.71 nazyvaji izolovanou (resp. diskrétni).

1.73 Tvrzeni. Necht X je metricky prostor. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni.

(i) Prostor X je separabilni.
(ii) Kazda izolovand mnozina A C X je spocetna.
(iii) Kazd4 diskrétni mnozina A C X je spocetna.
(iv) Kazdy disjunktni systém otevienych neprazdnych podmnozin X je spocetny.

1.74 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor a ¢ > 0. Rekneme, 7e M C X je
e-sit v X, jestlize pro kazdy bod x € X existuje bod y € M takovy, ze p(x,y) < €.

1.75 Definice. (totalné omezeny prostor)  Metricky prostor (X, p) se nazyva to-
talné omezeny, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje konecnd e-sit v X. MnozinaY C X
se nazyva totdlné omezend, jestlize podprostor (Y, p) je totdlné omezeny.

Neni tézké dokazat néasledujici tvrzeni.

1.76 Tvrzeni. Necht X je totalné omezeny metricky prostor. Pak plati:

(i) X je omezeny prostor.
(ii) X je separabilni prostor.
(i) KaZdd mnoZinaY C X je totdlné omezen4.

1.77 Tvrzeni. Soucin X := X; X---x X, totdlné omezenych metrickych prostori
Xq,... X, je opét totalné omezeny prostor.

Je snadno vidét, ze pojem totalné omezeného prostoru neni topologicky pojem,
neméni se vSak pii prechodu k lipschitzovsky ekvivalentni metrice.

29



1. Metrické prostory

1.8 UplIné metrické prostory

Pojem uGplného prostoru je velmi dulezity, zejména pri praci s nekone¢né dimenzi-
ondlnimi (Banachovymi) prostory, kdy vét§inou nelze pouZit teorii (specialngjsich)
kompaktnich prostort. Zvlast dilezité jsou aplikace Banachovy véty o kontrakci
(Véta 1.87) a Baireovy véty.

1.78 Definice. Posloupnost (x,) bodi metrického prostoru (X, p) se nazyva cau-
chyovska, jestlize plati:

(1.6) Ve>03npeNVn,meN: (n>ng,m>ng) = p(&n,Ty) <E.

1.79 Poznamka. Cauchyovské posloupnosti se ¥ika také fundamentdlni posloup-
nost. Podminka (1.6) je Bolzano-Cauchyova podminka.

Snadno je vidét, ze pokud je posloupnost (z,) konvergentni v X, je také cau-
chyovska.

1.80 Definice. (iplny prostor) Rekneme, 7e metricky prostor X je tiplny, jestlize
kazda cauchyovska posloupnost bodii prostoru X je konvergentni v X.

1.81 Poznamka. Neni tézké nahlédnout, Ze pojem tplného prostoru neni topo-
logicky pojem, neméni se v8ak pii prechodu k lipschitzovsky ekvivalentni metrice.
Casto se uziva nésledujici snadné tvrzeni.

1.82 Tvrzeni. (Gplnost podprostoru)  Necht (X, p) je metricky prostor a M C X.
Pak plati nasledujici tvrzeni.
(i) Je-li (M, p) tiplny prostor, pak M je uzavrend podmnoZina prostoru X .
(ii) Necht (X, p) je iplny. Pak prostor (M, p) je iplny, pravé kdyz M je uzaviend
podmnozina prostoru X .

Snadny je i dikaz této véty:

1.83 Véta. Soucin X := Xy x --- x X,, tplnych metrickych prostorii X1,... X,
je opét uplny prostor.

1.84 Poznamka. ProtoZe R je tUplny prostor, je podle pfedchozi véty (R, poo)
také uplny. Je tedy (viz Pozndmka 1.81) tplny také eukleidovsky prostor (R”, ps).

Metricky prostor C je ziejmé izometricky s (R2?,ps), takZe je tplny. Protoze
metrika (indukovand skaldrnim soucinem) na C" je lipschitzovsky ekvivalentni se
sou¢inovou (maximovou) metrikou na C", je Gplny i prostor C". (Jiny argument:
C" je izometricky s R?".)

Nasledujici véta je snadnym zobecnénim klasického Cantorova principu vloze-
nych intervald.
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1.85 Véta. Necht X je tiplny prostor a Fy D Fy D ... je posloupnost neprazdnych
o0

uzavienych mnozin v X, pro kterou lim diam F),, = 0. Pak ﬂ F,, je jednobodova
n—oo
n=1
mnozina.

Nyni uvedeme dtlezitou Banachovu vétu o pevném bodé (o kontrakci), kterd
je jistym jabstraktnim zachycenim® metody postupnych aproximaci (ta se ovsem
pouzivé v diikazu véty).

1.86 Definice. (pevny bod, kontrakce)
(i) Rekneme, e bod x je pevny bod zobrazeni f: X — X, jestlize f(z) = x.
(ii) Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, %e zobrazeni f: X — X je kon-
trakce, existuje-li ¢islo 0 < q < 1 takové, Ze pro kazdé dva body x,y € X
plati

p(f(z), f(y) < q- p(z,y).

1.87 Véta. (Banachova véta o pevném bodé, princip kontrakce)  Necht (X, p) je
iplny prostor, X # () a f : X — X je kontrakce. Pak f mé& pravé jeden pevny bod.

Abychom zformulovali ,,Baireovu vétu o kategorii“, potfebujeme zavést nékolik
pojmil.

1.88 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, %e mnozina A C X je
ridkd (v X ), jestlize je mnozina X \ A hust4.

1.89 Poznamka. Anglicky termin pro fidkou mnozinu je ,nowhere dense set“.
Tato nazornéjsi terminologie odpovidd podmince (iii) z nasledujiciho tvrzeni.

1.90 Tvrzeni. Necht A je podmnozina metrického prostoru (X, p). Pak nésledujici
podminky jsou ekvivalentni.
(i) A je f1’dkei
(ii) (4)° =
(i) Je-li G C X neprazdnd oteviend mnozina, pak A NG neni hustd v (G, p).
)

(iv) Je-li G C X neprdzdnd oteviend mnozina, pak existuje oteviend neprazdna
H C G takovd, 7e HN A = (.

Pomoci podminky (iv) snadno dostavame, Ze konecné sjednoceni vidkjch mnozin
je fidkd mnoZina.

1.91 Definice. Rekneme, %e podmnozina A metrického prostoru (X, p) je mnoZina

1. kategorie (v X ), je-li A sjednocenim spocetné mnoha mnozin fidkych v X.
Mnozina, ktera neni 1. kategorie, se nazyva mnozina 2. kategorie. Doplnék

(v X ) mnoziny 1. kategorie se nazyva rezidudlni mnozZina.
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1.92 Véta. (Baireova) Necht X je iiplny prostor a G # () je oteviend podmnozina
X. Pak G neni 1. kategorie v X (tj. G je 2. kategorie v X ).

1.93 Poznamka.

(i) Snadno je vidét, 7e Baireovu vétu lze ekvivalentné formulovat takto: Rezi-
dudlni mnozina v uplném metrickém prostoru je hustd.

(ii) Baireova véta se Casto formuluje ve slabsi formé; tvrdi se, Ze Gplny metricky
prostor neni (v sobé) 1. kategorie, tj. kazd4 jeho rezidudlni podmnozina je
neprazdna. V této formé se také nejCastéji pouziva v diukazech existence
Baireovou metodou kategorii, ve kterych se postupuje timto zptusobem:

Chceme dokazat existenci objektu, ktery ma vlastnost V. Zvolime tplny
metricky prostor X (ten se vét§inou prirozené nabizi) a dokdzeme, Ze mno-
zina {z € X: x ma vlastnost V'} je rezidudlni; tj. {z € X: 2 nem4 vlastnost
V'} je 1. kategorie. Podle Baireovy véty pak vime, Ze hledany objekt existuje.

Tuto metodu lze pouzit naptiklad pro dukaz existence spojité funkce na
[0, 1], kterd nemé v 7zddném bodé derivaci, bere-li se za X prostor C[0,1].

Pojem Gplného prostoru je také velmi dulezity pri vySetfovani existence limity
zobrazeni a existence spojitého rozsifeni zobrazeni.

1.94 Véta. Necht f je zobrazeni z metrického prostoru (X, p) do tplného metric-
kého prostoru (Y,o). Necht A C X aa € A'. Pak limita lim, 4 .ca f(2) existuje,
pravé kdyz je splnéna nasledujici (Bolzano-Cauchyova) podminka

(1.7) Ve>035>0Ve,y € AN(Us(a)\ {a}): o(f(z), f(y)) <e.

Nize (Véta 6.8) je dokdzano zobecnéni predchozi véty.

1.95 Véta. Necht (X,p), (Y,0) jsou metrické prostory, Y je uplny, A C X a
f:(4,p) = (Y,0) je stejnomérné spojité zobrazeni. Pak existuje pravé jedno spo-
jité zobrazeni f*:(A,p) — (Y, o), které je rozsifenim zobrazeni f. Pritom f* je
stejnomérné spojité.

Diikaz. (Naznak.) Zobrazeni f z¥ejmé& splituje v kazdém bod& a € A\ A Bolzano-Cauchyovu
podminku (1.7). Podle piedchozi v&ty tedy existuje limg,_,q zca f(2) =: f*(a). Polozime-li je§t&
f*(x) := f(x) pro x € A, je snadné z definice ov&fit, Ze f* je stejnomérné spojité rozsiteni f.
Jednoznagnost je zfejma.

1.96 Definice. Rekneme, e metricky prostor () je tiplnym obalem metrického
prostoru P, jestlize
(i) P je podprostorem @,
(ii) @ je dplny prostor a
(iii) P je husty v Q.
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1.97 Poznamka.
(a) Uplnému obalu prostoru P se také ¥ika ziplnéni P.

(b) Je-li P podprostorem tplného prostoru Q*, je P z¥ejmé plnym obalem
P. Existence uplného obalu je tedy snadno ekvivalentni s existenci iplného
nadprostoru.

Nésledujici véta ¥ikd, ze Gplny obal existuje a je urcen (co do struktury) jedno-
znacneé.

1.98 Véta. Kazdy metricky prostor m4 tplny obal. Jsou-li Q1 a Q> tplné obaly
P, pak existuje izometrie f: Q1 — Q2 takovd, Ze f(x) = x pro kazdy bod x € P.

1.99 Poznamka. Prostor redlnych ¢isel je oviem ztplnénim svého podprostoru
vSech racionélnich ¢isel. Obvykla konstrukce tiplného obalu je zcela analogicka Can-
torové metodé konstrukce redlnych c¢isel z ¢isel racionalnich: prvky tplného obalu
prostoru P jsou tridy ekvivalence cauchyovskych posloupnosti v prostoru P.
Jinou mozZnosti je nalézt izometrii f: P — Q* do vhodného uplného prostoru Q*;
neni t8zké si rozmyslet, Ze pak je sestrojeni iplného obalu prostoru P snadné. (Je-li
P omezeny prostor, lze f(z) definovat jako funkci y — dist(y, z), kterd je prvkem
(aplného) prostoru vSech omezenych funkci na P se supremovou metrikou).

1.9 Kompaktni prostory

Kompaktni metrické prostory maji fadu dulezitych vlastnosti uzavieného omeze-
ného intervalu. Daji se charakterizovat naptiklad svou vlastnosti, kterd je velmi
uzitena pro aplikace: kazda spojita realna funkce na kompaktnim prostoru na-
byva svého maxima a minima. Teorie kompaktnich metrickych prostori ma velmi
dtlezité aplikace zejména pfi praci s konecéné rozmérnymi prostory. V nekonecné
rozmérnych prostorech se aplikuje tispésné hlavné pojem kompaktniho topologic-
kého prostoru.

Nejobvyklejsi je nésledujici ,,pokryvaci“ definice (pomoci které se definuje i
pojem kompaktniho topologického prostoru).

1.100 Definice. (kompaktni prostor) Rekneme, 7e metricky prostor (X,p) je
kompaktni, jestlize z kazdého pokryti prostoru X otevienymi mnozinami lze vy-
brat konecné pokryti. Jinymi slovy: jestlize X = J,c 4 Ga a vSechny mnoZiny G
jsou oteviené, pak existuje konend mnozina K C A takovd, 7e X = |J,cx Ga.
Rekneme, 7e mnozina M C (X, p) je kompaktni, jestlize podprostor (M,p) je
kompaktni.
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Pojem kompaktniho prostoru je zfejmé topologicky pojem.

Z Tvrzeni 1.22 okamzité plyne, ze M C (X,p) je kompaktni, pravé kdyz z
kazdého pokryti mnoziny M mnozinami otevienymi v X 1ze vybrat konecné pokryti.
Tato vlastnost kompaktni mnoziny zobeciiuje vlastnost intervalu [a,b] zndmou z
Borelovy véty.

Casto se uzivaji vlastnosti ekvivalentni s kompaktnosti, které jsou obsazeny v
nasledujici véte.

1.101 Véta. Necht (X, p) je metricky prostor. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvi-
valentni.
(i) Prostor X je kompaktni.
(ii) Z kazdé posloupnosti bodii z X Ize vybrat konvergentni posloupnost.
(i) KaZda nekonecnd mnozina M C X md v X aspon jeden hromadny bod
(tji- M' #0).
(iv) Je-li X D Fy D F» D F3 D ... nerostouci posloupnost neprazdnych uzavre-
nych mnozin, pak

ﬂ F, # 0.
n=1

(v) Z kazdého spocetného pokryti prostoru X otevienymi mnozinami Ize vybrat
konecné pokryti.

1.102 Poznamka. V piipadé topologického prostoru X podminky (ii)—(v) plynou
z kompaktnosti X, ale ne naopak. Topologické prostory spliwjici (ii) se nazyvaji
sekvencialné kompaktni.

Snadno je vidét, ze podmnozina kompaktniho prostoru je kompaktni, pravé
kdyZ je uzaviena. O néco hlubsi je nésledujici véta.

1.103 Véta. Soucdin X := X; x --- x X,, kompaktnich metrickych prostori
Xi1,... X, je opét kompaktni prostor.

Pro klasické aplikace kompaktnosti jsou dilezité zejména nasledujici dvé véty.

1.104 Véta. (kompaktni podmnoZiny R*)  Mnozina M C R" je kompaktni pravé
tehdy, je-lIi v R" uzaviena a omezena.

1.105 Véta. Spojita realnd funkce na neprazdném kompaktnim metrickém pro-
storu nabyvd svého maxima a minima (a je tudiZ omezen4).

vew

Nejdulezitéjsi vlastnosti spojitych zobrazeni definovanych na kompaktnim pro-
storu jsou shrnuty v nasledujici vété.

1.106 Véta. Necht f:(X,p) — (Y,0) je spojité zobrazeni a metricky prostor
(X, p) je kompaktni. Pak plati:
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(i) Zobrazeni f je stejnomérné spojité.
(ii) Mnozina f(X) je kompaktni.
(iii) Je-li f bijekce, pak f je homeomorfismus.

Aplikujeme-li vlastnost (iii) na identické zobrazeni, dostdvame:

1.107 Tvrzeni. Necht na kompaktnim metrickém prostoru (X, p) je ddna druhd
metrika o, kterd je slabsi nez p. Pak p a o jsou ekvivalentni.

Nasledujici dvé véty ukazuji souvislost mezi kompaktnosti, iplnosti a totalni
omezenosti.

1.108 Véta. Metricky prostor je kompaktni, pravé kdyz je uplny a totalné ome-
zeny.

1.109 Véta. Necht X je plny metricky prostor a A C X. Pak A je totdlné
omezend mnozina, pravé kdyz A je kompaktni mnozina.

1.110 Poznamka. Podmnoziné metrického prostoru se nékdy tika prekompakini,
ma-li kompaktni uzavér. Predchozi véta ukazuje, ze v uplngch prostorech pojem
prekompaktni mnoziny splyva s pojmem totalné omezené mnoziny.

1.10 Souvislé prostory

1.111 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, 7e A C X je obojetnd
mnozina, je-li zaroven otevrena i uzaviena.

1.112 Lemma. Necht metricky prostor (X, p) je sjednocenim disjunktnich ne-
prazdnych mnozin A, B. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(i) A, B jsou oteviené mnoziny.
(ii) A, B jsou uzaviené mnoziny.
(iii) A je obojetnd mnoZina.
(iv ANB=BnA=40.
(v) AnB = 0.
(vi) M C X je oteviend mnoZina, pravé kdyz M N A je oteviend v (A, p) a MNB
je oteviend v (B, p).
(vii) Pro kazdy metricky prostor (Y, o) a kazdé zobrazeni f: X —'Y je f spojité,
pravé kdyz obé zobrazeni f [a: (A,p) =Y, f [B: (B, p) = Y jsou spojita.
(viii) Charakteristickd funkce Ca: X — R mnoziny A je spojita.
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Zejména tvrzeni (vi) a (vil) ukazuji, Ze za danych podminek je prostor X roz-
lozen na dva prostory, které spolu ,nesouvisi“. Nasledujici definice je tedy zcela
prirozena.

1.113 Definice. Metricky prostor se nazyva souvisly, neni-li sjednocenim dvou
disjunktnich otevrenych neprazdnych podmnozin.

Kazda z ekvivalentnich podminek z predchoziho lemmatu vede ovSsem k ekvi-
valentni definici souvislého prostoru.

1.114 Definice. Rekneme, e podmnozina M metrického prostoru (X, p) je sou-
visla, je-li souvisly podprostor (M, p).

7Z Lemmatu 1.112 okamzité dostavame néasledujici charakterizaci souvislych
mnozin, kterd neuziva pojem podprostoru.

1.115 Tvrzeni. Necht (X, p) je metricky prostor a M C X . Pak ndsledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni.
(i) Mnozina M je souvisla. B
(i) Je-liM = AUB aANB=BNA=, pak A={ nebo B = {).
(iii) Je-li M = AUB aANBNM =0, pak A =0 nebo B = 0.

1.116 Tvrzeni. Neprazdna mnozina M C R je souvisld, pravé kdyz M je interval
nebo jednobodova mnozina.

Diikaz. Necht M je interval a prfedpokladejme, Ze M neni souvisld mnozina. Podle Lemmatu
1.112 (viii) existuji disjunktni neprdzdné mnoziny A, B takové, ze

M = A U B a charakteristickd funkce C'4 je spojitd v M. M4 tedy C'4 Darbouxovu vlastnost na
intervalu M. V n&kterém bod& proto nabyvd hodnoty 1/2, a to je spor. Neni-li M interval ani
jednobodovd mnozina, polozme « := inf M, 3 := sup M. Protoze M neni interval a a < f3,
existuje &islo ¢ € (a,8) \ M. Polozime-li A := (—o0,¢) "M a B := (¢,00) N M, pak zfejmé
M=AUB,A#0,B#0aAnNBnNM =0. Podle Tvrzeni 1.115 (iii) neni M souvisla4 mnoZina,
COZ je spor.

1.117 Véta. Necht (X, p) je metricky prostor. Pak plati:
(i) Je-li A C X souvislia A C M C A, pak M je také souvisla.
(i) Jsou-li A,, w € Q, souvislé podmnoziny X a ﬂ A, # 0, pak mnoZina
w€eQ

U A, je také souvisla.
wEN

1.118 Véta. Necht f:(X,p) — (Y,0) je spojité zobrazeni. Je-li X souvisly, pak
f(X) je souvisld mnozZina.

1.119 Definice. Rekneme, %e metricky prostorX je kiivkové (obloukové) souvisly,
jestlize pro kazdé dva body a, b € X existuje spojité zobrazeni ¢:[0,1] — X takove,
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ze ¢(0) =a ap(l) =b.

1.120 Tvrzeni.

(i) Kazdy krivkové souvisly metricky prostor je souvisly.
(ii) Je-li G C R™ oteviend mnozina, pak G je souvisld, pravé kdyz je kiivkové
souvisla.

Tvrzeni (i) ihned vyplyvéa z Tvrzeni 1.116 a Véty 1.118. Tvrzeni (ii) 1ze ptirozené
zobecnit a zesilit: Kazdé dva body oteviené souvislé podmnoziny G normovaného
linearniho prostoru lze spojit ,,lomenou carou“ lezici v G.

1.121 Definice. Rekneme, #e mnozina C C X je komponenta (souvislosti) me-
trického prostoru (X, p), jestlize C' je maximdlni souvisld mnozZina v X (tj. v X
neexistuje jeji souvisld vlastni nadmnozina).

Komponentou mnoziny M C X rozumime komponentu podprostoru (M, p).

7 Véty 1.117 snadno vyplyva nasledujici tvrzeni.

1.122 Tvrzeni. Necht X # 0 je metricky prostor. Pak:

(i) Systém vSech komponent prostoru X tvori rozklad X na neprdzdné uzaviené
souvislé mnoziny.

(ii) Je-li G C R™ oteviend mnozina, pak komponenty mnoziny G jsou oteviené
mnoziny.

Kazdy bod = € X tedy lezi v pravé jedné komponenté prostoru X; té se nékdy
tika komponenta souvislosti bodu x.

1.11 Linearni zobrazeni mezi
normovanymi linearnimi prostory

Necht L: R® — R* je line4rni zobrazeni. Z linedrni algebry vime, Ze L je reprezen-
tovano matici typu k x n, kterd je urcena jednozna¢né (a kterou v této publikaci
oznacujeme symbolem [L]). V maticovém zépisu (ve kterém prvek RP ztotoziiujeme
s matici typu 1 x p a AT je matice transponované k matici A) plati

Lw)T =1[1]-vT.

Je-li [L] = (as5), i =1,...,k, j=1,...,n,a L= (L,..., L), pak pro vektor
v =(v1,...,v,) plati
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n
Li(’l}l,...,’l}n): E Aj;V;j, izl,...,k.
j=1

Protoze projekce v — v; jsou spojité redlné funkce na R", ma zobrazeni L
ziejmé spojité slozky, a je tedy spojité. Zcela snadno jsme tedy dokazali tvrzeni:

KaZzdé linedrni zobrazeni L: R* — RF je spojité.

V tomto oddilu toto snadné tvrzeni zesilime a zobecnime — dokazeme, Ze zobra-
zeni L je dokonce lipschitzovské a misto eukleidovskych prostora 1ze brat libovolné
kone¢né dimenzionalni normované linearni prostory. Nejdiive vSak dokazeme za-
kladni vétu o spojitych linearnich zobrazenich mezi zcela obecnymi normovanymi
linedrnimi prostory (nad stejnym télesem). V jeji formulaci pouZivdme tmluvu z
Poznamky 1.6.

1.123 Véta. Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a L: X — Y je linedrni
zobrazeni. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(a) L je spojité v 0.

(b) L je spojité zobrazeni.

(¢) L je lipschitzovské zobrazeni.

(d) Existuje takova konstanta C' > 0, ze ||L(z)|| < C||z|| pro kazdy bod x € X.

(e) sup{[|L(2)||: |l=[] <1} < oo.

Pokud tyto podminky plati, pak redlné ¢islo ||L|| := sup{||L(z)||: ||z|| < 1} se
nazyva norma linedarniho zobrazeni L. Pfitom ||L|| je nejmensi konstanta, s kterou
je L lipschitzovské. Dale plati nerovnost

(1.8) L@ < LA - flzll, 2z e X
a ||L|| je nejmensi cislo, které mé vlastnost ¢isla C z (d).

Dikaz. Budeme postupovat podle schématu
(e) = (d) = (¢c) = (b) = (a) = (e).
Necht ||L]] := sup{||L(z)|]: ||z]| £ 1} < 00 a z € X,z # 0. Protoze ||z/||z]||| = 1,

1)) = ‘ fell- 2 () H = Jlall- HL () H < llal - 121,

takZze podminka (d) plati s C' := ||L]|.

Je-li splnéna podminka (d) a jsou dany body a,b € X, pak

IL(b) = L(a)[| = [|L(b - a)[| < C[|b—al|,

takze L je lipschitzovské s konstantou C.

Implikace (¢) = (b) a (b) = (a) jsou trividlni.

Necht plati podminka (a). ProtoZze L(0) = 0, podle definice spojitosti mtizeme
zvolit § > 0 takové, Zze pro kazdé z € X plati implikace

llzll <0 = [IL(2)]| < 1.
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Je-linyni z € X, 0 < ||z|| < 1, pak pro bod z := 2z plati [|z|| = ||z < 4, takze

ol = 32 (§o) | = Srn < 3.

Plati tedy podminka (e).

Z diikazi implikaci (e) = (d) a (d) = (c¢) vyplyvé, 7e pokud plati (e), pak
plati (1.8) a L je lipschitzovské s konstantou ||L]|.

Je-li L lipschitzovské s konstantou C, pak ||L(z)|| = ||L(z) — L(0)|| < C||z]|,
takze C' m4 vlastnost z (d). A ma-li C tuto vlastnost, pak ||L(z)|| < C pro
z € X, ||z|| €1, takze ||L|| < C. Tim jsou dokdzany obé charakterizace ¢isla ||L||
z druhé c¢asti véty.

1.124 Poznamka.

(i) Hodnota normy [|L|| zobrazeni L se ovSem miZe zménit, pokud zménime
normu na prostoru X nebo Y.
(i) Je snadno vidét, ze ||L|| = sup{||L(z)||: ||z]| = 1}.

7 Véty 1.123 snadno dostévame:

1.125 Duasledek. Necht || - ||1, || - |2 jsou normy na linedrnim prostoru X a p1, po
jsou jimi indukované metriky. Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni.

(i) Normy || - ||1, || - || jsou ekvivalentni.

(ii) Existuji ¢isla K > 0, C > 0 takovd, ze K||z||1 <||z|l2 < C||z||s proz € X.
(iii) Metriky p1, p2 jsou ekvivalentni.
(iv) Metriky p1, p2 jsou lipschitzovsky ekvivalentni.

1.126 Lemma. Necht (Z,]| - ||) je redlny normovany linedrni prostor a necht
F:R" — Z je linearni zobrazeni. Uvazujme na R"™ eukleidovskou normu. Pak plati:

(i) Zobrazeni F je spojité.
(ii) Je-li F' bijekce, pak F je homeomorfismus.

Diikaz. (i) Necht z = (z1,...,2,) € R”, ||z|]| < 1. Pak

I1E @) = |F(z1e1 + -+ znen)|| = [[e1F(e1) +--- + 2nF(en)]| <
<z Fle)ll + -+ lenF(en)ll = |1 | - [|F ()l + -+ + za] - [|F(en)]] <
<NFEE) + -+ [1F(en)l]-

Podle Véty 1.123 je tedy zobrazeni F' spojité.

(ii) Protoze norma || - || je spojitd na Z, je také funkce ¢:z — ||F(z)|| spojita
na R". ProtoZze F je linedrni bijekce, plati F(z) # 0, a tedy ¢(x) > 0 pro kazdy
bod z sféry S = {z € R": ||z|| = 1}. Protoze S je zfejmé omezend a uzaviena,
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je podle Véty 1.104 kompaktni. Podle Véty 1.105 tedy ¢ na S v néjakém bodé zq
nabyva svého minima, takze

¢ :=min{p(z): z € S} = ¢(xo) > 0.

Dostavame tudiz pro kazdy bod 0 # z € R* odhad

HFWWZHMwF<iﬁ>HZ¢ﬂL

Je-li nyni 0 # z € Z a polozime z := F~'(z), médme 1||z|| > ||F~'(z)]|, takze
zobrazeni F~! je podle Véty 1.123 spojité.

1.127 Poznamka. Neni tézké ukézat, Ze tvrzeni lemmatu plati i v pfipadg, ze Z
je komplexni prostor a misto R” uvazujeme C".

1.128 Definice. Necht X, Y jsou normované linearni prostory a f: X — Y je
bijekce. Rekneme, %e f je izomorfismus (normovanych linedrnich prostori), jestlize
je linearni a homeomorfni. Mnozinu vSech izomorfismi f: X — Y budeme zna-
¢it symbolem Izom(X,Y). Rekneme, 7e X a Y jsou izomorfni, jestlize existuje
izomorfismus f: X — Y.

Je ziejmé, 7e bijekce f: X — Y je izomorfismus, pravé kdyz f~1:V — X je
izomorfismus.

1.129 Poznamka.

(i) Izomorfismus normovanych linearnich prostort oviem nezachovava strukturu
normovanych linedrnich prostori, ale pouze linearni strukturu a topologii; v
tom je ustdlend terminologie trochu zavadé&jici. Izomorfismu se nékdy (jesté
méné logicky) 1k linedrni izomorfismus. Néktefi autofi tyto terminy nepo-
uzivaji a hovoii o linedrnim homeomorfismu.

(i) Jsou-li X a Y obecné normované linedrni prostory a f: X — Y je spojita li-
nearni bijekce, f~! nemusi byt izomorfismus. (Napiiklad identické zobrazeni
I: (Cla,b], ||  llso) = (C[a,b], || - |I2) je spojité, ale jeho inverze spojita neni,
viz Piiklad 1.57).

Pokud vsak navic X a Y jsou tplné (tj. jsou Banachovy), dosti hluboka
Banachova véta dava, ze f je nutné izomorfismus.

Bijekce f prostoru (X, - ||1) na (Y, || - ||2) zachovdva strukturu normovanych
prostori, jestlize je linedrn{ a zachovava normu, tj. || f(z)||2 = ||#||: pro kazdé z € X.
Tyto dvé vlastnosti plati, pravé kdyz f je linearni izometrie.

To je vidét z toho, Ze pokud f je linedrni a x, y € X, pak [|f(z) — f()|]2 =
1@ =il a 1F@)ll2 = 1) — FO)|z-

Rekneme, ze X a Y jsou izometricky izomorfni, jestlize existuje linearni izome-
trie f: X = Y.
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1.130 Véta. Necht X,Y jsou normované linedrni prostory, X je konecné dimen-
zionalni a L: X — Y je linearni zobrazeni. Pak L je spojité. Je-li L navic bijekce,
pak L je izomorfismus.

Diikaz. Dikaz provedeme pouze pro pripad redlnych prostort. Oznatme n :=
dim X a zvolme linearni bijekci p: R" — X. Pak podle Lemmatu 1.126 je ¢ ho-
meomorfismus. Polozme M := L o ¢. Zobrazeni M:R® — Y je linearni, a proto
je podle Lemmatu 1.126 spojité. Protoze L = M o ¢~ !, je spojité i L. Je-li L bi-
jekce, z line4rni algebry vime, 7e zobrazeni L=":Y — X je linedrni a Y je kone¢né
dimenzionalni. Podle prvni ¢asti véty je tedy L~ spojité.

1.131 Dasledek. Libovolné dva normované linedrni prostory (nad stejnym téle-
sem) stejné kone¢né dimenze jsou izomorfni.

Uzijeme-li pfedchozi vétu na identické zobrazeni I : X — X, dostavame nésle-
dujici vétu.
1.132 Véta. Libovolné dvé normy na konecné dimenziondlnim linedrnim prostoru

X jsou ekvivalentni.

Mnozinu vSech spojitych linearnich zobrazeni normovaného linedrniho prostoru
X do normovaného linedrniho prostoru ¥ budeme oznadovat symbolem £(X,Y)
a polozime L£(X) := L(X,X). Ve funkciondlni analyze se prvky £(X,Y") casto
nazyvaji spojité linedrn{ operdtory (nebo také omezené linedrni operatory).

Je snadné dokézat, e pokud f € L(X,Y), g € L(X,Y) a a € R, pak zobrazeni
fHg:ze f(x)+g(x) a a-f: x— a- f(z) jsou také spojitd a linedrni a
L(X,Y) s témito operacemi tvori linearni prostor. Na £(X,Y) vidy uvaZujeme
kanonickou (,operatorovou“) normu:

1.133 Véta. Necht X, Y jsou normované linedrni prostory. Pak funkce
IL| = sup{[[L(2)[|: [lzll <1}, L€ L(X,Y),

je norma na L(X,Y). Je-li prostor Y tiplny, je tiplny také prostor L(X,Y).
Diikaz. Podle Véty 1.123 je || - || redlnd funkce. Jestlize ||L|| = 0, pak podle (1.8)
je L identicky nulové zobrazeni, takZe vlastnost (i) z Definice 1.5 plati. Jsou-li Ly,
L, prvky £(X,Y) a a € R, pak

llac- L|| = sup{|la - L(z)[|: ||lz|| <1} = |af - sup{||L(z)[|: [lz|| <1} = |af - [[L]],

Iy + La|| = sup{|| L1 (z) + Lo (2)||: ||z < 1}

< sup{||L1 (@)[| + | Lo (@)l llof] < 1} < [ILafl + | L],

takZe jsou splnény i axiomy (i), (iii).
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Dtikaz tvrzeni o Gplnosti nebudeme potiebovat a jen ho naznacime. Predpo-
klddejme, Ze (L) je cauchyovskd posloupnost v prostoru £(X,Y). Zvolme bod
x € X. Protoze pro n,m € N plati ||L,(z) — Ly (2)|| < ||Ln — Lin|| - ||2]|, vidime,
Ze posloupnost (L, (z)) je cauchyovskd v aplném prostoru Y, a proto ma limitu,
kterou oznac¢ime L(z). P¥imocafe lze nyni dokézat, ze takto definované zobrazeni
L:X - Y patiido £L(X,Y)a L, - Lv L(X,Y).

Je-li X redlny (resp. komplexni) normovany linedrni prostor, pak (Banachtiv)
prostor X* := L(X,R) (resp. X* := L(X,C)) se nazyva (topologicky) dudlni
prostor k prostoru X a jeho prvky se nazyvaji spojité linedrni funkciondly, pfipadné
spojité linearni formy.

1.134 Poznamka. V linedrni algebfe se (algebraickym) dudlnim prostorem k line-
arnimu prostoru X rozumi linearni prostor v8ech linedrnich forem na X (a oznacuje
se také nékdy symbolem X*). Algebraicky duélni prostor v analyze oznacujeme ji-
nak, napiiklad X#. Pro normovany line4rni prostor X plati X* = X# (rovnost
mnozin), pravé kdyZz X je konetné dimenzionélni.

Uvedme jesté toto snadné, ale dileZité tvrzeni.
1.135 Tvrzeni. NechtX,Y Z jsou normované linedarni prostory a necht jsou dany
feL(X,Y), ge L(Y,Z). Pak
gofeL(X,Z) —a gofll <llgll-[IfI.

Dikaz. Tvrzeni okamzité plyne z Véty 1.123 a nerovnosti

(g o H)@I < gl - 1LF @I < Mlgll - 1A - [l zeX.

Na zévér tohoto oddilu uvedeme bez dikazu dva ze zakladnich vysledkt o spo-
jitych linedrnich funkciondlech. Pak jesté pripojime dva priklady konkrétnich spo-
jitych linedrnich zobrazeni.

1.136 Véta. Necht' X je normovany linearni prostor a x € X . Pak existuje linearni
funkciondl f € X* takovy, ze ||f|]| =1 a f(x) = ||z||.

V mnoha dilezitych Banachovych prostorech existuje jednoduchy popis vSech
spojitych linearnich funkcionéla.

Je-li naptiklad X unitarni prostor a x € X, z Cauchyovy nerovnosti snadno
vyplyva, ze f := (-, z) je spojity linedrni funkciondl na X a ||f]| = ||z||. Podstatné
8781 je dokézat nasledujici (Rieszovu) vétu ,,0 reprezentaci®.

1.137 Véta. Necht X je Hilberiiv prostor. Pak kazdy spojity linedrni funkcional
f na X je tvaru f = (-,z). Navic zobrazeni x v (-, ) je linedrni izometrie prostoru

X na X*.

1.138 Priklad. Necht g € C[0,1]. Jestlize pro = € C0, 1] polozime F(z):=g - x
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Bilinedrni a multilinedrni zobrazeni 1.12

(tj- F(z)(t) = g(t) - z(t)), je zrejmé F: C[0, 1] — C]0, 1] linedrni zobrazeni. Protoze
I1E (@)l = sup |g(t) - z(®)] < llgll - ll=]],
tef0,1]

je F také spojité (takze F' € £(C]0,1])). Podle Véty 1.123 plati || F|| < ||g]|. Udzime-
li, Ze pro konstantni funkci z(t) = 1 plati ||F(z)|| = ||g]|, vidime, Ze ||F|| = ||g]|-

1.139 Priklad. Necht g € C[0,1]. Jestlize pro funkci z € C10, 1] poloZime
1
f(z):= / g(t) z(t) dt, je f z¥ejmé linedrni forma na C10, 1]. Protoze
0
1
/ g(t) z(t) dt‘ < sup |g(t)z(®)] < llgll - ll=],
0 t€[0,1]
je f spojity linedrni funkcional na C[0,1] (tj. f € (C[0,1])*) a ||f|| < llgl|- (Lze
1
udzat, 7o 1] = [ lo(o)]de)
0

Izometricky izomorfni normované linedrni prostory maji stejné vSechny metrické
vlastnosti. Izomorfni normované linedrni prostory prostory maji stejné topologické
vlastnosti, ale i fadu jinych. Naprtiklad plati:

1.140 Tvrzeni. Necht (X,]||-|l1) a (Y, || - ||2) jsou izomorfni normované linedrni
prostory. Pak X je tplny, pravé kdyz je aplny Y.

Diikaz. NechtY je Gplny a f: X — Y je izomorfismus. Proz € X polozme ||z||5 :=
| f(@)ll2- Snadno je vidét, Ze || - [|3 je norma na X a f:(X,[|-[l5) = (Y, || - [|2) je

linedrn{ izometrie. Z toho vyplyva, ze (X, -||3) je také plny a identita
(X, - ) = (X,|| - l|s) je izomorfismus. Podle Dusledku 1.125 jsou metriky
indukované normami || -||; a || - ||s lipschitzovsky ekvivalentni, takZe (viz Poznamka

1.81) (X, I - [l1) je aplny.
7 Poznamky 1.84, Dtisledku 1.131 a Tvrzeni 1.140 tedy ihned vyplyva:
1.141 Dasledek. Kazdy konecné dimenzionalni normovany prostor je uplny.

1.142 Tvrzeni. Necht X je n-rozmérny redlny normovany linedrni prostor, (Y, p)

je metricky prostor ay € Y. Necht @1, ...,pn je baze dudlniho prostoru X*. Pak

zobrazeni f: (Y, p) — X je spojité v bodé y, pravé kdyZ vSechny funkce
(piOfC(Y,p)—)]R, i:]-a"'ana

jsou spojité v bodé y.

Diikaz. Zobrazeni ¢ = (¢1,...,¢n): X — R” je linedrni bijekce (to plyne napii-
klad z [Be; Véta 21.25]; snadno se totiz ovéfi, Ze ,,dudlni homomorfismus“ k ¢ je
bijekce), takZze ¢ je izomorfismus podle Véty 1.130. Je tedy f spojité v bodé y,
praveé kdyz ¢ o f je spojité v bodé y, coz je podle Véty 1.53 splnéno, pravé kdyz
v8echny slozky (¢ o f); = wio f: (Y,p) = R, i =1,...,n, jsou spojité v bodé y.
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1.12 Bilinearni a multilinearni zobrazeni

Necht (X1, [||l1)s - - -» (Xn, ||-||n) jsou normované linedrni prostory (nad T). Definujeme-
lina X :=X; x -+ x X, séitani a nasobeni ¢islem a € T po slozkach, tj.
(-’I/’l,...’wn) + (yl""’yn) = (:L'l +y1""7wn +yn)’
a-(z1,...,2,) = (axy,...,qm,),

pak X je zfejmé linearni prostor. Polozime-li

2]l :=max ([lz1]l1,.. ., lzalln)  pro == (21,...,24),
je snadné ovéfit, Ze || - || je norma na X. Tuto normu nazveme sou¢inovou normou
a lineadrni normovany prostor (X, || - ||) soucinem normovanygch linedrnich prostori

X ([ 1)y (X - [ln)-

1.143 Poznamka.

(i) Zavedena (maximova) souc¢inova norma neni ,kanonickd“. Stejné dobte lze
pouzit (souttovou) normu ||z||s := ||z1||+- - -+]||zx|| nebo (,eukleidovskou®)
normu ||z||e := /||z1]|? + - - - + ||#,]|?, které jsou s (maximovou) soudinovou
normou lipschitzovsky ekvivalentni.

(ii) Metricky prostor X (s metrikou indukovanou sou¢inovou normou) je ziejmé

sou¢inem metrickych prostori Xji,..., X, (s metrikami indukovanymi pii-
slusnymi normami).
(iii) Sou¢inova norma (resp. metrika) na R = R x --- x R je ovSem maximova

norma (resp. metrika) na R™.

1.144 Definice. Necht Xi,...,X,,Y, (n > 2), jsou linedrni prostory. Zobrazeni
F:X; x---x X,, =Y se nazyvd multilinedrni (nebo n-linedrni), jestlize je linedrni
ve vSech proménnych, tj. jestlize vSechna parcidlni zobrazeni

F(ay,...,qi—1,  yQit1,.-.,0n), 1<i<n, a1 € Xyq,...,a, € Xy,

jsou linearni zobrazeni.

Zobrazeni, ktera jsou 2-linearni, se nazyvaji bilinearni zobrazeni. V pripadé
X1 =Xo=---=X,, =X rikame, Ze F je n-linearni zobrazeni na X. Jestlize
Y = R (resp. Y = C), misto o n-linedrnim zobrazeni hovorime o n-linedrni (multi-
linedrni) formé.

Pro multilinearni zobrazeni plati nasledujici véta analogicka Vété 1.123 o line-
arnich zobrazenich.

1.145 Véta. Necht X1, Xo, ..., X, Y jsou normované linedrni prostory,
X =X x---x X, aF:X =Y jemultilinearni zobrazeni. Pak nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

(a) F je spojité v 0.

(b) F je spojité zobrazeni.
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(c) F je lipschitzovské na kazdé omezené mnoziné A C X.

(d) Existuje takovd konstanta C' > 0, Ze ||F(x1,...,2n)|| < C-||z1||-|2z=2|] - - - ||2nl]-
(e) sup{||F'(2)||: [l=[| <1} < oo.
Pokud tyto podminky plati, pak redlné ¢islo ||F|| := sup{||F(z)|: ||z|| < 1} se

nazyva norma multilinearniho zobrazeni F'. Plati nerovnost
(1.9) IE@) < IF[ -l - lz2ll - llzall, 2= (21,...,20) € X
a ||F|| je nejmensi ¢islo, které m4 vlastnost ¢isla C' z (d).

Diikaz. (Naznak.) Dikazy implikaci (a) = (e) = (d) jsou zcela analogické du-
kaztim odpovidajicich implikaci z Véty 1.123; staci pfimocare vyuzit multilinearitu
F.

K dikazu implikace (d) = (¢) predpokladejme, Ze C' je ¢islo z podminky (d
a ||z|| < L pro kazdé z € A. Uvazujme body = = (x1,...,2n), h = (h1,...,hp) z
X1 x---x X, takové, ze x € A ax+ h € A. Mame tedy

(1.10) |zl <L a [[b]] <|lz + bl + || -2 < 2L.

Jestlize mnohondsobné pouzijeme multilinearitu F' p¥i uprdvé (,roznésobeni“) vy-
razu F'(z + h) = F(x1 + hy,...,2, + hy,), neni t&zké nahlédnout, Ze diference

D :=F(xy+hy,....,¢en+ hy) — F(z1,...,2,) je souctem 2™ — 1 prvkd Y, z nichz
kazdy m4 normu nejvyse C'(2L)"||h||. Napiiklad pro n = 3 mame

D= F(l‘l,fz,h3) +F($1,h2,$3) +F(1‘1,h2,h3)
+F(h1,£132,£153) +F(h1,$2,h3) +F(h1,h2,$3) +F(h1,h2,h3),

takze v tomto pripadé uvedend vlastnost D snadno plyne z vlastnosti C' a (1.10).
Dost4avame tedy [|D]| < (2" — 1)C(2L)"7Y|h||, takZe F je na A lipschitzovské s
konstantou (2" — 1)C'(2L)"~ .

Implikace (b)) = (a) je zfejma; implikace (¢) = (b) a tvrzeni o minimalité
[|F|| v (1.9) jsou snadné.

1.146 Poznamka.

(a) Plati zobecnéni Véty 1.130: Jsou-li X1, ..., X, aY normované linedrni prostory, X1,..., Xn,
jsou kone¢né dimenziondlni a F: X1 X --- X X;, — Y je multilinedrni zobrazeni, pak F' je
spojité.

(b) Je-li F:Xy X --- X X5, = Y spojité multilinedrni zobrazeni, z (1.9) ihned vyplyvd, ze
kazdé parcidlni zobrazeni F(a1,...,a;—1, *,@i4+1,...,0n) je sSpojité linedrni.

Jsou-li Xyq,...,X, aY normované linearni prostory, budeme mnozinu vsech
spojitych multilinearnich zobrazeni F:X; x---x X,, =Y oznacovat symbolem

L(Xq,..., X Y).
V pifpadé Xy =---= X, =: X klademe L,(X,Y) :=L(Xy,..., X;Y).
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Pro Fel(Xy,...,X;Y), GeL(X1,...,X;Y) a a€T zobrazeni
(F+G)(z) :=F(z)+G(z) a (aF)(z) :=aF(x) pati{ zfejmé také do prostoru
L(Xy,...,Xn;Y). S té&mito operacemi je pak L(Xy,...,X,;Y) linedrni prostor.
Navic zfejmé plati

IF + G| = sup{||F(z) + G(z)||: [l«]| <1} < ||FI + |G,

laF[| = sup{[laF (z)[|: ||lz]| <1} = o|F]],
takze snadno vidime, Ze norma || - || je skuteéné norma na L£(X,..., X,;Y).

Déle tedy chédpeme L£(X,...,X,;Y) jako normovany linedrni prostor. Pokud
Y je Gplny, neni tézké dokdzat, Ze také L£(X,..., X,;Y) je Gplny.

V Kapitole 3 budeme potiebovat nasledujici tvrzeni.

1.147 Tvrzeni. Nechtn > 2, Xy,..., X, a Y jsou normované linedrni prostory
aF e L(Xy,L(X2,X3,...,X,;Y)). Pak zobrazeni F,: Xq X -+ x X;, = Y dané
predpisem

Fo(zy,...,x,) = F(z1) (z2,...,25)

patii do prostoru L(X1,...,Xp;Y).
Navic zobrazeni @: F — F, je linedrni izometrie prostoru L(X1, L(Xa,..., Xp;Y))
na prostor L(X1,...,X,;Y).

Diikaz. (Néznak) Multilinearita F} je zfejmé. Je snadno vidét, Ze

||| = sup{sup{[|F'(z1) (2, ..., zn)ll: l(z2,.,2n)ll <1} [Joa]l < 1}
= sup{[|Fx(z1, 22, .., zn)ll: (21, 20) || <1,

takze Fy € L(X1,...,Xn;Y) a ¢ zachovdvd normu. Linearita ¢ je zfejmé. Ovéfeni
toho, ze ¢ je bijekce, je také zcela pfimocaré.

Je obvyklé prostory L(X,L(Xs,..., Xn;Y)) a L(Xy,...,X,;Y) pomoci line-
arni izometrie ¢ ztotozhovat (ztotozhujeme F' a F, = ¢(F)). Pak miizeme psat
L(X1, L(X5,Y)) = L(X1, X53Y),
L(X1,L(X2,L(X3,Y))) = L(Xy, L(X2,X3;Y)) = L(X4, X2, X3;Y)
a obecné
L(X1,L(Xa,...,L(Xp,Y))...)=L(X1,...,Xp;Y).

1.148 Definice. Necht X, Y jsou linedrni prostory a F: X™ — Y je n-linedrni
zobrazeni na X . Jestlize pro libovolné vektory xi,...,x, a libovolné dva indexy
1 <4< j <n plati
F(zi,. .., 2. 0,000y @n) = F(21,.. 0,85, 000, iy o0, En),
rekneme, Ze F' je symetrické n-linearni zobrazeni.
Plati-li vzdy, ze

F(zi,..., @ &gy @) = —F(z1, ..., Tj, ., Tiy .., Tn),
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rekneme, ze F' je antisymetrické n-linearni zobrazeni.

1.149 Priklad. Necht X je redlny unitdrni prostor. Potom skaldrni soucin
s:(z,y) = (z,y) je zfejmé (symetrickd) bilinedrni forma na X. Podle Cauchyovy
nerovnosti |s(z,y)| < ||z|| - |lyll, takze z Véty 1.145 vyplyva, ze s € L2(X,R) a
lsll < 1. Je-li X # {0}, pro 2 # 0 plati |s(z,2)| = |Jal| - 2], takze [s] = 1.

1.150 Priklad. Necht X, Y, Z jsou normované linedrni prostory. Pro z € X,
feL(X,Y)age L(Y,Z) polozme

ei(z, f) =f(x) a  ¢(f,g9) ==gof.
Pomoci nerovnosti (viz Véta 1.123 a Tvrzeni 1.135)

IF @I <IIf- Nzl a flgo £ll < llgll- I £l

snadno dostavame, ze 1 a @» jsou spojita bilinearni zobrazeni:
¥1 EK(X,L(X,Y),Y) a P2 GK(L(X,Y),K(Y,Z),L(X,Z))

1.151 Priklad. Funkce f(vi,...,v,) := det[vy,...,v,] je n-linedrni forma na
R™. V linearni algebie se dokazuje, Ze f je jedind n-linedrni forma na R™, ktera je
antisymetrickd a pro kterou f(e1,...,e,) = 1.

47






2. Diferencidlni pocet
funkci vice proménnych

2.1 Parciadlni derivace a totalni
diferencial realné funkce

Necht f je redlna funkce n redlnych proménnych, kterd je definovand alespon v bodé
a=(ay,...,a,) € R*. Zvolme pevné 1 < i < n a zkoumejme, jak ,rychle se méni
hodnoty funkce f“, ménime-li méalo pouze i-tou soufadnici bodu a. Jinymi slovy,
vySetfujme ,rychlost zmény funkce f v bodé a ve sméru vektoru e;“. Presnéji:
uvazujme ,parcialni diferenci®

flar,..,ai—1,a; + hyaipr1, .- an) — flar,-..,an) = fla+ he;) — f(a),

kterd odpovida ¢astecné (parcidlni) zméné bodu a (jen v i-té soufadnici), a ptejme
se, jak velkd je tato diference ve srovnani s ¢islem 0 # h € R, které je (v absolutni
hodnoté) velmi malé. Tim jsme vedeni ke zkouméani limity

f(al,...,ai_l,ai +h,ai+1,...,an) — f(al,...,an)
h—0 h h—0 h .

Tato limita v8ak neni nic jiného, nez derivace funkce
g(z) = flar,...,ai—1,%,ai11,---,an) = fla+ (z — a;)e;)

v bodé a;. Skutecné,

gl(ai) = lim g(al + h) _g(ai)
h—0
— lim f(al,...,ai_l,ai +h,ai+1,...,an) —f(al,...,an)
_hao h '

O funkci g ¢asto mluvime jako o (i-té) parcidlni funkci a nejéastdji pro ni pouzivime
zapis g = f(a1,-..,0i—1,",Gjx1,---,an) (srov. obr. 2.3).
Mélo by byt tedy jasné, pro¢ v nasledujici definici mluvime o parcidlni derivaci.
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OBR.2.3. Znézornéni parcidlnich funkci f(zg,-) a f(-,y0)-

2.1 Definice. Necht f je redlnd funkce n proménnych, a = (ai,...,a,) € R* a
1 <4 < n. Pak parcialni derivaci funkce f podle i-té€ proménné v bodé a definujeme
jako limitu

of . _ 1 fla+he)—fla) _ , , '
al’l(a)_flbll)r(l) I - (f(ala---7al—17'7az+17"'7a’n)) (a’l)
= lim f(ala---aaiflaai+h7ai+1""’an)_‘f(al"”’an).
h—0 h

oznacujeme parcialni derivaci funkce f podle i-té proménné: funkci

. of
or; T~ oz, (z).

Symbolem of
89@'

definovanou predpisem

Jak je vSeobecnym zvykem, neni-li vyslovné fecen opak, pripoustime pouze

konecné parcidlni derivace. Definiénim oborem funkce je tedy mnozina bodi

8:@

x € R™, pro které (z) existuje a je vlastni.

8:@

Zmaceni parcidlnich derivaci velmi kolisa. Pro zapis

(a) se pouzivaji také
69:,»
nasledujici symboly:

agi) Dif(a), fi(a), fi(a) . for(a), £, (a), 0if (a),

které budeme obcas pouzivat i my — zvlast vyhodny je kratky zépis f;(a) v pfipa-

dech, kdy nemuze dojit k nedorozumeéni. Pro piipad n = 1 je ovSem obycejna
. RN R df(a)
derivace, takze ddvame prednost obvyklému zapisu f'(a) nebo o
x

a0



Parcidlni derivace a totdlni diferencial redlné funkce 2.1

Pri praktickych vypoctech jsou vétsinou jednotlivé proménné oznaceny pismeny,
které maji Casto svij geometricky nebo fyzikalni vyznam; tomu pak odpovidd i
znafeni parcidlnich derivaci. Napiiklad pro funkci f(z,y,2) derivaci podle druhé
proménné D, f ¢asto zapisujeme i témito symboly:

of
a_ya Dyfa glp fya ayf
of - e e
Pokud parcialni derivace B—(a) existuje, musi byt ovSem i-t4 parcialni funkce
T
definovana na néjakém okoli bodu a;; jinymi slovy: musi existovat § > 0 takové, Ze
funkce f je definovand na oteviené tsecce {a + he;: h € (—6,0)}. Definiéni obor

Dy v8ak nemusi obsahovat zaddné okoli bodu a a existence a hodnota e (a) zéavisi
Ti
jen na hodnotéch funkce f na (jakkoliv malé) tiseéce vySe uvedeného typu.

2.2 Pfiklad. UvaZujme funkci f(z,y) = v/ —22y2. Snadno vidime, %e defini¢ni obor f je sjedno-
cenim soutadnicovych os, tj. Dy = {(z,y): = 0 nebo y = 0}, a funkce f je na Dy nulova. Z

definice ihned vidime, Ze defini¢énim oborem parcidlni derivace ﬂ je z-ova osa a —— je na svém
definiénim oboru nulovi. VS8imnéme si, Ze D% # Dy, (0,0) € ng%, ale neexistuje ‘:crakové 0 >0,
pro které Us(0,0) C Dy.

Protoze parcidlni derivace je derivace parcidlni funkce — coZ je funkce jedné proménné —
dovedeme snadno poéitat parcidlni derivace funkci, které jsou explicitné zadany ,,jednoduchou
formuli“.
2.3 Piiklad. Vysetfujme parcidlni derivaci podle prvni prom&nné funkce dvou proménnych f(x,y) = sin(xy3).
Zvolime-li (zo,y0) € R?, je g(zg,yo) derivace parcialni funkce g:z + sin(zyg) v bod& zo. Pro-
toze ¢'(x) = cos(zy3) y3, méme

of

%(l’o,yo) = ¢/ (x0) = cos(zoyd) ¥g-

0
Je tedy 8_f definovana ve vSech bodech roviny a plati
i

of

ox

(z,y) = cos(ay®)y>.
- ] o . of s P
V praxi ov§em misto (zo,yo) piSeme hned (z,y), takZe vzorec pro 6—(1, y) dostavame formalnim
o
derivovanim vyrazu sin(zy®), ve kterém x chipeme jako prom&nnou a y jako konstantu. Podobng
zpaméti snadno pocitame
of

(z,y) = 3cos(zy®) zy>.

oy
2.4 Poznamka. ProtoZe parcidlni derivace je (obycejnd) derivace parcidlni funkce,
plati pro pocitani s parcialnimi derivacemi stejnd pravidla, jako pro obycejné deri-
vace. Napriklad kazdé z rovnosti

of+g), .  Of dg olef), | _
é)7%‘(0) = a_:ci(") + 8_xi(a)’ oz, (a) = ca_xi(a)’
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ofg), \ _ Of dg
o2, (a) = a—m(a)g(a) + a—xi(a)f (a)

plati, mé-li jeji prava strana smysl; tj. kdyz (konecné) parcidlni derivace na pravé
strané rovnosti existuji.

Nésledujici nepfesné tivahy maji za cil motivovat definici totalniho diferencidlu. Pojem di-
ferencidlu jiz ¢tendr asi zna pro pfipad funkce jedné proménné — v tom piipadé vSak uzite¢nost
tohoto pojmu neni ziejmé, takze se jeho podstata Spatné chipe.

Zakladateli diferencidlniho poctu byl diferenciil chipan jako ,,nekonetné mald diference® coz
byl pojem s velmi nejasnym vyznamem. Nyni se definuje diferencidl jako ,hlavni linedrni édst
diference“, coz je pojem, ktery je snadné definovat jako linedrni formu, kterd v jistém piesné
definovaném smyslu dob¥e aproximuje diferenci (pfirtistek funkce).

Uvaujme funkci dvou promé&nnych f(z,y) a bod (a,b) € R2. P¥i motivaci parcidlnich derivaci
jsme hovofili o parcidlnich diferencich funkce, které odpovidaji parcidlni (stené) zméng; tj.
zméné jen v jedné proménné.

VyS&etFujme nyni totdlni diferenci f(a+h,b+k) — f(a,b), kterd odpovidd malé zméné& v obou
proménnych. Zkoumédme tedy chovini funkce

A(h,k) = fla+h,b+ k) — f(a,b)

v blizkosti bodu (0, 0). Podivejme se na konkrétni ptipad f(z,y) = z2y, (a,b) = (2,2). Po dosazeni
méme
A(h,k) = (24 h)?(2 + k) — 8 = 8h + 4k + 4hk + 2h® + hk.

Diference A sice v tomto pfipadé neni linedrni forma, zd4 se ale, Ze méa ,hlavni linedrni Cast“
8h + 4k. To neni ndhoda. UkdZeme, Ze ,hlavni linedrni ¢ast“ maji diference vétSiny funkci, které
nés zajimaji. To souvisi s tim, Ze vét§inou pracujeme s ,hladkymi funkcemi“. Nepfesny pojem
hladkosti 1ze precizovat riznymi zptsoby; nage geometrickd intuice ndm vSak jisté napovidé, Ze graf
hladké funkce dvou proménnych ,lokdln& nerozezndme od roviny“. Jak ukdzeme dale pti vykladu
o tefné nadroving, je tato vlastnost hladkych funkci (po pFirozeném upfresn&ni) ekvivalentni s
existenci diferencidlu (hlavni linedrni &4sti diference).

Pfesny vyznam pojmu ,hlavni linedrni ¢asti“ diference (tj. diferencialu) je dan
v nésledujici definici.

2.5 Definice. Necht f je funkce n proménnych, a € R* a necht L: R" — R je
linearni forma. Rekneme, 7e L je totalni diferencidl funkce f v bodé a (nebo také
derivace funkce f v bodé a), jestlize

L S+ h) = (@) = L)

=0.
h—0 |||

(Totalnimu diferencidlu budeme casto fikat pouze diferencidl.)

Velikost chyby, které se dopustime, nahradime-li diferenci f(a+h)— f(a) hodnotou diferencidlu
L(h), je tedy mnohem mensi nez velikost ||h|| pFirtistku nezdvisle proménné, je-li ||h|| velmi malé
¢islo.

Diferencial (derivace) je linedrni forma, tj. funkce tvaru

L(hl,,hn)=A1h1++Anhn, kde Al,...,AnGR.
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Za chvili dokdzeme (Disledek 2.11), ze pokud totalni diferenciél funkce f v bodé a
existuje, je urcen jednoznac¢né. Nasledujici definice je tedy korektni.

2.6 Definice. Existuje-li diferencial funkce f v bodé a, oznacujeme jej symbolem
df(a). Nékdy jej také budeme oznacovat f'(a); pri tomto oznaceni mu budeme rikat
derivace funkce f v bodé a.

Diferencidl df(a) = f'(a) je tedy linedrni forma na R". Hodnota této line-
arni formy v bodé h € R™ se v literatuie oznacuje ruznymi zpusoby. Pred zapisy
df(a)(h), f'(a)(h) se dava Casto prednost piehlednéjsim kratsim zapisim

dhf(a)a f,(a)ha f,(a; h)a
které také budeme nékdy pouzivat.

2.7 Poznamka.

(i) V Klasické literatufe se hovori o (totdlnim) diferencidlu, v moderni literatuie pfevaing
o derivaci. P¥irozené zobecnéni tohoto pojmu pro zobrazeni mezi (nekonedn& dimenzio-
nélnimi) normovanymi linedrnimi prostory se nazyva Fréchetova derivace (viz Definice
3.3).

(ii) Rikdme-li linedrni form& I derivace, vzniké pro pripad funkce z R do R jistd kolize s
klasickou terminologii, p¥i které je derivace f’(a) funkce f v bod& a redlné éislo. Tato
kolize se odstrani tim, Ze ,,ztotoziiujeme® redlné Cislo A s linearni formou x — Azx. Protoze
vime (viz DI, kap. VIII, par. 4), Ze A je derivaci f v bodé a v klasickém smyslu, pravé
kdyZ linedrni forma z — Az je diferencidlem v klasickém smyslu (tj. derivaci v modernim
smyslu), toto ztotoZnéni nevede ke sporu.

(iii) Misto symbolu df(a) se asto pouziva také symbol D f(a).

(iv) Existuje-1i diferencial df(a), fikdme, Ze funkce f je diferencovatelnd v bodg a.

(v) Z definice okamZité vidime, ze pokud je f diferencovatelnd v a, musi byt definovand aspoi
na néjakém okoli bodu a.

Je uziteéné vyslovné zformulovat nasledujici tvrzeni, které zcela jasné ukazuje
pojeti diferencialu jako ,hlavni linearni ¢asti“ diference a je jen snadnym prepisem
definice totalniho diferencialu.

2.8 Tvrzeni. Necht f je funkce n proménnych, a € R" a necht L:R® — R je
linedrni forma. Necht r(h) je funkce uréend rovnici

fla+ h) — f(a) = L(h) + r(h).

Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(i) L je totélni diferencial funkce f v bodé a.
(i) r(h) = o(||Al]), k. — 0.
(iii) Existuje redlnd funkce n proménnych w spojita v 0 € R™, pro kterou plati
w(0) =0 ar(h) = [[h|lw(h).

Diikaz. Rovnost f(a+h)—f(a) = L(h)+r(h) je oviem chdpédna jako rovnost funkci
(proménné h) a je ekvivalentni rovnosti 7(h) = f(a + h) — f(a) — L(h). Je tedy
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nulovost limity z Definice 2.5 jen jiny zapis vztahu (ii). Plati-li (ii), je nutné a € Dy
(jinak by funkce r méla prazdny defini¢éni obor), takze r(0) = f(a)— f(a)—L(0) = 0.
Polozime-li tedy w(h) := r(h)/||h|| pro h # 0 a w(0) := 0, vidime, Ze plati (iii).
Implikace (iii) = (i) je ziejma.

2.9 Poznamka.

(i) Vyrok (ii) z Tvrzeni 2.8 se ¢asto zapisuje krétce takto:
fla+h) = f(a) = L(h) + o([|All), h — 0.

(ii) Vyhodnost podminky (iii) z 2.8 spo¢iva v tom, Ze p¥i jejim uZiti 1ze n8kdy vyhodné pouZit
vétu o limité slozené funkce s predpokladem spojitosti vnéjsi funkce. Poznamenejme jests,
7e funkce w neni (bez pozadavku w(0) = 0) rovnici f(a + h) — f(a) = L(h) + ||h||w(h)
urcena jednoznacng; vadi bod h = 0.

(iii) Vé&ta 1.40 o limit& sloZeného zobrazeni (poloZime-li h = z — a) snadno dévé, Ze linearni
forma L na R™ je diferencidlem f v bodé a, pravé kdyz

i £@) = 1(0) = L(z — a)

ea llz = al|

:0,

jinymi slovy
f(@) = f(a) = L(z = a) + o(||lz — al)), = — a.

(iv) Uvazujme na R™ dvé ekvivalentni normy || - [|1,] - [|2 (takZe existuji ¢islaK > 0, C' >
0takovd, ze K < ||h||1/]|h]|]2 < Cproh # 0; viz 1.125). Jestlize limy,_,or(h)/||h||1 =0, je
také

r(h) _ or(h) Ikl _

im = lim - =
h=0 [lhllz  h=0 [lAlls  ||Afl2
Podobné limy, o r(h)/||h||1 = 0, jestliZe limj,_,qr(h)/||h|]2 = 0. Smysl Definice 2.5 by se
tedy nezménil, kdybychom v ni misto eukleidovské normy brali maximovou nebo sou¢tovou
normu. (Podle Véty 1.132 bychom dokonce mohli brat libovolnou normu na R™.)

(v) Jestlize f je afinni funkce na R™, pak ji lze jednozna¢né zapsat ve tvaru f(z) = ¢+ L(z),
kde ¢ € R a L je linearni forma. ProtoZe zfejmé& plati rovnost f(a + h) — f(a) = L(h),
podle definice diferencidlu df(a) = L pro kazdy bod a € R™. Speciilné pro konstantni
funkei f plati df(a) = 0 pro kazdy bod a € R™.

2.10 Véta. Necht L je diferencial funkce f v bodé a € R™. Pak existuji parcialni

: of of )
derivace B, (a),... . (a) a plati

0
L(hlaahn):a—i(a)hl'i'

of

Dikaz. Protoze L je linearni forma, je ddna predpisem
L(hl, .. ,hn) = Alhl + - +Anhn7

kde Ay = L(e1),...,An = L(ep). Podle Tvrzeni 2.8(ii) miZzeme psat rovnost
fla+h) — f(a) = L(h) + r(h), pticemz r(h) = o(||h||), h — 0. Mame tedy

0x; t—0 t t—0 t t—0 t
B ‘ . r(te;) e
= L(e;) + }11(1) Teell sgn(t) = A;.
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Pti posledni tpravé jsme mohli pouzit Vétu 1.40 o limité sloZzeného zobrazeni, pro-
toZe pro zobrazeni h(t) = te; plati limy_o h(t) = 0 a h(t) # 0 pro ¢t # 0.

2.11 Dusledek. Existuje-li diferencial funkce f v bodé€ a, je urcen jednoznacné.

2.12 Pozndmka. Necht f je funkce n proménnych. Diferencidlem df pak rozumime zobrazeni z
R™ do (R™)*, které bodiim z € R™, ve kterych f mé totalni diferencidl, pfifazuje linedrni formu
df(z). (Poznamenejme, %e ve starsi literature se symbol df chépal jako funkce z R™ x R™ do
R definovand predpisem df(z,h) := df(z)(h) pro ty body (z,h), pro které ma prava strana
rovnosti smysl.)

Existence vSech parcidlnich derivaci funkce f v bodé a € R"™ je tedy nutnou
podminkou pro existenci diferencidlu df(a). Mize se v8ak stit, ze f ma v bodé a
vSechny parcialni derivace, a presto nemd totalni diferencial.

2.13 Piiklad. Pro funkci f(z,y) = /—x2y? z Piikladu 2.2 existuji ob& parcidlni derivace
of of

E(O’O)’ a—y(0,0), ale f neni definovan na Zadném okoli bodu (0,0), takZe nemize mit v bod&

(0,0) totalni diferencidl. Kdybychom funkci f dodefinovali ve vech bodech z R? \ Dy hodnotou
1, dostali bychom funkci f definovanou v celé roving, kterd mé v bod& (0,0) parcidlni derivace,

ale zfejmé neni v tomto bodé spojitd. Nasledujici snadna véta ukazuje, Ze f nemd v bodé& (0,0)
diferencial.

2.14 Véta. Ma-li funkce f v bodé a € R™ totalni diferencidl, je f v bodé a spojita.

Dikaz. Necht L = df(a). Podle Tvrzeni 2.8 (iii) mizeme psat
fla+h) = f(a) + L(h) + w(h)[|A],

pficem? limp_ow(h) = 0. ProtoZe L je spojitd funkce a L(0) = 0, dostavame
limp, 0 f(a + h) = f(a), takze f je spojitd v bodé a.

Existence diferencidlu hovoii o moznosti ,lokdlni aproximace® piiriastku (di-
ference) funkce linedrni formou. Nyni ukdZeme, Ze moZnost ,lokalni aproximace
funkce pomoci afinni funkce je pouze snadnou ,,preformulaci“ existence diferencialu.

Poznamenejme, Ze afinni funkci na R™ rozumime funkci A, kterd je tvaru A(z) = L(z) + ¢,
kde L je linedrni forma na R™ a ¢ € R. (Takové funkce se pro n = 1 a n&kdy i pro n > 1 nazyvaji
ylinedrni funkce®.) Je snadno vidét, ze L, ¢ jsou afinni funkci A uréeny jednozna&né a pro libovolny
bod a € R™ plati A(z) = A(a) + L(z — a).

2.15 Tvrzeni. Nechta € R" a f je funkce n proménnych. Pak nasledujici tvrzeni
Jjsou ekvivalentni.

(i) Existuje df(a).

(ii) Existuje afinni funkce A na R™ takovd, Ze

(2.1) A(a) = f(a) a lim 10 =A@

e=a |z — |

=0.

39



2. Diferencidlni poclet funkci vice proménnych

OBR.2.4. H je tecnd nadrovina ke G¢ v bodé ¢ = (a, f(a); grafem diferencidlu je
nadrovina H*

Pokud tato tvrzeni plati, pak podminka (2.1) je spInéna pouze pro afinni funkci

A(z) = f(a) +df(a)(z - a).

Diikaz. Necht plati (i); polozme A(z) := f(a) +df(a)(z — a). Pak zfejmé A(a) =
f(a) a druha ¢ast podminky (2.1) plati podle Poznédmky 2.9 (iii).

Déle predpokladejme, Zze A je afinni funkce spliujici (2.1). Necht L je linearni
forma, pro kterou A(z) = A(a) + L(z — a); protoze A(a) = f(a), plati A(z) =
f(a)+ L(x—a). Protoze plati (2.1), podle Poznamky 2.9 (iii) dostavame L = df(a).

Necht f je funkce n proménnych, kterd je definovana na néjakém okoli bodu
a=(ay,-..,a,) € R*. Uvazujme jeji graf

Gy ={(z1,...,2n,y) € Ry = flz, ..., xn)}

Polo7me si otézku, zda existuje nadrovina v R™*! (tj. afinni podprostor dimenze
n), kterd prochdzi bodem ¢ := (ay,...,ay, f(a)) a blizko bodu ¢ se ,velmi t&sné
primykd“ ke grafu Gy. V piipadé, ze n = 1 a existuje f'(a) € R, takova ,tecna
nadrovina“ (v tomto pfipadé pfimka) existuje; je to tecna ke Gy v bodé ¢ (s rovnici
y = f(a) + f'(a)(x — a)). NaSe geometricka intuice ndm fikd, ze pokud n = 2 a
graf G¢ je ,hladkd plocha“, pak takovd ,tecnd nadrovina“ existuje — stojime-li na
hladké plose, v nasi tésné blizkosti se nam tato plocha jevi jako rovina.
Piedpoklddejme nyni, Ze n € N a existuje totaln{ diferencidl df(a). Podle Tvr-
zeni 2.15 pro afinni funkci A(z) = f(a) + df(a)(z — a) plati
(2.2) f(z) — A(z) = o(||lz — all), z — a,
takze afinni funkce A ,velmi dobfe aproximuje“ funkci f v blizkosti bodu a (srov.
obr. 2.4).
Graf H afinni funkce A se tedy v jistém smyslu velmi tésné piimykd ke grafu

funkce f v blizkosti bodu (a, f(a)). Tim jsme motivovali nasledujici definici. (Pojem
teéné nadroviny vice objashiuje Véta 2.17.)
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OBR.2.5. K dikazu o geometrickém vyznamu tecné nadroviny.

2.16 Definice.  Necht funkce f ma diferencidl v bodé a = (ay,...,a,) € R". Pak
definujeme tecnou nadrovinu ke grafu funkce f v bodé (ay,...,an, f(a)) € R**L
Jjako graf afinni funkce A(x) = f(a) + df(a)(x — a).

7 Véty 2.10 vyplyva, Ze tato tecnd nadrovina méa rovnici

Fuis = £0) + 2L (@) = a0) + 4 (o) = o).
2.17 Véta. (geometricky smysl tecné nadroviny)  Necht f je funkce n proménnych,
kterd je definovdna aleaspon na néjakém okoli bodu a = (ay,...,a,) € R*. Necht
Gy C R je graf funkee f, ¢ := (a, f(a)) € R**! a necht H C R"*! je nadrovina
(tj. afinni podprostor dimenze n), kterd prochazi bodem c a je grafem afinni funkce
n proménnych. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(i) H je tecnd nadrovina ke Gy v bodé c.
i H
G)  lim st )

—= =0.

z—c,z€Gy ||2 — CH
Diikaz. (Naznak.) VSechny niZe pouZité normy a vzdalenosti (v R™ i R”*+!) jsou eukleidovské.
Necht H je grafem afinni funkce A:R"™ — R. PF¥edpokladdejme nejprve, ze plati (i). Podle Definice
2.16 a Tvrzeni 2.15 dostdvame

—A
(2.3) lim L@ =A@ _
ea o=l
Je-li z = (z, f(z)) € Gy, pak vidy polozime z* := (z,A(x)). Zfejmé ||z —a|| < ||z —¢|| a
dist(z, H) < ||z — z*|| = |f(z) — A(z)|. Dostdvime tedy nerovnost

dist(z, H) _ |f(z) — A(z)|
lz—cl = llz—all

)

kterd spolu s nerovnosti ||z — al| < ||z — ¢|| a (2.3) snadno déva (ii).
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Diikaz implikace (ii) == (i) je zaloZen na tom, Ze existuje ¢islo k > 0 nezédvislé na z, pro které
(2.4) dist(z, H) = & |f(x) — A(x)].

Plati k = | cos af, kde a je thel sevieny vektorem en41 a normdlovym vektorem k nadroving H.
To ,,je vidét“ z obr. 2.5, nebudeme to vSak formalné dokazovat.

Z (ii) a (2.4) snadno vyplyva, Ze existuje § > 0 takové, Ze pokud z € Gy a plati 0 < ||z—¢|| < 4,
pak ||z — 2*|| < (1/2)|]z — ¢|| a tedy

* * * 1
lle —ell <[l2" = ell + [l = 27|l < [l2" = ell + Sz —ell,

takze ||z — ¢|| < 2|]z* — ¢]|.
Protoze afinni funkce A je lipschitzovska s néjakou konstantou lipschitzovskosti K > 0, pro
takova z dostavame

12— el = ll(z, A@)) — (a, A@)]| = \/llz — all? + | Az) — Aa)]]
<\llz —all? + K2||z — af]? < |}z — al| V1 + K2,

takze ||z —¢|| < 2v/1 4+ K2 ||z — a|. Z této nerovnosti, (2.4) a (ii) okamZit& vyplyva platnost (2.3).
Podle Tvrzeni 2.15 a Definice 2.16 je H tefna nadrovina ke Gy v bodé c.

2.18 Poznamka. Necht n = 1, f(z) = ¥z, a = 0 a nadrovina H je osa y. Je
snadno vidét, Ze pak (ii) plati, ale (i) neplati. V pfedchozi vété tedy nelze vynechat
predpoklad, ze H je grafem afinni funkce.

V dalsim budeme potiebovat nasledujici tvrzeni, které lze chapat jako jisté zo-
becnéni Lagrangeovy véty o piirtistku funkce (prvni véty o st¥edni hodnotg). Vétou
o priristku funkce (stfedni hodnotd) pro funkce vice proménnych se ale nazyvé
jind, dulezitejsi véta (Véta 2.60), ve které za silngjsich pfedpokladi odvodime sil-
néjsi tvrzeni.

2.19 Véta. Necht f je redlnd funkce n proménnych, kterda ma vSechny parcialni
derivace v kazdém bodé otevienédho intervalu I C R"™, a necht jsou dany body
a=(ai,...,a,) € I,b=(by,...,by) € I. Pak v intervalu I existuji body ¢',..., &,
pro které plati

F®) = f(a) = 3_(bi = ai) 5 ~(€):

i=1

Diikaz. 1) Nejprve uvazujme piipad n = 1. Pokud a = b, 1ze zvolit ¢! € I libovolné.
Pokud b > a, existuje hledany bod &' € (a,b) C I podle Lagrangeovy véty o
piiristku funkce. Pokud b < a, t4Z véta davé existenci bodu &' € (b,a) C I, pro
ktery f(a) — f(b) = (a —b)f'(¢"), takze f(b) — f(a) = (b—a)f'(¢").

2) Nyni provedeme (geometricky zcela jasny) ditkaz pron = 2. Necht I = I x I.
Uvazujme pomocny bod p := (b1, az2) (viz obr. 2.6).

Pak plati f(b) — £(a) = (f() — f(a)) + ((b) — f(p)). Mime

f(p) = f(a) = f(b1,a2) — f(a1,a2) = f(-,a2)(b1) — f(-,a2)(ar).
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OBR. 2.6.

Podle kroku 1) existuje n; € I takové, ze

f(p) = fla) = (f(-;a2)) (m) (b1 — a1) = 88—;1(”1’“2)([)1 - a1).
Zcela obdobné dostavame, ze existuje ¢islo 12 € I, takové, ze plati
f)— fp) = g—;;(bl,ng)(bg — ay). Mtizeme tedy polozit &' = (91, az)
a & = (b,n2).
3) V obecném piipadé uvazujme pro k =0,1,...,n body

k
=a+ E (b; —a;)e; = (b1, ..., bi, Qg1 -5 Qn)-
i=1

Pak po = a, p, =ba f(b) — f(a) = > o—, (f(pr) — f(Pk=1)). Zcela obdobné jako
v kroku 2) dostévame existenci bodd ¢¥ € I,k =1,...,n takovych, ze

of
fr) = fF(Pr—1) = f(pe—1 + (br — ar)ex) — f(Pr—1) = a—wk(fk)(bk — ak),
coz dokazuje tvrzeni.
2.20 Véta. Necht f je funkce n proménnych, a € R" a vSechny parcidlni derivace

of . of

—— jsou funkce spojité v bodé a. Pak f ma v bodé a totalni diferencial.

or,’ " Oz,
Diikaz. Podle Véty 2.10 miize byt totdlnim diferencidlem df(a) jediné funkce
of of
L(hy,... 0y h —(a)h,
( 1, ) ) 6$1( ) 1+ axn(a)

Zda L je diferencidlem, budeme zjistovat z definice, ve které tentokrit pouZijeme
sou¢tovou normu ||hlly = |h1| + -+ - + |hn| (coz podle Pozndmky 2.9 (iv) mizeme
udélat). Polozime-li tedy

0 0

() = ot )~ f(@) ~ (5@ hi 4o+ 2 a)ha )
oxy 0xnp
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r(h)
) ollRl - . )
¢ > 0. Protoze f mé spojité parcidlni derivace v bodé a, mizeme najit § > 0
takové, ze prokazdé 1 <i<mnax €l :=(a; —d,a1+0) X - - X (ap — d,an +0)

chceme dokazat, 7e hm = 0; to provedeme z definice limity. Zvolme libovolné

plati g—a{l(ac) gf (a )‘ < €. Je-li nyni h takovy bod, Ze 0 < |||~ < J, je ziejmé
b :=a+ h € I, takze podle Véty 2.19 existuji body &%,...,£™ € I, pro které plati
n
)~ )= 30—, 2 2L

Plati tedy
i of of
(k)] = Z ~(€)hs —Z Zlhl =€) — 5 -(a)| <ellhls,
P Oz; P Ox; Or;
takze mame |r(h)/||h||1| < € a dikaz je dokoncen.

2.21 Pozndmka. Existuje-li df(a), vime, Ze plati

0 0
af (@b, ) = L@ hy o+ 2L (@)h.
oz 0Ty
Casto se pouZziva zapis
0 0
(2.5) df(a) = —f(a) dzi +---+ —f(a)d:rn.
ox1 Tn
Ptivodné se ,diferencidly“ dz1,...,dz, chipaly jako ,nekonetn& malé diference nezavisle promén-

nych“ s nejasnym vyznamem. Vzorec mé ale smysl i v souasném presném pojeti (kdy diferen-
cidl chdpeme jako linedrni formu), domluvime-li se, Ze symbolem dz; rozumime linedrni formu
Li:(h1,...,hn) — h;. Vzorec (2.5) pak hovoii o rovnosti dvou linedrnich forem n promé&nnych.
M4-li f v kazdém bodé& svého defini¢niho oboru diferenciél, 1ze p¥i této amluvé psat také (srov.
Pozndmka 2.12)
0 0
(2.6) af = g gy s,
oz OxTn
pak jde o rovnost dvou zobrazeni, kterd kazdému bodu x € Dy pfifazujf linedrnf formu R” — R
(rovnou df(z)). (Obecné miiZe mit ale zobrazeni na pravé strané vét§i defini¢ni obor!)
Protoze v8ak symbol df chdpeme jako zobrazeni x +— df(z) a z; jako soufadnicovou funkci
(z1y...,2n) — z; (tedy z; = L;), je pFirozendjsi symbol dz; chipat jako konstantni zobrazeni
dz;:R™ — (R™)*, z — dz;(z) = L;.
Pii tomto obvyklém chdpdni symbolu dz; ovSem vzorec (2.5) neplati, vzorec (2.6) vSak stale plati.
Je-li funkce f oznafena pismenem y, dostdvame klasicky vzorec
%y

oy
dy = —— dz1 —d
Y Mlx—l— +8nﬂcn

Piiblizny vypocet hodnoty diference funkce pomoci hodnoty diferencidlu (ktera
se poc¢itd mnohem pohodIngji) se ¢asto s ispéchem pouZzivé v aplikacich. Tam totiz
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v roli diferenci nezavisle proménnych ¢asto vystupuji chyby v méfeni, které byvaji
velmi malé; viz nésledujici priklad.

2.22 Priklad. Chceme zméfit vzdalenost a bodi B, C v roviné, mezi kterymi neni pfima viditel-
nost; ta je vSak mezi body A, B i mezi body A, C. Zname-li vzdélenosti b = ||C'— A||, ¢ = || B — A||
a thel « sevieny vektory C'— A a B — A, jsme schopni spoditat vzdéalenost a podle znamého vzorce

a = a(b,c,a) = /b2 + 2 — 2bc cos a.

Uvazujme konkrétni pFipad, kdy nam&fené hodnoty jsou (délka je v kilometrech a thel v radidnech)
bn =5, ¢n =8, an = 7/3, takZe ndm vychdzi hodnota
an = /25464 — 80 - (1/2) = 7. PFedpokladdejme, Ze vime, Ze chyby, kterych jsme se pfi méFeni
dopustili, nepfesahuji 1% naméfenych hodnot, a ptejme se, jaké maximdlni chyby jsme se mohli
dopustit pfi vypottu vzdélenosti a. Jingmi slovy: chceme odhadnout velikost chyby |Aa| = [a—an|,
vime-li, 7 |Ab] = |b—b,| < 5-1072,

|Ac| = e —cn| <8-1072, |Aa| =|a —an| < (7/3) - 1072,

Po vypoctu parcidlnich derivaci funkce a(b, ¢, ) z V&ty 2.20 a Vé&ty 2.10 snadno dostédvame, Ze
1 11 20
(2.7) da :=da(bn,cn,an)(Ab, Ac,Aa) = ?Ab + o Aet 7\/§Aa,

takze
1 , 11 20 7 )
da|<=--5-10724+—-8-10724+=-v3-=-102~12-10"2
ol <7 T HERRCEE :

pri¢emz lepsi horni odhad ziejmé& nelze dostat. Protoze Cisla Ab, Ac a A« se zdaji byt ,,dostatecné
mald“, je pravdépodobna domnénka, Ze pokud nahradime diferenci Aa diferencidlem 6 a, dopus-
time se ,zanedbatelné chyby“. Ze vzorce (2.7) vidime, Ze chyba Ac mé na chybu Aa (pFekvapive)
vice nez pétkrat vétsi vliv nez chyba Ab, coz lze jisté v praxi vyuZit.

Parcialni derivaci g—i (a) lze interpretovat jako ,rychlost zmény funkce f v bodé

a ve sméru vektoru e;“.

2.23 Pozndmka. Smérem zde rozumime ,orientovany smér“; dva vektory w,v maji (uréuji) stejny
smér, pokud w = Av, A > 0. Forméln& se (orientovany) smér urleny vektorem v definuje jako
mnozina {A\v: A > 0}. Kazdy jednotkovy vektor tedy urtuje pravé jeden smér a naopak.

Je ovSem prirozené zkoumat ,rychlost zmény“ i v jinych smérech. Pak misto e;
bereme obecny jednotkovy vektor v a zkoumame velikost zmény f(a + tv) — f(a)
v zavislosti na ¢. Jsme tedy vedeni k nasledujici definici, ve které ale nepredpokla-
ddame, ze v je jednotkovy vektor.

2.24 Definice. (derivace podle vektoru) Necht f je funkce n proménnych, a € R"
av € R". Pak derivaci funkce f v bodé a podle vektoru v rozumime (vlastni) limitu

D, f(a) :=lim M_

t—0 t

Nékdy se o derivaci podle vektoru hovori jako o ,smérové derivaci“. Derivaci
ve sméru vSak rozumime derivaci podle jednotkového vektoru daného sméru. Tedy
derivace f v bodé a ve sméru vektoru w # 0 je rovna derivaci D, f(a) podle
jednotkového vektoru v := w/||w||. Terminologie kolis.
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2.25 Poznamka.
(i) Pokud D, f(a) existuje, musi byt oviem nejen a € Dy, ale Dy musi obsahovat otevienou
usetku {a + tv: t € (=4,0)} pro n&které § > 0.
3]
(ii) Ziejms D, f(a) = a—(a).
T
(iii) Podobné jako parcidlni derivace je derivaci parcidlni funkce, plati ziejm& D, f(a) = ¢'(0),
kde g(t) := f(a + tv).
9]
(iv) Misto D, f(a) se také asto piSe a—f(a) nebo 9y, f(a).
]
(v) Je-li A # 0, pak Dy, f(a) = ADy f(a), ma-li jedna strana rovnosti smysl. To je snadno
vid&t po apravé

Dauf(@) = lim 2O = (@) _ o Ja+00) — f(@)
t—0 t t—0 tA

Hledejme nyni ,,smér nejvétsiho ristu“ funkce f v bodé a; tj. zkoumejme, pro
ktery jednotkovy vektor v je D, f(a) nejvétsi. Zacnéme s definici gradientu.

2.26 Definice. Necht f je funkce n proménnych, a € R® a necht f ma totadlni
diferencial v bodé a. Pak definujeme gradient funkce f v bodé a jako vektor

grad f(a) = (%(@,...,%(@) €R".

2.27 Poznamka.
(i) Misto grad f(a) se Casto pise Vf(a). Toto znaleni se pouzivd zejména ve
fyzice; symbol V se ¢te ,nabla“.

(ii) Podle nasi (v moderni literatufe bézné) definice k existenci grad f(a) nestac¢i
existence parcialnich derivaci f v a; musi existovat dokonce diferencial funkce
fva.

(iii) Z Véty 2.10 okamzité vyplyvd, ze df(a)(h) = (grad f(a),h), mé-li jedna
strana rovnosti smysl.

2.28 Véta. Necht f je funkce n proménnych, a € R® a v € R". Necht existuje
df(a). Pak plati:

(i) Dy f(a) = df(a)(v) = (grad f(a),v).

(i) max{D, f(a): [jv]| =1} = [| grad f(a)|.

Pokud grad f(a) # 0, pak se maxima nabyva jen pro vektor v = %.
Dikaz. Oznatme L := df(a). Podle Tvrzeni 2.8 (iii) mizeme psat
fla+h) = f(a) = L(h) + w(h)||Al],
pficem? lim;_,o w(t) = w(0) = 0. Je tedy
tv) — L(t t
D, f(a) = lim flattv) = fla) = lim <M + w(tv)m> = L(v).
t—0 t t—0 t t
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Je-li grad f(a) = 0, je platnost (ii) zfejmé. Pokud grad f(a) # 0, uzijeme Cau-
chyovu nerovnost. Ta ndm davé, %e kdykoliv ||v|| = 1, pak

[(grad f(a),v)| < |lgrad f(a)|| - llvl| = || grad f(a)ll,
pficem? rovnost plati, praveé kdyz jsou vektory v, grad f(a) linedrné zévislé, tj. plati

(2.8) po Fadf@ L _eradf(a)

~ llgrad f(a)l] | grad f(a)|l

Plati tedy vidy (grad f(a),v) < ||grad f(a)|| a rovnost miZe nastat jen tehdy, kdyz
grad f(a)

plati (2.8). Po dosazeni ihned vidime, Ze vyhovuje pouze p¥ipad v = Tarad 7@

2.29 Poznamka.
(i) Ukazali jsme, Ze D, f(a) = dyf(a), mé-li pravd strana rovnosti smysl. MizZe se ale stét,
7e Dy f(a) existuje, ale dy f(a) nikoliv (srov. P¥iklad 2.2 pro v = e1).
(ii) Z Véty 2.28 okamZité vyplyva, Ze ||df(a)|| = || grad f(a)||, kde nalevo je norma df(a) jako
linedrniho zobrazeni (srov. V&ta 1.123) a napravo je eukleidovskd norma vektoru grad f(a).
(iii) Zndme-li definici a vlastnosti Ghlu sevieného dvéma nenulovymi vektory v R™, miiZzeme
(ii) snadno a pfirozend dokézat ze vzorce

Dy f(a) = (grad f(a),v) = | grad f(a)|| - ||v|| cos a = || grad f(a)|| cos a,

kde « je Ghel sevieny vektory grad f(a) a v.

Ukézali jsme, Ze (pokud grad f(a) # 0), funkce f v bodé a nejrychleji roste
ve sméru gradientu grad f(a); jeho smér je tedy smérem nejuétsiho ristu. P¥itom
rychlost rastu v tomto sméru je ddna normou gradientu. V opa¢ném sméru funkce
nejrychleji klesa. Ve smérech kolmych na gradient se funkce méni ,,s nulovou rych-
losti“. Je-li grad f(a) = 0, je ovéem D, f(a) = 0 pro kazdé v. Proto je pfirozené
zavést nasledujici terminologii.

2.30 Definice. Necht f je funkce n proménnych a a € R". Rekneme, e a je
staciondrnim bodem funkce f, jestlize grad f(a) = 0.

Pro stacionarni bod se nékdy uziva nazev kriticky bod.

2.31 Poznamka. Nasledujici tvrzeni jsou ziejmé ekvivalentni:

(i) Bod a je staciondrnim bodem funkce f.
(ii) Diferencial df(a) je nulova linedrn{ forma.
(iii) Diferencial df(a) existuje a v8echny parcidlni derivace f v bodé& a jsou nulové.

2.32 Pozndmka. UvaZzujme mapu, na které mame zvoleny kartézské soutfadnice, a ,,hladkou®
funkci f(z,y), kterd udavd nadmoiskou vysku bodu povrchu hornatého terénu, jehoZ obraz na
mapé mé soufadnice (z,y). UvaZzujme obvyklé piiblizné zndzornéni funkce f pomoci vrstevnic.
Jdeme-li ,po vrstevnici®, zfejmé& nestoupadme ani neklesdme; p¥islu§na smérova derivace (ve sméru
te¢ném k vrstevnici) je tedy nulovéi. Z toho usuzujeme, ze vektor grad f(a) je kolmy na vrstevnici
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v bodé a. Presné matematické zachyceni téchto neptesnych ndzornych ptedstav bude provedeno
pozdg&ji (Véta 2.161 (iii)).

Existuje-li df(a), pak D, f(a) = df(a)(v), takZe funkce v > D, f(a) je linearni
forma. Mize se v8ak stat, Ze D, f(a) existuje pro kazdé v € R™, ale pfesto neni
funkce v — D, f(a) linedrni. Tuto vlastnost ma tieba funkce f(z,y), kterd je na

ose z definovand predpisem f(z,y) = = a jinak je nulova.

Nésledujici priklad ukazuje, ze i kdyZ funkce v — D, f(a) je linedrni, nemusi
existovat df(a). V tomto pfikladu bude dokonce D, f(a) = 0 pro kazdé v, ale bod
a nebude stacionarni.

2.33 Priklad.

a) Necht g(z,y) =0, pokud y # x2 a g(x,22) = = pro ka#dé x € R. Pak lze snadno dokézat,
%e Dyg(0,0) = 0 pro kazdy vektor v € R2, g je v bod& (0,0) spojit4, ale diferencial dg(0,0)
neexistuje.

b) Polozme g*(z,y) := sgn(g(x,y)). Opét plati D,g*(0,0) = 0 pro kazdy vektor v € R?, ale
¢* neni dokonce v bodé (0,0) spojité.

c) Polozime-li h(0,0) =0 a

ya’ /2?1 y?

h(z,y) = "

pro  (z,y) # (0,0),
pak h je spojitd v kazdém bodé& roviny, dh(a) existuje pro a # (0,0), dh(0,0) neexistuje a
Dyh(0,0) = 0 pro kazdy v € R2.

2.34 Pozndmka. Podle terminologie z funkciondlni analyzy (viz Definice 3.7) fekneme, Ze linedrni
forma L:R™ — R je Gateauxova derivace funkce f v bodé a, jestlize pro kazdy vektor v € R"™
plati L(v) = Dy f(a). Pfedchozi piiklad ukazoval, %e z existence (,,slabé*) Gateauxovy derivace
v bodé& a nevyplyva existence (,silné“) Fréchetovy derivace v bod& a a dokonce ani spojitost v
tomto bodé.

2.2 Derivace zobrazeni mezi
eukleidovskymi prostory

Pro zobrazeni F' budeme definovat pojmy parcidlni derivace, derivace podle vektoru
i diferencidlu zcela obdobné jako pro realné funkce n proménnych. Z formélniho
(nikoliv v8ak didaktického) hlediska bylo tedy logi¢téjsi definovat tyto pojmy jen
jednou rovnou pro zobrazeni.

2.35 Definice. Necht F' je zobrazeni zR" doR¥ i€ {1,....,n},a € R* av € R".
Pak definujeme
oF F(a+ he;) — F(a)

oz, @ = fim h o DoFla) = Jim h
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Ziejmé Z—F(a) = D.,F(a). Je-i F = (Fy,..., F}), pak
z;

F(a+ hv) — F(a) _ <F1(a+hv) — Fi(a) Fi(a+ hv) — Fk(a)>

a protoze limita zobrazeni do R* se ,po¢ita po slozkach“ (Véta 1.53), ihned vidime,
ze

DyF(a) = (DyFi(a),...,DyFi(a)),

mé-li jedna strana rovnosti smysl. Specialné
BF _ 8F1 aFk
@ = (G @ @),

Nyni pfirozenym zpiisobem zobecnime pojem derivace (neboli diferencidlu) re-
alné funkce n proménnych na pojem derivace zobrazeni mezi eukleidovskymi pro-
story.

Zcela obdobné se definuje pojem (Fréchetovy) derivace i pro zobrazeni mezi (nekonetné di-
menzionalnimi) normovanymi linedrnimi prostory (viz Definice 3.3 niZe). Zde jen poznamenejme,
7e pro piipad zobrazeni F' mezi nekonecné dimenziondlnimi prostory je tieba v definici poZado-
vat spojitost zobrazeni L = F'(a), kterd pro zobrazeni mezi konetn& dimenziondlnimi prostory
vyplyvé z jeho linearity (V&ta 1.130).

Jak je zvykem, pro zobrazeni budeme pouzivat moderni ,deriva¢ni terminolo-
gii“; misto o diferenciilu hovoirime o derivaci.

2.36 Definice. Necht F' je zobrazeni z R* do R¥, a € R® a necht L:R* — R je
linedrni zobrazeni. Rekneme, e L je derivace funkce F v bodé a, jestlize

(2.9) lim F(a+h)— F(a) — L(h)

=0.
h—0 |||

Derivaci zobrazeni F' v bodé a oznacujeme F'(a).

Oznaceni F'(a) bude ovSem korektni, a7 (za chvili a snadno) dokézeme jedno-
znacnost derivace. Existuje-li F'(a), fikdme, Ze zobrazeni F je diferencovatelné v

bodé a.
2.37 Poznamka.

(i) V (2.9) symbol 0 m4 oviem dva riizné vyznamy — limitu provddime v poitku 0 € R™ a
jeji hodnota je 0 € R¥. Misto (2.9) lze z¥ejmé (,ekvivalentn&“) psat

i IF @+ k) — F(a) — L(h)|

=0,
h—0 |||

kde nyni hodnota limity je re4lné &slo 0, norma v &itateli je eukleidovskd norma v R a
ve jmenovateli eukleidovskd norma v R™.
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(ii) I v nyni zkoumaném p¥ipad8, kdy F je zobrazeni se pro derivaci F’(a) pouZivd ngkdy
nézev diferencial a oznaceni dF(a) nebo DF(a).
(iii) V piipads, %e F je zobrazeni z R do R, symbolem F’(a) se b&in& oznaluje vektor

_ oF
lims ;o w (Tutéz limitu mizeme podle Definice 2.35 zapsat také jako B (a).)
1

Vznika tedy kolize — symbol F’(a) oznaluje dva riizné objekty. Tato kolize se odstrani
tim, 7e ztotozihujeme vektor w € RF a linedrni zobrazeni L,:R — R* dané predpisem
Lw(t) = tw. Je snadno vidét, Ze zobrazeni w +— L., je linedrni izometrie prostort R a
L(R,R¥). Z Tvrzeni 2.38 vyplyvé, 7e existence F'(a) v obou smyslech znamen3, totéz.

(iv) P¥imo z definice derivace okamZité vyplyva, Ze pokud F:R"™ — R je linearni zobrazeni,
pak F'(a) = F pro kazdy bod a € R™.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze pojem derivace zobrazeni se snadno prevadi na
pojem derivace funkce — derivaci 1ze pocitat ,,po slozkach“.

2.38 Tvrzeni. Necht F = (F,..., F},) je zobrazeni z R® do R¥, a € R* a necht
L = (Ly,...,Lyg) je linedrni zobrazeni R" do R*. Pak L = F'(a), pravé kdyz plati
L, = F{(a),..., Ly = F}(a).

Jinymi slovy: F'(a) = (F{(a),...,F}(a)), ma-li jedna strana rovnosti smysl.
Existuje-li tedy derivace F'(a), je urcena jednoznacné.

Dikaz. Protoze
F(a+h)— F(a) — L(h)

17l] N
_ <F1(a+h)—F1(a)—L1(h) Fk(a+h)—Fk(a)—Lk(h)>
] ]|

a limita zobrazeni do R* se ,po¢ita po slozkach“, (2.9) plati, pravé kdyz

i Fila+h) — Fi(a) — L(h)
=0 7]l

=0, tj. Li=Fl(a), i=1,...,k

(3
Jednoznacnost derivace F'(a) nyni okamzité vyplyva z Disledku 2.11.

Definici derivace pro zobrazeni milZzeme piepsat zcela analogicky, jako jsme to
udélali v Tvrzeni 2.8 pro piipad funkci. Zcela obdobny snadny dikaz vynechame.

2.39 Tvrzeni. Necht F je zobrazeni z R® do R¥, a € R a necht L:R* — R* je
linedrni zobrazeni. Necht r(h) je zobrazeni urcené rovnici

F(a+ h) — F(a) = L(h) + r(h).

Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(i) L = F'(a).
(i) [Ir(h)Il = o([|R[]), h — 0.
(iii) Existuje zobrazeni w z R* do R, které je spojité v 0 € R™, a pro které plati
w(0)=0a r(h) =||h|lw(h).
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2.40 Poznamka. Z Tvrzeni 2.38 a Poznadmky 2.9 (iv) vyplyvé, Ze pojem derivace
F'(a) zobrazeni F' z R* do RF nezavisi na volbé normy v R”. ProtoZe pojem limity
zobrazeni do R¥ nezévisi na volbé normy v R¥ | nezavisi na volbé normy v RF ani
pojem derivace F'(a) (to vidime pfimo z definice derivace).

7 Tvrzeni 2.38 a Véty 2.14 a Véty 2.28 snadno dostavame nésledujici vysledek.
(Je ov8em také mozno pouzit Tvrzen{ 2.39 a zopakovat dikazy jiz provedené pro
funkce.)

2.41 Véta. Necht F je zobrazeni z R* do R¥, a € R" a necht existuje F'(a). Pak
(i) F je spojité v bodé a.
(ii) Pro kazdé v e R® ai=1,...,n plati
oF
ox;

DyF(a) = F'(a)v a (a) = F'(a)e;.

2.42 Definice. Necht F = (Fy,...,F}) je zobrazeni z R* do R¥, a € R" a necht
existuje F'(a). Pak matici [F'(a)] tohoto linedrniho zobrazeni nazyvame Jacobiho
matice zobrazeni F' v bodé a. Pokud k = n, pak se determinant Jacobiho matice
[F'(a)] nazyva Jacobiho determinant (krdtce jacobidn) zobrazeni F v bodé a a
budeme jej oznacovat symboly

D(R,...,Fy)

JF(G’)’ D(xla"'axn)

(a).

2.43 Poznamka.

(i) Jacobidn se ¢asto nazyva také funkéni determinant funkei Fy,. .., F,.

(ii) Znaceni Jacobiho matice a jacobidnu dosti kolisd. Nékter{ autofi ztotoziuji
linedrni zobrazeni F'(a) a jeho matici [F'(a)]. Nékdy se také Jacobiho matice
[F'(a)] oznacuje podobnym symbolem jako jacobian, napiiklad symbolem

D(Fla"'aFk)(a)
Dlaer,om)
Souvislost derivace F'(a) s parcidlnimi derivacemi slozek Fi,..., F} udava na-

sledujici véta.

2.44 Véta. Necht F = (F,..., F}) je zobrazeni z R* do R¥, a € R™. Pak plati
nasledujici tvrzeni.

(i) Existuje-li F'(a), pak Jacobiho matice ma tvar

%(a) gg(a)
(2.10) [F'(a)] = Ez(a) 3’”":(0) :
M) ... G
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2. Diferencidlni poclet funkci vice proménnych

neboli

OF;

(ii) Necht vSechny parcidlni derivace [‘)—Z’ i=1,...,k, j=1,...,n, jsou funkce
Lj
spojité v bodé a. Pak existuje F'(a).

Diikaz. (i) Podle Tvrzeni 2.38 plati F'(a) = (F{(a), ..., F}(a)), takze podle
F; . .

Véty 2.10 existuji parcidlni derivace g—(a), i=1,...,k, 7 =1,...,n. Zvolme nyni
Lj

index 7, 1 < j < n. Dostavame

F'(a)ej = (F{(a)ej, ..., F(a)ej) = <8F1 (a),-.. %(a)> .

8—963' ’ 8xj

Vektor <g—2(a), RN Z—Z(a > = g—i(a) je tedy skuteéné j-tym sloupcovym vek-
torem Jacobiho matice [F'(a)].

(ii) Z predpokladi a Véty 2.20 vyplyva existence derivaci slozek Fi (a), ..., Fj(a).
Podle Tvrzeni 2.38 existuje také F'(a).

2.45 Poznamka.

(i) N&ktefi autofi definuji Jacobiho matici (a jacobidn) zobrazeni F' pomoci vzorce (2.10)
kdykoliv existuji parcidlni derivace sloZzek. My v8ak v definici pozadujeme — jak je nyni
obvyklejsi — existenci derivace.

(ii) ProtoZe j-ty sloupcovy vektor Jacobiho matice je roven gTF;(a), plati
OF oF

- [ Z),..., 2
oz OTn

[F'(a)] (a)| -

ProtoZze i-ty ¥adkovy vektor [F’(a)] je gradient slozky F;, n8kdy piseme

grad F (a)
F@l=|
grad Fy(a)

(iii) Je-li F' zobrazeni z R™ do R™ a a € R™, pak

S(a) .. Fri(a)

oFy OFy
D(F1,...,Fy) (@)= o (@ ... 52(a)
D(.’L‘l,--.,.’L‘n) : : ’

OFy OFn

GER (a) GE (a)

ma-li leva strana rovnosti smysl.
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Je prirozené a potiebné definovat jacobian, i kdyz funkce Fi, ..., F} zavisi na
vice nez k soutadnicich. .
D(zyz,x°y>z
M(l,li&) pfirozené pocitame tak, ze y pova-
D(z,2)
D(22z,42%2)

D(z,2)
definice vypada tedy slozité jen kvuli nepiehlednosti presného forméalniho zapisu.

Napriklad jacobian

Zujeme za konstantu (y = 2); tj. pocitame jej jako (1,3). Nésledujici

2.46 Definice. (rozsifeni pojmu Jacobiho determinantu)  Necht je ddno zobrazeni
F = (F,...,F;) zR* doRF (k <n), bod a = (ai,...,a,) € R* a pfirozena &isla
1 <4 <iy <--- < i <n. Uvazujme parcialni zobrazeni

* ——
F (tla s 7tk) = F(a17 . '7ai1717t17ai1+17 e 7aik717tkaaik+17 s 7an)
2z R* do R¥. Diferenciél (derivace) dF*(a;,, . ..,a;, ) parcialniho zobrazeni se nazyva
parcidlni diferencidl (derivace) zobrazeni F' v bodé a podle proménnych x;, , ..., z;, .

Pokud tento parcialni diferencial existuje, klademe

D(Fi,...,Fy)

< ::J * ; PR 5 -
D(acil,. .. ,xik)(a) F (aZ“ ’alk)

2.47 Pozndamka.

(i) Z definice diferencidlu je snadno vid&t, Ze pokud existuje diferencial dF'(a), ma F v bodé&
a v8echny parcidlni diferencidly. Ohledné vztahu mezi diferencidlem a parcidlnimi diferen-
cidly viz Pozndmka 2.58 niZze.

(ii) Podle Véty 2.44 (i) plati rovnost

OF OF

2@ e 2P

OFy AFs
D(Fy,...,Fy) (@ = (@) o gi2()
D(ziy ..., T5,) . . ’

OF, OF,

P - $

ma-li leva strana rovnosti smysl.
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2.3 Derivace slozeného zobrazeni
a slozené funkce

Nyni zobecnime klasickou vétu o derivaci sloZené funkce na pripad zobrazeni mezi
eukleidovskymi prostory.

Nejd¥ive provedeme (nepfesnou) heuristickou tivahu. Necht f je zobrazeni z R™ do R™ a g je
zobrazen{ z R™ do R®. Necht f m4 derivaci v bodé a € R™ a necht g m4 derivaci v bodé b := f(a).
Prvky v prostorech R™, R" R® oznacujme poradé z,y,z. Malé zméné Az odpovidd mald zména

Ay = f(a+ Az) - f(a) ~ f'(a)(Az).
Této zméné pak odpovida zména
Az = g(f(a + Az)) — g(f(a)) = g(b+ Ay) — g(b)

~ g (0)(Ay) = g'(b) (' (a)(Ax)) = g'(b) o f'(a)(Ax).

Je tedy pfirozené se domnivat, Ze derivace (go f)'(a) existuje a rovnd se sloZeni derivaci ¢'(f(a))o
f'(a). Presny ditkaz vSak d4 trochu prace. Budeme potiebovat nasledujici snadné tvrzeni.

2.48 Tvrzeni. Necht f je zobrazeni z R™ do R™, které méd derivaci f'(a) v bodé
a € R". Pak
1f(a+h) = f(a)l| = O(|[R]]), h—O0.

Diikaz.  Podle Tvrzeni 2.39 1ze psat f(a+ h) — f(a) = f'(a)h+r(h), kde ||r(h)|| =
o(||h]]), h = 0. Existuje tedy d > 0 takové, ze ||r(h)|| < ||h|| kdykoliv 0 < ||h]| < 4.
Pro takové h tedy plati (uzivame (1.8) z Véty 1.123)

1f(a+h) = fla)ll = If (@b +rW)I < [If' (@Il - 18] + [ (W] < (1 (@)l + DA

2.49 Poznamka. Zopakujme, Ze podminka ||f(a + h) — f(a)|| = O(]|h|]), h — 0 podle definice
znamend, ze podil ||f(a+ h) — f(a)||/||k|| je omezeny na n&jakém redukovaném okoli bodu a. Jiny
ekvivalentni zapis této podminky je

If(a+h) = f(a)]]

limsup —————— < oo.
h—0 IRl

Je-li tato podminka — kterd je ziejmé silné&jsi nez spojitost funkce f v bod& a — splnéna, rika se
nékdy také, Ze f je lipschitzovskd v bodé a.

2.50 Véta. (véta o derivaci slozeného zobrazeni)  Necht f je zobrazeni z R" do

R™ a g je zobrazeni z R™ do R®. Necht f ma derivaci v bodé a € R™ a necht g ma
derivaci v bodé b := f(a). Pak zobrazeni g o f m4 derivaci v bodé a a plati

(9o f)(a) =g'(b) o f'(a).
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Derivace slozeného zobrazeni a sloZzené funkce 2.3

Diikaz.  Podle Tvrzeni 2.39 lze psat f(a+h) — f(a) = f'(a)h+7r1(h), kde ri(h) =
w1 (R)||R|| a limp_owi(h) = wi(0) = 0. Podobné g(b + k) — g(b) = ¢'(b)k + 2 (k),
kde 7"2(](?) = wg(k)”k” a limk_m wg(k) = wQ(O) =0.
Snadno dostavame
(g°f)(a+h)—(9°f)(a) g(b+ (f(a+h)— f(a)) —g(b)
g'®)(fla+h) = f(a) +r2(f(a+h) - f(a))
g’ ®)(f'(@)h +ri(h)) + r2(f(a+ ) — f(a)
g'(b) o f'(a)(h) + g'(b)(rv(h)) + r2(f(a + h) — f(a)).

Podle Tvrzeni 2.39 (ii) tedy sta¢i dokazat, Ze pro
r(h) = g'(®)(r1(h)) +r2(f(a+h) — f(a))

plati [|r(h)|]| = o(]|h]]), h = 0. K tomu zfejmé staci ovéfit, ze ||g’(b)(ri(h))|] =
o(lhll), h — 0 a také ||r2(f(a + h) — f(a))|l = o(||h]]), h — 0. Podle Véty 1.123

plati
lg' @) (e (M) < llg' O - lIre (W)l = 1lg" )] - llwr (B - IR,
takze dostavame ||g’(b)(r1(h))|| = o(||h]|), b — 0.
Podle Véty 1.40 o limité sloZeného zobrazeni (zde podstatné pouZivame spojitost
zobrazeni wo v 0) plati limp_ows (f(a+h) — f(a)) = 0. S pomoci Tvrzeni 2.48
(srov. Poznamka 2.49) dostavame

i 12 (flath) = fla) |l _ . Nf(a+h) = fa)] lws (F(a+ 1) — F(@) || =0,

h—0 ||| b0 ||| B

takze také ||r2(f(a + h) — f(a))]| = o(||h|]), h — 0.

2.51 Dasledek.  Necht f = (fi1,.-., fm) je zobrazeni zR* doR™ a g = (g1,-.-,9s)
je zobrazeni z R™ do R®. Necht f md derivaci v bodé a € R"™ a necht g ma derivaci
v bodé b := f(a). Polozme jesté h = (hy,...,hs) := go f. Pak plati

[W(@)] =1g' ()] - [f'(a)], .

(21) M=% 2% i), 1<i<s 1<i<n

Pokud n = m = s, pak
Jn(a) = Jy(b) - J¢(a).

Diikaz. Vzorec pro Jacobiho matici h plyne okamzité z rovnosti h'(a) = g'(b)o f'(a)
a z véty o matici slozeni dvou linedrnich zobrazeni znamé z linearni algebry. Podle
Véty 2.44 (i) plati tedy rovnost

Il lé] 9 0 2] 2]
Bifa) ... Z(a) SEb) ... F(b) @ ... ()
oh, Oh, ga Bg. fm O fm
Ghefa) ... Ste(a) 5=(a) ... 2=(b) Lo a) L G2(a)
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ktera je ekvivalentni s (2.11).
Posledni rovnost plyne z véty o determinantu sou¢inu (¢tvercovych) matic.

2.52 Poznamka. Jestlize zobrazeni F' z R do R™ je diferencovatelné v bodé
a € R* a L:R™ — R® je linearni, pak z Pozndmky 2.37 (iv) a Véty 2.50 okamzité
vyplyva rovnost (L o F')'(a) = L o F'(a).

2.53 Pozndmka. Ve starSich udebnicich se €asto piSe y(z1,...,2n) misto f, 2(y1,...,ym) misto

g a z(z1,...,2n) misto h. V pfipadé n = m = s se pak vzorec pro jacobidn sloZeného zobrazeni
zapisuje ve tvaru

D(z1,...,2n) Q) — D(z1y...,2n) ) D(yi,...,Yn) (a)

D(z1,...,Tn) D(yi,...,Yn) D(x1,...,xn) "
ktery zobechuje klasicky vzorec %(a) = g—;(b) g—z(a) pro funkce jedné proménné. Tento ndzorny
vzorec viak neni formalng korektni: symbolem z = (z1,..., 2zn) jsou oznaleny dv& riizna zobrazeni
a symboly y1,...,yn jsou oznaCeny jak nezavislé proménné, tak funkce, které za né dosazujeme.

Nejéastéji se vzorec (2.11) pouiivé v pﬁpadé s = 1 tj kdyz vngjsi zobrazeni

vvvvv

samostatnou vetu.

2.54 Véta. (o derivaci slozené funkce, ,fetizkové pravidlo“)
Necht kazda z funkci  fi(x1,...,Zn), .-, fm(®1,...,2,) mé totdlni diferencial v
bodé a € R"™ a necht funkce g(yi,.-.,ym) ma totdlni diferencial v bodé

= (fi(a),..., fm(a)). Pak slozend funkce

hz) = g(fi(2),- .-, fm(2))

ma v bodé a totalni diferencial a plati

oh 9g ... 0fi 9 .\ Ofm .
2.12 = — — =1,...,n.
212 M@= gh 0 @+t () G, =T
Diikaz. Stadi polozit f := (fi1,- .., fm), uvazit, ze f m4 derivaci v bodé a (Tvrzeni

2.38) a pouzit (2.11) pro piipad s = 1.

2.55 Poznamka. (,invariantnost formy totalniho diferencidlu) Za pfedpokladii
predchozi véty plati

dg 0g
2.13 dh(a) = ——(b)dfm(a).
(213) (@) = 5 -(B)dfi(a) + - + 32 ()dfun(a)
Tato jedna rovnost je ekvivalentni s n rovnostmi (2.12); jde totiZ o rovnost dvou
linedrnich forem (nezévisle proménnych ki, ..., ky,)
afl 6fm
Z Ba:l i 8y1 Z 8:UZ 8ym lZ 8:UZ
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pficemzZ rovnost koeficientti u k; téchto dvou linedrnich forem je i-t4 rovnost z
(2.12).

Oznacme funkce fi1,..., fm symboly yj,...,y;,, funkci g symbolem z a funkci h symbolem
z*. Pak z*(z) = z(yi (), ...,y (x)) a rovnost (2.13) ma formu
« 0z . o0z N
dz"(a) = Z—(b) dyi(a) + -+ - + ——(b) dyp, (a),
Y1 Oym
kterd se velmi podobd formé zapisu totdlniho diferencidlu, ve kterém yi,...,ym nejsou funkce,

ale nezdvisle prom&nné (srov. Pozndmka 2.21). Ve starsi literatute se Casto misto z*, y; psalo

(formélné nekorektn&) z, y; a hovofilo se o ,invariantnosti formy totalniho diferencidlu®.

2.56 Poznamka. Casto pouzivame ,fetizkové pravidlo“ ve specidlnim piipadsé,
kdy f = (f1,..., fm) je zobrazeni z R do R™ a g je funkce z R™ do R. Pokud a € R
a existuji derivace f'(a) a ¢'(b) pro b := f(a), pak h := go f je realnd funkce
realné proménné, kterd ma v bodé a derivaci

dg dg

h'(a) = a—yl(b) fila) +---+ ay—m(b) f(a).

Chéapeme-li tedy f'(a) jako prvek R™ (viz Pozndmka 2.37 (iii)), miZeme psat

h'(a) = (gradg(b), f'(a)).

2.57 Priklad. Necht redlné funkce reidlné proménné f1, fo maji derivaci v bod& a € R. Pak lze
pséat
fi(z) - f2(x) = S(f1(=), f2(x)) = S(f(=)),
kde f = (f1,f2) a S:R?2 - R, S(u,v) = uv. Podle predpokladii existuje
oS

f'(a) = (f1(a), f2(a)). Protoze parcidlni derivace — =wv a 0 = U jsou spojité na R2, je S na R2

u v
diferencovatelnd. Polozime-li b := f(a), plati grad S(b) = (f2(a), fi(a)), takZe podle pfedchozi
poznamky méame

(f - 9)'(a) = ((f2(a), f1(a)), (fi(a), f2(a))) = fi(a) f2(a) + f2(a) fi(a).

Zcela analogicky 1ze odvodit vzorec pro derivaci podilu funkci.

2.58 Pozndmka. Nejlast&ji se parcidlni diferencidly (viz Definice 2.46) pouZivaji, vySetiujeme-li
zobrazeni f z R™ x RF = R"*t* do RP. Pro ¢ = (a,b) € R® x R* uvazujme parcidln{ diferencidly

fa(e) = d f(-b)(a) = (f(-0)) (a), fy(e) = d f(a,")(b) = (f(a,")) (b).

(N&kdy se misto o parcidlnich diferencidlech hovo¥i o parcidlnich derivacich a také se oznacuji sym-

boly 2L (¢), 2L
ox oy

diferencialy v bodé ¢ existuji a pro h1 € R™, ho € R¥ plati
fo(©h1 = f(e)(h1,0),  fy(c)ha = f'(c)(0, h2)

(c).) Existuje-li f'(c), pak z definice derivace snadno dostdvame, %e oba parcidlni

a tedy

(2.14) F'(e)(h1,h2) = f(e)(h1,0) + f()(0, h2) = fr(c) hi + fy(c) ha.
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Predpokladejme navic, %e je dano zobrazeni w = (w1, ws) z R® do R™ x R* a bod
d € R®, pro ktery w(d) = ¢ a existuje w’(d). Nenf t&%ké dokdzat, Ze plati
W' (d) = (w](d),w)(d)). Z Vty 2.50 a ze vzorce (2.14) dostavame

(2.15) (fow)'(d) = fr.(c) o wi(d) + fy(c) o wh(d).

2.4 Véta o prirastku funkce

Nasledujici tvrzeni je snadnym a piimocarym zobecnénim Lagrangeovy véty.

2.59 Tvrzeni. Necht' f je funkce n proménnych a a # b jsou dva body z R™.
Predpoklidejme, Ze f md smérovou derivaci Dy—, f(z) v kazdém bodé x oteviené
tsecky P := ab \ {a, b} aje spojita v bodech a,b vzhledem k tise¢ce ab. Pak existuje
bod & € P takovy, ze

f(0) = fla) = Dp—a f(8)-

Dikaz. Polozme h :=b—a ag(t) := f(a+th), t €0,1]. ProtoZe zobrazeni

@:t v a + th je spojité na R, ¢(0) = a, o(1) = b a p([0,1]) = ab, z Véty 1.38
dostavame, 7e funkce g je spojitd v bodech a,b vzhledem k intervalu [0,1] (tj.
zprava a zleva). Je-li t € (0,1), mame

— lim fla+th+uh) — f(a+th)

u—0 u u—0 u

= Dy f(a+th).

Funkce ¢ tedy spliiuje na intervalu [0, 1] pfedpoklady Lagrangeovy véty. Existuje
proto 6 € (0,1) takové, ze g(1) — g(0) = ¢'(#), takze

f(b) = f(a) = g(1) — g(0) = ¢'(8) = Duf(a+6h).
Staci tedy polozit £ := a + 6h.

Véta o prirastku funkce pro funkce vice proménnych se vétsinou uvadi ve slab-
sich verzich, které jsou vSak vhodnéjsi pro aplikace.

2.60 Véta. (o prirtstku funkce) Necht f je funkce n proménnych, kterd ma

diferencidl v kazdém bodé oteviené mnoziny G. Necht a,b € G jsou takové body,
ze ab C G. Pak existuje bod £ € ab, pro ktery

f(b) = f(a) = Dy—a f(§) = do—af(§) = f'(§) (b — a) = (grad f(£),b — a).
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Dikaz. Je-li a = b, bod ¢ := a = b ma zfejmé pozadované vlastnosti. Pokud
a # b, staci aplikovat predchozi tvrzeni (pfitom uzivame Véty 2.14, 2.28).

Hlavni vyznam véty o prirustku funkce spociva v tom, Ze jsme schopni od-
hadnout shora velikost pfirtistku funkce pomoci derivace (diferencidlu, gradientu).
Jednim z okamzitych diisledki je naptiklad nasledujici tvrzeni. Zopakujme (viz Po-
zndmka 2.29), Ze pokud redlnd funkce f je diferencovatelnd v bodé z € R", pak

lgrad f ()| = [l (2)]-

2.61 Tvrzeni. Necht f je funkce n proménnych, kterd ma totalni diferencial na
oteviené konvexni mnoziné C C R" a necht

sup{||f'(z)||: z € C} =sup{||grad f(z)|: z € C} =: K < 0.
Pak f je lipschitzovska na C s konstantou K, tj.

|f(6) = fla)] < K [|b—al|, a,beC.

Diikaz. Necht a,b € C. Protoze C' je konvexni, plati ab C C. Podle Véty 2.60
existuje tedy bod £ € ab takovy, ze f(b) — f(a) = (grad f(£),b — a). Z Cauchyovy
nerovnosti pak dostavame

£ (b) = f(a)| = [(grad £(£),b — a)| < [|b—al| - || grad f(£)[| < KI[b—all.

Aplikujeme-li predchozi tvrzeni pro K = 0, dostavame, ze kazda funkce s nulo-
vym diferencidlem na oteviené konvexni mnoziné C' je na C' konstantni.

Toto pozorovani nyni snadno zobecnime z pripadu oteviené konvexni mnoziny
na pripad souvislé oteviené mnoziny.

2.62 Véta. Necht f je funkce n proménnych, G C R" je otevrend souvisld mnozina
adf(x) =0 pro kazdy bod x € G. Pak funkce f je na mnoziné G konstantni.

Dukaz. Zvolme a € G a polozme

A={re@ f@)=f@)}, B :={rcG: [(x)# f(a)}

Piedpoklddejme, e f neni na G konstantni, tj. B # 0. ProtoZe G je souvisld a
AU B = G, existuje bod ¢ € GN AN B (viz 1.115). Zvolme § > 0 tak malé, aby
C := Us(c) C G. Protoze C je konvexni, je f na C konstantni. To je ale spor,
protoze CNA#£0PiCNB#.

Nyni se budeme zabyvat otdzkou, zda lze vétu o pfiristku funkce zobecnit na

pripad vektorovych funkci vice proménnych, tj. na pripad, kdy f je zobrazeni z R™
do R¥.
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Nasledujici prirozeny priklad ukazuje, Ze tomu tak neni — primocaré zobecnéni
Véty 2.60 neplati jiz pro zobrazeni z R do R2.

2.63 Priklad. Polozme f(t) := (cost,sint) pro t € R. Pak f:R — R? je ziejmé
zobrazeni t¥idy C* a f'(t) = (—sint,cost). (Pfi tomto zépisu je derivaci prvek
R?, ktery viak ztotoziujeme s linedrnim zobrazenim L: R — R? danym ptedpisem
L(h) = h(—sint,cost); viz Poznamka 2.37 (iii)). Zfejmé ||f'(¢)|] = 1 pro kazdé
t € R. Pro body a = 0, b = 27 mame f(b) — f(a) = (1,0) — (1,0) = (0,0). Pro
kazdy bod ¢ € R v8ak plati || f'(£)(b — a)|| = 27, takze f(b) — f(a) = f'(£)(b — a)
neplati pro zadné £ € R.

Tento piiklad ma nazornou ,kinematickou“ interpretaci. Vektorova funkce f
totiZ popisuje rovnomérny pohyb hmotného bodu po kruznici (s jednotkovou rych-
losti; ||f'(t)]] = 1). Kdyby platilo zobecnéni Véty 2.60, musela by se ,primérnd
(vektorova) rychlost® (f(b) — f(a))/(b— a) rovnat okamzité (vektorové) rychlosti
f'(&) v néjakém bodé &. To v8ak neni mozné, protoze v naSem piipadé je pramérnd
rychlost nulovy vektor a okamzita rychlost je v§ude jednotkova.

Prestoze pfimé zobecnéni Véty 2.60 neplati, lze snadno zobecnit jeji dusledek —
Tvrzeni 2.61, které hovori o odhadu shora velikosti priristku funkce pomoci velikosti
jeji derivace.

2.64 Véta. (véta o pririastku funkce pro zobrazeni) Necht n,k € N, K € R,
C C R” je oteviena konvexni mnozina, F: C — R je zobrazeni diferencovatelné na
mnoziné C' a necht

sup{||[F"(z)||: z € C} < K.
Pak F je na C' lipschitzovské s konstantou K, tj.

IF(b) — F(a)| < K|lb—al, kdykoliv a,be C.

Diikaz. Jestlize F(a) = F(b), nerovnost ||F'(b) — F(a)|| < K||b— a|| zfejmé plati. V
F(b) — F(a
|F'(b) — F(a)]l

predpisem f(z) := (F(x),v). Pak zfejmé

1£(b) = f(a)| = [{(F(b) — F(a),v)| = [|F(b) = F(a)]|

Protoze funkce g := (-,v) je linedrni na R¥, podle Pozndmky 2.52 pro z € C
existuje f'(z) a plati f'(z)h = (F'(x)h,v). Jestlize ||h|| < 1, dostavame

—

opacném pripadé polozme v := a uvazujme funkci f: C' — R danou

~ | ~— O~

|f'(@)h] = [(F"(z)h, v} < ||F"(2)R]] - |lv]| < [|F' ()] < K.
Je tedy ||f'(z)|| < K pro kazdy bod z € C, takZe podle Tvrzeni 2.61 plati
1F(b) = F(a)ll = 1£(b) — f(a)| < KI|b—al|.
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2.65 Poznamka.

(i) Kdybychom Tvrzeni 2.61 aplikovali pouze na funkce (F'(z), e;) dané ,zklad-
nimi soufadnicovymi funkcemi“ (-, e;) na R*, dostali bychom slabsi odhad
|F(b) — F(a)|| < VEK||b — al|. Idea diikazu je v tom, Ze se pouziji i jiné
ysoufadnicové funkce* (-, v) pro vhodna v.

(ii) Neni tézké dokédzat (nap¥. analogicky jako pfedchozi vétu), ze pokud zobra-
zeni F z R® do R* je spojité na tisecce ab a ||Dy_oF(x)|| < K pro kazdé
x € ab\ {a,b}, pak |F(b) — F(a)|| < K. Dokonce lze dokazat (viz [Ca]), 7e
misto x € ab\ {a, b} lze psat = € ab\ S, kde S je libovolna spofetna mnozina.

2.5 Parcialni derivace vyssich fadu a
funkce tfidy C*

0
Necht f je funkce n proménnych a necht i,5 € {1,...,n}. Pak Bf je opét funkci

N
n proménnych (kterd miZze mit mens{ defini¢éni obor nez f). '
Parcialni derivaci této funkce podle j-té proménné pak oznacujeme symbolem
0> f
6$]’81‘i
i # 7, jde o tzv. smisenou parcidlni derivaci druhého Fadu. Jinak feceno, pro a € R”
klademe

. Tato funkce se nazyva parcidalni derivaci druhého rdidu funkce f; pokud

2 of
21 )

a
aiL”]'aZL”i aiL”]'
Obdobné definujeme parcialni derivace vyssich radi, naptiklad parcidlni derivaci
trettho radu
0 (2L
a3f o ijaxk
al‘i6$]’al‘k T al‘l '

Obecné je kazda parcidlni derivace fadu k + 1 parcidlni derivaci (prvniho fadu)
parcidlni derivace fadu k.
0*f
6xj 6$2

Parcialni derivace vyssiho rfadu se oznacuji ruznymi zptsoby; naptiklad

se zapisuje ¢asto pomoci symboli

D]lf’ f]la f],la f]”za ij.’ma ;I]zlaa]lf
Obdobnéa symbolika se pouziva, jsou-li proménné oznaceny pismeny. Napiiklad pro
funkci f(z,y, z) se parcidlni derivace druhého fadu f» 3 oznacuje také symboly

an "
m’ Dyzfa fyz: f z 8yzf
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Misto 0*f iSeme vétsinou 0 o/
_YJ v )
P 0x30x3’ 0y20z

8352821728373

apod.

2.66 Poznamka. (diilezitd) 'V klasické literatute (véetnd [D II]) se pouzivala odli§nd symbolika s
»obriacenym potadim proménnych®, podle které naptiklad

(31)

Jy

32
/ = fay =
ordy

Zména symboliky (pom&rn& neddvnd) asi souvisi s operdtorovym zipisem parcidlnich derivaci,
ktery je popsdn niZe. Zménou symboliky bohuzel vznikl zmatek, ktery vSak nasStésti nevede k
véazngjsim chybam, protoze (jak zdhy dokdzeme) v dilezitych piipadech na poradi derivovini
nezalezi.

Podobn& nenf v literatufe jednotnost p¥i definici symbolt f;',, f'(a)(h, k) (viz oddil 2.7)
apod. Proto se v této publikaci ¥fidime jednotnym pravidlem, Ze operace, které odpovidaji symbolim
stojicim vice napravo, se provadéji diive, které ve vét§ing piipadh souhlasi se symbolikou, kterd
je v soucasnosti nejcasté&jsi.

Operitorem se vétsinou rozumi zobrazeni, které funkcim pfirazuje opét funkce
(v moderni terminologii ma pojem ,operator® §ir$i vyznam).

Zobrazeni, které kazdé funkci n proménnych f pfifazuje funkei 2L je nejjed-
nodussi parcialni diferencidlni operator prvniho fadu, ktery oznacujeme symbolem

a o .
3., - MiZeme tedy psat
0 = of

Operitor B%i se také oznacuje symbolem D; nebo 9;. V operatorovém zapisu

ziejmé plati

(216) = (o) = 5ok

neboli B%i(f) = g{i.

8—963' 8_9@ B 896]69:,
2
Parcialni diferencialni operator druhého radu Frer el Dj; = 0j; je oviem defino-
Z;0T;
van jako zobrazeni
o0 f
I
:Ejaﬂfi
takze plati
0? 0 0

89@69:,» B 6—% ° 6_932»’

kde napravo stoji slozeni dvou zobrazeni (operatort).

2.67 Poznamka. Diivodem zmény klasické symboliky byla asi snaha, aby ve for-
muli (2.16) byl symbol 0z; napravo od symbolu dz; na obou stranach rovnosti.

2.68 Poznamka. Pii takto obecné definici ovéem miiZe byt hodnotou parcidlniho
diferencialniho operatoru prazdnd funkce. Vét§inou vsak tento operdtor zuzujeme

78



Parcidlni derivace vysSich rada a funkce tfidy ck 2.5

na takovy prostor funkci, Ze po provedeni operatoru na funkci z tohoto prostoru
dostavame funkci se stejnym definicnim oborem.

0
2.69 Piiklad. UvaZujme funkci f(z,y) = /—=z2y? z P¥ikladu 2.2. Vime, Ze 8_f ma definiéni
z
0 02
obor mensi nez f; definiénim oborem funkce —f je x-ova osa. Proto zifejmé
ox dyox

neexistuje v
2

zadném bodé, takZe operator

Y
0? 0
0). Naproti tomu zfejmg& a—zé‘ = a—i

zobrazuje funkci f na prazdnou funkci (s defini¢nim oborem

Pii vypoltech &asto pouzivdme b&Znou umluvu, podle které naptiklad funkci f:(z,y) —
y? sin? z oznatujeme symbolem y* sin® x, pokud je z kontextu jasné,

%e jde o funkci dvou prom&nnych (a ne o &islo nebo tieba o parcialni funkci @ — y2 sinZz).

2.70 Piklad. Funkce f(z,y) = 2¥ = e¥ " m4 defini¢ni obor G = (0, 00) x R. Snadno po&itame:

ox¥ 0%(xY
z :Iygzxy—ly’ (z¥) ::py_lylnerIy_l,
or T oyox
Y 2 (Y 1
ai:acylnav, o (@ ):xyglnx-i-xy—.
Oy oxdy T T
2 2
Vidime tedy, Ze o°f = o°f na G.
dyox oxdy

Brzy ale uvidime (Ptiklad 2.78 niZe), Ze ,zadménnost parcidlnich derivaci“ ne-
nastava vzdy.

Ve vétsiné dtlezitych klasickych vét, které pracuji s pojmem parcidlni derivace
p-tého radu, se predpoklada, ze vsechny parcidlni derivace az do fadu p jsou spojité.
Proto zavadime nasledujici terminologii.

2.71 Definice. Necht G C R" je oteviend mnozina, je dana funkce f:G — R a
p € N. Rekneme, Ze f je tridy CP, jestlize vSechny parcidlni derivace funkce f az
do radu p jsou spojité na G. Mnozinu vsech funkci f: G — R tridy CP oznacujeme
C?(@) a klademe C*(G) = ﬂ;il C?(G). O funkci g fekneme, Ze je tridy CP na
G (p e NU{o0}), jestlize g [c€ CP(G).

2.72 Poznamka.

(i) C*(G) je tedy systém vsech funkci na G, které maji na G spojité parcidlni
derivace vsech radu.

(i) Je-li f t¥idy C'! na G, m4 podle Véty 2.20 diferencial v kazdém bod& mnoziny
G, specialné je na G spojita.

(iii) Funkcemi ti{dy C° na G se rozumi funkce spojité na G.

(iv) V definici funkce tiidy CP(G) ovSem sta¢i pozadovat, aby f méla na G
spojité parcidlni derivace fadu p. Pak mé kazda parcidlni derivace radu p—1
spojité parcidlni derivace a je tedy spojita (srov. (ii)). Postupné dostavame
spojitost parcidlnich derivaci vSech fadu 1 < k <p—1.
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Pojem parcialnich derivaci vy$iho fadu zobrazeniz R” do R* (a nésledné zobra-
zeni t¥idy C?) bychom mohli definovat zcela obdobné jako pro funkce. Tento pojem
ale nebudeme potiebovat a zobrazeni tiidy C? budeme (ekvivalentné) definovat
,»po slozkach®.

2.73 Definice. Necht G C R" je oteviend mnozina,p € NU{oo} a f = (f1,..., fr)
je zobrazeni f:G — R¥. Rekneme, Ze f je zobrazeni tridy CP, jestlize jeho slozky
fis--oy fi jsou tridy CP.

2.74 Poznamka. Podle Pozndmky 2.72(ii) a Tvrzeni 2.38 vidime, 7e kazdé zob-
razeni t¥idy C? (p > 1) na G m4 derivaci v kazdém bodé mnoziny G.

2.75 Priklad. Funkce S(u,v) = uv je t¥idy C* na R%. To plyne okam?Zité 7 toho,
7e Sy = v, Sy =u, Syv = Spu = 1, Suw = Sy = 0 a parcialni derivace tfetiho a
vys$8§iho radu jsou nulové.

Z Véty 2.50 okamzité vyplyva, Ze slozeni dvou diferencovatelnych zobrazeni je
opét diferencovatelné. Nasledujici véta tika, ze ,stabilita vzhledem ke sklddani“
plati i pro zobrazeni t¥idy CP.

2.76 Véta. Nechtp e NU {0}, A CR*, B C R™ jsou oteviené mnoziny,
fiA—=>R"™, ¢:B — R° jsou tridy C? a plati f(A) C B. Pak zobrazeni h :=go f
je tidy CP.

Dikaz. Necht f = (fi,...,fm), 9 = (91,---,9s), h = (h1,..., hs). Zfejmé staci
dtikaz provést pro p € N; budeme postupovat indukei podle p.

Bud p = 1. Zvolme libovolny bod x € A. Podle Poznamky 2.74 existuji derivace
f'(x), ¢'(f(x)) a tedy podle Véty 2.50 a Diisledku 2.51 existuje h'(z) aprol <i < s
al<j <nplati

(2.17) Oi ey = 3 292 () 25 ).

9a;
Protoze vSechny funkce a—gl jsou spojité na B, podle Véty 1.38 jsou slozené funkce
Yk

dgi y a Ofk . .y
69 (f(z)) spojité na A. Jelikoz i vSechny funkce a—fk jsou spojité na A, z (2.17)
Yk Tj
Oh;
tedy dostavame, ze funkce O—l jsou spojité na A. Jsou tedy hi,...,hs, a tudiz i
2

j
zobrazeni h, tiidy C' na A.

Nyni predpokladejme, ze p > 1 a véta plati pro hodnotu p* = p—1. Protoze g; €

CP?(B) pro 1 <i < s, mame ggi € CP71(B). Podle indukéniho piedpokladu tedy
Yk
Ofk

69:]-

a .
dostéavame “2% o f € OP~1(A). Ziejmé také

€ CP~'(A). Déle si uvédomime,
Oy,
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ze z naseho indukéniho predpokladu snadno plyne, Ze soucin i soucet dvou funkci
7z CP~Y(A) lezi opét v CP~1(A). Skuteénd, jsou-li ¢,p € CP~1(A), pak ¢ -1 =
S o (p,1), kde S:R? — R je zobrazeni S(z,y) = zy. Protoze je snadno vidét (viz
Piiklad 2.75), ze S € C°°(R?), indukéni piedpoklad dava ¢ -1 € CP~1(A). Piipad
souctu je zcela analogicky. Ze vzorce (2.17) tedy dostavame, ze kazd4 z funkei a—’

Tj
je tiidy CP~! na A. Jsou tedy hy,...,h, a tudiz i zobrazeni h tiidy C? na A.

2.77 Poznamka. 7 ptedchozi véty snadno vyplyva, Ze raciondlni funkce n pro-
ménnych jsou t¥idy C*° na svém definiénim oboru (coz je oteviend mnozina). Raci-
ondlni funkce jsou totiz ty funkce, které 1ze ,vyjadrit pomoci souradnicovych funkci
Z1,...,%,, konstant, s¢itdni, ndsobeni a déleni“, pficemz funkce s(z,y) = = + y,
S(z,y) = zy a p(x) = 1/z jsou tiidy C'*° na svych defini¢nich oborech.

Bé7Zné se ovsem racionalni funkce n proménnych definuji jako ty funkce, které
jsou podilem dvou polynoma n proménnych. Pfitom polynom n proménnych je
takova funkce, kterd je souctem konec¢né mnoha funkci tvaru

C . :L'al - :L'a"-

1 n o
kde C € R, a; =0,1,..., pficemz klademe z? = 1. Jsou-li P(z), Q(x) dva takové
polynomy, je tedy raciondlni funkce P(z)/Q(z) tfidy C*° na oteviené mnoziné

{z e R": Q(z) #0}.

2.6 Zaménnost parcialnich derivaci

Nasledujici klasicky priklad ukazuje, ze ,zaménnost parcialnich derivaci“ nenastava
vzdy. Presnéji: pti pocitani parcidlnich derivaci vyssiho fadu nelze obecné zaménit
poradi proménnych, podle kterych se derivuje.

2.78 Priklad. Necht f(z,y) = zy % pro (z,y) # (0,0) a f(0,0) = 0. Pak

of _ z2 —y? 432y
%(may) - y <x2 +y2 + (QfZ +y2)2> pro (m’y) 7é (0?0)

0f o 0,y) = —y (i pro

a 8—(0,0) = 0 (parcialni funkce f(-,0) je nulovd). Protoze 3 (
z z
= 0), je 62—f(0 0) = —1. Zcela obdobné dostdvame, ze 0°f (0,0) = 1. Snadno
Yy = ) J ayax ) - - ) axay ) -
’f &f

lze ovérit, ze , existuji a jsou si rovny v ostatnich bodech roviny, ale
Oydx’ 0xdy
presto jsme dostali, ze

0% f
Oyozx

2
(0,0 # Baacafy (0,0).
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Chceme tedy odvodit pouzitelné postacujici podminky pro zdménnost parci-
alnich derivaci. Za¢neme nejjednodus$im pripadem smiSenych parcidlnich derivaci
druhého Fadu funkce dvou proménnych.

Nez pristoupime k formulaci a dikazu tvrzeni, provedeme predbézné tvahy,
které maji naznacit, proc¢ ¢asto na poradi derivovani nezalezi. Vysledek téchto iivah
pak dale pouzijeme. Uvazujme funkci dvou proménnych f(z,y), bod (a,b) € R? a
predpokladejme, Ze

of

o}
(2.18) parcidlni derivace 30’ a—; existuji na néjakém okoli bodu (a,b).

Podle definice
O*f _ .o Lrof of
dyos @0 = jm (%W’* k) - %W))) :

(ma-li jedna strana smysl). Z (2.18) vyplyvé existence 6 > 0 takového, Ze % (a,b+k)
existuje, pokud |k| < 0. Pro takova k plati

OF (abik)-2L (a,p) = tim LLOHPOHR) = flabt k) flathb) = fab)

ox ox h—0 h h—0 h

— lim %((f(a+h,b+k)—f(a,b+k))—(f(a+h,b)—f(a,b))),

h—0

takZe rovnost

8—f(a,b) = lim <1im %((f(a+h,b+k) — fla,b+k)) — (f(a+ h,b) —f(a,b))))

Oyox k=0 \ h—0

plati, ma-li jeji jedna strana smysl. Zcela obdobné dostavame

ﬁ(a,b) = lim <lim %((f(a+h,b+k)—f(a+h,b)) —(f(a,b-l-k)—f(a,b)))).

8$8y h—0 \ k—0

SmiSené parcidlni derivace jsou tedy dvojndsobné (opakované) limity téze funkce
dvou proménnych; oznac¢ime-li ji

W(hk) = fla+h,b+k) +f(a,b)h—kf(a+h,b) - f(a,b+k)’

dostavame toto tvrzeni:

2.79 Lemma. Za predpokladu (2.18)

(i) existuje 6 > 0 takové, Ze limy,_og W (h, k) (resp. limy_o W (h,k)) existuje,
pokud |k| < 6 (resp. |h] <) a
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(ii) kazda z rovnosti

O (0.8) = lim <lim W(h,k)>a s (0:0) = (ﬁm W(M))

Oyozx kE—0 \ h—0 0x0y h—0 \ k—0
plati, ma-li jedna jeji strana smysl.

2.80 Poznamka. Kdysi se misto o limitadch hovofilo o nekone¢né malych a nekonecné velkych
veli¢indch. Obé& parcidlni derivace byly v tomto pojeti rovny hodnot& W (h, k) pro nekone¢né malé
prirtstky h,k a jejich rovnost byla povazovana za samoziejmou. V dnesni terminologii: tehdy se
nerozliSovalo mezi dvojnou a dvojnasobnou limitou a predpokladalo se, ze limity vzdy komutuji.
Vime, Ze poradi limit jde skutedné ,vétSinou“ zaménit, ne v8ak vzdy. Mnoho hlubokych vét z
analyzy spoCivd v tom, Ze podavaji postacujici podminky pro moznost zdmény dvou ,limitnich
procesti“ (nap¥. dvou limit, limity a derivace, limity a integralu).

Funkce C(h, k) v ¢itateli vyrazu z definice W (h, k) je tzv. diference druhého fadu funkce f v
bodg (a,b) s kroky v1 = (h,0),v2 = (0, k). Diference prvniho ¥ddu funkce f s krokem v se definuje
jako funkce A, f:z — f(z +v) — f(x). Pak C(h,k) = A?(a;m,vl) = (Ayy (Av, ))(a). PH
dtikazu toho, Ze smiSené parcidlni derivace jsou dvojnasobné limity téZe funkce, jsme jiz de facto
uzili rovnost A?(a;vl,m) = A?(a; v2,v1). ,Dlvodem* Casté zdmennosti parcidlnich derivaci je
tedy ,,z&ménnost diferenci“.

2

Poznamenejme jesté, Ze symbol ptvodné vyjadroval, Ze jde o podil ,nekone¢né malé

diference druhého radu® zavisle proménné a soucinu ,,nekonetné malych diferenci“ nezévisle pro-
ménnych (symbol A se pouZival pro kone¢né diference, zatimco symboly d a 8 pro ,nekone&nd
malé“ diference).

2.81 Tvrzeni. Necht f(z,y) je funkce dvou proménnych, (a,b) € R?. Necht dile
plati:
2

o’ f
lim z,y) = AER
(,y)—(a,b) 8y6x( 2

(i)
. e of of . . S )
(ii) Parcidlni derivace 32’ Ba existuji na néjakém okoli bodu (a,b).

T oy
Pak v bodé (a,b) existuji obé smiSené parcidlni derivace druhého rédu a plati
o’ f

0% f
away(a7 )_ ayam(aﬂ )_A

Diikaz. Oznacme jako vySe

W(h, k) = f(“h’“k)+f(a,b)h—kf(a+h,b)—f(a,b+k)‘

Dokazeme-li, 7e

(2.19) W(h,k) = A,

lim
(h,k)—+(0,0), h£0, k0
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2. Diferencidlni poclet funkci vice proménnych

OBR.2.7. Znaménka + a — nad body a, a + h se tykaji definice W (h, k); nad bodem =z
definice funkce .

budeme hotovi. Pak totiz podle Lemmatu 2.79 (i) a Véty 1.63 o dvojné a dvojné-
sobné limité plati

lim <1im W(h,k)> = lim (lim W(h,k)) = A,
k—0 \ h—0 h—0 \ k—0

takZe sta¢i pouzit Lemma 2.79 (ii).
Rovnost (2.19) budeme dokazovat z definice; zvolime tedy libovolné e > 0. Podle

predpokladt (i), (i) existuje 6 > 0 takové, ze na Us°(a,b) existuji g—, ? a
z’ Oy

(2.20) ‘ 0°f

y0r (2) — A‘ <e pro z€Us(a,b)\ {(a,b)}.
Uvazujme nyni libovolnd redlnd h, k, 0 < |h| < §, 0 < |k| < 0 (viz obr. 2.7 pro
h, k>0).

Zavedeme déle pomocnou funkci ¢(z) := f(z,b+ k) — f(z,b) a uvédomime si,
ze W(h,k) = 7 (¢(a + h) — ¢(a)) . Podle volby 4 plati pro kazdé = € (a —6,a+4)

of of
") = (2, b+ k) — 2L (2,b).
o) = 2 (b + k) ~ 2L (2,1)
Podle Lagrangeovy véty o prirtistku funkce existuje tedy ¢éislo £ € (a—46,a+6)\ {a}
(dokonce mezi a a a + h) takové, Ze

of of
— — ! — - - <
oo )=o) = 'O = (G - Lien).

. 1L /of of .
Dostavame tedy W (h, k) = Z 8—(5, b+k)— 8—(5, b) | . Zavedme jesté pomocnou
x x
funkei ¢¥(y) := %(f, y). Podle volby 4 pro kazdé y € (b— §,b+ d) ziejmé existuje
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Zaménnost parcidlnich derivaci 2.6

2
V' (y) = 868]0 (&,y). Podle Lagrangeovy véty tedy existuje n € (b — d,b + 6) (mezi
x
bab+ k) takové, ze
_Y+k) —v®) _ o, Pf

Protoze (¢,n) € Ug®(a,b) \ {(a,b)}, podle (2.20) dostavame [W(h,k) — A| < ¢
a diikaz je hotov.

Jind verze tvrzeni o zdménnosti parcialnich derivaci je tato:

2.82 Tvrzeni. Necht f(z,y) je funkce dvou proménnych, (a,b) € R? a obé parci-

alni derivace ?, S0 mayji totdlni diferencidl v bodé (a,b). Potom
T oy
0% f o0 f
b) = b).

Diikaz. (Néznak) Stejné jako v diikazu Tvrzeni 2.81 miZzeme najit 6 > 0 takové,
%e pro libovolné redlnd h, k, 0 < |h| < 6, 0 < |k| < § plati

W(h,k) = (6f(§ b+ k) — %(f b)), kde bod ¢ = ¢(h, k) le# mezi a a a + h.

ProtoZe of mé v (a,b) diferencidl, plati

or

%(a—l—u,b—l—v) = gi( ,b) + %( ,0) u+ éfgx(a,b) v+ r(u,v),
kde r(u,v) = o(||(u,v)]]), (u,v) — (0,0). Po dosazeni mame
92
o f

W(hE) = 5o (@) + (€~ ak) = (€ ~a,0).

Jestlize h = k, pak ziejmé ||(€ — a,k)|lco < |k], (€ — a,0)]|0 < |K|, takze
plati

2
IllII}) Wk, k)= 88 Bf (a,b). Postupujeme-li ,symetricky“ (nebo jiz dokdzané pouZi-
—
82
jeme na funkci f*(z,y) := f(y,z)), dostaneme lim W (k, k) = / (a,b), a tedy i
k—0 0x0y

dokazovanou rovnost.

2.83 Poznamka. Tvrzeni 2.81 se vétSinou formuluje v trochu slabsim tvaru: podminka (i) je
nahrazena podminkou

2
(¢)* funkce o°f
oyox

je spojitd v bodé (a,b).

o2
Pak ovSem plati podminka (i) pro A := f (a,b).
oyox

vvvvvv
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2. Diferencidlni poclet funkci vice proménnych

2.84 Véta. Necht f je funkce n proménnych, c € R", 1 <i,j <n, i # j a plati:
2

(i) Funkce 3 je spojita v bodé c.

T;0T;

0
(i) Funkce B—f je definovand na néjakém okoli bodu c.

Tj

o f o0 f o0 f
Pak existuje c) a c) = c).

* 4 aa:laa:] ( 8:@8:@ 8:3]833@ )
Diikaz. Nejprve si uvédomime, Ze z predpokladu (i) okamzité plyne, Ze funkce %
je definovana na néjakém okoli bodu c. Polozme a := ¢;, b := ¢; a definujme
(parcidlni) funkci dvou proménnych
g(z,y) = fle+ (v —cie; + (y — ¢j)e));
sk
v pripadé, 7e i < j, je obvyklé psat
g(m7y) = f(cla - Ci—1,T,Ci415- - -5, Cj—1, Y, Cj 1, - - .,Cn).
Oznatme z(z,y) = c+ (& — ¢;)e; + (y — ¢j)ej. Je snadné dokazat, Ze parcidlni
derivace
dg g 0%g &g

5y (DY) oy (z,y), 900y (z,y), dyor (z,y)
jsou (co do existence i hodnoty) totéz, co

of
89@'

of 0% f 0% f

(z(z,9)),

(2(z,y))-

Z toho pak snadno vyplyva, 7e %, g—z existuji na n&jakém okoli bodu (a, b) a funkce
82

3 8g je spojitd v bodé (a, b). Z Tvrzeni 2.81 (viz Poznamka 2.83) jiz okamzité plyne
yOox

tvrzeni nasi véty.

Stejnym postupem jako v predchozim dikazu lze z Tvrzeni 2.82 snadno odvodit
druhou verzi véty o zaménnosti parcidlnich derivaci:

2.85 Véta.  Necht f je funkce n proménnych, ¢ € R® a 1 <i,j < n. Necht obé
0 0 0? 0?
f o mayji totalni diferencidl v bodé c. Pak o, Oij (c) = Oxjgxi (c).

funk
unkce 9o’ Bz,

Jako dusledek Véty 2.84 dostavame snadno tuto vétu o zaménnosti parcialnich
derivaci vyssich radi.

2.86 Véta. Necht funkce f je tiidy C*(G) (k > 2), kde G C R™ je oteviend
mnozina a necht r € G. Pak hodnota

ok f

(x) = fik,...,il (x)
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Zaménnost parcidlnich derivaci 2.6

nezavisi na poradi indexii iy,...,ix € {1,...,n}.

Diikaz. Zcela pfesné fefeno, méame dokézat, ze pokud (41, ..., ji) je takové k-tice,
kterou lze dostat z k-tice (i1,...,ir) pferovnanim, pak

(2-21) fjk7---7j1 (:E) = fik7---7i1 (:E)

Pron=3ak =5ma napﬁklad platlt f172737372($) = f272737173(£15). TO, 7e (jl, . 7jk)
lze dostat z (iy, ..., i) pferovnanim, lze formalné vyjadrit takto: existuje permutace

(tj. bijekee) m:{1,...,k} = {1,...,k} takové, Ze i1 = jx(1),-- -,k = Jr(k)-
Protoze libovolna permutace je slozenim koneéné mnoha ,sousednich transpo-
zic“ (srov. Pozndmka 2.87 (ii)), sta¢i dokazat, %e pro kazdé p € {1,...,k — 1} plati

file7---7ip+27ip+17ip7ip—17---7i1 - file7---7ip+27ip7ip+17ip—17---7i1

na G. (Zde jde o béZnou licenci — zapis pouZivame napiiklad i pro p = 1, kdy nem4,
pfesné vzato, smysl. Jde jen o ndzorny zapis tvrzeni, ze rovnost (2.21) plati, pokud
1<p<k-—1,jp =ip+1, jp+1 =ipajs=ispros € {1l,....k} \ {p,p+1}.)

Polozme g := f; ..., prop>1lag := f prop=1. Pak ziejmé g € C*(G),
a proto podle Véty 2.84 plati g;,.i,,, (¥) = i 41.i, (y) Pro kazdé y € G. Na G tedy
plati fip+1,ip,ip71,...,1 = fip,ip+1,ip71,...,1 a tudiz také

fik7---ﬁip+27ip+17ipﬁip717---7i1 - (fip+17ip7ipf17"'7i1 )ik7...,ip+2

(fiza7i1ﬁa+17ip—17---7i1)i,m,,,,ipJr2 = filc7---7ip+27ip7ip+17ip—17---7i1'

2.87 Poznamka.

(i) V predchozi vété Ize piedpoklad f € C*(G) zeslabit: staéi predpokladat, 7e
f mé v bodé x derivaci k-tého ¥addu (pro definici viz str. 89 a Pozndmka 2.94
nize). Dtkaz (viz D II, Véta 195) je zcela obdobny dikazu predchozi véty,
ale vychézi z Véty 2.85.

(ii) Transpozici ¢isel {1,...,k}, kterd vymeénuje prvky i # j, oznac¢me T; ;; po-
kud |j — | = 1, nazveme T;; sousedni transpozici. Kazdému, kdo chvili
experimentoval se sousednimi transpozicemi, je jasné, ze kazda permutace
je slozenim kone¢né mnoha sousednich transpozic (a umél by to asi indukef
dokézat). Vime-li jiZ, Ze Z%e kazda permutace je sloZenim koneéné mnoha
transpozic ([Be], [Bi]), plyne nase tvrzeni ihned z toho, Ze pro 1 <i < j <k
jeziejmé T; j =Tj_150---0Tjr1,i42 0 T it1.

Jinymi slovy miizeme obsah Véty 2.86 vyjadfit takto: Je-li f € C*¥(G), G C R?,
pak hodnota parcidlnich derivaci fadu k zalezi jen na tom, kolikrat se derivuje podle
x1, kolikrat podle zo atd., nikoliv vSak na poradi, ve kterém se derivuje.

k

0
Kazdy parcidlni diferencialni operator k-tého fadu f — ﬁ chépany jako zobrazeni
Ziy, .- 0Ty

Ck(G) = C(@) lze tedy pséat ve tvaru
akf

n
2.22 = , 0<ay, a; = k.
( ) ! (Oz1)xr ... (Oxp)on - 12:21
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2. Diferencidlni poclet funkci vice proménnych

(Pokud a; = 0, znamené to, %e se podle proménné x; nederivuje.)

Uspoitddand n-tice celych nezdpornych &isel a := (au1,...,an) se nazyva multiindex a dife-
rencidlni operdtor tvaru (2.22) pifslugny multiindexu a se oznatuje symbolem D<. Cislo > ; a;
se nazyva vyska multiindexu a.

2.88 Pozndmka. Z kombinatoriky je zndmo, Ze polet multiindexii (ai,...,an) vysky k je
(":ﬁ;l) Neni t&%ké ovéiit, e D™ # DB pokud a # (. Polet riiznych parcidlnich operatorii
k
tvaru f = 2L na C*(G), kde G C R" je neprazdna otevieni mnozina, je tedy také
(n+k—1) k !
n—1 :

2.7 Diferencialy a derivace vyssiho
radu a Taylorova véta

Pomérné obtiZzny pojem derivace (diferencidlu) vyssiho fadu je dilezity v ¥adé teorii.

Pro zakladni teorii funkci n proménnych tento pojem jiz tak dilezity neni. Proto
jej probereme jen stru¢né, pricemz se ve vétach o derivaci k-tého fadu omezime na
nejdilezit&jsl specidlni pripad funkef t¥idy C*, ktery je podstatné snazsi. (Podrobny
rozbor obecného pfipadu lze nalézt v [D II].)

Derivace a diferencidl prvniho fadu redlné funkce jsou jen dva rizné nazvy pro
jeden objekt — linedrni formu ,dobfe aproximujici“ prirtstek funkce. Derivace a
diferencial druhého Fadu v8ak jiz pro nas budou dva rizn€ objekty.

Druhé derivace f'"(a) bude mit obvykly moderni vyznam — bude to jista bili-
nedrni forma na R™.

Druhy diferencidl d2 f (a) viak zde definujeme klasicky — jako kvadratickou formu
(pfislusnou bilinearni formé f(a)).

Pro presnou definici téchto pojmi pouzijeme klasicky zapis hodnoty diferenci-
alu: ma-li funkce f v bodé a € R diferencidl a h = (hq,...,h,) € R*, pak hodnotu
df(a)(h) budeme zapisovat jako dp, f(a).

Pii pevném h bude symbol d;, oznacovat diferencidlni operator, ktery funkci f
prifazuje funkci dp f:z — dpf(x). Funkce dp,f je oviem definovand pravé v téch
bodech z, ve kterych mé f diferencidl (,,je diferencovatelna“). V téchto bodech se
podle Véty 2.28 hodnota dy, f(z) rovnd derivaci Dy, f(z) podle vektoru h, kterd ale
muze byt definovand i v jinych bodech. Je-li  bodem diferencovatelnosti funkce f,
miuzeme také psat

dnf(z) =M aa—a‘i(:v) +- -+ hy 687];(:5)

Muze se ovSem stat, Ze vyraz napravo ma smysl, ale vyraz nalevo neni definovan.
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Diferencidly a derivace vyss$iho radu a Taylorova véta 2.7

Vidime tedy, Ze mezi operdtorem d; a parcidlnimi diferencidlnimi operdtor

Y, Yy
je uzky vztah. Definujeme-li pfirozenym zpisobem soucet operdtoriu a nasobeni
operatoru realnym ¢islem, naptiklad

0 0 0 0
() = w7

kde pravou stranu chapeme jako soucet funkci, neplati sice obecné rovnost operatoru

0 0
dh:hla—a:1+-.-+hn£’
n

oba operatory vSak prifazuji tutéz funkci kazdé funkci, ktera je diferencovatelné na
svém defini¢nim oboru.

2.89 Priklad. Necht f(z,y) = 2%y a h = (2,3). Pak fx(z,y) = 2zy, fy(z,y) = z>. Obs parcidlni
derivace jsou spojité na R2, a proto je f vSude diferencovatelns. V kazdém bodé (z,y) plati
dpf(z,y) = 2 - 2zy + 322. Operétor d;, funkci 22y p¥itazuje funkci 4xy + 322.

Nyni jiz mizeme definovat derivaci a diferencial fadu k funkce n proménnych;
pro néazornost zac¢neme pripadem k = 2.

(i) Rekneme, ze funkce f ma v bodé a € R® druhou derivaci f”(a), jestlize
funkce dp(dxf) = (dn o di)f je definovand v bodé a pro kazdou dvojici
h € R*, k € R®. Druha derivace funkce f v bodé a je pak funkce na R™ x R™
definovana predpisem

f"(@): (h, k) = (dp(def))(a).

(ii) Existuje-li f”(a), pak definujeme druhy diferencidl funkce f v bodé a jako
funkci d?f(a) na R* definovanou piedpisem d?f(a): h — (dn(dnf))(a), tj.

df(a)(h) = f"(h,h).

Misto d? f(a)(h) se ¢asto pise d? f(a).

(iii) Obdobné pro libovolné piirozené k definujeme k-tou derivaci f*)(a) funkce
f v bodé a € R” jako funkci na (R*)* definovanou piedpisem
™ (a) (v, ... ,v;) = (dy, 0dy, 0---0dy, ) f (a) pro ty body a, ve kterych ma
prava strana smysl pro viechny k-tice vektorti (vy,...,v;) € (R?)*. Nékdy
se také pise f*) (a; vy, ..., v) misto f*)(a) (vi,...,v5).

(iv) Existuje-li f*)(a), pak definujeme k-ty diferencial funkce f v bodé a jako
funkci d* f(a) na R? definovanou piedpisem

d*f(a)(h) = f®(h, ... h).

Misto d* f(a)(h) se také pise d¥ f(a).
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(v) Symboly f*) (resp. d* f) budeme rozumét zobrazeni, které bodim z € R”
piifazuje funkci %) (z) (resp. d¥ f(z)), jsou-li oviem tyto funkce definovany.
Defini¢nim oborem f*) (a také d¥ f) je tedy mnozina téch = € R”, ve kterych
existuje f*)(z). (To je modernéjii pojeti; klasické pojeti bylo formalné jiné.)

2.90 Poznamka. Casto se uziva symbolika, pii které se k-nasobné slozeni Ao- - -0 A
téhoz operatoru (zobrazeni) A oznac¢uje symbolem A*. Existuje-li tedy d* f(a), pii
pouziti tohoto ,operatorového* zapisu plati rovnost

k
(2.23) dif(a) = ((da)*f) (a) = <<h1 ail +tha %) f) (a).

Slozitost pojmu derivace a diferencidlu fadu k& > 1 spoc¢iva podstatné v trochu
komplikovaném popisu bodi, ve kterych jsou f k) a dkf deﬁnovény (Tyto body
funkei t¥idy C*, kdy tyto problémy nenastavajl.

V dalsim najdeme vyjadieni derivace a diferencialu vyssitho fadu pomoci par-
ciélnich derivaci vyééiho fédu Nejdﬁve probereme zvléét’ nejjednoduééi (a také
G C R*, funkci f € C?(G) a vektory h = (hl,...,hn), k= (ki,..., k). Pak dy f
je funkce definovana na celém G a

0 0 0
df = (ki 4o kg ) f =k —f+---+kni.
or 0z Oy

Na pravé strané je tedy funkce tiidy C' na G, a proto existuje

0 0 0 0
dh(dkf)— <h16—x1+“.+hn%>o<k16—$1+“.+kna—xn>f

g 2]835 o O0z;0z;

3,j=1

V kazdém bodé a € G tedy existuje f”(a) a je to bilinearni forma na R" dand

2f n
matici ( (a )) ; v maticovém zapisu mame
1,j=1

O0x;0x;
gix’%(a) sod—(a) ... 32i-(a)
1" (@)1 K) = (s o) %” O O Gy
A0 e . S
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Existuje tedy i druhy diferencial — kvadratickd forma d?f(a) zadana predpisem

(2.24) d*f(a)(h) =

Matice bilinedrni formy f(a) (a zaroven kvadratické formy d?f(a)) se nazyva Hes-
sova matice (a jeji determinant Hessuv determinant nebo také hessidn). Protoze
f e C?*G) aac G,z Véty 2.84 o zdménnosti parcialnich derivaci dostdvame, ze
Hessova matice je symetricka, takze f”(a) je symetrickd bilinedrni forma. P#i pou-
ziti ¢asté dohody o vyznamu symbolu dz; (viz Pozndmka 2.21; dz; = L;) miZzeme
(2.24) prepsat jako rovnost kvadratickych forem:

(2.25) d*f(a) = O f

2.91 Poznamka.
(i) Druhd derivace f"(a) je vZdy (existuje-li) symetrickd bilinedrni forma. Pokud
0
totiz f"(a) existuje, pak proh :=e; (1 <k <n)méad,f = an diferencial

v bodé a, takze podle Véty 2.85 dostédvame, ze parcidlni derivace druhého
rfadu funkce f v bodé a jsou zaménné.

(if) Kvili koliséni zapisu derivaci druhého ¥adu se Hessova matice ¢asto uvadi
v transponovaném tvaru; vzhledem ke své symetrii je to taZ matice.

Vysledek o druhé derivaci nyni snadno zobecnime na ptipad k-té derivace.
2.92 Véta. Necht k € N, G C R je oteviend mnozina a f € C*(G). Pak f*)(x)

a d* f(x) existuji v kazdém bodé x € G, f*)(z) je symetrickd k-linedrni forma na
R™ a kdykoliv
oM = (vgl),...,vg)), o) = (vyc), e ,v(k)) a h=(hi,...,hyn)

n

jsou vektory z R"™, pak

(2.26) F® (2) (0D, W) = i _ @) O I O BN L)

=1 8:Ui1 .. 8;3% i1 i2 i 0
n
9" f(z)
2.2 dk = ——————h;, -hiyy---hyy
( 7) hf(f) } Z . 8mi1 535% 1 2 k
VL geenylpp=
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Diikaz. Budeme postupovat indukei podle k. Pro & = 1 je tvrzeni okamzitym
dusledkem Véty 2.20 a Véty 2.10. Dale predpokladejme, ze k > 1 a véta plati pro
hodnotu £* = k — 1. Vime tedy, Ze pro z € G plati
FED @), o)
: O 1f(x) 2 k
= (dyxy 0+ odym) f (z) = Z mvé)“%}gk)’

02,0t =1

takze s pomoci toho, ze f € C*(G), Véty 2.20 a Véty 2.10 dostavame

- O f e W

n k—1
(1) o f ) ... (k)
B Z ll al'“ Z 8xi2 N Bx,k vZZ Ulk

i1=1 12,0 =

_ Z A0 S O S )
8:17“. .0z, * Via k

i1yeeip=1

Po dosazeni z do obou stran rovnosti dostavame vzorec pro O (@)D, ... vk

)
7 tvrzeni véty. Z ného pak okam7ité plyne vzorec pro df f(z). To, ze f)(z) je
symetrickd k-linedrn{ forma na R, plyne snadno z dokazaneho vzorce pro f¥)(x)
a 7 Véty 2.86 o zaméné parcidlnich derivaci vyssiho radu.

Neni tézké se presvédcit, ze vypocty z predchoziho dikazu ukazuji i to, Ze vzorce
(2.26), (2.27) plati, kdykoliv mé jejich leva strana smysl.

2.93 Pozndmka. Vzorec (2.27) lze upravit. S pomoci Poznamky 2.88 (a textu p¥ed ni) snadno

vidime, Ze ka#dy stitanec z (2.27) je roven hodnot& (h? :=1)
ok
(2.28) %(I)k CREL gk
oyt ... 0z
pro jisty multiindex (k1,...,kn) takovy, Ze k1 > 0,...kn >0 a k1 +...kn = k. Pomérné snadnd
k!
kombinatorickd Gvaha ukazuje, Ze hodnota (2.28) se rovna P . scitanciim v (2.27), takze
k!
(2.27) 1ze psat ve tvaru
k! 8" f(a)

df f(z) = SR LR

... ! k1 kn
k120, ke >0,k1 +...kn =k kil knl 927t ... 02y

ve kterém je (”+k 1 1) stitancll (viz Pozndmka 2.88). Stejny vzorec oviem dostaneme, pokud pravou
stranu rovnosti (viz Pozndmka 2.90)

k 0 k
ah1@) = (ot b5 ) [ (@)
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yformalng umocnime*, pfi¢emz s operatory (symboly) pracujeme, jako by $lo o redln4 &isla (a

2
soucin operdtord interpretujeme jako sklddani operdtoril). To je intuitivng , jasné“; pro formalni

diikaz 1ze uZit polynomickou vétu (kterd dava vzorec pro (a1 +---4ay)¥). Obecnd teorie, ve které
se s operatory po&itd jako s redlnymi &isly, se nazyva operdtorovy (d¥ive symbolicky) podet.

2.94 Poznamka. (o bodech existence f(¥) a d* f) Neni t&7ké dokézat, ze f*¥)(a)
existuje, pravé kdyZz vSechny parcidlni derivace funkce f aZz do fadu k& — 2 maji
totalni diferencidl na néjakém okoli bodu a a vS8echny parcialni derivace funkce f
fadu k — 1 maji totdlni diferencidl v bodé a. (Pfedpoklada se oviem, ze k > 2 a
parcidlni derivaci ¥adu 0 se rozumi funkce f.)

Jako dtisledek dostavame, ze pokud f(*) (a) existuje, pak f ma v bodé a viechny
parcidlni derivace az do fadu k a je tiidy C'*~2 na néjakém okoli bodu a.

Podle nasi definice diferencidl d* f(a) existuje, pravé kdyz existuje derivace
f®)(a). To plati i tehdy, pokud diferencial d* f(a) definujeme (p¥irozenéji) pravé
tehdy, kdyz funkce (dj o ---odp)f (sklddd se k-krdt) je definovdna v bodé a pro
kazdy vektor h € R¥. Ditkaz ([D II; Véta 200]) neni snadny.

Diferencialy vyssiho fddu budeme potifebovat pouze v dikazu Taylorovy véty
pro funkce vice proménnych a pii vySetfovani lokalnich extrémi, kde hraje zasadni
roli diferencial druhého radu.

Ptitom budeme pracovat s diferencialy vyssiho fadu slozené funkce; ovem jen
ve dvou velmi specidlnich pfipadech, které nyni vySetiime. (Pro obecny piipad viz
Priklad 3.44.)

2.95 Tvrzeni. Necht' p € N, G C R" je oteviend mnozina a necht f je redlng
funkce tridy C?(G). Necht dédle a € R*, h = (h1,...,hy) € R* a a < 3 jsou takovd
realnd ¢isla, 7e a +th € G pro kazdé t € («a, 3). Pak funkce ¢g(t) := f(a+th) ma v
kazdém bodé t € (a, B) derivaci fadu p a plati g'P) (t) = d}, f(a + th).

Diikaz. Dikaz provedeme indukei podle p. Je-li p = 1, miiZeme na slozenou funkci
g(t) = f(ar + thy,...,a, + thy) pouzit Vétu 2.54, takZe pro vSechna t € (a, )
dostavame

of of

"ty = 7— thy-hy + -+ —— th) - h, =d th).

§(8) = (@t th) - by + - (@t th) - by = dufla + th)
Nyni predpokladejme, ze p > 1 a tvrzeni ,plati pro p* = p — 1“. Polozime-li
f* o= df;lf, pak z vyjadieni diferencidlu (zde ¥addu p — 1) pomoci parcidlnich

derivaci (Véta 2.92) vidime, ze f* € C'(G@). Oznacime-li g* := f*(a+th), indukéni
piedpoklad davé g*(t) = g~V (t) pro t € (a, ). Uzijeme-li nase tvrzeni na f* pro
(jiz dokdzany) p¥ipad p = 1, dostadvame

9P () = (") (t) = dnf*(a+th) = du(d~" f)(a+th) = d} f(a + th).
2.96 Tvrzeni. Necht H C R¥, G C R" jsou oteviené mnoziny, f:G — R

ap=1(p1,...,0n): H— R" jsou tiidy C? a plati o(H) C G. Necht a € H a pred-
poklddejme, Ze bod b := p(a) je staciondrnim bodem funkce f. Pak pro sloZenou

93



2. Diferencidlni poclet funkci vice proménnych

funkci g := fop (tj. g(t) = f(p1(t),...,en(t))) plati rovnost kvadratickych forem

n 62f
5. D) den(a) dpy (@)

d*g(a) =

pg=1

Diikaz. Podle Véty 2.76 je funkce g tiidy C2 na H, takze podle Véty 2.92 d2g(a)
existuje a pro kazdé h = (hi,...,hi) € R¥ plati

E
atiatj

dig(a) =

i,j=1

(a) hzh]

Podle Véty 2.54 o derivaci slozené funkce a vzorce pro parcidlni derivaci souctu a

soucinu funkei (viz Poznamka 2.4) dostavame pro i,j = 1,...,k a t € H rovnosti
dpq
Z oz, (pr(t ---,wn(t))a—tj(t),
&g - a‘Pp Dpq of ‘Pq
T g (Z 5o P B0 52 0) + 5 (1) g E ) ).

ProtoZe predpoklddame, Ze b = ¢(a) je staciondrni bod f, dostdvame

" 9%f acpp Oy
6t 6t Z axpaxq ) ar @ B (@

a tedy také

Z Z <8x:69:q aa% (@) ?‘)fq( )> hih;

3,j=1p,q=1

>

k

vy doq

—(a)h; —(a)h;
s (32 o) (32 G
p,q=1 1
Tim je ditkaz proveden.
2.97 Poznamka. Ukéazali jsme, Ze ve velmi specidlnim ptipadé plati jakasi ,in-
variantnost formy druhého diferencidlu® (srov. (2.25)). Z dikazu je také patrno, 7e
obecné tato ,invariantnost“ neplati (srov. Piiklad 3.44).

2.98 Véta. (Taylorova véta s Lagrangeovym tvarem zbytku)  Necht jsou ddna
celd ¢&isla p > 0, n > 0, oteviena mnozina G C RP a funkce f € C"t1(G). Necht
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a € G,z € G,a # = a necht G obsahuje uzavienou tsecku ax. Pak existuje bod &
tvaru € = a+ 6(x — a), 0 € (0,1), takovy, Ze

1
+Z I dy_,f(a) m?éf@)
Polozime-li h := x — a, miZeme ekvivalentné psat

flat ) = @)+ g (b o Ry ) £+

8—
1 o \"
—,< m+h”8—xp> fla)+
1 o o \"
+m<hla—xl+"'+h1)a—%> f(a+0h)

Diikaz. Polozme g(t) := f(a + th). ProtoZe zobrazeni p:t — a + th je spojité,
©(0) = a, p(1) = x a G je oteviend, ziejmé existuje interval (o, 3) D [0, 1] takovy,
Ze a+th = p(t) € G pro kazdé t € (o, 8). Z Tvrzeni 2.95 dostavame, Ze pro kazdé
ke{l,...,n+1} at € (a,p) plati

(2.29) g®(t) = df f(a +th).

Podle Taylorovy véty s Lagrangeovym tvarem zbytku pro funkce jedné proménné
(viz [D 1], Véta 153) existuje ¢islo 8 € (0,1), pro které

g (’““)(9)
)+ Z RS

Protoze g(0) = f(a) a g(1) = f(z), podle (2.29) plati

a)+ ) %d’;_af(a) + (ni o LAt fa+ 6h),
=1

takze staci polozit & := a + 0h.

Polynom p proménnych
T7{7a( = + Z Ed’; a a

budeme nazyvat Tayloriv polynom n-tého tadu funkce f v bodé a. P¥i uZziti této
terminologie ma vzorec z Véty 2.98 tvar

@) =TI (@) + 21O
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2.99 Poznamka. Nekdy se definuje dY f(a) := f(a); pii této Gmluve lze psét
TH(2) = Yo wdh of(a).

Nésledujici véta ukazuje, ze Tayloriiv polynom T>% velmi dobte aproximuje
funkci f v blizkosti bodu a, je-li f na néjakém okoli bodu a dostatecné hladka.

2.100 Véta. (Taylorova véta s Peanovym tvarem zbytku)  Je-li funkce f tridy C™
(n > 1) na ndjakém okoli bodu a € RP, pak

fl@) =T) @) + oz —al), = —a.
Dikaz. Zvolme 6 > 0 tak malé, aby funkce f byla tfidy C™ na G := Us(a).

UZijeme-li pfedchozi vétu pro ,n* = n—1“, dostavame, Ze pro kazdé r € G existuje
bod & = &(z) € ax \ {a,z} takovy, ze

flz) =TI (@) + ,dZ f(©).
Podle definice Taylorova polynomu

T (x) = Ty (2) + — Lar 1),

' r—a

takze odectenim rovnosti dostavame

C(a) = f(z) =T (2) = ,(d" f(©) —d7_,f(a)).

n:

Oznadime-li jesté h = (h1,...,hp) = & — a a pouzijeme Vétu 2.92 o vyjadreni
n-tého diferencidlu pomoci parcialnich derivaci, dostavame

p
Z (fir,osin (&) = fir,.in(@)) hiyhiy -+ D,

C 1 z

DA < i 30 Ui (€)= Fvi, @1 i s | <
21 yeeeyln 1 )

<— D finin 6@) = fir, i (a)].

i1 yeenrin
Protoze vSechny funkce f;, . ; jsou spojité v bodé a a lim,_,, &(z) = a, podle

Véty 1.40 o limité slozené funkce dostavame lim,_,, |C(z)| - ||z — a||™™ = 0, tj.
f(x) = TH%(z) = o(||]x — al|?), = — a, coz jsme chtéli dokazat.
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2.101 Poznamka. Piedpoklad piredchozi véty lze zeslabit — staci predpokladat,
7e existuje f(™ (a) (viz [D II], Cvienf 2-4 za Vétou 203). Pro pifpad funkef jedné
proménné je to zndmo 7z prednasek pro 1. ro¢nik (srov. [D I], posledni tivaha kap.
XI).

2.8 Lokalni extrémy

2.102 Definice. (lokélni extrém)  Necht f je funkce n proménnych. Rekneme, Ze
f ma v bodé a lokdlni mazimum, existuje-li 6 > 0 takové, Ze pro kazdy bod

x € Us(a) \ {a} plati f(z) < f(a). Lze-li nerovnost f(xz) < f(a) nahradit do-
konce ostrou nerovnosti f(x) < f(a), fekneme, Ze f md v bodé a ostré lokdlni
maximum. Zcela obdobné definujeme pojmy lokalniho minima i ostrého lokalniho
minima funkce.

Je vhodné jiz zde definovat obecnéjsi pojem relativniho lokalniho extrému, kte-
rym se v8ak budeme podrobné zabyvat az pozdéji.

2.103 Definice. (relativni lokdlni extrém)  Necht je ddna redlnd funkce n promén-
nych f, mnozina M C R® a bod a € M N D;. Rekneme, 7e f md v bodé a
lokdlni mazimum vzhledem k mnoZiné M, existuje-li 6 > 0 takové, Ze pro kazdé
x € (Us(a) \ {a}) N M plati f(z) < f(a). Lze-li nerovnost f(z) < f(a) nahradit
dokonce ostrou nerovnosti f(z) < f(a), fekneme, Ze f md v bodé a ostré lokalni
maximum vzhledem k M. Zcela obdobné definujeme pojmy lokdlniho minima i
ostrého lokalniho minima funkce vzhledem ke mnoziné.

2.104 Poznamka.

(i) ,,Lokalni extrém* je spole¢ny nazev pro lokdlni maximum a lokalni minimum.
(i) Je-li @ vnit¥nim bodem mnoziny M, pak pojem lokélniho extrému vzhledem
k mnoziné M ovSem splyva s pojmem lokalniho extrému.

Zakladni nutnad podminka pro lokalni extrémy funkci vice proménnych snadno
vyplyva z prislusné nutné podminky pro funkce jedné promeénné.

2.105 Véta. Necht funkce n proménnych f ma v bodé a € R™ lokalni extrém.
Potom plati:

of
&m

0
(i) Je-lii € {1,...,n} a existuje parcialni derivace —f(a), pak (a) = 0.

&m
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2. Diferencidlni poclet funkci vice proménnych

(ii) Mé&-Ii funkce f diferencial v bodé a, pak bod a je staciondrnim bodem funkce

f. tj- df(a) = 0.
Dikaz. Necht a = (a1,...,a,) a je ddno i € {1,...,n}. Snadno vidime, Ze par-
cidlni funkce ¢ = f(a1,...,ai—1,,0i41,---,an) Ma v bodé a; lokdlni extrém,
takze nutné (srov. [D I], Véta 140) ¢'(a;) = (a) = 0. Tim je dokdzano tvrzeni

8a:i

(i); z n&j pak okamZité plyne tvrzeni (ii).

Pii hledani lokalnich extrému funkce f tedy staci vySetfovat jeji stacionarni
body a body, ve kterych f nemad diferencial.

O tom, zda ve svém stacionarnim bodé a ma funkce f lokalni extrém, miazeme
¢asto rozhodnout pomoci druhého diferencidlu d?f(a).

Pro diikaz piislusného vysledku potifebujeme néktera fakta o kvadratickych for-
mach. Nejdiive pfipomenme, %e funkce Q(z) na R™ je kvadratickd forma, pravé
kdy?z ji lze psat ve tvaru

n
Q(:E) = Z AijTixj, kde aij € R a z= (:El,. .. ,:En).
i,j=1

Kazd4 kvadratickd forma je zfejmé homogenni funkce stupné 2, tj. Q(tx) =
t2Q(z) kdykolivz € R" at € R.

Je-li Q(x) > 0 pro vSechna 0 # x € R", nazyva se kvadratickd forma pozitivng
definitni. Plati-li Q(x) > 0 pro vSechna z a Q(z) = 0 pro néjaké z # 0, ¥ikdme, Ze
Q@ je pozitivné semidefinitni.

Obdobné se definuji pojmy negativné definitni a negativné semidefinitni kvad-
ratické formy.

Existuji-li z € R*,y € R” takové, ze Q(z) > 0 a Q(y) < 0, nazyva se @
indefinitni kvadraticka forma.

Pro kvadratické formy na obecném vektorovém prostoru (srov. [Be], [Bi]) se
jejich , definitnost“definuje zcela analogicky.

2.106 Poznamka. Terminologie kolisd; nékdy se pozitivné semidefinitni formou
rozumi forma, kterd je vSude nezdpornd.

Linearni algebra zna rtzné metody, jak urcit, kterého z téchto typu je dana
kvadratickd forma na R™. Jedna elementérni metoda je vylozena v [D II] (za Vétou
216). Znamé Sylvestrovo pravidlo ([Bi, Dusledek 13.17.]) udéva jednoduchou nut-
nou a postacujici podminku pro to, aby kvadraticka forma byla pozitivné definitni
(vSechny hlavni subdeterminanty jeji matice jsou kladné).

2.107 Lemma. Necht kvadraticka forma ) na R" je pozitivné definitni. Pak
existuje redlné ¢islo K > 0 takové, e Q(h) > K]||h||*> pro kazdy bod h € R™.

Diikaz. ProtoZe jednotkovd (eukleidovskd) sféra S := {z € R™: ||z|| = 1} je
uzaviend a omezend, a tedy kompaktni, a funkce @) je zifejmé spojitd na R™, nabyva
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@ na S svého minima. Protoze @ je pozitivné definitni a 0 ¢ S, je nutné K :=
min{Q(h): h € S} > 0. Pro h # 0 tedy mame

Q) =@ (Il ) = 1PQ () > Kl

Protoze Q(0) = 0 = K||0]|?, je dfikaz proveden.

Nyni jiz mtzeme dokazat hlavni vétu o lokdlnich extrémech, kterd mj. udava
postacugict podminky pro lokalni extrémy.

2.108 Véta. (lokilni extrémy a druhy diferencidl)  Necht funkce n proménnych f
je tridy C? na néjakém otevieném okoli bodu a € R*. Necht a je staciondrni bod
funkce f. Polozme

0% f(a)
6$i6xj

Q(h) =djf(a) =)

ij=1

hih;.

Pak plati:

(i) Je-li kvadratickd forma @ pozitivné definitni, ma funkce f v bodé a ostré
lokalni minimum.
(i) Je-li Q) negativné definitni, ma funkce f v bodé a ostré lokdlni maximum.
(iii) Je-li Q) indefinitni, pak f nemd v bodé a lokdlni extrém.

Diikaz. Protoze a je stacionarni bod funkce f, je df(a) = 0. Podle Taylorovy véty
s Peanovym tvarem zbytku (Véta 2.100)

Flath) = f(a) = 5Q() +o (IA?), h—0.

Jinymi slovy, pro funkci n danou pfedpisem n(h) := f(a +h) — f(a) — % (h) plati
limp,0 n(h) [|A]| =2 = 0.

Predpoklddejme nyni, ze @ je pozitivné definitni. Podle Lemmatu 2.107 mtzeme
zvolit K > 0 tak, aby platilo Q(h) > K]||h|*. Plat{ tedy

fla-+1) = @) > GRIAE 400 = [ (5 -+ nmla]2).

Protoze

1 L\ 1
tim (3 + a0l 2) = 35 >0,

existuje § > 0 takové, ze f(a + h) — f(a) > 0, kdykoliv 0 < ||| < §. Funkce f mé
tedy v bodé a ostré lokalni minimum.
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Je-li Q negativné negativni, pak polozime f* := —f a Q* := d>f*(a). Protoze
Q* = —Q je pozitivné definitni, ma funkce f* v bodé a lokalni minimum a tedy f
mé v a lokdlni maximum.

Je-li Q indefinitni, miizeme zvolit hi, hs € R tak, ze Q(h1) > 0 a Q(h2) < 0.
Pak pro t # 0 mame

_ 1 42 1 n(th) 2
fla+th) = @) = 3Q(eh) +alth) = (3Q0) + 250 g 7).

Protoze pro t — 0 mé vyraz v zavorce limitu £Q(hy) > 0, existuje § > 0 takové, ze
fla+thy) — f(a) > 0 pro kazdé ¢t € (—4,06) \ {0}. Snadno tedy vidime, Ze f ma v
bodé a ostré relativni lokdlni minimum vzhledem k pfimce {a + thi: t € R}. Zcela
obdobné dostavame, ze f ma v bodé a ostré relativni lokalni maximum vzhledem
k pfimce {a + thy: t € R}. Proto je zfejmé, 7e f nemé v bodé a lokalni extrém.

2.109 Poznamka.

(i) Pokud je @ semidefinitni kvadratickd forma, nemtZeme obecné usoudit,
zda f ma v bodé alokdlni extrém; to jiz zndme v pripadé funkce jedné pro-
ménné (kdy jde o pfipad f'(a) = f"(a) = 0). K dalsimu vySetfovani ,semide-
finitniho pfipadu® pomoci Taylorovy véty bychom potiebovali znat derivace
vyssich radu.

(ii) Diikaz pro ,indefinitni pfipad“ jsme mohli vést uzitim Tvrzeni 2.95 na funkce
91(t) = fla+thy), g2(t) = f(a + th2) a aplikaci véty o souvislosti lokélnich
extrému a druhé derivace pro funkce jedné proménné. P¥imocaré uziti této
metody na ,definitni pripad*“ selhdva. To ilustruje nasledujici priklad.

2.110 Pfiklad. Necht f(z,y) = 1, pokud y # 2%, £(0,0) =0 a f(z,2%?) = —1 pro
kazdé =z € R\ {0}. Je snadno vidét, ze f méa v bodé (0,0) ostré relativni lokalni
minimum vzhledem k libovolné piimce prochézejici bodem (0, 0), ale nemé v bodé
(0,0) lokaln{ extrém.
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OBR. 2.8.

2.9 Véta o implicitnich funkcich

Necht g(z,y) je funkce dvou proménnych a uvazujme rovnici

(2.30) gz,y) = 0.

Ptejme se, zda z rovnice (2.30) 1ze ,,jednoznaéné vypoditat y pomoci z*. Je-li tomu
tak, fikdme, Zze takto zadand funkce y(z) je implicitné zaddna rovnici (2.30). Ji-
nymi slovy a presnéji: (2.30) povaZujeme za rovnici s parametrem z a nezniamou
y; implicitné zadané (,implicitni*) funkce y(z) pak vyjadiuje zdvislost (jediného)
korene y na parametru z. Jejim defini¢nim oborem je ovSem mnozina parametri z,
pro které mé (2.30) FeSeni.

Je-li naptiklad g(z,y) = 42> + 2y, potom pro kazdy parametr z € R existuje
pravé jeden kofen y(x) = —2x2; rovnici (2.30) je tedy implicitné zadana funkce
= =222, zeR

Je-li viak g(z,y) = z® + y? — 1, pak rovnici (2.30) neni implicitné zad4na
7adn4 funkce: pro kazdy parametr z € (—1,1) m4 totiz rovnice (2.30) dva kofeny
y = +v1— 22

Podivame-li se na problém geometricky, vidime, Ze rovnice (2.30) jednozna¢né
urcuje ,,implicitni funkci pravé tehdy, kdyZ mnoZina

Ng = {(xay) g(f,y) = 0}

je grafem funkce. V poslednim piipadé N, grafem funkce neni; ptejme se tedy, zda
N, je aspon ,lokdlné grafem funkce®. Presnéji: pro které body ¢ € N, existuje okoli
U = Us(c) takové, ze Ny N U je grafem funkce? Na obr. 2.8 vlevo vidime, Ze to je
pravda pro ¢ = e, ale ne pro ¢ = d. Po kratké avaze vidime, Ze to plati pro vSechny
body ¢ € N, s vyjimkou bodt (—1,0) a (1,0).

Zd4 se tedy, ze pro ,,vétdinu péknych funkci“ g by odpovéd na nasi otdzku mohla
byt kladna pro ,,vétsinu“ boda ¢ € N,. Uvedme pro to jesté ,algebraicky divod“:

Je-li ¢ = (xo,y0) € Ny, mé rovnice g(zo,y) = 0 kofen yo. Ze zkusenosti vime,
ze ,,vétsina obvyklych rovnic“ ma jen koneéné mnoho kotent, takze je ,dosti vé-
rohodné“, Ze existuje A > 0 takové, Ze v intervalu (yo — A,y + A) tato rovnice

101



2. Diferencidlni poclet funkci vice proménnych

pouze koten yo. Pokud plati, ze 6%—(;) = (g(zo,-)) (yo) # 0, pak existenci takového
A > 0 snadno umime dokézat: parcidlni funkce g(zo,-) je pak totiz v bodé yo
rostouci nebo klesajici. Zda se také, ze pro ,,pékné“ funkce g bude mit velmi mald
zména parametru jen maly vliv na feSeni rovnice, takze pro parametry z velmi
blizké parametru zo bude mit rovnice (2.30) v néjakém okoli bodu yo také pravé
jeden koten.

V&imnéme si jesté vyjimecnych bodi (—1,0), (0,1) z pfedchoziho piikladu: jsou

to jediné dva body (z,y) € N, ve kterych je ngz’y)
9g

jiz uvazovana podminka % # 0 mif{ k podstaté problému.

= 2y nulova. Zda se tedy, ze

Uvedme je§t8 heuristickou Gvahu naznacujici, Ze hladkd ,vazbovd funkce“ g(z,y) by méla

X«

yzpravidla® rovnici (2.30) ,,lokdln&* definovat hladké ,implicitn{ funkce®: Ztotoznime-li body (z, y)
a (z,y,0), pak Ng je priinikem hladké plochy o rovnici 2z = g(z,y) a roviny o rovnici z = 0.
Je tedy piirozené ocekavat, ze Ny bude hladka kiivka. Hladka kiivka pak byva obvykle ,lokalné“

grafem hladké funkce.

2.111 Poznamka. Tradi¢ni termin ,implicitni funkce“ neoznacuje ovem vlastnost
této funkce, ale hovoii o zpiisobu, jakym byla funkce zadana (nikoliv ,explicitné
vzorcem*, ale ,implicitné rovnici“).

Pokud uvazujeme rovnici g(xi,...,Z,,y) = 0 s nezndmou y a s n parame-
try, je situace zcela analogickd. NaSe neptesné uvahy jiz tedy castecné predjimaji
nasledujici vétu.

V ni uvazujeme na vsech eukleidovskych prostorech mazimovou metriku; spe-
cidlné Us(x) := Ug°(x). Pro z = (z1,...,2,) € R* a y € R ztotozhujeme bod
(z,y) € R* x R s bodem (z1,...,%,,y) € R** L. Plati tedy

Us(z,y) = Us(z) x Us(y) =
=(zy —6,x1+0) X - X (xp —6,zn+0) X (y—d,y+9).

Tvrzeni véty je znazornéno na obr. 2.8 vpravo.

2.112 Véta. (o implicitni funkci)  Necht n, p jsou prirozend ¢isla, a € R", b € R a
g(z1,...,2n,y) = g(x,y) je funkce (n + 1) proménnych. Necht déle plati:

(i) Rovnice g(z,y) =0 je splnéna prox =a € R* ay =b € R (tj. g(a,b) =0).

(ii) Funkce g je t¥idy CP na néjakém otevieném okoli V bodu ¢ := (a,b) € R**1.

(iii) Z—Z(c) # 0.

Pak existuji ¢isla 6 > 0 a A > 0 takova, ze plati:

(a) U(;(a) X UA(b) cV.

(b) Pro kazdy bod x = (21, ...,2,) € Us(a) = (a1 =9, a14+0) X - - X (an—6, an+9)
existuje v intervalu (b — A, b+ A) pravé jedno ¢islo y =: f(z), pro které je
splnéna rovnice g(x,y) = 0.

(c) Takto definovand funkce f je tiidy C? na svém definicnim oboru Us(a).
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OBR. 2.9.

2.113 Poznamka. Tvrzeni véty o implicitni funkci 1ze formulovat riznymi zpt-
soby. Naptiklad misto dvou tvrzeni (b) a (c) lze psat struéné pouze
(d) Mnozina {(z,y) € Us(a) x Ua(b): g(z,y) = 0} je grafem funkce, kterd je
t¥idy CP na Us(a).
Tvrzeni (d) lze ekvivalentné formulovat také takto:
(d*) Existuje funkce f:Us(a) — R t¥idy CP? takova, ze (pro kazdy bod (z,y) €
R™*1) plati ekvivalence

(x €Us(a) N ye (b—Ab+A) A g(z,y) =0) <= y=f(z).

Nékdy se také vynechava tvrzeni (a); tim se dostane ,forméalné slabsi“ véta, z
které 1ze v8ak snadno odvodit vétu ve vySe uvedené formé.

Dukaz Véty 2.112 provedeme ve 4 krocich.
V 1. kroku dokéZeme, Ze z pfedpokladil véty plyne jeji tvrzeni bez bodu (c). Bez

1jmy na obecnosti miiZeme predpokladat a—g(c) > 0 (v opatném piipadé bychom

mohli polozit g* := —g a Fesit rovnici g*(z,y) = 0, ktera je ekvivalentni s rovnici

g(z,y) = 0). Protoze funkce 8_g je spojitd na V, mtzeme najit A > 0 takové, 7e
Y

Usa(c) = Usaf(a) x (b—2A,04+2A) CV a g—z(z) > 0 pro kazdy bod z € Uza(c)
(srov. obr. 2.9).

7 véty o souvislosti znaménka derivace a monotonie funkce jedné proménné pak
vyplyvé, Ze pro kazdé x € Ua(a) je parcidlni funkce g(z,-) rostouci na intervalu
(b—2A,b+2A). Speciélné plati, ze g(a,b+ A) > 0 a g(a,b— A) < 0. Ze spojitosti
funkce g v bodech (a,b+ A) € V, (a,b— A) € V plyne existence ¢isla 0 < § < A
takového, ze g(z,b+ A) > 0 a g(z,b — A) < 0 pro kazdé z € Us(a).

Zvolme nyni libovolné z € Us(a). Protoze funkce g, := g(x,:) je spojitd a
rostouci na intervalu [b — A, b+ A], pficemz g,(b — A) < 0, g.(b+ A) > 0, existuje
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v intervalu (b — A,b+ A) pravé jedno ¢islo y =: f(z), pro které plati rovnost
9:(y) = g(z,y) = 0. Dokézali jsme tedy, Ze z predpokladi véty plyne existence ¢isel
0 >0, A > 0, pro ktera plati (a) a (b).

Ve 2. kroku pouzijeme pravé dokazané tvrzeni k ditkazu, Ze vyse nalezena funkce
f(z) je spojita na Us(a). Zvolime tedy libovolné a* € Us(a) a € > 0. (Je vhodné
si kreslit obrézek, na kterém jsou znézornény body a okoli, nikoliv vsak funkce.)
Pot¥ebujeme nalézt okoli W bodu a* takové, 7e | f(z)— f(a*)| < € pro kazdé x € W.
Oznalme b* := f(a*), zvolme 0 < n < € takové, Ze Uy(a*,b*) C Us(a) x Ua(b) a
poloZzme
V* =U,(a*,b*). Pak ziejmé g(a*,b*) =0, g je t¥idy CP na okoli V* bodu
¢ = (a*,b*) a 8—9(0*) # 0. Podle 1. kroku existuji ¢isla 6* > 0, A* > 0 takova,
ze /

Us-(a*) x Ua«(b*) C V* (tj. 6* < n, A* < n) a pro kazdé z € Us-(a*) existuje v
Ua-(b*) pravé jeden bod y, pro ktery plati g(z,y) = 0. Protoze z € Us: (a*) C Us(a)
ay € Ua«(b*) C Ua(b), je podle definice funkce f nutné f(z) = y. Protoze y €
Uax(b*) C Us(b*), dostavame | f(z) — f(a*)| < €. Staci tedy polozit W := Us«(a*).

Ve 3. kroku dokaZzeme i tvrzeni (c) v pfipadé, Zze p = 1. Pfedpoklddame tedy, ze

g je t¥idy C' na V a chceme dokdzat, 7e f je tiidy C' na Us(a). Zvolme libovolné

o}
x € Us(a), 1< i< n a poditejme Bf (z), tj. limitu
-

(3

i £+ he) = f(a)

h—0 h

Ziejmé existuje hy > 0 takové, 7e x + he; € Us(a), kdykoliv 0 < |h| < hyg; jedno
takové h uvazujme. Polozme u := (z, f(z)), v = v(h) := (x + he;, f(z + he;)).
Podle definice funkce f plati g(u) = g(v) = 0. ProtoZe oba body u,v leZi v ote-
viené konvexni mnoziné Us(a) x Ua(b) a g je tiidy C! na této mnozing, podle véty
o prirtistku funkce (Véta 2.60) existuje bod & = ¢(h) € v \ {u, v}, pro ktery plati

0=g(v) —g(u) = (grad g(&(h)), (hei, f(z + he;) — f(x))) =

_ 9y dyg N
= S €N+ ZEW) TG+ hep) - F(2))

Po tpravé dostavame

flz+he) - fz) e (En)

h 2 (&(h))
ProtoZe f je spojitd v bodé z, plati limp_,o v(h) = u a tedy i limp_,0 £(h) = u. Ze
dg 0O
spojitosti funkei (‘)ai] , a—z v bodé u = (z, f(z)), véty o limité sloZzeného zobrazeni
i

(Véta 1.40) a véty o limité podilu funkci dostavame

Of . flathe)—fz) _ g f(@))
(231 A i R ETET
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Protoze funkce @, 99
ox;’ Oy

h:Us(a) — Us(a) x Ua(b) je spojité zobrazeni, dostavame, ze kazd4a z funkci

jsou spojité na Us(a) xUa (b) a zobrazeni h(z) = (z, f(z)),

of
8:171',

i=1,...,n, je spojitad na Us(a), takze f je tiidy C' na Us(a).
Ve ¢tvrtém, poslednim kroku dokéZeme platnost (c) v p¥ipadé p > 1. Necht
V (k) je vyrok, ze f je t¥idy C* na Us(a). Ve 3. kroku jsme dokézali, 7e plati V (1).
Predpoklddejme nyni, Ze V (k) plati pro néjaké pfirozené ¢islo k < p. Pak je i
dg 0
zobrazeni h(z) = (z, f(z)) tiidy C* na Us(a). Protoze funkce 6—5, a—z jsou t¥idy
CP~! (atedy i t¥idy C*) na Us(a) x Ua(b), rovnost (2.31) a Véta 2.76 (o sklddani

0
zobrazeni t¥idy C*) dav4, ze funkce o i=1,...,n, jsou tiidy C* na Us(a).
€T

Plati tedy V(k + 1). Indukci pak snadno dostdvdame, Ze plati V' (p).
Nyni uvazujme obecnéjsi pripad, kdy misto jedné rovnice je dano nékolik rovnic

gl(xla"'axnayla"'ayk) =0
(2.32)

gk(mla"'awnayla"'ayk) =0.

Povazujeme-li y1, ...,y za neznamé a x1,...,T, za parametry, jde o systém k
rovnic s £ nezndmymi a n parametry. NaSe zkuSenost s rovnicemi nam fika, ze
,2pomeérné ¢asto“ nastava pripad, ze k rovnic o k nezndmych mé praveé jedno reseni.
(Z linearni algebry je napf. dobfe znamo, kdy tento piipad nastivd pro systém

2N e

linedrnich rovnic.) Pokud tento p¥ipad jednozna¢né feSitelnosti nastava, je ke kazdé

n-tici parametra x1, ..., T, pritazena k-tice kofend yi, ..., yx; timto predpisem je
pak urceno k funkci o n proménnych yy (z1,...,2y),---,yr(T1,- .., Ty). Strucénéji:
z rovnic (2.32) jsme schopni jednoznaéné vypoéitat yi,...,yr pomoci x1,. .., Zg.

vvvvvv

plicitnich funkcich“, ktera ukazuje, Ze vysledek o jednoznacné fesitelnosti systému
linearnich rovnic se d4 do jisté miry zobecnit na nelinedrni ptipad, pokud jsou
vSechny funkce g1, ..., gr hladké. ,Davodem* je to, ze hladké funkce jsou ,lokalné
témér afinni“. PrisluSné véta ma ovSem nutné také lokalni charakter. Zakladni pod-
minkou bude - stejné jako v teorii linedrnich rovnic - ,,podminka regularity*, ktera
pozaduje, aby jistd matice byla regulérni.

2.114 Véta. (klasicky slozkovy zapis véty o implicitnich funkcich)  Necht n, k,p
jsou prirozena cisla. Predpokladejme, Ze:
(i) Je ddn bod ¢ = (ay,...,an,b1,...,b;) € R*** a k funkcin + k proménnych
gl(xla' Ty Y1y - - 7yk)7' s 7gk(x17' Ty Y1y - - 7yk)7

které jsou tridy CP na néjakém otevieném okoli bodu c.
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(ii) Rovnice

gl(mla---awnayla"'ﬂyk) =0

(2.33)
gk(xla"'axnayla"'ayk):0
jsou splnény pro (x1,...,Tn, Y1, Yk) = (@1, ., Gn,b1,...,bE) = c.
(i)
991y ... Y0y
oy Ok
g2 g2
D(gla"'agk) 8_(0) —(C)
—(c) = Y Oy 0.
D(yla'-'ayk)() : : ;é
Ay, g
o (¢) ... 0 (c)

Pak existuji ¢isla 6; > 0, §o > 0 s témito vlastnostmi:

(a) Pro kazdy bod (z1,...,z,) takovy, Ze
|T1 —a1] < 01, |Tn —an| < 01
existuje pravé jeden bod
(y1,--yk) = (fil@1, .o mn)s oy fe(m1, -0 ),

pro ktery plati nerovnosti |y; — b1| < da2,...,|yr — br| < d2 a rovnice (2.33).
(b) Takto definované funkce fi(z1,...,Zpn),..., fx(z1,...,2,) jsou tridy CP na
intervalu (a; — 01,a1 + 01) X -+ X (an — 01, an + 01).

Dfive nez vétu o implicitnich funkcich dokdzeme, uvedeme ji jesté v jiném,
,bezslozkovém“ tvaru.
2.115 Véta. (moderni zapis véty o implicitnich funkcich)  Necht n, k,p jsou pri-
rozena ¢&isla; na prostorech X = R*)Y = RF X x Y = R"t* uvazujme maximovou
normu || - ||eo- Predpoklddejme toto:
()" Je ddno zobrazeni gzX x Y do Y, které je tiidy CP na néjakém otevieném
okoli bodu ¢ = (a,b) € X x Y.
(ii)" g(a,b) = 0.
(ii1)* Parcidlni diferencial g,(c) = (g(a,+))'(b) je linedrni bijekce Y na Y.
Pak existuji ¢isla 6; > 0, § > 0 s témito vlastnostmi:
(a)" Existuje zobrazeni f:Us, (a) — Us,(b), pro které plati ekvivalence

(9(z,y) =0 A (z,y) € Us, (a) x Us, (b)) =y = f(x).

(b)* Toto zobrazeni f je tiidy CP na Us, (a).
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Je snadno vidét, Ze pokud polozime g :=(g1,...,9%), f = (f1,---, fx),
a = (ai,...,ag), b := (by,...,by), jsou podminky (i)*, (1), (iii)*, (a)*, (b)" po-
fadé ekvivalentni s podminkami (i), (ii), (iii), (a), (b).

V této moderngjsi formulaci (p¥i vhodném zobecnéni pojmi derivace a zobrazeni
tiidy CP) véta plati i v piipadg, ze X,Y jsou obecné (nekoneéné dimenziondlni)
Banachovy prostory (viz Véta 3.52).

Diikaz. Idea klasického diikazu je prirozena a elementarni; postupujeme znamou
dosazovaci metodou. Z posledni rovnice systému (2.33) vypocitame (,,lokalné“) ne-
znamou y pomoci ostatnich neznamych y1,...,yr—1 a parametri xi,...,xn; k
tomu podle Véty 2.112 potfebujeme védst, ze %(c) # 0, coz lze zafidit pripad-
nym piecislovanim funkci gy, ..., gr. Kdyz toto vyfédfeni dosadime do predchozich
k — 1 rovnic, dostaneme systém k — 1 rovnic o k¥ — 1 nezndmych a n paramet-
rech. Abychom mohli postupovat stejnym zptisobem déle, potifebujeme dokézat,
ze vznikld soustava rovnic opét spliiuje podminku regularity (iii). Tento krok si
podstatné usnadnime, uvédomime-li si, ze tvrzeni véty sta¢i dokdzat, zaménime-li
podminku regularity (iii) silnéjsi podminkou:

dgi , \\" dgi
(i4)s Matice ( Ji (c)> je jednotkova; tj. =2 (c) = &y;,
9y; i,j=1 dy;
(kde 6;; je Kroneckeriiv symbol). To je vidét z této jednoduché Gvahy: Ozna¢me
g == (g1,---,gr). Vime, ze L := (g(a,-))'(b) je linearni bijekce R¥ na R*. Polozme
nyni g* := L~! o g. Pak g* je ziejmé t¥idy C? na V, g*(c) =0 a

(97(a,)'"(b) = (L' 0 g(a,))'(b) = L™ o (g(a,"))"(b) = I,

kde I: R — R¥ je identické zobrazeni. Je tedy 5 ' (c) = §;;. Nyni si staéi uvédomit,
Yj

7e g(z,y) = 0 plati, pravé kdyz g*(z,y) = 0.

Zminénou dosazovaci metodu uplatnime tak, ze diitkaz provedeme indukci vzhle-
dem ke k. Nejprve pevné zvolime libovolna prirozend ¢isla p a n. Déale pro kazdé
pfirozené ¢islo k oznac¢ime symbolem V' (k) tvrzeni, Ze z pfedpoklada (i), (i), (ii7),
vyplyvé existence ¢isel §; > 0, o > 0 s vlastnostmi (a) a (b). Vime, Ze staci dokdzat
platnost V' (k) pro v8echna pf¥irozen k.

Je-li k = 1, pak (2.33) je pouze jedna rovnice g¢i(z1,...,%n,y1) = 0. Z pod-

0
minky (74i), plyne, Ze a—gl(c) = 1. Véta 2.112 o implicitni funkci pak okamzité dava
Y1
platnost V(1).

Nyni pFedpoklddejme, Ze je ddno p¥irozené ¢islo k > 1 a tvrzeni V(k — 1) plati.
Abychom dokézali V' (k), uvazujme systém rovnic (2.33) a pfedpoklddejme platnost
0
podminek (i), (ii), (ii4),. Protoze a—gk(c) =1#0, podle Véty 2.112 existuje funkce
Yk

n + k — 1 proménnych ¢ tfidy CP definovana na néjakém otevieném okoli bodu
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é = (ar,...,an,b1,...,bg_1) a oteviené okoli V bodu ¢ takové, Ze plati tato
ekvivalence:
(234) (gk(wla"'amnayla"'ayk):0 A (a:,y)GIN/) —

<~ yk:w(xla"'axnayla"'aykfl)-

Jsou tedy ekvivalentni nasledujici dvé podminky:
(A) (z,y) €V a jsou splnény rovnice (2.33).
B) yr=v(x1,-.-,ZTn,Y1,---,Yk—1) & je splnéna tato soustava k — 1 rovnic:

(235) hl(xla---7xn7y17"'7yk71) =
:gl(mla---7wn7y17---7yk—17¢(m17"‘7xn7y17"‘7yk—1)) :0

hkfl(xla' ey Ty Y1y - - 7yk71) =
= gk—l(wla' - Tns Y1, - 7yk—17,(/}(m17' - Tns Y1, - 7yk—1)) =0.
Protoze pro (z,y) = ¢ = (a,b) je splnéna leva strana ekvivalence (2.34), jeji
prava strana dava ¢ (¢) = by. Z Véty 2.76 snadno dostavame, Ze
(i) funkce hyq, ..., hp_y jsou tiidy C? na néjakém otevieném okoli bodu é&
a podle (ii) plati
(i) hi(é) =0,...,hg_1(¢) = 0.
Podle Véty 2.54 dostavame pro kazdé 1 <i,7 <k —1
ahié _ 99i c+%08_¢5
9y, dy; Ay~ 'Oy
. 0gi 0gi
Protoze podle (iit), je c)=0 a
5 (i) 5yk( ) dy;
YN hz ~ ..
=0d;, 1< <k-1.
(Z’LZ) ay] (C) 1] = ’La] =

(¢) = 0ij, mame

Na soustavu rovnic (2.35) miZeme tedy pouZzit indukéni predpoklad (platnost
V(k—1)) a dostaneme okoli W bodu ¢ a funkce @1 (21, ..., Zpn), - -+, Pk—1(T1,-- ., Tn),
které jsou tridy CP na néjakém otevieném okoli bodu a takové, 7ze nasledujici pod-
minky jsou ekvivalentni:

(C) (a:l,...,a:n,yl,...,yk_l) € W a plati (235),
(D) y1=p1(x1,-- -, Tn), s Yhe1 = Ph—1(T1, -, Tp)-

Uvédomime si jesté, ze pro kazdé dva body = € R* a y € R* je podminka
(1, Tn,Y1,---,Yk—1) € W ekvivalentni podmince (z,y) € W x R. Pak jiz
snadno dostavame, 7e (pro (z,y) € R***) plati tato ekvivalence:

(2.36) ((2.33) A (z,y) €V N (W x m)) =

— (D) AN yr=v%(@1, - Tn,01(T1,- - Tn), s Pr—1(T1, -, Tp))) -
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Podrobné zdivodnéni: Plati-li podminka nalevo, plati podminka (A) a tedy i (B). Proto plati také
podminky (C) a (D). Dosadime-li nyni rovnosti (D) do rovnosti yg = ¥(Z1,...,Tn,Y1s---sYk—1)s
dostavdme podminku napravo. Déle pFedpoklddejme, Ze plati podminka napravo. Po dosazeni (D)
do druhé &sti této podminky mame y, = Y(z1,..., Tn,Y1,---,Yk—1). Z (D) dostavame (C) a tedy
také (z,y) € W x R a (2.35). Vzhledem k rovnosti yr = ¥(x1,...,Zn,y1,...,Yr_1) dostdvime
(B) atedy i (A). Plati tudiz podminka nalevo.

Z ekvivalence (2.36) vidime, Ze ,,v blizkosti bodu ¢“ 1ze z rovnic (2.33) vypocitat
Y1, ---,Yr pomoci xy,...,2x,. Abychom v8ak dostali pfesné tvrzeni véty, musime
ucinit dalsf snadné, ale trochu nepiehledné tvahy:

Polozme U := V N (W x R); vidime, ze U je oteviené okoli bodu ¢ v R**¥,
Déle polozme

(T, xn) =@, T, e (T, Tn)y e PE—1(T1, -, Tn))-

ProtoZe pro bod (z1,...,%n,y1,..-,Yk—1) = (G1,...,0k,b1,...,bp—1) = € je spl-
néna podminka (C), je pro n&j (podle (ii)") splnéna i podminka (D), takze plati
p1(a) = bi,...,pp—1(a) = bg_1. Z Véty 2.76 o sklddani funkci t¥idy CP pak
snadno dostavame, ze @y, je tfidy CP na néjakém okoli bodu a. Polozime-li nyni
@ = (P1,-.-,0k), je p(a) = b a ¢ je tfidy CP na néjakém otevieném okoli Z C R"
bodu a. Ekvivalenci (2.36) mtZeme nyni pfepsat ve tvaru

(2.37) ((233) A (z,y) €eU) <= y=p).
Zvolme nyni §5 > 0 tak, aby
U52(C) = ng(a) X U52(b) cVU.

ProtoZe zobrazeni ¢ je spojité v bodé a, lze zvolit 4; > 0 tak malé, aby platilo
Us,(a) C ZNUs,(a) a ¢(Us, (a)) C Us,(b). Restrikce f := ¢ [y, (a) je pak zobra-
zeni f:Us, (a) — Us,(b), pro které ziejmé plati podminka (b)*. ProtoZe plati

Us, (a) x Us, (b) C U, z (2.37) okamzité vyplyvé platnost ekvivalence z (a)”.

2.116 Pozndmka. Intuitivné& je jasné, Ze ve vété o implicitnich funkcich ,juspofadani soutradnic
nehraje roli“, takze plati nasledujici tvrzeni:

Necht 1 < k < n jsou pFirozend Cisla a zobrazeni g = (g1,--.,9n_x) je tFidy C' na né&jakém
otevieném okoli V bodu ¢ € R™. Necht (i1,...,05,J1,---,0n—k) je DFerovndni cisel (1,...,n)
D(glz s agn—k)

(Tjrs- s Tjn_s)
okoli W bodu (cj, ,...,cj, _,) a zobrazeni f:U — W tridy C takové, Ze pro = = (z1,...,%n) €
R™ plati ekvivalence

takové, Ze (c) # 0. Pak ezxistuje oteviené okoli U bodu (c¢;y,...,c;, ), oteviené

(9(x) =0 A (®iy,...,x5,) EU AN (xj,...,x5, ,)EW) <= (xj,...,x5, )= f(Ti,...,T5).

Pro dtikaz stali ,,precislovat soufadnice “. Formélng: definujeme zobrazeni
s:R™ — R™ piedpisem s(x1,...,Tn) = (Tiy,...,Tip,Tjy,..., 25, _, ), PoloZime
g* :=gos~! apouZijeme V&tu 2.115 na feSeni rovnice g*(z) = 0.
2.117 Poznamka. Zavér Véty 2.115 o implicitnich funkcich, tj. tvrzeni, Ze existuji 41 > 0, 2 > 0,
pro kterd plati (a*) a (b*), je ekvivalentni nasledujicimu ,form4lng slab§imu tvrzeni:
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2. Diferencidlni poclet funkci vice proménnych

(S) Existuji otevi‘ené okoli W bodu ¢ a zobrazeni h z R™ do R* takové, %e h je t¥idy CP na
néjakém otevieném okoli bodu a a plati ekvivalence:
(9(z,y) =0 A (z,y) EW) <~ y=h(z).
Plati-li totiZ (S), lze snadno nalézt d2 > 0 tak malé, aby h bylo tf¥idy C? na Us,(a) a platilo
Us, (a)xUs, (b) C W.ProtoZe h je spojité v a, lze zvolit 0 < &1 < d2, pro které h(Us, (a)) C Us, (b).
Je snadno vidét, Ze pro tato d1, d2 plati (a*) i (b*).
Tuto Givahu, kterou jsme jiz vlastné provedli v predchozim diikazu, budeme jesté potiebovat.

Nékdy se ve formulaci véty o implicitnich funkcich uvadi také to, jak se pocita
diferencial implicitné zadaného zobrazeni f pomoci parcidlnich diferencialt ,,vaz-
bového* zobrazeni g. Tento vzorec nyni stru¢né odvodime, pricemz budeme uZivat
znaceni z predeslé véty.

_ D(gla s 7916)

B D(yla'-'ayk)
v bodé ¢; to vyplyva z vyjadreni determinantu pomoci slozek matice. Protoze

J(c) # 0, je jacobidn J nenulovy na n&jakém okoli Z bodu ¢. MiZzeme tedy zvolit
oteviené okoli U C Uy, (a) bodu a takové, ze w(x) := (z, f(x)) € Z pro xz € U.
Protoze g(z, f(x)) = 0 pro x € U, plati pro tato z podle Poznamky 2.58, (2.15)

(gow)'(z) = go (=, f(2)) + g, (w, f(x)) o f'(x) = 0.

Nejprve si uvédomime, Ze jacobidn J(x) (z) je funkce spojita

Protoze parcidlni diferencial g, (=, f(z)) je pro z € U linearni bijekce R" na R",
dostavame pro x € U vzorec

(2.38) (@) = = (g, (z, f(2))) ™" 0 g\, f(2)).

Derivaci f'(z) tedy umime spoéitat pomoci f(z) (tuto hodnotu jsme ovSem
schopni spoéitat ¢asto jen pro x = a). Vzorec (2.38), ktery jsme odvodili nep¥ili§
podrobné, si vSak neni nutno pamatovat. V ptipadech potieby jej snadno odvodime
a v konkrétnich pocetnich prikladech se neuziva: staci si pamatovat nasledujici
prirozenou metodu vypoctu.

Pro implicitné zadané zobrazeni f:Us, (a) — Us,(b), f = (fi,---, fk), z Véty
2.114 je na Uy, (a) splnéna rovnice g(z, f(z)) = 0, tj. je splnén systém k rovnic

gl(wla---7wnaf1(m1a"'7$n)7"'7fk(m1""7mn)) =0

g1, o, 1Ty, - Tn)y o, fR(T1, o xy)) = 0.

Funkce n proménnych stojici na levych stranach téchto rovnosti jsou tedy nulové
na Us, (a), takZe maji na této mnoZiné nulové vsechny parcidlni derivace.

Chceme-li vypocitat napiiklad gf (z) proi=1,...,k, derivujeme podle Fetiz-

kového pravidla levé strany rovnic podle z1, ¢imz dostaneme soustavu k rovnic o k
nezndmych (pro z € U nutné s regularni matici soustavy), kterou vyresime.
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Pro vypocet derivaci druhého fadu funkci f; pak staci derivovat nalezené vzorce
pro derivace prvniho fadu atd. Nejlépe je osvétlit véc na konkrétnim prikladu.

2.118 Priklad. UvaZujme systém t¥i rovnic
r=u+hnv y=v—Inu 2z=2u+2v.

Tyto rovnice (,,vazbové podminky“) jsou splnény pro (z,y,z,u,v) = (1,1,4,1,1).
Chépejme nyni z,y jako parametry a z,u,v jako nezndmé. Pro hodnotu parametrt (z,y) = (1,1)
mé na8e soustava rovnic aspofi jedno feSeni (z,u,v) = (4,1,1).

Ptejme se nyni, zda pro parametry (z,y) blizké bodu (1, 1) bude mit nase soustava op&t Feeni
(blizké bodu (4,1,1)), a pokud ano, co lze Fici o zdvislosti FeSeni (z,u,v) na parametrech (z,y);
tj. jaké vlastnosti maji funkce z(z,y),u(z,y), v(z,y).

Odpovédi na tyto otdzky ndm dava Véta 2.114 o implicitnich funkcich: vazbové podminky
miZeme napsat ve tvaru

g1(z,y,2,u,v) =2 —u —Ilnv =0
92(2,y,2,u,v) =y —v+Inu=0
g3(z,y,2,u,v) = 2 — 2u — 2v = 0.

Je tedy k = 3, n = 2 a piSeme zde (z,y) misto (z1,z2) a (z,u,v) misto (y1,y2,y3).

Podminku (ii) z V&ty 2.114 jsme jiz (pro a = (1,1), b = (4,1,1),¢c = (1,1,4,1,1)) ov&rili a
podminka (i) je splnéna pro p = oo: neni t&2ké ovéfit, Ze vazbové funkce g1, g2, g3 jsou t¥idy C>°
na R xR X R x (0,00) X (0,00).

»Podminka regularity* (iii) také plati:

0 -1 -1
M(c): 0 1 —1|=2#0.
D(z,u,v) 1 -2 -2

Existuji tedy &isla 61 > 0,02 > 0 takovd, Ze pro parametry (z,y) € Us,(1,1) ma v Us,(4,1,1)
systém rovnic pravé jedno feseni (z,u,v), pFicemz takto definivané funkce z(z,y), u(z,y), v(z,y)
jsou na Uy, (1,1) t¥idy C*°. Pro kazdy bod (z,y) € Uy, (1,1) tedy plati
T — u(.’L‘, y) - ln’U(.’L‘, y) =0
Y- ’U(]?,y) + lnu(:c,y) =0
z(x,y) - Qu(:c,y) - Q’U(.’L‘, y) =0

Parcidlni derivace funkci na levych stranich jsou tedy na Us, (1,1) nulové, takZe na tomto okoli
plati tyto systémy rovnic (*) :

v v
1_Uz_—z—0 —uy——y_O
v
U U
0—vp+— =0 l—vy+ <=0
u
2y — 2Ugp — 20, =0 2y — 2uy — 2vy =0

Dosadime-li (z,y) = (1,1) a pouZijeme u(1,1) = v(1,1) = 1, snadno spodteme
uﬁ(L 1) = ’Uw(l: 1) = 1/27 Z$(17 1) = 2a uy(lal) = 71/27 Uy(L 1) = 1/27 Zy(L 1) =0.

MiiZzeme tedy napiiklad psat (viz Pozndmka 2.21)

1 1
(2.39) u'(1,1) = du(1,1) = 5dx - 5dy.
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Z rovnic (*) miizeme vypoc&itat parcidlni derivace prvniho ¥idu funkci u, v, z na n&jakém
otevieném okoli bodu (1, 1) (p¥ipadné mensim, nez je Us, (1, 1)) pomoci funkci u, v, z. Derivovanim
t&chto vzorcli pak postupné miiZeme (na néjakém otevieném okoli bodu (1, 1)) vyjad¥it parcidlni
derivace v8ech radu funkci u, v, z pomoci funkci u, v, 2z; specidlné tedy miiZeme najit hodnoty
vech parcidlnich derivaci téchto funkci v bodé (1,1).

U

Z rovnic (*) naptiklad dostédvame, Ze u, = o na néjakém otevieném okoli bodu (1, 1).
uv

(Takové okoli existuje, protoze funkce 1+ uv je v bodé& (1,1) nenulové a je v tomto bod& spojita.)
Na tomto okoli tedy plati

" _(1_ 1 )_uyv-i-uvy
ve 1+ uv y_ (1 +uv)?

Vypot&teme-li z rovnic (*) uy a v, (pfipadné na je$té mensim otevieném okoli bodu (1,1)), po
dosazeni dostdvdme na tomto okoli vyjaddieni funkce uy, pomoci funkei u,v, 2.

N4 zdkladé znalosti diferencidlt dz(1,1), du(1,1), dv(1, 1) jsme schopni vyslovit ,,vérohodnou
domnénku® o priblizné hodnoté FeSeni z*,u*,v* pro parametry (z*,y*) ,velmi blizké* (1,1),
napiiklad pro hodnoty z* = 14+4-1076,y* = 1 — 2-10~%. ProtoZe &sla 4 - 10=%, -2 - 10—6
se zdaji byt ,dostate¢n& mald“, jsme napriklad vedeni k pfibliZznému vypoltu podle (2.39) (ve
kterém nahrazujeme diferenci p¥islusnou hodnotou diferencidlu)

w* =u(l4+4-1075,1-2.1075) & u(1,1) + du(1,1)(4- 1076, —2.1076)

1 1
=14 54-1070 = o(=2-107%) =1+3-107".

To je ovSem pouze ,vérohodnd domnénka“; ve skutenosti (bez dodatednych tvah) nevime, zda
[|(4-1078,—2.107%)|| < 41, takZe ani nevime, zda je viibec hodnota u(1 +4-1076,1 —2.1076)
definovand, natoz abychom byli schopni udélat odhad chyby.

Pokud spo¢teme i druhé diferencialy funkei z,u, v v bod& (1, 1), jsme schopni pouZit Taylorovu

formuli pro jesté lepsi (ale stale pouze ,pravdépodobny“) odhad hodnot z*,u*,v*.

2.10 Difeomorfismus a regularni
zobrazeni

2.119 Definice.  Rekneme, Ze zobrazeni F z R® do R" je difeomorfismus, jestlize
F je takova bijekce oteviené mnoziny U C R™ na otevienou mnozinu V C R”, Ze
FeC'(U)aFteCHV).

Obecndji, jestlize plati, ze F € CP(U) a F~! € CP(V), (kde p € NU {o0}),
rekneme, ze F je difeomorfismus tridy CP.

2.120 Poznamka.

(i) Pojmy ,difeomorfismus tiidy C'“ a ,difeomorfismus® jsou totozné.
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(ii) Z Véty 2.126 nize ihned vyplyva, Ze F' je difeomorfismus tiidy C?, pravé kdyz
zobrazeni F' je difeomorfismus a zaroven je tfidy C?. Zavedend terminologie
tedy nemuze vést k nedorozuméni.

(iii) Zatimco homeomorfismus (oteviené mnoZiny U C R™ na otevienou mnoZinu V C R™) lze
intuitivné chapat jako ,spojitou deformaci“ ¢asti prostoru, u difeomorfismu jde o jakousi
whladkou“ deformaci. Specidlné ,hladké kfivky“ se difeomorfismem pirevadéji na ,hladké
k¥ivky* a ,hladké plochy dimenze k“ na ,hladké plochy dimenze k“ (srov. Pozndmka
2.155 (ii)).

2.121 Véta. (o inverznim zobrazeni, o lokdlnim difeomorfismu) Necht F je zob-
razeni z R" do R, a € R", p € NU {0} a plati:
(i) F je tiidy CP na néjakém otevieném okoli bodu a.
(ii) F'(a) je linedarni bijekce R™ na R™ (tj. Jp(a) #0).
Pak existuji oteviené okoli U bodu a, na kterém je F difeomorfismus tridy CP
(tj. F v je difeomorfismus tiidy C?).

Diikaz. Hruba myslenka ditkazu je jednoduchd: inverzni zobrazeni F~!(y) = =
poéitdme z rovnice y = F(z), ktera je ekvivalentni rovnici h(y,z) :=y— F(x) = 0.
To, Ze z této rovnice lze (lokdlné) skuteéné pocitat = pomoci y, ndm umoZni Véta
2.112 o implicitnich funkcich. Provedeni piesného diikazu je pocetné trivalni, ale
myslenkové pomérné narocné. _
Na R™ budeme opét pracovat s maximovou metrikou. Zvolme oteviené okoli U
bodu a, na kterém je F ti¥idy C?. Pro (y,z) € R" x U polozme h(y,z) :=y— F(z).
Protoze
(0)* h(b,a) =0,

(ii)* h je tifdy CP na R* x U,

(130)* (h(b,-))'(a) = (b= F(-))'(a) = —F'(a) je linedrni bijekce R" na R",
Ize aplikovat Vétu 2.112 o implicitnich funkcich. Existuji tedy ¢isla 6; > 0,92 > 0
a zobrazeni G: Us, (b) — Us, (a) tfidy CP takové, ze Us, (b) x Us,(a) C R™ x U
(takze Us,(a) C U) a

(2.40) (h(y,z) =0 A (y,z) € Us,(b) x Usy(a)) <= z=G(y).

Polozme V :=Us (b) aU := G(V); ziejmé U C Us,(a). Je-li nyni y € V a
x = G(y), podle (2.40) mame h(y,z) = 0, takze F(z) = y. Zobrazeni G:V — U
je surjektivni a F(G(y)) = y pro kazdé y € V. Je tedy G prosté a G! = F |y,
takze G = (F [p)~!; déle ziejmé V = F(U) a a € U. Protoze G je tiidy C? na V,
F € CP(U) aU C U, zbyvé jen ovéiit, 7e U je oteviens mnozina. K tomu ukézeme,
7e

(2.41) U={z€Us(a): F(z) eV}

Protoze F(U) =V a U C Us,(a), je U ¢asti mnoziny napravo. Naopak, lezi-li bod
2 v mnoziné napravo a polozime y := F(z), plati podle (2.40) z = G(y), a tedy
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x € U. ProtoZe zobrazeni F' je spojité na Us,(a), z rovnosti (2.41) plyne, ze U je
relativné oteviend mnoZina v oteviené mnoziné Uy, (a), a proto je oteviend v R"
(srov. Tvrzeni 1.22).

2.122 Poznamka. 7 lineérni algebry vime, Ze podminka regularity“ (ii) z Véty
2.121 je ekvivalentni regularité Jacobiho matice [F'(a)] a tedy také nenulovosti
jacobianu Jr(a).

Dilezitym zobecnénim difeomorfismi jsou regularni zobrazeni.

2.123 Definice. (regularni zobrazeni) = Necht G C R" je oteviend mnozina a je
ddno zobrazeni F:G — R"™. Rekneme, e F je regularni zobrazent, jestlize

(i) FeCYQ) a

(ii) Jp(x) # 0 pro kazdy bod z € G.

2.124 Tvrzeni. Necht F je reguldrni zobrazeni (tiidy C?) na oteviené mnoziné
G C R". Pak plati:
(i) Pro kazdy bod a € G existuje jeho oteviené okoli U C G takové, 7e restrikce
F Iy je difeomorfismus (tridy C?).
(ii) F(G) je oteviend mnozina.

Diikaz. Tvrzeni (i) je okamzitym disledkem Véty 2.121 (srov. Poznamka 2.122).

Zvolme nyni libovolny bod b € F(G). Naleznéme a € G, pro ktery F(a) = b
a jeho oteviené okoli U podle (i). Pak F(U) = (F [¢)(U) je oteviend mnozina a
be F(U) C F(Q@), takze b je vnitfnim bodem mnoziny F(G).

2.125 Poznamka. Ngkteri autofi formuluji v&tu o inverznim zobrazeni jako Tvrzeni 2.124. Z
tohoto tvrzeni snadno plyne i zde uvedend verze (V&ta 2.121). Z toho, ze Jp(a) # 0 a F je t¥idy
C'! na okoli bodu a totiz snadno vyplyva (ze spojitosti funkce Jr), %e jacobidn Jr je nenulovy i
na néjakém okoli bodu a.

Nasledujici snadny duasledek Véty 2.121 déva velmi uziteénou charakterizaci
difeomorfism.

2.126 Véta. Necht je ddna oteviend mnozina G C R™, zobrazeni F:G — R" a
p € NU {oo}. Potom plati:

(i) Zobrazeni F je difeomorfismus, pravé kdyZ je reguldrni a prosté.
(ii) Zobrazeni F je difeomorfismus tiidy CP, pravé kdyZ je reguldrni, prosté
a tridy CP.

Diikaz. Predpokladejme, ze F je difeomorfismus. Protoze F~' o F je identické
zobrazeni I: G — G, pro kazdy bod z € G podle Dusledku 2.51 plati

1= Ji(z) = Jp-1 (F(2)) - Jr (),
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takze Jp(z) # 0. Kazdy difeomorfismus je tedy regularni zobrazeni.

Nyni pfedpokladejme, 7e F' je regularni, prosté a tfidy CP. Podle Tvrzeni 2.124
je H := F(Q) oteviena mnozina. Pro libovolny bod b € H ozna¢me a := F~1(b) a
najdéme otevienou mnozinu U, a € U C G podle Tvrzeni 2.124 (i). Pak zobrazeni
(F ly)™' = F~! [pw) je t¥idy CP na oteviené mnoziné F(U), kterd obsahuje bod
b. Je tedy F~! lokdlné ti¥idy CP, a proto je také (,globalng*) t¥idy CP. Tim jsou
obé tvrzeni (i), (ii) dokdzdna.

V aplikacich se casto vyskytuji zobrazeni, ktera jsou regularni, ale nejsou prosta.
Typickym piikladem je zobrazeni F': (r, ) + (r cos g, r sin p), které se pouZiva pii
zavadéni polarnich soufadnic (viz Pfiklad 2.130). Toto zobrazeni je na mnoziné
(0,00) x R reguldrni, ale neni na ni prosté.

Vétu o inverznim zobrazeni jsme dostali jako pomérné snadny disledek véty
o implicitnich funkcich. Je v§ak mozny i opa¢ny postup: 1ze nejprve dokazat vétu
o inverznim zobrazeni a z ni pak pomérné snadno odvodit vétu o implicitnich funk-
cich.

V Kapitole 3 zobecnime vétu o inverznim zobrazeni na piipad zobrazeni mezi
Banachovymi prostory. Jeji diikaz je moZnd snazsi nez (detailni) dikaz Véty 2.114
o implicitnich funkcich, i kdyZ je méné elementarni (je zaloZen na pouziti Banachovy
véty o kontrakei). Pfitom lze tento dikaz ¢ist (v podstaté bez jakychkoliv znalosti
teorie Banachovych prostort; viz Poznamka 3.51) jako diikaz Véty 2.121 o inverznim
zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory.

Proto nyni ukazeme, jak lze Vétu 2.114 snadno dokéazat pomoci Véty 2.121;
¢tenar pak bude mit k dispozici také moderni diikaz obou vét.

Dikaz véty o implicitnich funkcich pomoci véty o inverznim zobrazeni.

Necht jsou splnény predpoklady véty 2.114. Zvolme oteviené okoli V' bodu
¢ = (a,b), na kterém je zobrazeni g = (g1, ..., gx) t¥idy C? a uvazujme zobrazeni
rV = R x RY, r(z,y) = (z,9(z,9)), tj-

T(ﬂfl,---aﬂfmyl,---ayk) =

= (wla'"7wnagl(w17---awnayla'"7yk)7"'7gk(w17"'7wnay17"'7yk))'

Podle Véty 2.76 je zobrazeni r tiidy C? na V a jeho Jacobiho matice (v jejim%
zapisu hvézdicky oznacuji zcela libovolné redlnd ¢isla)

1T 0 ... 0 0 0

0O 1 ... 0 0 0
Pel= |0 0 o 1 0 0

. b L fe(o)

| * * g—g’:(c) g—zl’z(c)J
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je zfejmé regularni. (Snadno napi. ovéfime, Ze jeji fadky jsou linedrné nezavislé.)
Podle Véty 2.121 o inverznim zobrazeni existuje oteviené okoli U bodu ¢, na kterém
je r difeomorfismus tridy CP.

Tedy s := (r [v) " je zobrazeni t¥idy C? definované na né&jakém otevieném
okoli W bodu d :=r(c) = (a,g(c)) = (a,0). Je-li (z,y) € W a (u,v) = s(x,y), pak
(z,y) = r(u,v) = (u,g(u,v)), takZe u = . Zobrazeni s je tedy tvaru

s(@,y) = (z, h(z,y)), (2,y) €W,

kde h: W — RF je t¥idy CP. Protoze s = (r fU)fl, jsou (pro z € R?, y € RF)
nasledujici tvrzeni ekvivalentni.

i) (z,y) €U g(z,y) =0,
(i) (z,y)eU, r(z,y) =(z,0),
(i) (2,0) € W, s(z,0) = (z,y),
(iv)  (z,0) e W, h(z,0)=y.

Polorme 7 :={z e R™: (z,0) e W}; f(z):= h(z,0), z € Z.
Ziejmé a € Z, Z je oteviend mnozina a f € CP(Z). Z ekvivalence (i) < (iv)
ihned dostavame, ze

(z,y) €U A g(z,y) =0) <= y=f(2).

Z této ekvivalence a Poznamky 2.117 vyplyva zavér Véty 2.114 o implicitnich funk-
cich (platnost tvrzeni (a), (b), resp. (a)*, (b)*).

2.11 K¥ivocaré souradnice

Rekneme, Ze na mnoziné M je zadan souiadnicovy systém (piipadné soufadny sys-
tém, soufadny systém dimenze n, apod.), je-li zaddno prosté zobrazeni s: M — R™.
Piseme-li s(x) = (s1(z),...,sn(z)) pro z € M, fikdme ¢islim s;(x),. .., s,(z) sou-
fadnice bodu z a funkce si,...,s, se nazyvaji soufadnicové funkce (nebo také
kratce ,soufadnice®).

Nas zde bude zajimat jen pripad, kdy M C R"™ je oteviend mnoZina a zobrazeni
s je difeomorfismus.

2.127 Definice. Necht G C R" je oteviend mnoZina. Rekneme, Ze jsme na G za-
vedli kiivocaré souradnice, jestlize jsme na G zadali souradny systém s = (s1,...,8n),
s:G — R", ktery je difeomorfismus. Souradnice s1(x), ..., sp(z) pak nazyvame kri-
vocarymi souradnicemi bodu z € G.
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2.128 Poznamka.

(i) Nézev ,kfivocaré souradnice“ odpovida tomu, Zze mnoZiny bodi, na kterych
se mén{ jen jedna souradnice a ostatni jsou konstantni, tedy (neprazdné)
mnoziny tvaru

K ={z € G: sp(xz) = ¢} proviechna k€ {1,...,n}\ {i},

jsouprol <i<n a ¢ € R kiivé Cary*“(v terminologii oddilu 2.13 to jsou
1-rozmérné C* plochy). Je-li s kartézsky (nebo afinni) souradny systém, pak
jsou mnoziny tohoto tvaru ,rovné ¢ary“ tj. ¢asti pfimek. (To se ale mtize pii-
hodit i pro jiné difeomorfismy s, napt. s(z,y) = (z%,y2), (z,y) € (0,00)2.

(ii) Jiz nyni poznamenejme, Ze v aplikacich byvaji kiivocaré souradnice ¢asto
uréeny explicitnim zaddnim inverznfho zobrazeni s—', pficemz s vypoétem
vzorci pro zobrazeni s byvaji problémy a pii aplikaci je ¢asto vibec nepotie-
bujeme. Tak je tomu pii aplikaci dilezitych kiivocarych souradnic, kterymi
jsou polarni soufadnice (v R?), valcové souradnice (v R?) a sférické sourad-
nice (v R?); viz Pifklady 2.130, 2.131, 2.132.

Zavadéni vhodnych kiivocarych souradnic je velmi dilezité: bez jejich zavedeni
bychom c¢asto nebyli schopni spocitat vicerozmérny integral ¢i vyresit parcialni di-
ferencialni rovnici. V téchto aplikacich pouzivame kfivocaré soutradnice jako ,nové
nezavislé proménné pro redlné funkce®.

O co jde a proc to byva vyhodné, osvétli snad nasledujici ,fyzikdlni“ priklad.

2.129 Priklad. Zavedme v prostoru kartézské soufadnice a do po&atku umist&me zdroj tepla
(bodovy s konstantni intenzitou). Pfedpoklddejme, Ze zbytek prostoru je vypln&n homogennim
prost¥edim (nap¥. vzduchem) a teplota se jiz ustalila. Pak mitZeme uvazovat funkci T(z,y,z) na
mnozing G :=R3\ {(0,0,0)}, kterd m4 vyznam teploty v bod& o soufadnicich (z,y, ). Intuitivng
je jasné, ze funkce T je ,rotacné symetrickd“ tj. zavisi jen na vzdalenosti od pocatku: je tvaru
T(z,y,2) = f(V/22 + y2 + 22). Zd4 se byt tedy vyhodné zavést na G kiivocaré soutadnice s1, 52, s3
tak aby jedna z nich mé&la vyznam vzdédlenosti od podatku; napt¥iklad s1(z,y, z) = /22 + y2 + 22.
V tomto a podobnych ,rota¢né symetrickych pripadech® se Casto pouzivaji sférické souradnice
(r,0,0), pro které plati

r(z,y,2) = /22 + y2 + 22. Funkce T*(r,0,8) := T(s~1(r,0,6)) (kterd se asto a ne zcela ko-
rektné zapisuje jako T'(r,0,d); popisuje totiz zavislost ,teploty 7% v bod& na jeho sférickych
soufadnicich) pak z&visi pouze na jedné proménné: T*(r,o,d) = f(r). Neni tedy divu, Ze Casto
byva jednodussi pracovat s funkci T* nez s funkci T'.

Pro studium funkei H(z,y, z), které zivisi pouze na vzdalenosti od osy z

(tj. H(z,y,2) =h (\/x2 + y2)) je zase vhodné pouZit tzv. valcové souradnice, jedna z vdlcovych
soufadnic je totiz r(z,y,2) = /x2 + y2.

(V predchozi tivaze jsme situaci imyslné trochu zjednodusili — sférické souradnice bohuZel
nelze zavést na celé mnoziné G; srov. Piiklad 2.132.)

V nésledujicich pfikladech pojedndme o dilezitych kifivocarych soutradnicich:
polarnich, valcovych, sférickych a polarnich v R™.

2.130 Pfiklad. (polarni soutadnice) UvaZujme zobrazeni F:R2 — R? dané predpisem
F(r, ) = (z,y), kde * = rcos p, y = rsinp. Je snadno vidét, %e F je tiidy C' (dokonce t¥idy
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C>®) a

D(m,y)(r )= cosp —rsingp
D(r,p) 7’ |sing rcosep

Zobrazeni F tedy neni reguldrni na R?; nejvétsi oteviena mnoZina, na které je regulérni, je R? \
({0} x R). P¥i zavadéni polarnich soufadnic v8ak F uvaZujeme pouze na oteviené poloroving
H :=(0,00) X R. Pro (r,p) € H ziejmé plati
r = /22 + y?, tj. r je vzdélenost bodu (z,y) := F(r,y) od podatku.

Vidime tedy, Ze poc¢atek (0,0) nepatii do mnoziny F(H); kterykoliv jiny bod
z = (z,y) € R2\{(0,0)} jiz ale v F(H) lezi. ZtotoZnime-li 2 s komplexnim &islem z + iy a
zapiSeme-1i je v goniometrickém tvaru, mame z = r(cos ¢ + isinp), tj. (z,y) = F(r,p). Vime,
%e r = \/x2 + y2, ale argument (amplituda) ¢ nenf urcen jednoznaing; jednozna&né (podminkou
p € (—m,m]) je v8ak urfena jeho ,hlavni hodnota“ Arg z.

Kazdy bod z = (z,y) € R? \ {(0,0)} ma nekone¢n& mnoho vzorti:

Jp(r, ) = =rcos2p+rsinZp=r.

F='({2}) = {(|2|, Arg 2z + 2k7): k € Z}.

Reguldrni zobrazeni F' [ tedy neni prosté. Jestlize ztizime F na mnozinu P := (0,00) X [0,27),
je F |p prosté zobrazeni, které ma obor hodnot R2?\ {(0,0)}; jeho defini¢ni obor viak neni
oteviend mnozina. Dokonce lze dokdzat, Ze neexistuje oteviend mnozina G C H, na které je F'
prosté a F(G) = R?\ {(0,0)}.

Jestlize zuZime F na otevienou mnoZinu P* = (0,00) x (0,27), je vysledné zobrazeni F* =
F |p« difeomorfismus, ale jeho obor hodnot je pouze R?\ A, kde A = [0,00) x {0}. P¥i aplikacich
v torii integralu staci pracovat se zuZenim F*, protoZe polopfimka A je z hlediska teorie miry
zanedbatelnd: jeji Lebesgueova mira je nulova.

Pro aplikace v diferencidlnim po&tu ndm vSak vadi, Ze zobrazeni F* neurcuje kfivocaré (po-
larni) soufadnice na okoli bodi mnoZiny A. V t&chto aplikacich v8ak pracujeme s lokdlnimi pojmy,
a proto ndm stali zavést polérni souradnice v okoli ka#dého bodu z € R? \ {(0,0)}. Tim se ro-
zumf{ toto: zvolime n&ktery z bodt u = (r,¢) € F~1({z}) N H, podle Véty 2.121 zvolime okoli U
bodu u, pro ktery je F' [ difeomorfismus, a na okoli V' := F(U) bodu z pak zavedeme kfivo-
garé ,polarni souradnice“ pomoci soufadného systému s := (F |y)~'. Konkrétni volba u a U
(a nésledng s) nemé na vypocty vliv. Oznagime-li s(z,y) =: (r(z,y), p(z,y)), madme oviem vzdy
r(z,y) = /22 + y2, ale explicitni vzorec pro p(z,y) v8ts§inou nepotiebujeme. V p¥ipads potieby
miZzeme uzit nasledujici vzorce:

p(z,y) = arctg £ = arcsin \/#Tﬁ pro z >0 (tj. pro (z,y) € (0,00) X R),

— y — ; y

¢(w,y) = arctg ¥ + 7 = 7 — arcsin s pro z <0,
— z _ _z

o(z,y) = arccotg & = arccos = pro y>0
- z — .z

o(z,y) = arccotg y — T = —arccos s pro y < 0.

2.131 Priklad. (vélcové soufadnice)  Valcové soutadnice (r,p, Z) se zavad&ji rovnicemi
T =rcosy, y=rsingp, z=272.

Néazorné fefeno: soufadnici z neménime (jen z formélnich divodi pro ,novou* soufadnici pouZi-
véme pismeno Z) a soufadnice z,y ,m&nime na piislusné poldrni souradnice®.

Je snadno vidgt, Ze zobrazeni F(r,p,Z) = (rcosp,rsinp, Z) je tiidy C>. Jeho jacobidn je
pochopitelné ,stejny*“ jako u polarnich souradnic:

cosp —rsinp 0

Jp(r,p,Z) = |sing rcosp O0|=r.
0 0 1
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OBR.2.10. Sférické souradnice.

Zuzeni zobrazeni F' na mnozinu P := (0,00) X R X R je tedy reguldrni; z pfedchoziho prikladu
(o polérnich soufadnicich) vidime, #e F(P) = R?\ L, kde L = {0} x {0} x R je osa z. Na okolf
kazdého bodu a € R3 \ L lze zavést vélcové souradnice timto zptisobem: zvolime n&ktery z bodi
uw=(r,p,Z) € F~1({a}), pro ktery r > 0, podle Véty 2.121 zvolime okoli U bodu u, pro ktery je
F |y difeomorfismus, a na otevieném okoli V' := F(U) bodu a pak zavedeme vélcové souradnice
pomoci soufadného systému s := (F [7)~!. Pro aplikace v integralnim po&tu sta&i pracovat se
zlZenim zobrazeni F' na mnoZinu G := (0,00) x (0,27) X R, které je difeomorfismem mnoziny G
na R?\ (][0, 00) x {0} x R).

2.132 Priklad. (Sférické soufadnice) Tyto kfivocaré soufadnice jsou v podstaté vieobecné
znamy ze zemépisu. Necht je ddn bod a = (z,y, z) € R3, pro ktery (z,y) # (0,0).

Jeho prvni sférickd soufadnice » ma vyznam jeho vzdalenosti od poc¢atku, tedy r := /22 + y2 + 22.
Nyni uvazujeme sféru S, = {w € R3: ||w|| = r}, kterou si pfedstavime jako ,povrch zem&koule“
(viz obr. 2.10), a to tak, Ze

(i) rovina zy je rovina rovniku, (0,0,7) je severni pél a (0,0, —r) je pdl jizni,
(ii) uzav¥end polorovina P := [0,00) X {0} X R je ,polorovina nultého poledniku“ a
(iii) vychodni zem&pisné délka bodu (0,r,0) (v obloukové mife) je 7 /2.

Pfi této interpretaci je druhd sféricka soufadnice o € [—7/2,7/2] bodu a dana jeho ,zemé-
pisnou $ifkou®, p¥ifemz znaménko + (resp. —) pFislusi severni (resp. jizni) Si¥ce.

Podobnsé je t¥eti sférickd souradnice § € (—m, 7] bodu a déna jeho zemé&pisnou délkou, p¥i¢emz
znaménko + piislusi vychodni délce.

Kolmé projekce a* bodu a do roviny xzy mé pak vzdalenost od pocatku rcos o, takze x-ova
soufadnice bodu a* i bodu a je z = rcosocosd a jejich y-ovd soufadnice je y = rcososind.
Pritom z-ova soutadnice bodu a je zfejmé z = rsinag.

Misto ahlu o € [—7/2,7/2] se ale ¢ast&ji pouZiva thel # := 7/2—0 € [0, 7]; takZe sin @ = cos o
a cos § = sin g. Navic tihel § je zvykem oznacovat pisemenem ¢ a uvazovat jej vétSinou v intervalu
[0,27).

Pii zavadéni sférickych soufadnic (neboli poldrnich soufadnic v prostoru) tedy uvaZzujeme
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sobrazeni
S*:(r,0,0) — (rcosocosd,rcososind,rsino),
nebo Castéji
S:(r,0,¢) — (rsinf cos g, rsinfsin ¢, r cos ).
7 geometrického nézoru je vidt (a lze snadno dokazat), 7e S([0,00) x [0,7] x [0,27)) = R3.
Snadny vypocet dava
Jsx(r,0,0) = —r2cosa, Js(r,0,p) =r>sinf.
(Toto vyjadreni jacobidnu lze také snadno odvodit ze znalosti ,,jacobidnu pro poldrni soufad-
nice“; viz nésledujici pozndmka.)
Pomoci zobrazeni S lze tedy zavést sférické soutradnice na okoli kazdého bodu, ktery nelezi
na ose z. Pro aplikace v integralnim poctu staci pracovat se zizenim zobrazeni S na mnoZinu
G :=(0,00) x (0,7) x (0,2m), které je difeomorfismem mnoZiny G na R?\ ([0, 00) x {0} x R).

2.133 Poznamka. Vzorec pro jacobian zobrazeni S z p¥edchoziho piikladu lze jednoduse
ziskat, uvédomime-li si, Ze zobrazeni S je v podstaté sloZenim dvou zobrazeni, které jsme uZili v
Piikladu 2.131 p¥i zavddéni vélcovych soufadnic. Polozime-li totiz P(z,y,2) := (y,z,z),

F(r,0,p) = (rcosé,rsinb,p), F*(u,v,w) := (u,vcosw,vsinw),
pak snadno vidime, 72e S =PoF*oF, Jp(r,0,p) =r, Jp+(u,v,w) =v a Jp(u,v,w) =1, takZe

podle Diisledku 2.51
Js(r,0,0) =1 Jp=(F(r,0,9)) - Jp(r,0,¢) = (rsinf) - r = r2sinf.

2.134 P¥iklad. (polarni soufadnice v R")  Na pozorovani z piedchozi poznimky je za-
lozena definice poldrnich (sférickych) souradnic v R™, (n > 3) pfi jejichZz zavddéni uvazujeme
zobrazeni

51(7"34/71:---,4/77171) — (xla---zxn)

zadané takto:

T1 =T CosSp1
To = r sin @ cos p2
T3 = r singj sin s cos Y3

Tp—2 =7 sinpg ---sinp,_3 COS Pr_2

Tp—1 =T sing; ---singy,_3 sin,_2 coSYn_1

=rsingp---siny_3 sinp,_2 sin Yy _1.

8
3
I

Je snadno vidét, ze
S=Vh 1noVh2n-10---0Va30Vi 3,

kde V; ;41 je zobrazeni, p¥i kterém se na dvojici soufadnic (¢;,¢;41) aplikuje zobrazeni F', kterym
se zavadéji polarni soutradnice, a ostatni soutradnice se neméni, tj.
‘/i,i—i-l(tly sty tigr, ... ,tn) = (tl, L. ticostiqpr,tisintiqg, ... ,tn).

Z tohoto vyjadreni pak dostdvame

Js(ry @1y ooy pn—1) =71 -(rsingy) - (r singpy sings) - (r singq -« -sin @, _3 sinp,_2)

— T,nfl Sinn72 3

p1 8in™ "% g - 8N, o
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Pro aplikace v integralnim poc¢tu staci uvaZzovat (difeomorfni) ztZeni zobrazeni S na mnoZinu
(0,00) x (0,7)~2 x (0,27). Pro aplikace v diferenciadlnim po&tu lze pomoci zobrazeni S zavést ,n-
rozmd&rné“ poldrni soufadnice v okoli kazdého bodu z € R™, ktery je tvaru x = S(r, 1, ...,¢Pn—1),
kde Js(T‘, Pl ,(pn_l) 75 0.

2.12 Zaména proménnych

Predpoklddejme, Ze na oteviené mnoziné G C R™ je zaddn soufadny systém (tj.
difeomorfismus) S = (Sy,...,S,), S:G = R". Pak H := S(G) je oteviend mno-
zina. Difeomorfismus S—! udava zavislost ,starych® kartézskych souiadnic (které
znacime x1,...,%,) na ,novych* kiivocarych souradnnicich s, ..., sy; jeho slozky
je proto prirozené oznacovat X1 (s1,---,8n),--, Xn(81,---,8n). (Pro pfesnost vy-
kladu zde soutadnicové funkce zna¢ime velkymi pismeny, abychom je v dalsim,
pomérné slozitém vykladu, odlisili od pfislusnych souradnic konkrétnich bodii.
V pocetni praxi soufadnicové funkce a souradnice zpravidla oznacujeme stejnymi
pismeny.)

Kdykoliv je nyni z: G — R redlna funkce, budeme symbolem z* oznacovat funkci
2* :=z0S7'. Funkce z*: H — R je tedy zadéna piedpisem

2% (815 58n) = 2(X1(81,- -, 8n)s -, Xn(S15.+,8n)) -

Pokud n = 3 a z(x1,...,2,) mé vyznam velikosti n&jaké fyzikaln{ veli¢iny (t¥eba
teploty) v bodé (z1,...,z,), vyjadiuje funkce 2* zdvislost této veliiny na kfivoca-
rych soufadnicich sy, ..., s, tohoto bodu. Fyzici, a nékdy i matematici, proto (ne
zcela korektné) pisi z(sq1,. .., s,) misto 2*(s1,...,Sn).

Fyzikélni zakony lze velmi ¢asto formulovat ve tvaru parcialnich diferencialnich
rovnic. V obecné parcialni diferencidlni rovnici k-tého fddu pro neznamou funkci
z(xz) = z(z1,-..,zy) se kromé hodnoty z(z) a ¢éisel z1,...,z, mohou vyskytovat
i hodnoty parcidlnich derivaci funkce z v bodé z az do radu k.

Obecné parcidlni diferencidlni rovnice prvniho a k-tého fadu maji tvar

0 0
f <$17"'7wnaz(m)7a—;(w)ﬂ"'78—;(1’.)) =0
a

0z 0z 0%z ok
(242) F <$1, e ,l'n,Z(f), a—xl(l'), cey 8—%(1'), a—x%(l'), ceey ﬂ(l’)) =0

Mé-1i napiiklad z(x) vyznam ustalené teploty v bodé z, lze ukdzat, Ze funkce z
mus{ spliiovat (Laplaceovu) parcidlni diferenciani rovnici druhého fadu

0%z 9%z 9%z
O—x%(w) + a—x%(ﬂf) + 6—933,(%) =0
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v kazdém bodé mnoziny G.

Je pfirozené ocekdvat, Ze parcidlni diferencidlni rovnici (2.42) pro funkci z lze
yekvivalentné prevést na parcidlni diferencidlni rovnici pro funkci z*. Abychom
prislusnou rovnici pro z* napsali, potfebujeme vypocitat souradnice z, ..., x, bodu
x, hodnotu z(z) a hodnoty parcidlnich derivaci (a% do fadu k) funkce z v bodé x
pomoci kiivocarych soufadnic Sy (x),. .., Sp(x) bodu z, hodnoty 2*(S(z)) a hodnot
parcidlnich derivaci funkce z* v bodé S(x). Pak jiz staci tato vyjad¥eni dosadit do
(2.42), misto S;(z) psat s; a dostaneme pi¥islusnou rovnici pro z*.

Daéle budeme predpokladat, ze mame v ,explicitnim tvaru“ zadano zobrazeni
S~1, tj. jsou dany vzorce pro funkce X1 (s1,...,8n), -+, Xn(81,.-.,8n). (Pak oviem
miZzeme ,explicitné vyjadiit“ také vSechny parcidlni derivace funkei X,...,X,.)
soufadnic) a navic: pokud se v rovnici (2.42) vyskytuji slozky x (tj. funkce F' zavisi
na ri,...,%,), pak vzorce pro S—! nutné pot¥ebujeme.

Predpokladejme nyni, Ze funkce z (a tedy i 2*, viz Véta 2.76) je t¥idy C*. Pak
muZzeme vypocitat parcidlni derivace prvniho fadu funkce z pomoci parcidlnich
derivaci prvniho fadu funkce 2*, tj. ziskat ,explicitni vyjadieni®

0z
8:@

(2.43) 0z 0z >

(z) = hy (smx),...,sn(x), S (@), 5 (S()

nasledujicim zptusobem.

Derivovénim rovnice z*(s1,...,8,) = 2(X1(S1,.+-,8n),-+ -, Xn(S1,...,Sn)) podle
proménnych sq,. .., s, ziskdme systém n rovnic (ve kterych znac¢ime s = (sq,...,5,)
azx=(Xi(s),...,Xn(s)))

oz* 0z 0X, 0z 0X,,
)= —(@)—6)+- -+ =—(x s
0s1 ) 8:U1( 0s1 (8) 4+ 0xy 0s1 ()
oz* 0z 0X4 0z 0xX,
s)=+—I(x s)+ -+ 7—(z s),
6Sn() B2, aSn() 6l,n()asn()
z nichZ vypocitdme (napiiklad pomoci Cramerova pravidla; matice soustavy je
SV larnf) e Z() 62()
ziejmé regularni) ,nezndmé“ —(z),..., — ().
J g » awl k) 781:”
Za piedpokladu, ze soufadny systém S i funkce z (a tedy i z*) jsou tiidy C2,
bychom mohli kazdou z téchto nrovnic derivovat podle sq,...,s, a z obdrzenych

n? rovnic nalézt vhodné vyjadieni pro parcilni derivace druhého Fadu funkce z.

Nastésti je véc podstatné jednodussi, protoze miizeme pouzit nasledujici ,,trik®,

. vz . .- . 0z ; .

ktery spo¢iva v tom, Ze pouZzijeme vzorec (2.43) na funkci a—(x) misto na funkci
-

j
z(z). (Na tomto misté lze doporucit ¢tenari, aby se pred dal$im ¢tenim sezndmil

s pouzitim tohoto triku na konkrétnim piikladé 2.135.)
Pak pro i=1,...,n dostdvame
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Oz
Oxj

Uzijeme-li (2.43) proi = j a x = S~!(s), dostaneme pro funkci ( ) nésledujici

VzZOrec:

0z * 0z 0z* oz*
_— :_S—l =h: | = e R
(837]) (S) aCEj ( (S)) J (881 (8)7 7asn(8)a817 ) S )
Po zderivovéni posledniho vyrazu a dosazeni do (2.44) zfejmé dostaneme vyjadient
tvaru
0%z
8xi8xj

0z* 0z*

(z) = hi; (51 (), ..., Sn(z)

02z 0%z 0%z
2.45 —s y——— oo —(S ,),
( ) 83% ( (:L') 682881 :E) 68721 ( (l'))
kde funkce h;; dovedeme explicitné spocitat.
Postupujeme-li stejnou metodou dale, dostaneme (za predpokladu, ze S je t¥idy
C*) pro funkce z € C*(G) hledané vyjadieni parcidlnich derivaci az do Fadu k.
3

_ 9z
0z, 0x;0x;

Pokud je napiiklad z tiidy C®, pouzijeme ,trik“ pro vypodet tak, ze

2

aplikujeme vzorec (2.43) na funkci misto na funkci z, pfi¢emz pro vyjadieni

;07
2

funkce < B0

Pravé provedend odvozovani si neni nutno pamatovat, staci si osvojit metodu
vypoctu na nasledujicim typickém prikladé, ve kterém jiz pouzivame obvyklé ,li-
cence“: piseme z misto z* a nepiSeme body, ve kterych se parcidlni derivace pocitaji.

> pouzijeme vzorec (2.45), ve kterém polozime z = S~1(s).

2.135 Priklad. Necht je dana funkce z(z,y), kterd je tifdy C' na n&jaké oteviené
mnozing M C R? \ {(0,0)}. Je-li ¢ € M, existuje jeho okoli G C M, na kterém
miZeme zavést polarni soufadnice difeomorfismem S. Na H := S(G) pak plati
S7(r,) = (r cos p, rsin ). Derivujeme-li rovnici

2(r,p) = 2%(r,p) = z(rcosp,rsinp)
podle r a také podle ¢, dostavame

(2.46) % —%cos +%sin % ——%rsin +%rcos
- o or o7 Oy L dp Oz 14 By 2
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(Poznamenejme, Ze presny zapis 1. rovnice z (2.46) je

0z (ryp) = %(r cos p, rsin ) cos  + %(r cosp,rsinp)siny, (r,¢) € H.)
€ Y

or
ResSenim soustavy (2.46) vzhledem k nezndmym 32’ 9o dostavame
T oy
0 0 19 0 0 10
(2.47) —Zz—zcoscp———zsincp, 2 = Zgin +——Zcos<p.

Jxr Or rdp dy Or L Op

Dale piedpokladdme, Ze z je t¥idy C? na G; pak mfizeme pouZit vySe popsany

z
Htrik“: prvni vzorec z (2.47) pouzijeme na funkci Iz misto na funkci z. Pf¥itom
x

L0z Lo ) ] o
funkeci s vyjadifme pomoci prvniho vzorce z (2.47). Dostédvéame
T

Pi_0(E) o) 10(%)
Ox? ox or Op
0 [0z 102 . 10 [0z 10z . .
=3 (Ecosw—;%mn@) cosw—;% (Ecosap—;%&ncp) sinp =
0’z 2 0%z . 16% .,

=Wcos @—;a(par cos<ps1n<p+r—26—<p25m p+

+1%sin2<p+3%sincpcos<p.

r or r2 Op
02z 0?

z
a —— a odvodit napriklad vzorec
ordy 0Oy? P

0%z N 0%’z 0%z N 1 0%z N 19z
ox2 " Oy?  Or2  r20p2  ror’
Z ného vyplyva, ze funkce z spnuje na G dulezitou Laplaceovu rovnici
02z n 0%z
or? = Oy?
praveé kdyz funkce z* spliuje na H rovnici
0%z 10%* 10z*

(2.49) W-Fr—Qa—(pQ‘l';W:O.

Zcela obdobné lze vypocitat

(2.48) =0,

Z toho miizeme také usoudit, 7e funkce z € C%(M) spliiuje na M Laplaceovu rovnici,
pravé kdyz funkce z*(r, p) := z(r cos ¢, r sin ) spliuje na (0, 00) x R rovnici (2.49).
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2.13 Hladké k-rozmérné plochy v R"

2.13.1 Uvodni avahy

Vylozime pouze zdkladni fakta teorie k-rozmérnych ploch, ktera umoznuji prirozeny
a elegantni vyklad teorie ,,vazanych extrému‘“.

Zac¢néme ,orienta¢ni“ diskuzi nasledujici otdzky: Které podmnoziny R? je pfi-
rozené povazovat za hladké 1-rozmérné plochy (,kiivé ¢ary“) v R2?

Nagi intuitivni predstavé jisté vyhovuje libovolna pfimka; dale také asi graf
yhladké“ funkce f (tedy mnozina {(z,y): y = f(x)} a také ,graf* hladké funkce
x = g(y) (pfesnéji: mnoZina {(z,y): = = g(y)}). Nasi predstavé vSak také asi
vyhovuje kruznice {(z,y): 2> + y> = 1}. Ta v8ak nenf{ ani grafem funkce y = f(x)
ani ,grafem“ funkce = = g(y), je v8ak ,lokdlné“ jednoho z téchto typi.

Jako prirozend se tedy jevi ,lokalni definice“: hladkou 1-rozmérnou plochu bu-
deme definovat jako takovou mnozinu M C R2, pro jejiz kazdy bod = € M existuje
oteviené okoli U bodu z takové, ze U N M je ,specidlni kus hladké 1-rozmérné plo-
chy“: ,hladce zdeformovana oteviend tisecka“. Pod timto pojmem muZeme rozumeét
mnozinu, kterd je grafem funkce y = f(z),z € (a,b) nebo z = g(y), y € (¢,d); jsou
v8ak mozné i jiné pfirozené definice (napiiklad obraz tGsecky pri ,hladké deformaci
roviny“ nebo obraz intervalu (a, b) p¥i vhodném hladkém zobrazeni o: (a,b) — R?).

Tyto pristupy v obecném ptipadé vedou k riznym pojmim ,kusu k-rozmérné
CP? plochy“ v R". Je dillezitou a zajimavou skutecnosti, ze tyto rizné piistupy vedou
ke stejnému pojmu k-rozmérné CP plochy v R™.

Umluva Pouzijeme-li kdekoliv v dalsim vykladu symbol CP, rozumi se, 7e p €
NU {oo} je libovolné pevné zvolené ¢éislo. Neni-li feceno jinak, jsou v dal§im k, n
prirozend cisla, pro kterd k < n.

2.13.2 Rizné typy ,.kusi ploch®

Explicitné zadany kus plochy

Zhruba feceno, jde o mnozinu, kterd je zadand jako ,graf funkce (zobrazeni)“.
Jinak a trochu presnéji: pro urceni bodu v explicitné zadaném kusu k-rozmérné
plochy staci znat jeho jistych k soutradnic; ostatnich n — k souradnic pak mtzeme
jednoznacné dopocitat.

2.136 Definice. Mnozina M C R" je explicitné zadany kus k-rozmérné CP plochy
v R (1 <k < n), jestlize existuji pfirozend Cisla 1 < i1 < is < -+ < i < n,
neprazdnd oteviend mnozina G C R* a zobrazeni f: G — R"* tiidy CP takové,
ze

M= {(z1,...,zn): (&, sz, ) =@y, i) s
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OBR. 2.11.

kde z;,,...,z;, , jsou ,zbylé souradnice”, presnéji: j1 < j» < -+ < jp—p a

Gitoeeosgneiy = {1, ond\ {in, - i)

2.137 Priklad.

a) Horni polosféra {(z,y,2): 22> +y? < 1, z = /1 — 22 — y2} zndzornéna na
obr. 2.11 vlevo je explicitné zadany kus 2-rozmérné C™ plochy v R3.

b) Sroubovice {(z,y,z): © = r coscz, y = rsincz} (r > 0,c # 0) (srov.
obr. 2.11 vpravo) je explicitné zadany kus 1-rozmérné C> plochy v R3.

¢) Necht G je libovoln4 oteviend neprazdnd podmnozina R?. Pak mnozina,
M = {(z,y,2,1): (y,t) € G,z = y’t,z = sin(y + 1)}

je explicitné zadany kus 2-rozmérné C* plochy v R?.

d) Mnozina |J;—, (n,n +1/2) x {1} je podle nag{ definice explicitné zadany
kus 1-rozmérné C™ plochy v R?, i kdyZ neni souvisla — souvislost kusu plochy jsme
v definici nepozadovali.

c¢) Kruznice {(z,y): x> + y> = 1} neni explicitné zadany kus 1-rozmérné C'*
plochy v R?, ale je sjednocenim 4 takovych kust:

{(x,y): S (_171)7y =V 1 —1‘2}, {(x,y) T € (_151)7?/ =~V 1 —$2},
{(xay): /RS (—].,].),l' =V 1 _y2}7 {(l',y) y e (—1,1),$ =~V 1 _y2}'

Parametricky zadany kus plochy

Myslenka parametrického zadani plochy je analogicka obvyklé definici kiivky:
bod k-rozmérné plochy P C R™ by mél byt uréen zaddnim k redlnych parametri,
tj. P = ¢(Q@), kde G C R* a ¢ je ,rozumné zobrazeni.

Pro ,parametrické zadani“ kusu k-rozmérné C? plochy v R” (1 < k < n), je
pfirozené uvazovat otevienou mnozinu G C R* a prosté zobrazeni p: G — R” tiidy
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CP. Hlubsi rozbor ukazuje, Ze je vhodné piipoustét pouze zobrazeni o, ktera spliuji
dalsi dodate¢né pozadavky (srov. Priklad 2.143).

2.138 Definice. Necht 1 < k < n jsou prirozend ¢isla, G C RF je neprdzdna
oteviend mnozina a ¢: G — R" je zobrazeni. Rekneme, 7e p: G — R™ je requldrni
homeomorfismus z RF do R™, jestlize plati:
(i) Zobrazeni ¢ je tridy C* na G.
(ii) Derivace ¢'(a): R¥ — R" je prosté zobrazeni pro kazdy bod a € G.
(iii) Zobrazeni ¢: G — (@) je homeomorfismus.

2.139 Definice. Necht 1 < k < n. Rekneme, e M C R" je parametricky zadany
kus k-rozmérné C? plochy v R", jestlize existuje neprazdnd oteviend mnozZina
G C R* a reguldrni homeomorfismus p: G — R” tiidy CP takovy, 7e M = ¢(G).

2.140 Poznamka.

(a) Pokud G je navic souvisld mnozina (pfipadng mnoZzina homeomorfni s otevienou kouli v
R*), pouziva se v literatute pro ¢(G) ndkdy nézev ,, jednoduché plocha® nebo ,elementarn{
plocha“.

(b) Podminka (ii) z Definice 2.138 je podminka regularity. Z linedrni algebry je
znamo, 7e tuto podminku 1ze ekvivalentné psat i v jinych forméch:

(i1)* dim (¢'(a)(R*)) = k pro kazdy bod a € G.
(14)** Hodnost Jacobiho matice zobrazeni ¢ je v kazdém bodé a € G rovna k.
Reguldrnimi zobrazenimi z R¥ do R® (k < n) se ¢asto rozumi{ zobra-
zeni s vlastnostmi (7) a (7). My tento pojem nebudeme zavadét; ,regularni
homeomorfismus“je pro nas ,nedélitelny termin®.

(c¢) Vzhledem k tomu, Ze z podminky (i) vyplyva spojitost ¢, lze podminku (iii)
(ekvivalentng) nahradit kteroukoliv z néasledujicich dvou podminek, které
jsou ekvivalentni spojitosti p~!:

(i91)* Zobrazeni ¢ je prosté a pro kazdou otevienou mnozinu H C G je ¢(H)
mnozina (relativng) oteviend ve p(G).

(191)** Zobrazeni ¢ je prosté a pro kazdou posloupnost (t,) v G a t € G plati
implikace ¢(t,) — ¢(t) = t, — t.

(d) Pokud k =n a G C R™, pak zobrazeni ¢: G — R™ spliiuje podminky (i), (ii), (iii), pravé
kdyZ ¢ je difeomorfismus. To plyne okam?zité z Tvrzeni 2.124.

Nasledujici piiklad (a také Piiklad (7)) ukazuje, Ze kdybychom v Definici 2.138
vynechali podminku regularity (i¢), plocha ¢(G) by nemusela byt ,hladk4“.

2.141 Priklad. Necht ¢: R — R%, o(z) = (23,]|2®%]). Pak ¢(R) je grafem funkce
f(x) = ||z||, takZe to neni ,hladkd® 1-rozmérna plocha. Pfedpoklady (i) a (iii) se snadno
ovéFf; podminka (ii) vSak neni splnéna pro a = 0.

2.142 P¥iklad.  Piedpokladejme, 7e ¢: R¥ — R” (1 < k < n) je linearn{ zobrazen.
Pak ¢'(a) = ¢ pro kazdy bod a € R*. Podminka regularity (i) je tedy splnéna prévé
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OBR. 2.12.

tehdy, kdyZ ¢ je prosté. V tom piipadé je v8ak vzdy splnéna i podminka (iii). To mtizeme
zdiivodnit tak, %e o(R*) je konetné rozmérny normovany linearni podprostor R”, a protoze
zobrazeni o' p(R¥) — R¥ je linedrni, je nutng spojité (viz Véta 1.130). Zcela analogicky
je p¥ipad, kdy ¢ je ziZeni linedrniho (resp. afinniho) zobrazeni na neprazdnou otevienou
mnoZinu G C R".

Nésledujici priklad vSak ukazuje, Ze obecné nelze podminku (iii) z definice re-
guldrniho difeomorfismu nahradit predpokladem prostoty ¢.

2.143 Priklad.  (Srov. obr. 2.12).

Uvazujme mnozinu
M :=((=2,0) x {=1}) U {(z,): 2 + y2 =1}

Polozime nyni G := (—2,27) a budeme uvazovat prostou parametrizaci p: G — M, kterd
popisuje pohyb bodu, ktery v ,¢asovém intervalu“ (—2,0) (jednotkovou rychlosti) probiha
asecku (—2,0) x{—1} ,zleva doprava“ a pak v ,¢asovém intervalu® [0, 2] probihd kruZznici
{(z,y): 2% +y® =1} v kladném smyslu. Pfesndji:
o(t) = (t,—-1),t € (=2,0), ¢(t) = (cos(—m/2 + t),sin(—7/2 + t)),t € [0, 27).

Elementarni vypocet ukazuje, Ze ¢ spliiuje podminky (i) a (ii). Navic je p zfejmé
prosté; neni v8ak regulirnim homeomorfismem z R do ]R2, protoze 4p71: M — G neni
spojité. To ukdzeme pomoci podminky (i44)** z Poznamky 2.140: klademe-li t;, = 2r —1/k
at =0, plati o(t) — p(t) = (0,—1), ale neplati t;, — t. Lze ukdzat, ze M viibec neni
parametricky zadany kus 1-rozmérné CP plochy v R%. | Vadi“ viak pouze bod (0, —1):
zlizeni ¢ na otevienou mnozinu (—2,0) U (0, 27) je reguldrni homeomorfismus z R do R?,
takze M*: = M \ {(0,—1)} je parametricky zadany kus 1-rozmérné C* plochy v R
S pfesnym ovérovanim spojitosti ¢ ~! mohou byt potiZe i tehdy, kdyz se véc zd4
byt z geometrického nazoru zcela jasna. V pripadé, ze G je omezena mnozina, lze
Casto uzit nasledujici tvrzeni.

2.144 Tvrzeni. Necht 1 < k < n, G C R¥ je neprdzdnd omezend oteviend
mnozina a ¢: G — R" je prosté spojité zobrazeni. Predpokladejme, Ze existuje
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spojité zobrazeni p: G — R", které rozsifuje zobrazeni ¢. Pak p: G — ¢(G) je
homeomorfismus, pravé kdyz plati podminka

(2.50) P(0G) N p(G) = 0.

Dukaz. Ptedpokliddejme nejprve, e plati podminka (2.50). Vime, %e zobrazeni

o 1 9(G) = G je spojité, prave kdyz vzor (¢~ 1) TH(A) = p(A) je (relativné) uzaviend
mnoZina ve ¢(G) pro kazdou (relativné) uzavienou mnozinu A v G. Necht tedy A je
relativné uzaviend v G, tj. A = AN G. Protoze G je omezend, je podle Véty 1.104 A

kompaktni. Podle Véty 1.106 je tedy mnoZzina #(A) kompaktni, a proto je uzaviena v R".
Protoze ziejmé A = AU (AN IJG), podle podminky (2.50) plati

P(A) N(G) = p(A) U (B(ANIG) N p(G))) = ¢(4),

takze dostavame, ze p(A) je (relativné) uzaviend mnozina ve (@), coz jsme méli dokazat.
Nyni pfedpoklddejme, ze podminka (2.50) neplati. Existuji tedy body t € G a t* € 9G,
pro které p(t) = @(t*). Zvolime-li nyni posloupnost (tn) bodi z G konvergujici k t*,
dostéavame, Ze p(tn) — p(t), takZe neplati podminka (ii)** z Poznamky 2.140 a p: G —
¢(G) neni homeomorfismus.

2.145 Priklad. Necht S: R® — R? je zobrazen{ ,zavadéjici sférické soutadnice® z Pii-
kladu 2.132. Uvazujme zobrazeni
U: R? 5 R, W(6,9) = S(1,0,9) = (sinf cos @, sin fsin o, cos f)

Z vlastnosti S vyplyva, ze U(R?) = {(z,y,2): 22 +y? + 22 = 1}. Ziejmé ¥ je t¥idy
C' na R? a Givahou nebo vypoctem snadno dostévame, Ze plati rovnost O'(6,¢) (h, k) =
S'(1,8, ) (0, h, k). Protoze Jg(1,6, @) = sin 8, je linedrni zobrazeni ¥’ (6, p) prosté, pokud
sin @ # 0. Polozime-li G: = (0,7) x (0,27) a ®: = ¥ |4, spliiuje tedy & podminky (i) a
(i1) z Definice 2.138. Z geometrického nézoru ,je vidét“ a snadno se presné dokaze, ze ®
je prosté a ®(G) je jednotkovd sféra bez ,nultého poledniku®, tj.

®(G)=P: ={(z,y,2): 2° +y* + 22 =1}\{(2,9,2): y=0,2>0,2" +2° =1},

Zobrazeni &: = ¥ Iz je zfejmé spojité rozsifeni ® a je snadné ovéfit platnost pod-
minky (2.50). Zobrazeni ® je tedy reguldrni homeomorfismus a M je parametricky zadany
kus dvourozmérné C* plochy.

Kus k-rozmérné C? plochy zadany difeomorfismem.

2.146 Definice. Necht 1 < k < n. Rekneme, Ze ) # M C R" je kus k-rozmérné
CP? plochy zadany difeomorfismem, jestlize existuje oteviena mnozina H C R™ a
difeomorfismus ¢: H — R" tridy C? takovy, ze

MZ’(ﬁ(Hﬂ{(:El,...,iEn): Thtl = Th42 = " = Tp ZO}).

2.147 Poznamka. Kdybychom v definici misto linedrniho k-rozmérného prostoru {(z1, ...

Tpio = --» = zp = 0} pripoustéli libovolny k-rozmérny afinni podprostor R™, dostali
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bychom stejny pojem. To je snadno vidét z toho, Ze libovolné dva k-rozmérné afinni pod-
prostory R™ lze na sebe pievést (afinnim) difeomorfismem, ktery zobrazuje R™ na R™.

Implicitné zadany kus k-rozmérné C? plochy.

2.148 Definice. Necht'1 < k < n. Rekneme, 7e ) # M C R" je implicitné zadany
kus k-rozmérné CP plochy v R", existuje-li oteviena mnozina G C R" a zobrazeni
g: G — R takové, e g je tiidy CP v G, Jacobiho matice [g'(z)] zobrazeni g m4
v kazdém bodé x € G hodnost n — k a

M ={z € G: g(z) = 0}.

Déle budeme potiebovat nasledujici snadné vztahy mezi pravé definovanymi
pojmy.

2.149 Tvrzeni. Necht'1 <k <n a M C R". Uvazujme nasledujici vyroky.
(i) M je explicitné zadany kus k-rozmérné CP plochy.
(ii) M je parametricky zadany kus k-rozmérné CP plochy.
(iii) M je implicitné zadany kus k-rozmérné C? plochy.
(iv) M je kus k-rozmérné C? plochy zadany difeomorfismem.
Pak plati nasledujici implikace:

(1) = (i), (1) = (ii3), (i) = (iv), (iv) = ().

Dikaz. (1) = (1i)“: Pfedpokladejme, ze M je explicitné zadany kus k-rozmérné
CP plochy. Pro vétsi prehlednost predpokladejme, Ze pro indexy iy,...,4i; z De-
finice 2.136 plati iy = 1,...,ix = k. Pak existuje neprazdna oteviend mnozina
G C R* a zobrazeni f: G — R** t¥idy CP takové, ze

M:{('Tla"'axn): (xk+17"'7xn) :f(xla"'axk)}'

Je snadno vidét, ze zobrazeni p: G — R" dané predpisem ¢(t) = (¢, f(t)) je regu-
l4rni homeomorfismus z R¥ do R a ¢(G) = M. Mnozina M je tedy parametricky
zadany kus k-rozmérné C? plochy. Je ziejmé, Ze pripad obecnych indext i1, ..., i
je zcela obdobny, jen formalni zépis je méné pirehledny.

»(1) = (i1i)“: Opé&t predpokladame, ze i1 = 1,...,ix = k, a G, f maji stejny
smysl jako vyse. Polozme G* := G x R** a definujme zobrazeni g: G* — R*~F
predpisem g(t,u): = u — f(t). Snadno vidime, 7e g € C'(G*), Jacobiho matice
zobrazeni g ma v kazdém bodé (t,u) € G* hodnost n — k a

g(t,iu) =0 <= u = f(t) < (t,u) € M,

takze M je skutecné implicitné zadany kus k-rozmérné CP plochy.
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»(1) = (iv)“: Stéle predpokladédme, ze iy = 1,...,ix = k a G, f jsou jako
vise. Polozme H: = G x R*F a o(t,u) := (t,u + f(t)) pro (t,u) € H. Ziejmé
»p7I(r,v) = (r,v — f(1)), (1,v) € H, takZe 1 je difeomorfismus H na H. Tvrzen{
(iv) vyplyva z rovnosti

YHN{(z1,...,Zn): Tpgp1 =Ty =--- =z, =0}) ={(t, f(¥): t € G} = M.

»(iv) = (i7)“: Necht M je kus k-rozmérné CP plochy zadany difeomorfismem.
Existuje tedy oteviend mnozina H C R™ a difeomorfismus ¢: H — R takovy, Ze

M=y Hn{(z1,...,Tp): Th41 = Tpyo =--- =T, = 0}).

Necht G := {(t1,...,tx) € R*: (t1,...,t4,0,...,0) € H} aprot = (ti,...,tx) €G
polozme ¢(t) = (t1,...,tx,0,...,0). Z¥ejmé ©(G) = M a snadno lze ovéfit, ze
¢ je reguldrni homeomorfismus z R¥ do R”. Je tedy M parametricky zadany kus
k-rozmérné CP plochy.

IV vevs

Obtiznéjsi je nasledujici duilezité tvrzeni, a proto je dokdzeme podrobnéji.

2.150 Tvrzeni. Necht1 < k < n,M C R" je parametricky zadany kus k-roz-
mérné CP plochy a a € M. Pak existuje oteviené okoli U bodu a takové, ze U N M
je explicitné zadany kus k-rozmérné CP plochy.

Diikaz. Podle definice existuje oteviend mnozina G C R* a regularni homeomor-
fismus ¢ = (@1,...,0n): G = R* takovy, 7e M = ¢(G). Oznaéme ty := ¢~ (a).
Protoze hodnost Jacobiho matice zobrazeni ¢ v bodé ty je podle predpokladu k a
radky této matice jsou

grad ¢ (to), - . -, grad ¢, (to),

existuji indexy 1 < iy < iy < -+ < i} < n takové, ze vektory
grad p;, (to), - - ., grad v;, (to)
jsou linearné nezévislé. Polozime-1i w(t): = (pi, (1), ..., 04, (1), t€G,
dostavame, 7e w: G — RF je zobrazeni t¥idy CP na G, jehoz Jacobiho matice v
bodé tg je regularni. Podle Véty 2.121 o inverznim zobrazeni existuje oteviené okoli

V bodu to takové, Ze zlZeni 71 = w |y je difeomorfismus. Je tedy W := 7(V)
oteviend podmnozina R*¥ a 7! je difeomorfismus W na V. Definujme jests

Y(t) = (pj, (1), -5 05, (1), tEG,
kde j1 < -+ < jp—g jsou ,zbylé indexy“, ({j1,. -, dn—k} = {1,...,n}\{i1,. .., ir}).

Polozime-li f := ¢ o77!, je f: W — R** ti{dy CP? a snadno vidime, 7e

(2.51) e(V) ={(z1,.-,2n): (@jys--y25, ) = (@i, @) }-

Skutens, je-li (z1,...,zn) = ¢(t) pro ndjaky bod ¢t € V, pak podle definice zobrazeni 7,1 je
(iy vy xiyy) =7(t) EW a (xj,,...,25,_,) = P(t), takze
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(Tjyseo sy, ) = w('r*l(xil,...,xik)) = fl@iy, ..y 24y)
Jestlize naopak pro bod (z1,...,zn) plati (zj,,...,2z;, ,) = f
T Y@y, xay,) Platl (g, .. ) = 7(8) a (T, 525, ) = V(T (@i, 74,,) = Y(1),
takZe (z1,...,2n) = @(t) € (V).

(@iy,...,%i, ), pak pro t :=

Protoze ¢: G — R” je reguldrni homeomorfismus z R¥ do R, je obraz o(V)
oteviené mnoziny V' mnoZina relativné oteviend v M = ¢(G). Existuje tudiz ote-
viend mnozina U C R" takova, 7e U N M = ¢(V). Podle (2.51) je tedy U N M
explicitné zadany kus k-rozmérné C? plochy.

Analogické tvrzeni pro implicitné zadany kus k-rozmérné CP plochy je vlastné
jen jinou formulaci véty o implicitnich funkcich.

2.151 Tvrzeni. Necht1l <k <n , M CR" je implicitné zadany kus k-rozmérné
C? plochy a a € M. Pak existuje oteviené okoli U bodu a takové, ze U N M je
explicitné zadany kus k-rozmérné CP plochy:.

Diikaz. Podle Definice 2.148 miiZzeme najit otevienou mnozinu G C R a zobrazeni
9= (g1, 9n_k): G — R * takové, ze g je tiidy C? v G, Jacobiho matice [¢'(a)]
ma v kazdém bodé x € G hodnost n —k a M = {z € G: g(x) = 0}. Protoze matice
[¢'(a)] m& hodnost n — k, existuji indexy 1 < ji < -+ < jp—r < n takové, 7e

D(gla"'agnfk)
D(mjl""’mjn—k)

(a) £0.

Oznatme ,zbylé indexy* iy < -+ < i ({i1,... ik} U {j1,- -, jn—rt =9{1,...,n}).
Podle véty o implicitnich funkcich dostdvame (viz. Poznamka 2.116), Ze existuji
oteviené okoli U C G bodu a a zobrazeni f z R¥ do R"~*, které je definované a
tfidy CP na néjakém otevieném okoli bodu (a;, ,...,a;, ), takové, Ze

MNU={zeU: g(z) =0} ={(z1,---,2n): (@j,,---,xj, ) =F(@i, - 2i)}-
Je tedy U N M explicitné zadany kus k-rozmérné CP plochy.

2.152 Poznamka. Lze snadno dokazat, Ze pokud M je kus k-rozmérné CP plochy v
R" zadany parametricky (implicitng, difeomorfismem) a ¢: R" — R" je difeomorfismus,
pak (M) je opét kus plochy stejného druhu. Specidlné tyto pojmy ,kusi ploch® jsou ,ge-
ometrické “ — nezavisi na zvoleném systému kartézskych (dokonce i afinnich) soufadnic.
Mizeme tedy tyto pojmy definovat i v obecném eukleidovském ¢i afinnim prostoru (kde
7adny soufadnicovy systém neni pfedem zaddn). Jinak je tomu s pojmem explicitné zada-
ného kusu plochy, ktery neni invariantni ani vii¢i zméné kartézskych souradnic. Uvazujme
naptiklad ,horni pilkruznici“

M = {(z,y): 22 +y% =1,y > 0}, ktera je ziejmé explicitné zadany kus 1-rozmérné C'>°
plochy v R?. Otot¢ime-li ale mnoZinu M kolem pocatku v kladném smyslu o 7/4, vysledna
mnozina jiz takovym explicitné zadanym kusem plochy nebude.
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2.153 Véta. Necht1 <k <n aP CR" je neprazdnd mnozina. Pak nasledujici
vlastnosti mnoziny P jsou ekvivalentni.

(i) Pro kaZdy bod a € P existuje oteviené okoli U bodu a takové, 7e U N P je

explicitné zadany kus k-rozmérné CP plochy:.

(ii) Pro kazdy bod a € P existuje oteviené okoli U bodu a takové, ze U NP je
parametricky zadany kus k-rozmérné CP plochy.

(iii) Pro kazdy bod a € P existuje oteviené okoli U bodu a takové, 7e U N P je
implicitné zadany kus k-rozmérné CP plochy.

(iv) Pro kazdy bod a € P existuje oteviené okoli U bodu a takové, 7e U N P je
kus k-rozmérné C? plochy zadany difeomorfismem.

Dikaz. Implikace (i) = (i1), (i) = (ii4), (i) = (iv) a (iv) = (i7) plynou
okamzité z Tvrzeni 2.149. Stadi tedy dokazat implikace (i7) = (i) a (iii) = (4).

K diikazu prvé z nich zvolme libovolny bod a € P. Podle (ii) existuje oteviené
okoli V' bodu a, pro které je V N P parametricky zadany kus k-rozmérné CP plochy.
Podle Tvrzeni 2.150 existuje oteviené okoli V* bodu a takové, ze V* N (VN P) je
explicitné zadany kus k-rozmérné CP plochy. Polozime-li U := V N V*, dostavame
platnost (i).

Dikaz implikace (iii) = (i) dostavame stejnym zptsobem z Tvrzeni 2.151.

Nyni mazeme vyslovit zdkladni definici tohoto oddilu.

2.154 Definice. Necht'1 < k < n. Neprazdnou mnozinu P C R" budeme nazyvat
k-rozmérnou C? plochou, jsou-li splnény (ekvivalentni) podminky (i)-(iv) z Véty
2.153.

2.155 Poznamka.

(i) Je snadné ovéfit, ze kazdy z vyse definovanych typd kust k-rozmérnych C?
ploch je k-rozmérnd CP plocha. Specidlné (viz Priklad 2.137 d)) vidime, Ze
k-rozmérna CP plocha nemusi byt souvisld mnozina.

(i) Je-li ¢ difeomorfismus R do R" t¥idy C? a M C R™ je k-rozmérna C?
plocha, pak (srov. Pozndmka 2.152) (M) je opét k-rozmérnd C? plocha.

(iii) Je-li M C R™ k-rozmérna C? plocha a G C R™ je oteviend mnoZina proti-
najici M, pak M NG je ziejmé opét k-rozmérnd CP plocha.

Autori ucebnic berou za zaklad pii definici k-rozmérné CP plochy v R rizné
podminky (vétsinou nékterou z podminek (i)-(iv) z Véty 2.153). N&kdy se v definici
predpoklada souvislost plochy; nékdy se misto o k-rozmérné CP plose hovoii o k-
rozmérné varieté tiidy CP v R™. Poznamenejme, Ze pojem variety, ktery je zakladem
moderni diferencialni geometrie, je velmi obecny — prvky (body) variety mohou byt
libovolné objekty. Pojem k-rozmérné CP plochy lze pfirozenym zpiisobem ztotoznit
(srov. [Kow; Véta 2.27]) s pojmem k-rozmérné variety t¥idy CP, kterd je vlastni
podvarietou prostoru R™.
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Na pfirozenou otazku po velikosti k-rozmérnych ploch odpovida nasledujici tvr-
zeni.

2.156 Tvrzeni. Necht1 <k <n aP CR" je k-rozmérnd C* plocha. Pak P je
ridka, lebesgueovsky nulova a borelovska mnozZina.

Diikaz.  Zvolme libovolny bod a € P. Pak existuje jeho oteviené okoli U, takové, Ze
P* := PNU je kus k-rozmérné plochy zadany difeomorfismem.

Existuje tedy oteviend mnoZina H C R" a difeomorfismus ¢: H — R" t¥idy C?
takovy, ze P* = ¢p(H N A), kde A = {(z1,...,2n): Ty = Tpyo = -+ = zn = 0}
Mnozina H N A je ziejmé ¥idkad v H a Ap(HN A) = 0.

Protoze yH — v (H) je homeomorfismus, je P* ¥idk4 v oteviené mnoZing o)(H), takZe
je ¥idk4 (v R™). Je tedy P lokaln& ¥{dka, z ¢ehoZ snadno vyplyva (napf. pomoci podminky
(iv) z Tvrzeni 1.90), Ze je Fidka.

Z v&ty o substituci (Véta 6.34) okamZité vyplyva, Ze An(P*) = 0. Pomoci Poznamky
1.69 snadno dostdvame A, (P) = 0.

ProtoZe mnoZina HN A je mnoZina uzaviena v H, je P* uzavfen4 v oteviené mnozing
W(H), a proto je také uzaviend v oteviené mno%ind V := UNy(H) D P* = PNV, tj.
PNV NV = PNV. Protoze ziejmé PNV NV = PNV, snadno tedy vidime, 7e a je
vnitinim bodem mnoziny P v prostoru P. Tim jsme dokazali, %e P je oteviena podmnoZina,
P. Podle Tvrzeni 1.22 plati P = PN G pro né&jakou otevienou mnozinu G C R™; P je tedy
borelovskd mnozina.

2.157 Poznamka. Je ziejmé, %e k-rozmérna C> plocha v R” nemusi (ale miize) byt uzaviend
podmnoZina R™. Oteviend vSak byt nemiiZe (to by nebyla Fidka).

77?7 Dat do wint? Nasledujici tvrzeni okamzité plyne z definice k-plochy a Po-
znamky 1.69.

2.158 Tvrzeni. Necht P C R™ je k-plocha. Pak P je spocetnym sjednocenim
explicitné zadanych kusti k-rozmérnych C' ploch.

2.13.3 Tecny prostor ke k-rozmérné C” ploSe

Velmi dtlezity je pojem te¢ného prostoru k plose P v bodé a € P. Afinnim tecnym
prostorem Taaf(P) ke plose P v bodé a rozumime, zhruba feceno, jediny afinni k-
rozmérny prostor
A C R", ktery obsahuje bod a a v blizkosti bodu a se ke plose P ,velmi tésné
pfimykéd“. Tento smysl je moZno riznymi zptsoby piesné definovat (viz Pozndmka
?? nize). Velmi zhruba lze ¥ici, Ze v dostatetné malém okoli bodu a jiz ,od sebe
plochu P a afinni prostor A nerozezname®.

Pojem afinniho te¢ného prostoru bude oviem zobechovat jiz definovany pojem
te¢né nadroviny ke grafu funkce: Je-li f: R?~! — R funkce t¥idy C!, pak graf
P={(x1,...,20): on = f(z1,...,7n—1)} funkce f je (n — 1)-rozmérna C* plocha
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OBR.2.13. Tecny vektor v ke plose P.

v R”; afinnim teénym prostorem k P v bodé a € P pak bude te¢na nadrovina k P
v tomto bodé.

Zékladnim geometrickym pojmem v teorii ploch v8ak neni pojem afinniho tec-
ného prostoru, ale pojem (vektorového) teéného prostoru Ty, (P), ktery je zaméie-
nim afinniho teéného prostoru. Jinymi slovy, T, (P) je ten (k-rozmérny) vektorovy
podprostor R, pro ktery

T(P) = a + T,(P).

Probihé-li v vektorovy teény prostor, vyplni body a + v cely afinni teény prostor.
Tecny vektorovy prostor ke plose se ¢asto definuje nasledujicim zpiisobem (srov.
obr. 2.13) pomoci derivaci zobrazeni z R do R (,cest“).

2.159 Definice. Necht P C R" je k-rozmérna CP plocha a je ddn bod a € P. Pak
vektor v € R™ nazveme tecnym vektorem ke ploSe P v bodé a, existuje-li § > 0 a
spojité zobrazeni v: (—4,9) — P takové, Ze v(0) = a a v'(0) = v. MnoZinu vSech
tecnych vektorit ke plose P v bodé a oznacujeme T,(P) a nazyvame ji (vektorovym)
tecnym prostorem ke plose P v bodé a.

2.160 Poznamka.

(i) Je vhodné si uvédomit toto: Je-li U oteviené okoli bodu a, pak P* = PNU
je opét k-rozmérnd CP plocha a T, (P*) = T,(P). To plyne okam?Zité z toho,
ze pro kazdou spojitou ,cestu“ v: (—d,d) — P, pro kterou v(0) = a, ziejmé
existuje 6* > 0 takové, ze y((—d*,d*)) C P*.

(ii) Tkdybychom v Definici 2.159 nepozadovali spojitost ,,cesty“~y, dostali bychom
stejny pojem (to je vidét z dikazu nasledujici véty).

V nésledujici vété dokdzeme, 7e T, (P) je skutecéné vektorovy prostor (dimenze k),
a ukazeme, jak jej v konkrétnich pfipadech mizeme snadno urcit.

2.161 Véta. Necht P C R" je k-rozmérna CP plocha a je dan bod a € P. Pak
plati nasledujici tvrzeni.

(i) T,(P) je k-rozmérny vektorovy prostor.
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(ii) Je-li P parametricky zadany kus k-rozmérné CP plochy a p: H — R" je
piislusny reguldarni homeomorfismus z R¥ do R™, pro ktery o(H) = P a
a = ¢(u), pak
T.(P) = Im(¢'(uo)).-

(iii) Necht P je implicitné zadany kus k-rozmérné CP plochy, tj.
P={ze€G: ¢g1(z) =0,...,gn—r(z) =0},

kde g;, i = 1,...,n — k, jsou funkce tridy CP na néjaké oteviené mnoziné
G C R" takové, ze gradienty gradg;(z),...,gradg,_r(z) jsou linedrné
nezavislé pro kazdé x € G. Pak

T,(P) = (Lin{grad g (a), . .., grad gn_r(a)}) "

Diikaz. Diikaz provedeme ve Ctyfech krocich. (Na obr. 2.14 je zobrazen piipad,
kdy k=2, n =3 a jsou splnény predpoklady (ii), (iii).)

1. krok: Nejdrive dokdzeme inkluzi Im(p'(ug)) C T,(P) z (ii). Zvolme tedy
libovolny vektor w € Im(¢'(uo)); necht v € H je ten vektor, pro ktery ¢'(uo)(v) =
w. Uvazujme funkci v(t) := ¢(ug + tv). Zfejmé mizeme zvolit § > 0 tak malé, aby
funkce v byla definovdna na celém intervalu (—d,0); pak ovéem ~((—4,d)) C P.
Protoze

/(0) = tim Z0F I 2] o) = ) (0) = w,

dokézali jsme, 7ze w € T, (P).

2. krok: Nyni dokazeme inkluzi T, (P) C (Lin{grad g (a),. .., grad gn_x(a)})"
z podminky (iii). Pro libovolny vektor w € T,(P) najdéme § > 0 a spojitou cestu
v: (=4,8) = P takovou, ze v(0) = a a 7v'(0) = w. Pro kazdé t € (—4,0) plati

g1 (,-}/(t)) = 07 EEEE) gnfk(’y(t)) =0.

Pro kazdé i € {1,...,n — k} tedy podle véty o derivaci slozené funkce (srov. Po-
znédmka 2.56) dostavame

(gi ©7)'(0) = (grad gi(a),7'(0)) = 0,

takZe skuteéné w € (Lin{grad gi(a),...,grad gn_k(a)})L

3. krok: Uvazujme obecnou k-rozmérnou C? plochu P. Zvolme oteviené okoli U
bodu a, pro které je U N P parametricky zadany kus k-rozmérné CP plochy. Podle
1. kroku dikazu a Poznamky 2.160(i) dostavame, ze T,(P) obsahuje k-rozmérny
vektorovy podprostor R” | totiz V := Im(y'(up)). Existuje v8ak také oteviené okoli
U* bodu a, pro které je U* N P implicitné zadany kus k-rozmérné C? plochy. Podle
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OBR. 2.14.

2. kroku ditkazu a Poznamky 2.160(i) dostavame, ze T, (P) je obsazen v k-rozmérném
vektorovém podprostoru R”; totiz v ortogonalnim dopliku

W := (Lin{grad ¢; (a), ..., grad gn_k(a)})L

(n — k)-rozmérného prostoru Lin{grad g (a),...,grad gn—r(a)}. Plati tedy
V c T,(P) C W. Protoze dimV = dim W, snadno vidime, ze V =W, takZe
T,(P) =V =W je skutetné k-rozmérny vektorovy podprostor R™.

4. krok: Ted jiz mtzeme dokon¢it dikaz (ii) a (iii). ProtoZe uz vime, Ze T, (P)
je v obou pripadech k-rozmérny vektorovy prostor, z jiz dokdzanych inkluzi mezi
k-rozmérnymi vektorovymi prostory vyplyva, ze je 1ze nahradit rovnostmi.

2.162 Definice. Necht P C R" je k-rozmérna C? plocha a je dan bod a € P. Pak
ortogonalni dopInék (T,(P))* k te¢nému prostoru ke plose P v bodé a se nazyva
normalovy prostor k plose P v bodé a. Jeho prvky se nazyvaji normalové vektory
k plose P v bodé a.

2.163 Poznamka.
(a) Je-li P implicitné zadany kus k-rozmérné C? plochy jako v (iii), pak norma-
lovy prostor k plose P v bodé a je Lin{gradg(a),...,gradg,—r(a)}.
(b) V situaci na obr. 2.14 je normdlovy prostor k ploge P v bodé a jednorozmérny.
Tecny prostor T,(P) = Im(¢'(up)) je linedrnim obalem vektora g—tf(uo),

o
a5 (10)-

Nakonec jesté dokdzeme diilezité tvrzeni, které budeme potiebovat v teorii plos-
ného integralu.

2.164 Tvrzeni. Necht P je parametricky zadany kus k-rozmérnéC' plochy
vR*, A C R, B C RF jsou oteviené mnoziny a a: A — R*, f: B — R™ jsou

137



2. Diferencidlni poclet funkci vice proménnych

reguldrni homeomorfismy takové, Zze a(A) = B(B) = P. Pak existuje (bijektivni)
difeomorfismus w: A — B takovy, Ze o = 3 o w.

Diikaz. Staci ziejmé dokazat, 7e w := 87! o a je difeomorfismus. Zvolme libovolny
bod a € A a polozme p := a(a), b := ~1(p). Podle Véty 2.153 existuje oteviené
okoli U bodu p takové, ze PN U je kus k-rozmérné C' plochy zadany difeomorfis-
mem. Existuje tedy oteviend mnozina H C R" a difeomorfismus ¢: H — R" tiidy
C! takovy, ze

(2.52) PNU=y¢HN{(z1,..-,%0) Tht1 = Tpp2 =+ =25 = 0}).

Oznatme A* := a Y (PNU), B*:=371(PNU) a
a* = lae, BFi=P0 1, pi=19 ok, vi=¢T o "

Ziejmé A*, B* jsou poradé oteviend okoli bodi a, b a u, v jsou prosta zobrazeni
tiidy CL. Z (2.52) vyplyva, ze i = (p1, - -+, pk, 0, . . ., 0), takze také i := (uy, ..., ux)
je prosté a tiidy C'. Pro kazdé t € A* plati u'(t) = (") (a(t)) o &’ (t). Protoze
(=1 (a(t)) je linedrni bijekce R® na R™, plati

dim(Lin{grad (u: (1), dots, grad(su () }) = h([1 ()]) = dim(Tm ¢ () = dim(Im o/ (£)) = ,
takze [(11)'(t)] je regularni matice. Zobrazeni fi: A* — RF je tedy prosté regularni
zobrazeni, takze je podle Véty 2.126 difeomorfismus.

Zcela obdobné dostdvame, ze v := (vy,...,v;) je difeomorfismus. Na zdkladé
(2.52) snadno nahlédneme, 7e w [4+= (8*) L oa* = (¥)7! o, takie w [a+ je
regularni zobrazeni. Z toho ihned vyplyva, Ze w je reguldrni, a protoze je prosté, je
difeomorfismus.

2.14 Vazané extrémy

Problém hledani bodi relativniho lokalniho extrému (viz. Definice 2.103) funkce n
proménnych f (vzhledem k mnoZiné M C R™) je dilezity pro matematiku i jeji
aplikace (napf. fyziku).

V matematice tento problém prirozené vznika pti vySetfovani globdlnich ex-
trémi funkce. Ve fyzice je pojem lokélniho (vdzaného) extrému dilezity naptiklad
pri vySetrovani otazek stability.

Budeme se zabyvat pro aplikace dulezitym pripadem, kdy mnozina M je zadana
pomoci ,vazbovych podminek® (fasto je M implicitné zadany kus k-rozmérné C!
plochy). V tom piipadé se o lokdlnich relativnich extrémech (vzhledem k M) hovoii
jako o ,vazanych extrémech“. Pokud lze M jednoduchym zpiisobem parametrizo-
vat, ke zjistovani relativnich lokélnich extrémi funkce f vzhledem k mnoZiné M
zpravidla zadnou specidlni teorii nepotiebujeme; problém se snadno prevadi na
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hledani lokalnich extrému jisté funkce k proménnych. MiZeme totiZ vyjit z nasle-
dujictho témér ziejmého tvrzeni.

2.165 Tvrzeni. Necht je dana redalna funkce n proménnych f, mnozina M C R"
a bod a € M N Dy. Necht HC RF je oteviend mnozina, c € H a p: H — M je
zobrazeni, pro které p(c) = a. Pak plati:

(i) Je-li ¢ spojité v bodé ¢ a f md v bodé a lokdlni maximum vzhledem k mno-
7iné M, pak funkce f o ¢ ma v bodé ¢ lokdlni maximum.

(ii) Existuje-li okoli U bodu a takové, Ze ¢ je homeomorfismus mezi mnoZinami
H a M NU, pak f mé lokalni maximum (resp. ostré lokdlni maximum)
vzhledem k M v bodé a, pravé kdyz f o ¢ ma v bodé ¢ lokidlni maximum
(resp. ostré lokalni maximum).

2.166 Priklad. Necht f(z,y) = 2> +zy a M = {(z,y): 22 +y* = 1}. Zkoumejme,
ve kterych bodech mé funkce f lokalni relativni extrémy vzhledem k mnoziné M.
Méme-li uzit pfedchozi tvrzeni, musime hledat vhodné parametrizace M (resp. ¢asti
M). Nabizeji se dva pfirozené piistupy:

a) Mzeme pouzit dvé parametrizace p(z) = (z, v 1 — 2?) otevienych pilkruz-
nic, které nas problém prevaddji (podle Tvrzeni 2.165 (ii)) na vySetfovani lokalnich
extrémt funkci f(p(z)) = 22 £ 21 — 22

Zbyvaji ovéem body (1,0), (—1,0); pro vySetfeni, zda v nich ma f lokdlni ex-
trém, miZzeme pouZit dalsi parametrizace ¥(y) = (y, £1/1 — y?).

b) Najednou miiZzeme parametrizovat M pomoci zobrazeni p(«) := (cos a, sin @),
a € R, které oviem neni prosté. Ma-li viak funkce f v bodé ¢(t) lokélni extrém
vzhledem k M, ma podle Tvrzeni 2.165 (i) funkce g¢(t) := f(@(t)) lokalni extrém
v bodé t, takze g'(t) = —2costsint — sin® t 4+ cos® t = cos 2t — sin 2t = 0, a proto
sin 2t = cos 2t, 2t = w/4 + kn,t = w/8 + kn/2 (k € Z). Protoze g(t) = 1/2 -
(1 4 cos 2t + sin 2t), je bud (pro sudé k) g(t) = 1/2- (1 + /2) nebo (pro lich4 k)
g(t) = 1/2- (1 = /2). V této konkrétni specidlni tloze jiz uéinéné vypocty staci
k tplnému feSeni. Protoze funkce f je spojitd na kompaktni mnoziné M, nutné
na ni nabyva v nékterych bodech svého maxima a minima; v téchto bodech méa
oviem f také lokalni extrém vzhledem k mnoziné M. Z toho jiz vyplyvé, ze funkce
f nabyvd na M svého maxima (a tedy i ostrého relativniho lokdlniho maxima)
1/2 - (1 + +/2) ve dvou bodech (cos7/8,sin7/8), (cos(m/8 + 7),sin(n/8 + 7)) a
svého minima (a tedy i ostrého relativniho lokalnfho minima) 1/2- (1 —v/2) v bo-
dech (cos(m/8 4+ 7/2),sin(w/8 + 7/2)), (cos(mw/8 + 3w /2),sin(n/8 + 37/2)).

V predchozim piikladu jsme hledali ,vazané extrémy“ tak, Ze jsme se snazili
vypocitat parametrizaci mnoziny M a pouzit Tvrzeni 2.165. Nasledujici dulezita
véta mj. ukazuje, jak se ptri hledani ,vazanych extrémii“ obejit bez vypoctu jaké-
koliv parametrizace. Tim se nékdy vyhneme pracnému rozliSovéani piipadt (jako v
postupu a) Ptikladu 2.166) a vypocty se ¢asto podstatné zjednodussi. V nékterych

vvvvvv

snadné).
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2.167 Véta. (nutné podminky pro vazany extrém, 1. ¢ast véty o Lagrangeovych
multiplikdtorech) Necht G C R" je oteviend mnoZina, f a gi,...,9s (1 <s<n)
jsou funkce tr¥idy C' na G a necht v kazdém bodé z € G m4 (Jacobiho) matice

og og
s () ... B, (x)
893: ags:
B2, (z) B, (z)

hodnost s. Necht
M={2€G: g1(2) =0,...,95(2) = 0}

a funkce f ma v bodé a € M lokalni extrém vzhledem k M. Pak existuje pravé
Jjedna s-tice realnych cisel (M1, ..., \s) takovd, Ze a je staciondrnim bodem funkce

L(z) = f(x) + Z Aigi(T).

Nez pristoupime k ditkazu véty, je vhodné udélat nékolik poznamek a snadnych
avah.

2.168 Poznamka.

(i) Rovnicim ¢;(z) = 0,...,9s(2z) = 0 se casto ¥ika ,vazbové podminky“ a
funkcim g¢1,...,gs ,vazbové funkce®.

(i) Cislim Ay,..., s se fikd ,Lagrangeovy multiplikdtory“ a funkce L se na-
zyva ,,Lagrangeova funkce“. Nékteti autori rikaji ,, Lagrangeovy multiplika-
tory“ éislim Af := —)\;; Lagrangeova funkce mé pak tvar L(z) = f(z) —
2321 A gi(z).

(iii) Bod a je staciondrnim bodem funkce L, pravé kdyZz grad L(a) = 0, coz je
totéz jako

s
~grad f(a) = 3 \sgrad gi(a).
i=1
7 ,podminky regularity” hovotici o hodnosti Jacobiho matice vyplyva, Ze
vektory
grad 91 (a)a s ,grad 9s (a)

jsou linedrné nezavislé. Z toho vidime, ze pokud ¢éisla Ay, ..., As (Lagrange-
ovy multiplikdtory) existuji, jsou uréena jednozna¢né. Déle: existence ¢isel
Ay ..., As je ekvivalentni tomu, Z%e vektor grad f(a) je linedrni kombinaci
vektori grad g; (a), . .., grad gs(a). Zavér véty o vazanych extrémech lze tedy
ekvivalentné piepsat podstatné jednoduseji: vektor grad f(a) je linedrni kom-
binaci vektorti gradg;(a),...,gradgs(a).
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Zda se tedy divné, pro¢ se pojem Lagrangeovy funkce zavadi. To méa ale své
dobré davody. Ve Vété 2.171 napriklad uvidime, jak elegantné se postacujici pod-
minky pro vazané extrémy formuluji pomoci Lagrangeovy funkce.

Diikaz. Podstatné uzijeme teorii k-rozmérnych ploch a jejich teénych prostorii.
Ptedné si uvédomime, ze M je implicitné zadany kus (n — s)-rozmérné C* plochy.
Uvazujme nyni libovolny teény vektor v € T,(M). Podle definice tedy existuje
spojité zobrazeni v: (—6,9) — M takové, ze ~(0) = a a v'(0) = v. ProtoZe f mé v
bodé a lokalni extrém vzhledem k M, mé redlnd funkce f o: (—6,4) — R lokalni
extrém v bodé 0 (Tvrzeni 2.165 (i), takze (viz Pozndmka 2.56)

(f ©7)'(0) = (grad f(a),7'(0)) = (grad f(a),v) = 0.

Dokézali jsme tedy, ze grad f(a) je normélovy vektor ke ploge M v bodé a. Z Véty
2.161 (iii) (srov. Poznadmka 2.163 (a)) dostédvame, 7e

grad f(a) € Lin{grad g, (a), ...,grad gs(a)}.

Existuji tudiz (jednozna¢né urcend) ¢isla Aq, ..., As, pro kterd nastava rovnost
—grad f(a) = Y7, Xigrad g;(a), kterd je ekvivalentni s tim, Z%e a je staciondrnim

bodem Lagrangeovy funkce L = f + 5;_, X\ig; (srov. Pozndmka 2.168 (iii)).

Nasledujici verze véty o Lagrangeovych multiplikidtorech (kterd snadno plyne
z predchozi verze) se hodi{ v pocetni praxi, kdy vazbové funkce nékdy nespliuji
podminku regularity.

2.169 Véta. Necht H C R" je oteviend mnoZina a f, g1,...,9s (s < n) jsou
funkce tiidy C' na H. Necht

M ={z€ H: gi(z) =0,...,9s(2) =0}

a funkce f ma v bodé a € M lokalni extrém vzhledem k M. Pak jsou vektory
grad g1 (a), . ..,grad gs(a) linedrné zavislé nebo existuji ¢isla (A1, ..., \s) takovd, Ze
a je staciondrnim bodem Lagrangeovy funkce L(z) = f(z) + Y7, Xigi(z).

Dikaz. Jsou-li vektory grad g (a),...,grad gs(a) linedrné zavislé, je tvrzeni véty
splnéno. V opa¢ném piipadé jsou vektory grad g; (z),...,grad gs(z) linedrné nezé-
vislé i na né&jakém otevieném okoli G C H bodu a. To nahlédneme napiiklad takto:
Protoze fadky grad g1 (a), ..., grad gs(a) Jacobiho matice zobrazeni g = (g1, -.-,9s)
v bodé a jsou nezavislé, ma tato matice nenulovy subdeterminant fadu s. Jinymi
slovy, existuji indexy 1 < i; < ip < --- < ig < n takové, ze Jacobiho determinant
J(z) = D(g1,.-.,9s)
D(xi1a"'7xis)
vyjadrit pomoci vzorce, ktery pouziva pouze prvky této matice a operace nasobent,
s¢itani a od¢itani, je funkce J spojitd na H, a proto je nenulovi na néjakém ote-
vieném okoli G C H bodu a. Jsou tedy vektory grad ¢, (), ...,grad gs(z) linedrné
nezavislé v kazdém bodé z € G. Nyni jiz mizeme na G a M* := M N G pouzit
Vétu 2.167, takze dostavame existenci hledanych cisel Aq, ..., As.

(z) je nenulovy v bodé a. ProtoZe determinant matice lze
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2.170 Poznamka. Zavér predchozi véty 1ze oviem formulovat také takto:

Pak jsou vektory grad g (a), ..., grad gs(a), grad f(a) linedrné zdvislé.

V praxi je vSak casto vyhodnéjsi postupovat podle komplikovanéjsiho znéni
Véty theTheoremvaex2. Jednim z dvodu je to, pokud chceme pouzit nasledujici
vétu, Lagrangeovu funkci nutné potiebujeme.

Pomoci Véty 2.167 lze casto najit kone¢nou mnozinu vSech bodu ,,podezielych®
7z toho, ze v nich méa funkce relativni lokalni extrém. Na otazku, které z téchto bodu
jsou skutecné body relativniho lokélniho extrému, ndm ¢asto dd odpoveéd nésledujici
véta, kterd poskytuje mj. acinné postacujici podminky pro vdizané extrémy.

2.171 Véta. (2. ¢ast véty o Lagrangeovych multiplikdtorech) Necht G C R" je
oteviena mnozina, f, gi,...,gs (s < n) jsou funkce t¥idy C? na G, necht v kazdém
bodé x € G ma (Jacobiho) matice

3 3
W) . )
8g. 9g.
851 () ... 893" (z)

hodnost s a necht
M={2€G: ¢:1(2) =0,...,9:(2) =0}.

Necht a € M, (M\,...,Xs) € R® a necht a je staciondrnim bodem funkce
8
L(z) = f(z) + Z/\lgl(a:)
i=1

Pak plati:

(i) Je-li kvadratickd forma Q := d?L(a) positivné definitni na T, (M) (tj. je-li
kvadratickd forma Q [r,(ar) pozitivné definitni), pak f md v bodé a ostré
lokalni minimum vzhledem k mnoziné M .

(ii) Je-li Q := d>L(a) negativné definitni na T,(M), pak f md v bodé a ostré
lokalni maximum vzhledem k mnoziné M.

(iii) Je-li Q := d?L(a) indefinitni na T, (M), pak f nem4 v bodé a lokalni extrém
vzhledem k mnoziné M.

Diikaz. Protoze M je (n— s)-rozmérna C? plocha, podle definice existuje oteviené
okoli U bodu a takové, 7e U N M je parametricky zadany kus (n — s)-rozmérné
C? plochy. Necht ¢: H — R*, ¢ = (¢1,...,0,) je pfislusna parametrizace, tj.
H C R™ ¢ je oteviend mnoZina, ¢ je regularni homeomorfismus a p(H) = U N M.
Ziejmé f mé v bodé a (ostry) lokalni extrém vzhledem k M, pravé kdyz g := fop
mé v bodé ¢ := ¢~ !(a) (ostry) lokalni extrém stejného typu (Tvrzeni 2.165 (ii)).
Protoze f = L na M, plati g = Lo . Jelikoz ¢'(¢) = L'(a) o ¢'(c) a L'(a) = 0,
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je ¢ staciondrnim bodem funkce g. Funkce g je tifdy C? na H (Véta 2.76), takze
na ni mazeme aplikovat Vétu 2.108. Budeme tedy vySetfovat kvadratickou formu
Q* := d2g(c). Protoze a je stacionarnim bodem L, podle Tvrzeni 2.96 plati

P40 = Y. G (@) day(e) don(e) = Lo 0.

Pro h € R" % je tedy Q*(h) = Q(¢'(c)h). Pritom vime (Véta 2.161(ii)), ze vektory
' (¢)h vyplni teény prostor T, (M), kdyZ h probihé prostor R*~% | a rovnost ¢’ (c)h =
0 plati pouze pro h = 0. Je tedy Q* positivné definitni (resp. negativné definitni,
resp. indefinitn{), praveé kdyz @ je positivné definitni (resp. negativné definitni, resp.
indefinitni) na T, (M). Z Véty 2.108 pak jiz okamzité plyne tvrzeni dokazované véty.

2.172 Poznamka.

(i) Pokud je @ = d*L(a) pozitivné (negativné) semidefinitni na T, (M), nemfi-
zeme obecné udélat zadny zavér.

(ii) ,,Definitnost® kvadratické formy @ na T, (M) lze zjistovat takto: Paramet-
rizujeme T, (M) linedrni bijekci A: R"™% — T, (M) a zjistime, jakého druhu
je kvadraticka forma @Q* := Qo A na R*%.

Tecny prostor T, (M) lze vzdy parametrizovat pomoci vhodnych (n — s)

kartézskych soutadnic h;,, ..., h;, _ tak, ze z rovnic

(grad g1(a), (h1,...,hy)) =0,...,(grad gs(a), (h1,...,hy)) =0
vypocitame zbylé souradnice.

2.15 Véta o hodnosti; funkce zavislé
a nezavislé

Vysledky tohoto odstavce odpovidaji na tii prirozené otazky, které spolu velmi tzce
souvisi.
Necht f je zobrazeni z R* do R™, které je tiidy C' na n&jakém okoli bodu
a € R™. Pruni ze zminénych otdzek se ptd, co lze Fici o povaze mnoZiny f(U), kde
U je ,dostatecné malé“ oteviené okoli bodu a. Na zékladé predchozich vysledki
muzeme jiz nyni dit uspokojivou odpovéd na tuto otdzku ve dvou specidlnich pii-
padech.
(i) Pokud n =m a Jy(a) # 0, z Véty 2.121 vyplyva, Ze pro vSechna dostatecné
mald oteviend okoli U bodu a je f(U) oteviena podmnozina R™.
(if) Pfedpokladejme, Ze n < m a hodnost Jacobiho matice [f'(a)] je rovna n (je
tedy ,maximaln{ mozna“). Z dikazu Tvrzeni 2.150 je mozno nahlédnout,
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Ze pro vSechna dostatecné mald oteviend okoli U bodu a je f(U) explicitné
zadany kus n-rozmérné C' plochy.

V téchto pripadech je tedy ,dimenze* f(U) (pro dostateéné mald oteviena okoli
U bodu a) rovna hodnosti Jacobiho matice [f'(a)] (tj. dimenzi oboru hodnot line-
arniho zobrazeni f'(a)). UkdZeme, 7e totéz plati vzdy, kdy hodnost h([f'(z)]) je
konstantni na néjakém okoli bodu a.

Bez tohoto predpokladu to vSak obecné pravda byt nemusi: jiz pron =m =1
a f(z) = z%sinz je h([f'(0)]) =0, ale obraz f(U) kazdého otevieného okoli U
bodu a mé zfejmé neprizdny vnitiek, takZze ma dimenzi 1 (pfi kazdé ,rozumné“
definici dimenze).

Jesté uvedme jeden konkrétni netrividlni priklad, kdy hodnost h([f'(z)]) je kon-
stantni. Necht f: R? — R? m4 slozky fi(z,y) = z+2y, fo(z,y) = 2% +4y* +4zy —
r — 2y. Pak

. 1 2
[/ (@, y)] = 20 +4y—1 4o +8y—2|’

takze h[f'(z,y)] = 1 v kazdém bodé (z,y) € R?. Protoze fa(z,y) = (fi(z,y))? —
fi(z,y), snadno vidime, ze f(R?) je parabola {(u,v): v = u? — u}; navic neni
tézké dokazat, ze f(U) je explicitné zadany kus 1-rozmérné C' plochy pro kazdou
neprazdnou otevienou mnozinu U C R2.

Skute¢nost, ze obor hodnot tohoto zobrazeni f: R2 — R? je , jednorozmérny*,
souvisi s tim, Ze jeho slozky f1, f2 nejsou ,nezavislé“: hodnotu fo(z,y) lze vypoditat,
zndme-li hodnotu fi(z,y); tj. fo ,je funkci“ f;. Tak jsme vedeni k néasledujici
definici.

2.173 Definice.  Necht fi, f2,..., fr, g jsou redlné funkce na mnoZiné M. Rek-
neme, Ze funkce g je (funkcénd) zdvisld na funkcich fi,..., fi (nebo také, ze g je
funkci f1,..., fr), existuje-li funkce k proménnych h(yi,...,yr) takova, Ze

g(z) = h(fi(z),..., fe(z)), =€ M.

Lze-li h zvolit tak, 7e je tifidy C? (p € NU{oo}) na svém definiénim oboru, fekneme,
ze funkce g je CP-zavisla na funkcich f1,..., fi.

2.174 Pozndamka. Terminologie ohledné ,funkéni zavislosti a nezdvislosti“ v literatuie velmi
koliséd a Casto se zavadéji i dalsi pojmy. Nékdy se naptiklad rika, Ze funkce fi,..., fir na oteviené
podmnoZzing G eukleidovského prostoru jsou funkéné zavislé, jestlize nékterd z nich je zavisla
(p¥ipadn& C'-z4visld) na ostatnich k — 1 funkcich. Pak je tato definice zFejmym rozsiFenim pojmu
linedrni zavislosti funkci (kde za funkce h p¥ipoustime jen funkce linedrni). O funkcich fi,..., fi
se také Casto Tikd, Ze jsou funkéné nezdvislé, jestlize nejsou funkéné zavislé na ziddné neprizdné
oteviené mnoZiné G* C G.

Casty je ptipad, kdy funkce g(z1,...,7,) na M C R" je zéavisla na né&kolika
soufadnicovych funkcich, napt. na fi(z1,...,z,) = 1, ..., fe(®1,...,2,) = Tk.
Pak ovSem pouzivame frazi ,funkce g zavisi pouze na soutradnicich zi,...,xx".
Budeme potrebovat nasledujici snadné tvzeni.
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2.175 Tvrzeni. Necht p € NU {oc}, 1 < k < n a g je funkce na otevieném
intervalu I =11 x --- x I, C R". Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) g je CP-z4visld na funkcich xy, ..., xj.
(ii) Existuje funkce h € CP(I; x - --x I},) takovd, Ze g(x1,...,2n) = h(x1,...,2k)
pro (z1,...,zy) € 1.

(iii) #(x)zOprok<j§na zxel.
J

Diikaz. Podminky (i) a (ii) jsou zfejmé ekvivalentni a implikace (i) = (ii4) je
ziejma. Jestlize plati (iii), pak pro kazdy bod (z1,...,2zx) € I1 X --- X I} je podle

Véty 2.62 parcidlni funkce (xg41,...,2,) — g(x1,...,2,) konstantni na intervalu
Iy1 X -+ x I. Zvolime-li tedy bod agy1 € Igt1,...,a, € I, a polozime-li
h(zt,...,x5) == g(x1, ..., %k, Afs1, - - -, Ap), potom ziejmé h € CP(I; X -+ X I})
ag(r, ..,xn) =91, -, Ty Qt1,---,0n) = h(x1,...,2) pro (z1,...,2,) € I.

2.176 Poznamka. Neni tézké dokdzat (i) <= (iii) i v pripadé, ze I C R™ je
obecna konvexni oteviend mnozina; predpoklad otevienosti a souvislosti I vSak
nestaci.

Ptedpoklddejme nyni, ze funkce fi,..., fr jsou tiidy C' na né&jakém otevie-
ném okoli bodu a € R". Naskytd se prirozend otdzka, jok zjistit, zda na néjakém
otevieném okoli bodu a je nékterd z téchto funkci zdvisld na ostatnich funkcich.
Tato druhd otdzka ovsem velmi tizce souvisi s nasi prvni otdzkou. Existuje-li na-
priklad pro f z R® do R™ ¢islo 1 < k < m a oteviené okoli U bodu a, pro které
je f(U) explicitng zadany k-rozmérny kus C! plochy, pak ziejmé existuji indexy
1<i1 <ig < -+ <ip < mtakové, ze kazdd slozka f;, j € {1,...,m}\ {i1, ..., i},
je na U Cl-zé&visla na slozkach fi,,..., fi.-

Pro formulaci treti otdzky opét uvazujme zobrazeni f z R™ do R™, které je t¥idy
C' na né&jakém otevieném okoli bodu a. Ptejme se nyni zda lze zvolit na néjakém
otevreném okoli bodu a kiivocaré souradnice si,...,Sy a na néjakém otevieném
okoli bodu f(a) kfivocaré soutadnice q1, - .., qm tak, aby vyjadieni (ziZeni) zobrazeni
f pomoct téchto soutadnic melo velmi jednoduchy ,kanonicky“ tvar.

Ukézeme, 7e pokud hodnost h([f'(z)]) je konstantni (rovna k) na né&jakém okoli
bodu a, pak to moZzné je: f ma lokalné vzhledem ke vhodnym kifivocarym souiad-
nicim tvar

(s1,---y8n) = (1, qm) = ($1,--+,8k,0,...,0).
Piesna formulace odpovédi na vSechny tii otdzky je obsaZena v néasledujici vété.

2.177 Véta. (véta o hodnosti)  Necht f = (f1,..., fm) je zobrazeni z R* do R™,
které je tiidy C? (p € NU {oo}) na néjakém otevieném okoli bodu a € R™. Necht
hodnost h([f'(z)]) je rovna k > 1 na néjakém okoli bodu a. Potom:
(i) Existuji indexy 1 < j; < -+- < jr < m a okoli U bodu a takové, 7e
(a) zobrazeni x v (f;,(z),..., f; (x)), x € U zobrazuje kazdou otevienou
mnozinu G C U na otevienou podmnoZinu RF a
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2. Diferencidlni poclet funkci vice proménnych

OBR. 2.15.

(b) kazdd z funkct f;, j € {1,...,m}\ {j1,...,jr} je na U CP-zdvisld na
funkcich fj,, ..., fj.-

(i) Existuje oteviené okoli U bodu a takové, %e pro kazdou otevienou mnozinu

0 # G C U plati, Ze

(c) f(G) je oteviend, jestlize k = m;

(d) f(G) je explicitné zadany kus k-rozmérné CP-plochy, jestlize k < m.
(iii) Existuji oteviené okoli U C Dy bodu a, oteviend mnozina V. O f(U) a

difeomorfismy tridy C? S: U - R", Q: V — R™ takové, Ze zobrazeni

[=QofoS™, ftSU) R
je dano predpisem
f*(sla"'asn) = (817"'7816707"'70)'

Diikaz. (Pro ¢astetné znazornéni tvrzeni (iii) viz obr. 2.15.)

Podle piedpokladu mé Jacobiho matice [f'(a)] aspon jeden nenulovy subdeter-
minant fadu k, tj. existuji indexy 1 <43 < -~ <ip <, 1 <51 <~ < <m
D(fjl""?fjk)

Lo D@ m) . o .
pitelnéjsi, budeme déle bez Gjmy na obecnosti predpoklddat, ze i, = j, = p, tj.

D(fla"'afk)

D(zy,...,xz1)
¢islovanim® soufadnic bodu z a slozek zobrazeni f.)

takové, 7e (a) # 0. Aby zapisy byly piehlednéjsi a dikaz pocho-

(a) # 0. (Obecny piipad lze na tento specidlni ziejmé pievést ,pie-

Klicem k ditkkazu véty je zavedeni zobrazeni S zR" do R predpisem

S(iEl,...,CEn) = (fl(CU),...,fk(CU),CUk+1,...,CEn), T e Df

Zobrazeni S je ziejmé tiidy CP na né&jakém otevieném okoli bodu a a Jacobiho
matice zobrazeni S v bodé a mé tvar (ve kterém hvézdicky oznacuji libovolnd redlné
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Véta o hodnosti; funkce zavislé a nezdvislé 2.15

Cisla)
() oI(a) * .
@) e B .
Oz Oz
[S"(a)] = | "1 o 0 ... 0
0 0 0O 1 ... 0
L O 0 o 0 ... IJ

a je tedy regularni. (Snadno napft. ovéfime, Ze jeji fadky jsou linedrné nezavislé.)
Podle Véty 2.121 o inverznim zobrazeni existuje oteviené okoli U bodu a takové ze
S := S |y je difeomorfismus tiidy CP. Pripadnym vhodnym zmensenim mnoziny
U miZeme zfejmé dosdhnout toho, Zze mnozina U* := S(U) je otevieny interval a
h([f'(z)]) = k pro kazdy bod z € U.

Protoze S je difeomorfismus, pro kazdou otevienou mnozinu G C U je mnoZina
S(G) oteviend, takze je oteviend i projekce mnoZiny S(G) na prostor prvnich k
souradnic. Tim je dokazano tvrzeni (a).

Zobrazeni g := fo S™! g: U* — R™ je ziejmé t¥idy CP na U*. Polozime-li
r=(71,...,7,) := S71(s) pro libovolny bod s = (s1,...,s,) € U*, ziejmé plati

(253)  gi(s) = fi(x), j=1,....m;  g;(s) = fi(z)=s;, j=1,....k

Jacobiho matice [¢'(s)] zobrazeni g v bodé s m4 tedy tvar

10 ... 0 0 ... 0 ]
01 ..0 0 ... 0
=10 0 ... 1 0 ... 0
(2.54) [9'(s)] = . o 9et1(s) Agr11(s)
e x Zgemld o Donls)
. 00m (5) 09 (5)
ERRT. gmle) L Yl

Pomoci souradnicového systému S jsme zavedli na U kfivocaré soufadnice;
nyni pomoci Tvrzeni 2.175 dokaZeme, Ze ,zobrazeni f zavisi jen na prvnich k z
nich“. Pfesnd&ji: ukdzeme, Ze (slozky) g(s1,...,s,) zavisi pouze na s1,..., s. Pro-
toze (S71)'(s) je linearni bijekce R™ na R™ a g'(s) = f'(z) o (S™1)'(s), dostavame

h([g'(s)]) = dim (Im(g'(s))) = dim (Im(f'(x))) = h([f'(2)]) = k.
Z tvaru (2.54) matice [¢'(s)] tedy okamzité vidime, Ze

9g;(s)
68,’

=0, pro k+1<i<n, k+1<j<m seU*.
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2. Diferencidlni poclet funkci vice proménnych

Protoze U* je interval, je tvaru U* = I} x --- x I, kde I; C R jsou oteviené
intervaly. Z Tvrzeni 2.175 vyplyva, ze existuji funkce ¢;, j = k+1,...,m t¥idy CP
na Iy x --- x I}, takové, 7e

gi(s) = pj(s1,...,8%), s€U”, j=k+1,...,m.
Podle (2.53) tedy pro kazdé k + 1 < j < m plati
fi@) =¢;(fi(@),.... fi(x), z€U.

Tim je dokdzano i tvrzeni (b).
Z tvrzeni (a), (b) jiz okamzité vyplyva, Ze pro vyse uvedené U plati také tvrzeni

(c) a (d).

Zbyvé dokézat (iii). Vime, ze zobrazeni g = f o S™1 je tvaru

g(sla"'asn) = (Sla"'7Ska¢k+1(sla"'7Sk)7"'7§0m(817"-ask))-

Oteviend mnozina V := I} x --- x I x R™®* ziejmé& obsahuje mnozinu f(U).
Polozime-li pro y = (y1,..-,ym) €V

Q- ym) = (Y1, Yks Yrtt = Phtt (Y155 Yk)s -5 Ym — Pm (Y1, - -+ Yk)),
je snadno vidét, ze Q: V — V je difeomorfismus tfidy C”? a zobrazeni
ff=QofoS'=Qog, f*SU)=U"—R"
m4 zadany (,kanonicky*) tvar

f*(sla"'asn) = (817"'7Sk707"'70)'
2.178 Poznamka.

(a) Je-li h([f'(x)]) = 0 na n&jakém okoli bodu a, pak z Véty 2.62 snadno
vyplyva, Ze f je konstantni na néjakém okoli bodu a.

(8) Z (a) snadno vyplyva, ze zadnd z funkei f;,,..., f;, neni funkéné zavisla
na ostatnich na zadné oteviené mnoziné () # G C U. (V tomto smyslu jsou tedy
firs---y fj, »nezavislé na G“.)

(v) Z (d) vyplyva (napt. podle Tvrzeni 2.156), ze f(G) je Fidk4 a lebesgueovsky
nulovd v R™.
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3. Uvod do diferencialniho
poctu v Banachovych

prostorech

Smyslem tohoto kratkého Gvodu je sezndmit ctendre s nékterymi zakladnimi po-
jmy, metodami a vysledky této teorie (nékdy bez dikazu nebo pouze s nédznakem
dikazu). Konkrétni cile jsou ¢tyfi:

(i) Podat tplny ditkaz véty o inverznim zobrazeni (pro C! zobrazeni mezi Ba-
nachovymi prostory). V Kapitole 2 je pfesné ukizano, jak lze odtud snadno
vyvodit klasickou vétu o implicitnich funkcich. Dtkaz véty o implicitnim
zobrazeni mezi Banachovymi prostory je pouze naznacen.

(ii) Ukézat moderni definici derivaci zobrazeni vyssiho fadu, p¥i které napiiklad
chapeme druhou derivaci z — F"(x) jako derivaci zobrazeni x — F'(z).
Druhé derivace je tedy opét (stejné jako v piipadé funkci jedné proménné)
definovana jako derivace derivace. Po jistém , pfirozeném ztotoznéni“ je pri
této definici druhé derivace bilinearni zobrazeni, které je pro piipad zobra-
zeni F: R” — R druhou derivaci ve smyslu Kapitoly 2.

(iii) Ukazat, %e toto moderni pojeti vyssich derivaci mize byt uziteéné i pro
diferencidlni pocet v eukleidovskych prostorech. Jako priklad uvadime ,bez-
souradnicovy® vypocet derivaci druhého a tretiho rfadu slozené funkce, pri
kterém si uSetfime psani pomérné dlouhych vzorcti — ovSem za cenu (mys-
lenkové naro¢né) prace v abstraktnich prostorech.

(iv) Na konkrétnich piikladech ukédzat, jak v ,abstraktnim kalkulu® piebira roli
soucinu obecné bilinedrni (resp. multilinedrni) zobrazeni a roli redlné funkce
z + 1/z zobrazeni S+ S~! (kde S: X — X je izomorfismus normovaného
linedrniho prostoru na sebe).

V této kapitole budeme nékdy pro piehlednost zépisu (zmenSeni po¢tu zavorek)
pouzivat znak . pro ,operaci evaluace”. Naptiklad misto f(z) budeme nékdy psat
f-z.V jednoduchych piipadech vSak vynechavame zdvorku i znak . ; napriklad jako
obvykle piseme f'(z)h.
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3. Uvod do diferencidlniho poltu v Banachovych prostorech

3.1 Fréchetova a Gateauxova derivace;
derivace slozeného zobrazeni

V tomto oddile budeme piedpokladat, ze X (dim X > 1) a ¥ jsou normované line-
arni prostory a f je zobrazeni z X do Y. V kazdé vété jsou bud vsechny normované
linedrni prostory reilné nebo jsou komplexni. Ctendii lze doporucit, aby si vidy
predstavoval ,redlny pripad“, ktery je pochopitelnéjsi.
kace, a ve kterém plati hlubsi véty; pro zakladni definice a nejjednodussi definice v8ak predpoklad
Gplnosti neni nutny.

Pojem derivace podle vektoru se ve varia¢nim poctu fakticky pouzival pod-
statné drive, nez vznikla teorie normovanych linearnich prostord. Jde o primocaré
zobecnéni definice v klasickém pripadé.

3.1 Definice. Derivaci zobrazeni f v bodé a € X podle vektoru v € X rozumime

limitu
D, f(a) := th—rf(l) w_

3.2 Poznamka.

(i) Pro zépis derivace podle vektoru se nékdy pouZivaji také symboly

duf(a), f'(a,v), 0y f(a).

(ii) Pro derivaci podle vektoru se pouZiva i nizev smérové derivace nebo (pii
uziti zapisu d, f (a)) Géateauxova (nebo Lagrangeova) variace. Casto se misto
,derivace podle vektoru v uziva fraze ,derivace ve sméru v*“

(iii) V nékterych aplikacich méa velky vyznam i pojem jednostranné derivace
podle vektoru, definované predpisem

— i Jlattv) = fla)
Dy f(a) = tLH& -t

Pojem parcialni derivace zobrazeni f nelze obecné rozumné definovat. Pfirozené
zobecnéni pojmu parcidlni derivace pro zobrazeni z kartézského soucinu normova-
nych linedrnich prostort je podéno niZze (Definice 3.28).

Zakladnim pojmem diferencidlniho poc¢tu v normovanych linearnich prostorech
je pojem Fréchetovy derivace, ktery prirozené zobecnuje klasicky pojem totalniho
diferenciélu.

3.3 Definice. Necht f je zobrazeni z normovaného linedrniho prostoru X do
normovaného linedrniho prostoruY anecht L: X — Y je spojité linearni zobrazeni.
Rekneme, 7e L je Fréchetova derivace zobrazeni f v bodé a, jestlize

(3.1) iy £@FP) — fla) = L()

fimy ] =0
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Fréchetova a GAteauxova derivace; derivace slozeného zobrazeni 3.1

Fréchetovu derivaci zobrazeni f v bodé a budeme znadit symbolem f'(a) a nékdy
Jji budeme nazyvat pouze derivace.

Fréchetové derivaci se také ¥ikd Fréchetliv diferencidl a misto f'(a) se Casto
pise Df(a). Existuje-li f'(a) (resp. f'(z) pro kazdé z z oteviené mnoziny G C X),
fikdme, ze f je diferencovatelné v a (resp. na G).

Pro korektnost definice je ovsem tieba védét, ze derivace zobrazeni f v bodé a
existuje nejvyse jedna; to plyne ihned z Tvrzeni 3.6.

3.4 Poznamka.
(i) Aby mél pojem Fréchetovy derivace uZitené vlasnosti, je tfeba pozadovat nejen
linearitu zobrazeni f'(a), ale také jeho spojitost.
Pro piipad X = R",Y = R™ je oviem (viz oddil 1.11) kaZdé linedrni zobrazeni
L: X — Y spojité, takze Definice 3.3 je skutecné zobecnénim definice z Kapitoly
2.
(i1) Snadno je vidét, Ze pokud f je spojité v a a pro linearni zobrazeni L: X — Y plati
(3.1), je L spojité.
(iii) P¥imo z definice okamzité vyplyvd, ze pokud f: X — Y je spojité linedrni zobra-
zeni, pak f'(a) = f pro kazdy bod a € X.
(iv) Je-li f: X — Y konstantni na oteviené mnoziné G C X, pak ziejmé plati
f'(a) =0 € L(X,Y) pro kazdy bod a € G.
(iv) Snadno je vidét, ze pokud v X a Y piejdeme k ekvivalentnim normdm, pojem
Fréchetovy derivace se nezméni.

Zcela stejnym zptisobem, jakym jsme dokézali v klasickém piipadé Tvrzeni 2.8,
Vétu 2.14 a rovnost D, f(a) = df(a)(v) (z Véty 2.28), lze snadno dokdzat tato
jejich zobecnéni.

3.5 Tvrzeni. Necht L: X — Y je spojité linedrni zobrazeni a r(h) je zobrazeni
urcené rovnici

fla+ h) — f(a) = L(h) + r(h).

Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(i) f'(a) = L.
(ii) [|r(R)[| = o(|[R[[), h — 0.
(iii) Existuje zobrazeni w z X do Y, které je spojité v 0 € X, a pro které plati
w(0) = 0 ar(h) = |[hl| w(h).

3.6 Tvrzeni. Necht existuje Fréchetova derivace f'(a). Pak f je spojité v bodé a
a pro kazdy vektor v € X plati

Casto se uziva i nasledujici (méné dilezity) pojem Gateauxovy derivace.
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3.7 Definice. Rekneme, Ze spojité linearni zobrazeni L: X — Y je Gateauxova
derivace zobrazeni f v bodé a € X, jestlize pro kazdy vektor v € X plati rovnost
L(v) = Dy, f(a). Gateauxovu derivaci budeme déle oznacovat symbolem ff.(a).

Zobrazeni f ma tedy Gateauxovu derivaci v bodé a, pravé kdyz existuji vSechny
smérové derivace D, f(a) a zobrazeni v — D, f(a) je linearni a spojité; toto zobra-
zeni je pak f§(a). Jednoznacnost Gateauxovy derivace je tedy ziejma.

7 Tvrzeni 3.6 okamzité vyplyva, Ze pojem Géateauxovy derivace je slabsi nez
pojem Fréchetovy derivace:

Ezistuje-li f'(a), ezistuje i fl.(a) a plati f'(a) = fi(a).
Nékdy se proto Gateauxova derivace nazyva ,slaba derivace a Fréchetova derivace
,»silné derivace®.

3.8 Poznamka. V piipadé, ze f je redlna funkce na realném Hilbertové prostoru
X, a € X a existuje f'(a), pak je pfirozené definovat gradient grad f(a) € X jako
jediny prvek X, pro ktery f'(a) = (-, grad f(a)) (srov. Véta 1.137). P¥i této definici
plati zobecnéni Véty 2.28, specidlné grad f(a) urCuje smér nejvétsiho ristu funkcee.
Poznamenejme jesté, ze néktefi autori pfi definici gradientu pracuji s f{;(a) misto
f'(a) a Ze i pak plati zobecnéni Véty 2.28.

Uzitecné je nasledujici snadné tvrzeni, které vice objasnuje vztah mezi Gateauxovou
a Fréchetovou derivaci, a které lze také chapat jako alternativni definici Fréchetovy
derivace.

3.9 Tvrzeni. Fréchetova derivace f'(a) existuje pravé tehdy, existuje-li Gateauxova
derivace f(,(a) a limita

(3.2) i 12 #) — f(@)
t—0 t

= va(a) = fé(a)v

je stejnomérnd vzhledem k vektoriim v z jednotkové sféry S := {v € X: ||v|| = 1}.

Dikaz. Predpokladejme, ze existuje L := f/(a). Pak zminéna stejnomérnost
limity (3.2) ovSem znamend toto (viz Pozndmka 1.34):

(3.3) Ve > 036> 0w € SV € R (0 <[t <6) —> HM—L@) <e.

t

Podle definice plati L = f'(a), pravé kdyz

(34) Ve>036>0Vhe X: (0<|hl|<d) — ”f(”h)_”]ﬂl(a)_“h)”<a.

Polozime-li h:=tv pro ve€ S at#0,pak ||h]| =]t a L(h) =1t L(v), takze

Hf(a+t1;) — f(a) _L(U)H _ llflath) —”}{”(a) — L)l

152



Fréchetova a GAteauxova derivace; derivace slozeného zobrazeni 3.1

vvvvv

a v = h/||h|| € S, pak snadno vidime, 7e tvrzeni (3.3) a (3.4) jsou ekvivalentni.

3.10 Poznamka.

(i) Z pfedchoziho ditkazu je zfejmé, ze pokud v (3.2) uvazujeme jednostrannou limitu
(limy_y04 ), tvrzeni op&t plati.

(ii) Je snadné ukézat, Ze Gateauxova derivace fi (a je Fréchetovou derivaci, pravé kdyz
je splnéna nékterd ze dvou podminek

(a) Existuje okoli U bodu 0 € X takové, Ze limita (3.2) je stejnomérna
vzhledem k v € U.

(b) Pro kazdou omezenou mnozinu M C X je limita (3.2) stejnomérnd
vzhledem k v € M.

Nékdy je vySetfeni existence Gateauxovy derivace snazsi nez vysetieni Fréche-
tovy derivace. V téchto pripadech je dulezitd nasledujici véta, kterou uvedeme bez
dikazu. Poznamenejme jen, Ze v klasickém piipadé (X = R*, Y = R™) snadno
vyplyva z Véty 2.20 a v obecném pripadé se snadno dokéze z Véty 3.19 o prirtistku
vektorové funkce.

3.11 Véta. Necht X, Y jsou normované linearni prostory, a € X a f je zobrazeni
7z X doY. Jestlize f ma Gateauxovu derivaci v kazdém bodé néjakého okoli bodu
a a Gateauxova derivace x — f(x) (zobrazeni z X do L(X,Y")) je spojitd v bodé
a, pak existuje Fréchetova derivace f'(a).

Pro Fréchetovu derivaci plati také prirozené zobecnéni Tvrzeni 2.48:
Ezistuge-li Fréchetova derivace f'(a), pak || f(a+h)— f(a)|| = O(||h]]), h— 0.
Pouzijeme-li toto tvrzeni a Tvrzeni 3.5, miizeme postupovat zcela stejné jako pri

dtikazu Véty 2.50 o derivaci slozeného zobrazeni a dokézat jeji prirozené zobecnéni.

3.12 Véta. (véta o Fréchetové derivaci sloZeného zobrazeni) Necht X,Y, Z jsou
normované linearni prostory, f je zobrazeni z X doY a g je zobrazeni zY do Z.
Necht f ma Fréchetovu derivaci v bodé a € X a necht g ma Fréchetovu derivaci v
bodé b := f(a). Pak zobrazeni g o f m4 Fréchetovu derivaci v bodé a a plati

(go f)(a) =g'(b) o f'(a).

Dilezitym specidlnim ptipadem je nasledujici tvrzeni.

3.13 Dasledek. Necht X,Y,Z jsou normované linedrni prostory, f je zobrazeni
zX doY aL e L(Y,Z). Ma-li f Fréchetovu derivaci v bodé a € X, pak zobrazeni
L o f m& Fréchetovu derivaci v bodé a a plati (Lo f) (a) = Lo f'(a).

7 néj pak snadno plyne:
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3. Uvod do diferencidlniho poltu v Banachovych prostorech

3.14 Dasledek. Necht X, Y7, Ys jsou normované linedrni prostory, Y1 a Y, jsou
izomorfni a ¢: Yy — Y3 je izomorfismus. Necht f je zobrazeniz X doY;,aa € X.
Polozme f* := ¢ o f. Pak plati rovnost (f*) (a) = po f'(a), jakmile m4 jedna
jeji strana smysl.

Snadnym disledkem véty o derivaci slozeného zobrazeni je nasledujici tvrzeni.

3.15 Ddasledek. Necht X,Y,Z jsou normované linedrni prostory, f je zobrazeni
z X doY a g je zobrazeni z Y do Z. Pak plati nasledujici tvrzeni.
(i) Jestlize a,v € X a existuji D, f(a) a g'(f(a)), pak existuje D, (g o f)(a) a
plati
Dy (g0 f)(a) = g'(f(a)) - Dy f(a).

(if) Necht f md Gateauxovu derivaci v bodé a € X a necht g md Fréchetovu
derivaci v bodé b := f(a). Pak zobrazeni go f ma Gateauxovu derivaci v bodé
a a plati

(g0 fla(a) =g'(b) o f5(a).

Dikaz. (Naznak.) Tvrzeni (i) snadno dostavame, aplikujeme-li Vétu 3.12 na zob-
razeni f* z R do Y definované predpisem f*(t) := f(a+ tv), zobrazeni g a na bod
a* := 0 € R. Tvrzeni (ii) je pak okamzitym dusledkem tvrzeni (i) a toho, Ze sloZeni
g'(b) o f&(a) dvou spojitych linedrnich zobrazeni je spojité linedrni zobrazeni.

3.16 Poznamka. Necht X,Y, Z, f, g jsou jako ve V&té 3.12. Existuje-li f'(a) a giz(f(a)),
nemusi obecné existovat (go f)¢z(a), a ani v piipads, e existuje, nemusi platit (go f)i(a) =
9e(f(a)) o fi(a) (Stagi volit X = R, Y = R* Z =R, f(z) = (z,2%),a = 0 a za
g vzit po Fadé funkce g*, g z P¥ikladu 2.33). P¥edpokladame-li v8ak, %e zobrazeni g je
lipschitzovské na ndjakém okoli bodu f(a), pak z existence Gdteauzovych derivaci ff;(a),
g6:(f(a)) 1ze (pomérné snadno) dokizat existenci Géateauxovy derivace (g o f)(a) a rov-

nost (g0 )l (a) = g (f(a)) o fi5(a). '

Zcela analogicky jako bylo dokazano Tvrzeni 2.38, lze dokazat jeho nasledujici
zobecnéni.

3.17Véta. Necht f = (f1,..., fn) jezobrazeni z normovaného linedrniho prostoru
Y do soucinu X := Xy x -+ x X,, normovanych linedrnich prostori a necht a € Y.
Pak

f'(a) = (fi(a), ..., fu(a),

ma-li jedna strana rovnosti smysl.
Velmi uzitecné je také nésledujici tvrzeni.

3.18 Tvrzeni. Necht X je n-rozmérny normovany linedrni prostor, Z je normo-
vany linedrni prostor a necht (o1, ..., @n) je bdze dudlniho prostoru X*. Necht f je
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zobrazeni ze Z do X. Pak f ma derivaci v bodé a € Z, pravé kdyz vSechny realné
(resp. komplexni) funkce p; o f maji derivaci v bodé a.

Diikaz. (Struény.) Necht X a Z jsou redlné (komplexni piipad je zcela obdobny).
Pak zobrazeni ¢ = (¢1,...,¢n): X — R” je linedrni bijekce, takze je to podle Véty
1.130 izomorfismus (na R™ uvazujeme maximovou normu). Podle Disledku 3.14 ma
f v bodé a derivaci, pravé kdyZ ¢ o f ma v tomto bodé derivaci. A to podle Véty
3.17 nastane pravé tehdy, kdyz vSechny funkce ¢; o f maji derivaci v bodé a.

3.19 Véta. Necht X, Y jsou normované linearni prostory, C C X je oteviena
konvexni mnozina, F: C — Y je zobrazeni diferencovatelné na mnoziné C' a necht

sup{||F'(z)|: » € C} < K.
Pak zobrazeni F' je na C' lipschitzovské s konstantou K, tj.

(3.5) |F(b) — F(a)l| < K[[b—all, kdykoliv a,be€ C.

Diikaz. (Néznak.) Naznacime dvé moznosti dikazu.

Prvni moznost (kterou ukdzeme jen v ptipadé redlnych prostort X, V) je zalo-
zena na uziti Lagrangeovy véty podobné jako v dikazu Véty 2.64. Zvolime libovolné
a, b € C a pouzijeme Vétu 1.136 (kterou jsme uvedli bez diikazu) k nalezeni funk-
ciondlu @ € Y* takového, ze plati ||[¢|| = 1 a ¥(F(b) — F(a)) = ||F(b) — F(a)||-
Pouzijeme-li Lagrangeovu vétu na redlnou funkci f(t) = ¢(F(a+t(b—a))) na [0, 1],
dostavame

|1F(b) = F(a)ll = (F(b) — ¢ (F(a)) = f(1) = £(0) = f(§),
kde £ € (0,1). Lagrangeovu vétu lze pouZit, protoze podle Véty 3.12 ma f v kazdém
bodé ¢ € [0,1] derivaci f'(t) € LIR,R) a f'(t) = ¢ o F'(a + t(b — a)) o L, kde
Le LR, X), L(h)=h(b— a). Plati tedy nerovnosti (srov. Tvrzeni 1.135)
LI < NI 1F (@ + €0 = a))l] - [1b — all < Kb - all.

Chépeme-li f'(£) klasicky jako redlné ¢islo, dostavame nerovnost (srov. Poznamka
2.37(iii)) |f'(¢)] < K||b — al|, takze (3.5) plati.

Druhd moznost je zcela primocara. Pro body a,b € C' a € > 0 polozme

M :={te[0,1]: ||[F(a+t(b—a)) — F(a)|| < (K +¢e)t||b— al|}
Ziejmé 0 € M a ze spojitosti F' dostavame, 7ze 7 :=sup M € M. Pokud 7 < 1,

z definice derivace snadno vyplyva existence éisla ¢t € (7,1), pro které plati
|Fa+tb—a))— Fla+7(b—a))|| < (K +e)t—71)||b—a|l. Pak ale

|1F(a+t(b=a))=F(a)|| < [|F(at+7(b=a))=F(a)||+||F(at+i(b—a))=F(a+T(b—a))
< (K +e)7llb —all + (K +&)(t = 7)l|b - al| = (K + e)t[|b — al|,
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takze t € M, coz je spor. Je tedy 7 =1 € M, tj. ||F(b) — F(a)|| < (K +¢)||b—a]|.
ProtoZe ¢ bylo libovolné, plati (3.5).

3.20 Poznamka. Pro odhad [|F'(b) — F(a)|| jsme vyuzili pouze odhad velikosti
derivace na useéce ab. Plati zobecnéni tvrzeni z Poznamky 2.65 (ii).

Neékdy se pouzivd také pojem striktni (ostré, silné) derivace, ktery je silnéjsi neZz pojem
Fréchetovy derivace.

Necht X, Y jsou normované lineirni prostory a f je zobrazeni z X do Y. Rekneme, Ze
L € L(X,Y) je striktni derivace zobrazeni f v bodé& a, jestlize pro kazdé £ > 0 existuje okoli U
bodu a takové, Ze zobrazeni f — L je na U lipschitzovské s konstantou e.

Je snadno vidgt, %e L je striktni derivace f v a, prav8 kdy% L = f’(a) a navic

f(z) = fy) = f'(a)(z —y)

lim = 0.
()= (a,0),27y llz — yl|

Tento pojem derivace pro funkce z R do R definoval jiZz koncem 19. stoleti Peano. Pozname-
nejme je$t8 toto: a) Z predpokladd Véty 3.11 vyplyvd, Ze f’(a) je striktni derivace. b) Je-li
X normovany linedrni prostor, f: X — R je spojitd konvexni funkce, a € X a existuje f'(a), pak
f'(a) je striktni derivace. c¢) Jsou-li ve V&t& 3.12 o derivaci sloZeného zobrazeni derivace f’(a),
g’ (b) striktni, pak je také (g o f)'(a) striktni derivace.

3.2 Zobrazeni tiidy C*

3.21 Definice. Necht X, Y jsou normované linedrni prostory a G C X je oteviena
mnozina. Rekneme, e zobrazeni f: G — Y je tiidy C' (je spojité diferencovatelné),
jestlize ma Fréchetovu derivaci v kazdém bodé a zobrazeni f': x — f'(z) je spojité
zobrazeni mnoziny G do prostoru L(X,Y).

Mnozinu vSech takovych zobrazeni ozna¢ujeme symbolem C'(G;Y); v piipadé
Y = R pouze C'(G).

3.22 Poznamka.

(i) Pozdéji budeme definovat i pro p > 1 (p € N) mnozinu C?(G;Y) zobrazeni
G do Y, ktera jsou p-krat spojité diferencovatelna.

(ii) Z Véty 3.11 ihned vyplyvd, ze f € C1(G;Y), pravé kdyz Gateauxova derivace
f& x> fl(x) je spojitd na G.

Pojem zobrazeni t¥idy C' jsme jiz definovali pro zobrazeni f: R* — R™. Mu-

sime tedy ukazat, Ze nova definice neni ve sporu se starou. To okamzité vyplyva
z nasledujictho snadného tvrzeni.
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3.23 Tvrzeni. Necht G C R" je oteviend mnozZina a necht je diano zobrazeni
f=1,---,fm): G — R™. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(i) Zobrazeni f': x — f'(z) je spojité na G.
of;
ox;

)
(3

(ii) VSechny funkce i=1,...,n,j=1,...,m, jsou spojité na G.

Diikaz. Nejprve si uvédomime (pro nézorny dikaz lze ,ztotoZnit“ L(R™,R™)
s prostorem matic typu m x n pomoci linedrni bijekce L — [L]), Ze linedrni formy
vij € (LR, R™))*, i=1,...,m,j=1,...,n, dané predpisem
Pi,j (L) = (L(ej)vei>7 Le L(anRm)

tvori bazi prostoru (L(R”,R™))*.

Plati-li (i), vime (viz (2.10)), ze gZ (2) = (f'(2)ej, e5) = pi;(f'(x)) pro z € G,
takze vSechny funkce ng; = ; ;o f' jsou spojité.

Necht plati (ii). Pak podle Véty 2.44 existuje f'(z) pro kazdé =z € G. Protoze
funkce ¢; ;o0 f, i =1,...,n,j=1,...,m, jsou spojité, je podle Tvrzeni 1.142
spojitd i derivace f": G — L(R™, R™).

Zcela analogicky jako v klasickém piipadé se definuje pojem difeomorfismu.

3.24 Definice. Necht X, Y jsou normované linedrni prostory a f je zobrazeni z
X do Y. Rekneme, e f je difeomorfismus, jestlize f je bijekce oteviené mnoziny
G C X na otevienou mnozinu H C Y a zobrazeni f, f' jsou tiidy C*.

3.3 Zobrazeni ze soucinu prostoru

V diferencidlnim poctu v normovanych linedrnich prostorech hraje pojem spojitého
bilinedrniho zobrazeni roli ,zobecnéného soucinu“. To uvidime zejména ve Vété
3.26.

3.25 Véta. Necht X,Y, Z jsou normované linedrni prostory a B: X XY — 7
je spojité bilinearni zobrazeni. Pak B ma Fréchetovu derivaci v kazdém bodé
(a,b) € X xY a plati
B'(a,b) .+ (h,k) = B(h,b) + B(a, k).
Dukaz. Plati
B(a+ h,b+ k) — B(a,b) = B(h,b) + B(a, k) + B(h, k),
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a zobrazeni (h, k) — B(h,b) + B(a, k) je prvkem prostoru L(X x Y, Z) (srov. Po-
zndmka 1.146). Stadi tedy dokézat, 7e

1B(h, k)I| = o(l[(h, K)II), ~ (h, k) — 0.
Tento vztah vSak okamzité plyne z nerovnosti
IB(h, k)| < IBI| - IAll - ||| < [IB]] - |(h, k)]I*.

Jako diisledek ovSem dostédvame vétu o derivaci ,zobecnéného soucinu“ dvou
zobrazeni.

3.26 Véta. Necht X, Yy, Y5 a Z jsou normované linedrni prostory, a € X a
B: Y, xY, — Z je spojité bilinearni zobrazeni. Necht zobrazeni fi z X doY; a f5
z X doYs jsou diferencovatelnd v bodé a € X. Pak zobrazeni g := B o (fi, f2) ma
derivaci v bodé a, pricemz

(3.6) g'(a)h = B(f{(a)h, f2(a)) + B(fi(a), fr(a)h), he€X.
Diikaz. Stali si uvédomit, ze ¢ = B o f, kde f := (f1, f2) je zobrazeni z X do

Y: x Y5, pouzit Vétu 3.12 o derivaci slozeného zobrazeni a predchozi Vétu 3.25.
Podle Véty 3.17 f'(a) = (fi(a), f5(a)), takZe existuje g'(a) a

g'(a)h = (B'(f1(a), f2(a)) o f'(a)) h = B'(fi(a), f2(a)) - (fi(a)h, f3(a)h)
= B(f{(a)h, f2(a)) + B(fi(a

o
&
=

Zcela analogicky jako Vétu 3.25 a Vétu 3.26 1ze dokazat jejich zobecnéni pro
multilinearni zobrazeni:

3.27 Véta. Necht Y1,Y,,...)Y,, Z a X jsou normované linedrni prostory,
b= (b, ....bp) €Y =Y, x---xY, a M: Y, x---xY, = Z jespojité
multilinedrni zobrazeni. Pak existuje M'(b) a pro h = (hy,...,h,) € Y plati

M'(b) «h = M(hy,ba,...,by) + M(by,ha,bg,....bp) + -+ M(by,...,bp _1,hy).

Jestlize navic zobrazeni f; z X doY;, i =1,...,n, jsou diferencovatelna v bodé
a € X, pak zobrazeni g:= M o (f1,..., fn) ma derivaci v bodé a, pficemz pro
h € X plati

(37) gl(a)h = M(f{(a)haf2(a)7 i 7fn(a)) +-t M(fl(a)a . -afnfl(a)afrlz(a)h)'

Pro zobrazeni definovana na podmnoziné sou¢inu normovanych linearnich pro-
stori 1ze zavést pojem parcidlnich derivaci zcela analogicky jako pro funkce vice
proménnych.
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3.28 Definice. Necht X, X,, ..., X, a Y jsou normované linearni prostory,
f jezobrazeniz X := Xy x---x X, doY,a=(a1,...,a,) € X al <i<n.Pak
klademe

le(a) = (f(ala ey A1yt A1y 7an)l(ai)) )
ma-li prava strana rovnosti smysl. Existuje-li f](a), nazyvdme ji parcidlni derivaci
(podle i-té proménné) zobrazeni f v bodé a; pak ziejmé f!(a) € L(X;,Y).

Pro oznadeni parcidlni derivace f/(a) se také pouzivaji symboly

Dif(a)a alcia 88_51{;(&)
Analogicky lze definovat i parcidlni derivace vy$8ich fadi. Pro takto zobecnény
pojem parcidlnich derivaci plati analogie vétSiny klasickych vét o parcidlnich de-
rivacich. Speciélné plati tyto dvé zdkladni véty (ve kterych uZivime oznaceni z
definice 3.28).

3.29 Véta. Existuje-li f'(a), pak existuji vSechny parcidlni derivace f](a), i =
1,...,n a plati

(@) (hiy. . hy) = fi(@)hy + -+ + f)(a)hy, (hi,...,hp) € X.

3.30 Véta. Necht vSechny parcidlni derivace f] (i =1,...,n) existuji na néjakém
okoli U bodu a a vSechny parcidlni derivace (tj. zobrazeni f!: U — L(X;,Y")) jsou
spojité v bodé a. Pak existuje f'(a).

3.4 Priklady vypoctu Fréchetovy
derivace

3.31 P¥iklad. (derivace normy v Hilbertové prostoru)  Necht X je redlny Hilbertiv
prostor (dim X > 1). VySetiujme fréchetovskou diferencovatelnost normy, tj. funkce
n(z) = ||z|| = v/(z,z). ProtoZe skaldrni souéin (x,y) — (x,y) je spojité bilinedrni
zobrazeni (viz. P¥iklad 1.149), miZeme pouzit Vétu 3.26 (proY; =Y =X, Z =R
a fi(z) = fo(z) = x) a dostdvame, Ze funkce ¢: z — (x,z) mi v kazdém bod&
a € X derivaci a plati
g'(a) h = (h,a) + {a,h) = 2{a,h), heX.

Zobrazeni w(y) = /y z R do R mé ovSem v kazdém bodé y > 0 derivaci
W'(y): h=1/(2/y) -h, he R

ProtoZze pro 0 # z € X plati g(z) > 0, podle Véty 3.12 o derivaci sloZeného
zobrazeni dostdvame, Ze funkce n = wog méi v bodé x # 0 derivaci a
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n'(z)h =1/(2V/(z,2)) - 2(z,h) = (z/||z||,h),  he€X.
Podle Pozndmky 3.8 miZzeme také psat gradn(z) = z/||z||
Derivace n'(0) v8ak neexistuje. Skutec¢né, pro 0 # v € X neexistuje

2]

Dyn(0) = lim == = lim  sgn¢ - [J]l,
takZe podle Tvrzeni 3.6 neexistuje ani n'(0).

3.32 Priklad. Necht ¢: R - R je funkce t¥idy C?. Uvazujme zobrazeni

F: C[0,1] — C]0,1], které kazdé funkei = € C[0,1] prifazuje funkci ¢ o z.
Zkoumejme, zda F' mé Fréchetovu derivaci v bodé zy € C[0,1]. Zvolme tedy

h € C[0,1] a zkoumejme diferenci F(zo+h)—F(z0). Prokazdét € [0,1] pouZijeme
pro vypocet hodnoty F'(zo+h)(t) = @(zo(t)+h(t)) Taylorovu vétu s Lagrangeovym
tvarem zbytku na funkci ¢. Dostavime

o(xo(t) + h(t) = @(xo(t)) + ¢'(xo(t)) - h(t) + %s@”(f(t)) (1),
kde £(t) lezi (neostie) mezi zo(t) a xo(t) + h(t) (jestlize h(t) = 0, rovnost plati pro
&(t) = zo(t)). Plati tedy

(F(zo +h) = F(x0))(t) = (¢' 0 z0)(t) - h(t) + %s@"(&(t)) -hA(1).

Polozime-li L(h) := (¢’ oxg)-h (tj. L(h): t — @' (20(t)) - h(t)), je L zFejmé linedrni
zobrazeni C10,1] do C[0,1]. Podle Piikladu 1.138 je L také spojité. Dokazeme, Ze
F'(z9) = L. K tomu potiebujeme dokazat, Ze

=0.
h—0 |||

Protoze ¢ je spojitd, mzeme zvolit K > 0 takové, 7e |¢"(£)| < K, kdykoliv
[€] < ||zo|| + 1. Je-li nyni h € C[0,1] s ||h]| < 1, pak pro kazdé ¢ € [0, 1] plati

|(F(z0 + h) — F(xzo) — L(h))(t)| = %w”(ﬁ(t)) hP(t)| < K- h3(1).
Dostavame tedy

|1E'(zo + ) = F(z0) = L(h)|| = sup {|(F(zo + h) = F(xo) — L(h))(t)|: ¢ € [0,1]}

< K sup h*(t) = K||h|]?,
telo,1]

takze (3.8) zfejmé plati. V kazdém bodé z € C]0,1] tedy existuje F'(z) a plati
F'(z)h = (¢’ o z) - h. (Poznamenejme, Ze stejny vysledek plati i za slabsiho pred-
pokladu, Ze ¢ je tiidy C'.)

3.33 Pfiklad. Uvazujme funkeci f: C[0,1] — R danou piedpisem
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Ziejmé plati f = go F, kde
F: C[0,1] = C[0,1], F(z) =sinoz a

g: C0,1] = R, g(y)=/0 y(t) dt.

Podle predchoziho piikladu (zde ¢(x) = sinzx) pro kazdou funkeci z € C[0,1] do-
stavame F'(x)h = (cosox) - h. ProtoZze g je podle P¥ikladu 1.139 spojity linedrni
funkcional na C10, 1], podle Disledku 3.13 plati f'(z) = g o F'(z), a tedy

fl(z) h = /1 cosz(t) - h(t)dt, h € C[0,1].
0

3.5 Derivace vyssich radu

V tomto oddile stale predpokladame, ze X, Y jsou normované linedrni prostory a
f je zobrazeniz X do Y.

Prvni derivaci f’ rozumime zobrazeni z X do normovaného prostoru £(X,Y),
které je definovano predpisem

'z f'(z), x€ Dy,
kde Dy je mnozina vSech bodi z € X, ve kterych existuje Fréchetova derivace

f'(z). ProtoZze f' je zobrazeni z normovaného prostoru do normovaného prostoru,
ma smysl hovotit o jeho derivaci a mizeme vyslovit nasledujici definici.

3.34 Definice.  Rekneme, Ze zobrazeni f ma v bodé a € X druhou derivaci f"(a),
mé-li zobrazeni f' v bodé a Fréchetovu derivaci; pak klademe

f(a) = () (a).

Pfi této pfirozené definici je f"(a) € L(X,L(X,Y)); je to spojité linearni
zobrazeni prostoru X do prostoru vsech spojitych linearnich zobrazeni prostoru X
do prostoru Y. To v8ak neni ve shodé s definici z Kapitoly 2, podle které v piipadé
X =R"aY =Rje f'(a) bilinedrni forma na prostoru X = R".

Mezi prostorem £(X, £(X,Y)) a prostorem L5(X,Y") vSech spojitych bilinear-
nich zobrazeni prostoru X x X do Y v8ak existuje kanonicka linedrni izometrie (viz
Tvrzeni 1.147) a je béZné ,ztotozhovat® prvek prostoru £(X, £(X,Y")) s jeho obra-
zem (ktery je prvkem Lo(X,Y")) pfi této izometrii. Jak za chvili ukdzeme v Tvrzen{
3.35, pri této bézné tmluvé je Definice 3.34 zobecnénim definice z Kapitoly 2.
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Druhou derivaci f"(a) tedy ztotoziiujeme se spojitym bilinedrnim zobrazenim
prostoru X x X do Y definovanym predpisem

(h,k) = (f"(a) D).k, h,k € X.
Pti tomto ztotoznéni lze tedy psat
(3.9) f'(a)-(h, k)= (f"(a).h) .k, h ke X.

3.35 Tvrzeni. Necht f je zobrazeni zR"™ doR , a € R™ a B je bilinedarni forma na
R™. Pak rovnost B = f"(a) m4 ve smyslu staré definice (viz str. 89) tentyZ vyznam,
jako ve smyslu Definice 3.34 (a ji nédsledujici imluvy o ztotoznéni).

Dikaz. Nejdiive pfipomenme (srov. Pozndmka 3.4 (i)), Ze f'(z) podle Definice
3.3 je presné totéz, co df(z) podle klasické definice. Je tedy f'(x) . htotéZ (co do
existence i hodnoty), cody, f(z) podle klasické definice. P¥edpokladejme nejprve, ze
f"(a) existuje ve smyslu Definice 3.34 (a dédle mé presné tento vyznam; tj. zatim
yneztotoziujeme*). Zvolme libovolné h,k € R*. Pak ziejmé dpf(z) = f'(z) . k
existuje pro vSechna z z né&jakého okoli bodu a. Necht zobrazeni p: L(R™,R) —
R je déno predpisem (L) = L(k). Podle Ptikladu 1.150 je ¢ spojité linearni
zobrazeni, takze podle Disledku 3.13 existuje
(dif) (a) = (f'(-) « k)" (a) = (pr o f')'(a) = @i o f"(a).
Existuje tedy

dn(di f)(a) = (pr o f"(a)) s h =i« (f"(a) « h) = (f"(a) + 1) k.

Necht nyni f"(a) existuje ve smyslu klasické definice, tj. dj, (dy, f)(a) existuje pro
vSechny h,k € R™. Je snadno vidét, 7ze ¢; = p,,, ¢ = 1,...,n, tvori bazi prostoru
(L(R™,R))*, takze podle Tvrzeni 3.18 f"'(a) = (f')'(a) existuje, pravé kdyz existuji
v8echny derivace (¢; o f')'(a), i = 1,...,n. To je vSak podle predpokladu pravda,
protoze t; o f' = f'(*) ve; = de, f-

Daéle klademe

f"(a) = (f")'(a) € L(X, L(X, L(X,Y)))
a n-tou derivaci definujeme indukci pomoci rekurentntho vzorce
(@) = (£ (a).
Tteti derivaci f"'(a) ztotozhujeme piirozenym zptisobem (viz 1.147) s prvkem pro-

storu £(X, L2(X,Y)) a ten s prvkem prostoru £3(X,Y); tj. s multilinedrnim zob-
razenim prostoru X x X x X do prostoru Y. Po tomto ztotoznéni miizeme psat

f"(@) « (01,02, 03) = ((f" (@) «v1) v 02) « 03.

Podobné n-tou derivaci (™ chapeme jako prvek prostoru £, (X,Y): n-linedrni
zobrazeni prostoru X™ do Y dané predpisem

F@(@)(vr, ... vn) = (. ((F™(a) sv1) e v2) «...) « Up.
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Derivace vyssich radi 35

Je jen formalné obtizné indukei zobecnit Tvrzeni 3.35; dokazat, ze pro pripad
X =R*" aY = R je pravé uvedend definice n-té derivace ve shodé s klasickou
definici.

3.36 Definice. Necht X, Y jsou normované linearni prostory, G C X je ote-
viend mnozina a p € N. Rekneme, 7e zobrazeni f: G — Y je tridy CP (nélezi do
CP(G,Y)), jestlize p-ta derivace fP): G — L,(X,Y) je spojité zobrazeni.

Nasledujici zobecnéni Véty 3.17 se snadno dokaze indukci.

3.37 Véta. Nechtpe N, f=(fi,...,fn) je zobrazeni z normovaného linedrniho
prostoru Y do soudinu X := X; X --- X X, normovanych linearnich prostorii a
necht a € Y. Pak

() = (£P(a),..., fP(a)),

ma-li jedna strana rovnosti smysl.

Pokud vime, ze existuje f("(a), miizeme pro vypocet f(™(a)(vy,...,v,) s vy-
hodou pouzit nasledujici tvrzeni (ve kterém operétory d, a D, pouZivame ve zcela
analogickém vyznamu jako na str. 88).

3.38 Tvrzeni. Necht existuje f"(a) a vy, ...,v, € X. Pak plati rovnosti

(3.10) FP @@ vm) = (F7D O s, ,vn))l (a) -1,

311)  fa)(vr,... 00) = (dy, 0+ 0 dy, f)(@) = (D, 0+ 0 Dy, f)(a).

Diikaz. (Néznak.) Uvazujme spojity linedrn{ funkciondl ¥ € (£,_1(X,Y))* dany
predpisem ¥(w) := w(va,...,v,). Podle definice n-té derivace mame
F@ @) = ((FDY (@) ) (02, y00) = (P D) (@) ).
Podle Dusledku 3.13 plati

(f(n—l)(-)('ug, . ,vn))l (a)sv1 = (‘I’ o f(n_l))l (a)evr = (‘I’ o (f(n_l))l(a)) = U1

Protoze ziejmé ¥ ((f("~ V) (a) . v1) = (Lo (f™Y)(a)) . v1, dostéavame (3.10).

Vzorec (3.11) je zfejmy pro n = 1. Pfedpokldddme-li jeho (obecnou) platnost
pro n — 1, vidime, ze pro z z né&jakého okoli bodu a plati £~V (z)(vs,...,v,) =
(dy, 0+ -0dy, f)(x), takZe z rovnosti (3.10) vyplyvéa (3.11).

3.39 Poznamka. Z (3.11) okamzité vyplyva, 7e pokud funkce z R* do R mé n-tou
derivaci f(™(a) podle moderni definice, je to n-t4 derivace i podle klasické definice.

3.40 Tvrzeni. (symetrie n-té derivace)  Existuje-li f(")(a), je tato n-ta deri-

vace symetrické n-linedrni zobrazeni; hodnota  f("™(a)(v1,...,v,) se nezmén,
permutujeme-li libovolné vektory vy, ..., up.
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3. Uvod do diferencidlniho poltu v Banachovych prostorech

Diikaz. (Néznak mozného postupu v piipadé redlnych prostortt.) Symetrii n-té
derivace pro pripad Y = R lze odvodit z jeji symetrie v klasickém piipadé. Zvolme

libovolné vektory v1,...,v, a pro t=(t1,...,t,) € R* poloZzme
Oty .y tn) i=tvr + -+ tpvn,  g(t1, ..., tn) = fla+ p(t)).
Neni obtizné dokazat, 7e existuje ¢(™(0) a pro ui,...,u, € R" plati

9O (w1, un) = f (@) (p(w), - pun)).

(Pro pfipady n = 2,3 to okamZité vyplyva ze vzorct pro druhou a tieti derivaci
slozeného zobrazeni, které jsou odvozeny v Ptrikladu 3.44 nize. Tam pouzity postup
také dava ndvod, jak dikaz indukei provést.) Z Poznamky 3.39 a Pozndmky 2.87
(i) vyplyvé symetrie g(™ (0) a odtud i symetrie f(™(a).

Pro pripad obecného redlného Y je mozno nejprve indukei dokazat, ze pro kazdé
p € Y* plati

(po )™ (a) =po f™(a)

a ze symetrie po f() (a) pro vSechna ¢ € Y* pak pomoci Véty 1.136 snadno dokazat
symetrii f(*)(a).

(Pro pfimy dtikaz, ktery je zaloZen na stejné myslence jako dikaz Tvrzeni 2.82,

wevs

V dalsim budeme potiebovat nasledujici snadné dulezité tvrzeni.

3.41 Tvrzeni. Necht z,Y, Z jsou normované linedrni prostory a B € L(X,Y; Z)
je bilinearni zobrazeni. Pak B: X xY — Z je tridy C*°. Navic plati, Ze druha
derivace B" je konstantni zobrazeni a derivace B™ pron > 2 jsou nulové.

Diikaz. Podle Véty 3.25 vime, ze B je diferencovatelné na X x Y a pro (z,y) €
X x Y plati

B'(z,y). (h,k) = B(h,y) + Bx,k),  (h,k) € X x Y.
Snadno tedy vidime, Ze zobrazeni
B': XxY = L(XXY,Z)

je linearni. Protoze

1B (z, y)ll = sup{||B(h,y) + Bz, k)||: I(h, k)|l < 1}
<|IBI| - llyll + 1Bl - |]] < 2/IB][l(z, v)ll,

je zobrazeni B’ také spojité, takze B' € L(X x Y,L(X x Y, Z)). Je tedy (srov.
Poznédmka 3.4 (iii)) B" = (B')’ konstantni zobrazeni, které kazdému (z,y) € X xY
pfitfazuje B’, tj. prvek L(X x Y, L(X x Y, Z)) dany pfedpisem

(h1,k1) = ((h2,k2) = B(ha, k1) + B(h1, k2))

které ztotoziiujeme s bilinearnim zobrazenim (prvkem Lo(X x Y, Z)) danym piespi-
sem

((hl,kl), (hg,k‘g)) — B(hg,]ﬁ) + B(hl,kg).
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Derivace vyssiho radu slozeného zobrazeni 3.6

Nyni jiz sta¢i pouzit Pozndmku 3.4 (iv).

e 44

3.6 Derivace vyssiho fadu sloZzeného
zobrazeni

Pripomenme, Ze v klasickém pripadé jsme pro jednoduchost dokazovali véty o n-
té derivaci pouze pro zobrazeni tiidy CP, takze nasledujici vysledek je novy i v
klasickém pripadé.

3.42Véta. Nechtn € N, X,Y, Z jsou normované linearni prostory, f je zobrazeni
z X doY a g je zobrazeni zY do Z. Necht a € X a necht existuji n-té derivace
f™(a) a g™ (f(a)). Pak slozené zobrazeni h := g o f ma n-tou derivaci h"™) (a) v
bodé a.

Dukaz. Vime, 7e véta plati pro n = 1. Predpokladejme tedy, ze n > 2 a 7Ze véta
plati pro n — 1. Zifejmé f'(z) existuje pro v8echna z z né&jakého okoli bodu a a
¢’ (y) existuje pro vSechna y z néjakého okoli bodu f(a). Existuje tedy (go f)'(z) =
g'(f(x)) o f'(x) pro vSechna x z néjakého okoli U bodu a. Jinymi slovy, na U plati
h' = Bo ¥, kde
U:U = LX,Y)x L(Y,Z), ¥(z)=(f'(z),9'(f(2)) a
B:L(X,Y) x L(Y,Z) = L(X,Z), B(p,q) =qop.

Abychom dokéazali, Ze vnitini zobrazeni ¥ mé (n — 1)-tou derivaci v bodé a,
staci dokéazat (Véta 3.37), Ze jeho slozky maji (n — 1)-tou derivaci v a. To je ziejmé
pravda pro prvni slozku a pro druhou to plyne z indukéniho predpokladu, protoze
existuji (¢')* Y (f(a)) a f*~Y(a). Vnéj§i zobrazeni B je spojité bilinedrni zobra-
zeni, takze je podle Tvrzeni 3.41 dokonce t¥idy C'*°. Podle indukéniho predpokladu
tedy existuje h(™ (a) = (h')(*D(a).

Zcela analogicky lze dokazat zobecnéni Véty 2.76 o sklddani zobrazeni t¥idy CP.
3.43 Véta. Necht p € NU {o0}, X, Y, Z jsou normované linedrni prostory,

G C X, H CY jsou oteviené mnoziny, f: G =Y, g: H — Z jsou tridy C? a plati
f(G) C H. Pak zobrazeni h := g o f je tridy CP.

3.44 Piiklad. Za predpokladi Véty 3.42 odvodime vzorec pro (g o f)((a) v
piipadech n = 2 a n = 3. V piipadé n = 2 s pomoci Tvrzeni 3.38 a vzorce (3.6)
pouzitého na spojité bilinedrni zobrazeni (srov. Piiklad 1.150) B(p,q) = p.q, p €
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3. Uvod do diferencidlniho poltu v Banachovych prostorech

L(Y,Z), q €Y dostavame

(g0 f)"(@).(hk) = ((go ) () k) (@) h=(g"(f()) - (f'()  K)) (@) s o =
= (9"(f(a)« (f'(a) « 1)) (f'(a) k) + ¢'(f(a)) - (f"(a) . h) . k) =
=g"(f(a)) - (f'(a) . b, f'(a) . k) + ¢'(f(a)) - (f"(a) - (h, k)) .

Na trech rfadcich jsme odvodili vzorec, ktery jsme klasicky vypocetli v dikazu Tvr-
zeni 2.96 ve velmi specidlnim piipadé. Cenou za zkraceni vypoctu je ovSem mys-
lenkové narocnd prace v abstraktnich prostorech.
Pro zajimavost je$té ukdzeme vypocet pro n = 3. Podle Tvrzeni 3.38 a vysledku pro n = 2
mame
(g0 )"(a)- (L,hk) = (g0 )" () - (hs k)" (a) -1
= (g"(SO) (S ) b f1C) k) + 0 (FC) - (S () - (s K))) (a) o L.
Nyni postupujeme jako pro n = 2 a navic p¥i derivovani prvniho s¢itance uZijeme vzorec (3.7) pro
spojité 3-linedrni zobrazeni M : Lo(Y,Z) XY XY — Z, M(B,y1,yy) = B(y1,y2). Dostdvame
(90 f)"(a )(l h,k) = (g" (f(a))
9" (f(a) - ((f"(a) .
+ (g”(f(a)) - (f(

Nakonec jest& vysvétlime, jak se ziskd vzorec pro (g o f)(™)(a)(vy,-..,vs). Tuto hodnotu lze
vypodist jako soutet hodnot, z nichZz kazd4 odpovida pravé jednomu rozkladu R mnoZziny {1,...,n}
na neprazdné podmnoziny néasledujicim zptisobem:

Jde-li o rozklad na s mnozin, usporadame si tyto mnoziny do kone¢né posloupnosti M, ..., Ms
a prvky kazdé z mnozin M; (1 <14 < s) si usporddadme (t¥eba podle velikosti) do kone¢né posloup-
nosti (k$, k%, ..., k5. ). Rozkladu R pak p¥ifadime hodnotu

g(s)(f(a)) . (f(pl)(a) . (Uk%" ..,’Ukz1)1),. . _,f(ps)(a) . (’ka,. .. ’Ukzs’s )) .

Vzhledem k symetrii derivaci vys§iho fddu viibec nezilezi na tom, jak jsme usporadéavali. Toto
tvrzeni lze dokdzat indukci stejnym postupem, jakym jsme ze vzorce pro n = 2 odvodili vzorec
pro n = 3; problémy dél4d pouze nepiehlednost formalnich zapisi.

3.45 Pfiklad. Pro n = 3 existuje 5 rozkladi mnoziny 1,2, 3:
{12,312 {31y {4135 {2}, {{2,3} {13}, {{1}. {2}, {3}}.

Témto péti rozkladiim ziejmé& odpovidd pét scitanch ve vzorci, ktery jsme odvodili vyse.

Poznamenejme jesté, ze prislusny vzorec pro obecné n lze také odvodit pomoci
Taylorovych rozvoji (srov. [Cart] a [Fe]).
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Vlastnosti zobrazeni L — L™, L € Tzom(X,Y) 3.7

3.7 Vlastnosti zobrazeni L 71 L7},
L2 Izom(X,Y)

V tomto oddile budeme zkoumat zobrazeni z, které kazdému izomorfismu
L € Tzom(X,Y) piifazuje jeho inverzi L=! € Izom(Y, X). Vysledky pfitom plati
jen pro tplné (tj. Banachovy) prostory X, Y.

Ztotoznime-li pro X =Y = R” mnozinu Izom(R", R") kanonicky s mnozinou
viech reguldrnich matic typu n x n, jde o zobrazeni z: A — A~!, které matici
prifazuje matici inverzni. Toto zobrazeni umime explicitné spocitat a na zakladé
prislusného vzorce neni tézké usoudit, ze z je t¥idy C'*°. Pro ptipad X =Y = R m4
zobrazeni z tvar (matice 1 x 1 ztotoziiujeme s redlnymi éisly) z: = — 1/x, x #0.
Lze Tici, ze zobrazeni z hraje v ,abstraktnim diferencidlnim poc¢tu“ podobnou roli,
jako funkce 1/z v klasickém diferencidlnim poc¢tu. Jeho vlastnosti podstatné uzijeme
v ditkazu Véty 3.50 o inverznim zobrazeni.

Piipomenme jesté, ze symbolem ['x oznacujeme identické zobrazeni na mnoziné
X.

3.46 Lemma. Necht X je Banachiiv prostor , u € L(X,X) a ||u|]| < 1. Pak

vi=1Ix —u€Tzom(X,X) a ||[Ix —v7'| <

Dikaz. Pro x € X plati
(3.12) (@) = llz —u@)|| > [lz[| — llu(@)[| > l|lz|| = [Jull - l2]| = (1 = [Ju[]|2].

Vidime, 7e Kerv = {z € X: v(z) = 0} = {0}. Z linedrni algebry tedy vyplyva, 7e v
je prosté zobrazeni a v~ je linedrni zobrazeni definované na vektorovém prostoru
Imv = v(X). K diikazu, ze Imv = X, je t¥eba dokézat, Ze rovnice v(z) = y, kterd
je ekvivalentni s rovnici y + u(z) = x, ma FeSeni pro kazdy bod y € X. To v8ak
plyne okamzité z Banachovy véty o kontrakci (Véty 1.87), protoZe zobrazeni
g X=X, glx) =y +u(x)

je ziejmé kontrakce, a ma tedy pevny bod.

Uvazujme libovolny bod y € X a polozme z := v~!(y). Pak y = v(z), takze
podle (3.12) plati

(3.13) Iyl > @ =llullzll, t5. o™ @I < @ =)™ lyll.
Z této nerovnosti vyplyva, Ze v € Izom(X, X). Déle plati

UIx —v ")y =y -z =v() -2 = —u(z),
takze s pomoci (3.13) dostédvame

[l

L —{lull

I(Zx = v~ ) = lu@)]| < [Jull - lz]| < lyll,
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3. Uvod do diferencidlniho poltu v Banachovych prostorech

z ¢ehoz vyplyva hledany odhad pro ||[Ix —v~!|.

3.47 Poznamka. B&Zné se pii dikazu piedchoziho lemmatu (a nésledujiciho tvr-
zeni) pouZiva prirozengj$i postup, ktery vSak vyZzaduje ¥adu predb&znych tvah.
Vychazi se pfitom z explicitniho vzorce

v ' =Ix+utu+u®+...
(ve kterém u™ je ovSem n-ndsobné slozeni w o --- o u), ktery je zobecnénim vzorce
pro soucet geometrické rady cisel.

3.48 Tvrzeni. Necht X, Y jsou izomorfni Banachovy prostory. Pak plati:
(i) Izom(X,Y") je oteviend podmnozina prostoru L(X,Y).
(ii) Zobrazeni z: Izom(X,Y) — L(Y,X), z: ur u~" je spojité.
(iii) Zobrazeni z m4 derivaci z'(u) € L(L(X,Y),L(Y,X)) v kazdém bodé
u € Izom(X,Y") a plati
2'(u): h= —u"'ohou™", heL(X,)Y).
(iv) Zobrazeni z je tiidy C* na Izom(X,Y).

Diikaz. UvaZujme libovolny prvek u € Izom(X,Y) a zvolme h € L(X,Y) s nor-
mou ||h|| < 1/[|u=!]]. Protoze |[u=! o h|| < |lu™t||||h]] < 1, podle Lemmatu 3.46
dostavame

u to(u+h)=Ix+u tohelzom(X,X).

Z toho snadno vyplyvé, ze u + h = uo (Ix +u~! o h) je prvek Izom(X,Y), takze
jsme dokézali (i). Dale plati

(u+h)™' = (Ix+u toh) tou™, (u+h)'—ut = (Ix +u'oh)™" —Ix)ou "
S pomoci Lemmatu 3.46 tedy dostadvame
- [—u"tohll | 4 [[u= 1 (1]
Hu+h) ™ —u™ < ™ < e
I—[[—u="ohl| 1= [fu="{llI]

Zobrazeni z je tedy spojité v bodé u; tim je dokdzéno tvrzeni (ii).

Abychom dokézali (iii), vySetfujme pro kazdy prvek u € Izom(X,Y") diferenci
z(u + h) — z(u), h € L(X,Y), kterd je podle pfedchoziho definovand, je-li ||hl|
dostatecné malé. Ziejmé plati

zZu+h)—zu)=(u+h) "t —ut=
=(w+h)touout —(ut+h)to(ut+h)out =
=—(u+h)tohout
Zobrazeni L: h +— —u~tohou™!, h € L(X,Y), je zfejmé linearni; chceme dokazat
7e pro zobrazeni r(h) := z(u + h) — z(u) — L(h) plati ||r(h)]| = o(||k]]), h = 0. To
vyplyva z nerovnosti
lr(Wl=ll(u+h)" ohou™ —u"lohou™"|| =

I((w+h) ™" —u™)ohou™ | <[l(u+h)™" —u [ IR]l lu™"
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Véta o inverznim zobrazeni a véta o implicitnich funkcich 3.8

a toho, ze podle (ii) plati limp_o||(u + h)~' — u~!|| = 0. Spojitost linearniho
zobrazeni L vyplyva z nerovnosti ||[L(h)|| < |[u=!]|||h]]|Ju=!|| (nebo ze spojitosti
zobrazeni z, viz Pozndmka 3.4 (ii)).
Nakonec struéné dokazeme (iv). Pro v € L(V,X) a w € L(Y, X) je pFedpisem
B(v,w)(h) := —vohow, heL(X,)Y)
ziejmé definovdno zobrazeni B(v,w) € L(L(X,Y),L(Y,X)). Snadno se ovéii, ze
zobrazeni
B := (v,w) = B(v,w), B: LY,X)x L(Y,X)— L(L(X,Y),L(Y,X))
je spojité linedrni zobrazeni. Podle (iii) plati
2'(u) = B(z(u), z(u)), u € Izom(X,Y),
tj. 2/ = Bo W, kde
U ues (2(u),2(w), ¥ Izom(X,Y) = L(Y,X) x L(Y, X).
Podle (ii) je ¥ spojité zobrazeni, takze také z' = B o ¥ je spojité zobrazeni, takze
z je tifdy C! na Izom(X,Y).
Piedpoklddejme nyni, ze z je t¥idy C? (p € N). Pak z Véty 3.37 snadno vyplyva,
ze U je tiidy CP, takze podle Tvrzeni 3.41 a Véty 3.43 je 2’ = Bo W tiidy C?, takze
2 je tifdy CP*L. Indukei jsme dokazali (iv).

1
|

3.8 Véta o inverznim zobrazeni a véta
o implicitnich funkcich

Velmi dulezité véty o implicitnich funkcich a o inverznim zobrazeni lze zcela pftiro-
zené zobecnit na pripad zobrazeni mezi Banachovymi prostory. V Kapitole 2 jsme
pii dtikazu téchto vét pouzili ,koneéné dimenziondlni“ metodu (feseni soustavy rov-
nic dosazovaci metodou). V Banachovych prostorech se nejéastéji dikaz vede tak,
7e se rovnice resi vhodnym prevedenim na tlohu o hledani pevného bodu a uzi-
tim Banachovy véty o kontrakci. Tento postup vyzniva ponékud trikové; je vhodné
proto poznamenat, ze uziti véty o kontrakci je pouze abstraktni verzi metody po-
stupnych aproximaci, kterd je v tomto pfipadé naprosto piirozend (jde v podstaté
o feSeni rovnice modifikovanou Newtonovou metodou tecen).

Budeme postupovat tak, ze nejprve dokazeme vétu o inverznim zobrazeni. Pak
pouze naznacime, jak z ni l1ze odvodit vétu o implicitnim zobrazeni. Prislusny iplny
dikaz v konecné rozmérném pripadé je proveden na str. 115.

Nejdrive dokdzeme nasledujici verzi véty o derivaci inverzniho zobrazeni.

3.49 Tvrzeni. Necht X, Y jsou Banachovy prostory, G C X, H C Y jsou oteviené
mnoziny a je ddn bod a € G. Necht f: G — H je homeomorfni zobrazeni a f'(a)
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3. Uvod do diferencidlniho poltu v Banachovych prostorech

je izomorfismus X na Y. Pak zobrazeni f~! ma derivaci v bodé b := f(a)

a (f7)'0) = ()"

Diikaz. (i) Nejprve provedeme dikaz v piipadé, ze Y = X,a = f(a) =b=0

a f'(a) = Ix. Pak ukdZeme, jak se obecny piipad na tento specidlni piipad snadno
redukuje. Z definice derivace dokdzeme, 7e (f!)'(0) = Ix. Protoze f~1(0) = 0,
staci pro libovolné 1 > ¢ > 0 najit okoli V' bodu 0 takové, ze

(3.14) 1F7 () —yll <ellyll, kdykoliv y € V'\ {0}.

Protoze f'(0) = Ix a f(0) = 0, lze najit oteviené okoli U C G bodu 0 tak, ze
(3.15) If@) = oll < Sllzll, kdykoliv @ € U\ {0},

Ukéazeme, Ze staci polozit V := f(U). ProtoZe f je homeomorfismus a mnozina H
je oteviend, je zfejmé oteviend i mnozina V. Zvolme libovolny bod y € V'\ {0} a
polozme z := f~!(y). Pak ziejmé x € U \ {0} a f(x) = y, takZe podle (3.15) méme

€ € 1
ly — =l < 5|z, Iyl > Mzl = ly = =l > l|lzl| = Sll=l| > Sll=||.
2 2 2
7 téchto dvou nerovnosti dostavame
1 £
1777 @) =yl = lly — 2l < 5 llell <ellyll,

takZe jsme dokézali (3.14).
(ii) V obecném piipadé polozime
f@):=(f'(@)" (flata) - fla) a G=GC-a

Pak zobrazeni f homeomorfné zobrazuje otevienou mnozinu G C X na otevienou

mnozinu H := (f'(a)) *(H — b) C X, piicemz plati 0 € G, 0¢€ H, f(0) =0
~ ~ !
a (f)'(0) = Ix. Podle prvni sti dikazu tedy dostévAme (( f)—l) 0) = Ix.

Uvézime-li, 7e f(z) = f'(a)(f(z —a)) + f(a), z € G, a tedy
M) = (@) M w = b)) +a, weH,

7 Véty 3.12 o derivaci slozeného zobrazeni dostévame (f=1)(b) = (f'(a)) ™" .

3.50 Véta. (véta o inverznim zobrazeni v Banachovych prostorech) Necht X, Y
jsou Banachovy prostory, p € NU {oco} a V' je oteviené okoli bodu a € X. Necht je
déno zobrazeni f: V. — Y tridy CP takové, ze f'(a) je izomorfismus prostoru X na
prostor Y. Pak existuje oteviené okoli U bodu a takové, ze f [y je difeomorfismus
a zobrazeni (f [y)~! je tridy CP.
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Véta o inverznim zobrazeni a véta o implicitnich funkcich 3.8

Diikaz. Nejprve provedeme ditkaz v pfipadé, ze Y = X, a = f(a) = 0 a plati
f'(a) = Ix. Pak ukdzeme, jak se obecny pripad na tento specidlni p¥ipad snadno
redukuje.

Polozme g := Ix — f; zfejmé g je tiidy C! na V, g(0) = 0 a ¢'(0) = 0. Ze
spojitosti f' a ¢’ v bodé 0 a Tvrzeni 3.48 (i) vyplyva existence § > 0 takového, Ze

(3.16) ll¢'(@)|| < =, kdykoliv z € Us(0) a

N | =

(3.17) f'(x) je izomorfismus, kdykoliv z € Uss(0).

Podle (3.16) a Véty 3.19 dostavame, Ze zobrazeni g je lipschitzovské s konstantou
1/2 na (konvexni) mnoziné Uss(0). Pro kazdé dva body Uss(0) tedy plati

1 () = Fw)ll = llv = u—(g(v) —g(w)]| =
(3.18) > |lv = ull = llg(v) = g(u)]| = %IIU—UII-

Odtud snadno dostédvdme, ze zobrazeni f [p,;0) je prosté a jeho inverze
(f fUzs(O))_l je lipschitzovsk4 s konstantou 2.

Nyni ukdzeme, 7e Us;2(0) C f (Us(0)). Zvolme proto libovolny bod y € Us,2(0)
a uvazme, ze rovnice f(z) = y je ekvivalentni s rovnici y+g(z) = . Polozime-li tedy
h(z) :== y + g(z), chceme dokazat, ze zobrazeni h ma v mnoziné Us(0) pevny bod.
K dtkazu pouzijeme Banachovu vétu o kontrakci (1.92) na restrikci h* := h [m.

Pro z € Us(0) plati [lg(x)[| = llg(z) — g(0)[| < (1/2) [lx — 0]l < 6/2, a tedy

)

* )
I @)l = lly + 9@l <llyll + llg(@)l < 5 + 5 = 0.

Zobrazeni h*: Us(0) — Us(0) je lipschitzovské s konstantou 1/2, protoZze zobrazeni
g je na Us(0) takové. Je tedy h* kontrakce na Gplném metrickém prostoru Us(0),
takZze h* m4 podle Véty 1.92 pevny bod; tj. existuje z € Us(0) , pro ktery h*(z) = z,
a tedy f(z) =y. Vime také, ze z = h*(z) € Us(0).

Mnozina U := f=! (Us2(0)) N Us(0) je ziejmé oteviend podmnozina Us(0).
Polozime-li ¢ := f |y, je p: U — Us/»(0) bijekce tiidy C'. Zobrazeni ¢~! je
lipschitzovské (protoze (f [U%(O))*1 je lipschitzovské s konstantou 2), takze ¢ je
homeomorfismus. Z (3.17) a Tvrzeni 3.49 okamZité dostavame, Ze pro kazdy bod
y € Us/2(0) plati ()™ (v) = (cp'(tp_l(y)))il. Z Tvrzeni 3.48 (ii) nyni snadno
vyplyvé, ze zobrazeni y — (¢=') (y) je spojité na Uy »(0), protoze je slozenim tif
spojitych zobrazeni:

(3.19) (Y =z0¢'0opt, kde z: L L', L€lzom(X,Y).

Zobrazeni ¢! je tedy tiidy C'.
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3. Uvod do diferencidlniho poltu v Banachovych prostorech

Nyni indukei podle k& dokdzeme, ze ' je tiidy C* pro 1 < k < p.Prok =1
to jiz vime. Predpokladejme, 7e 1 < k < p a ¢~ je t¥idy C*~'. Protoze ¢' je tiidy
CP~1 a z je tifdy C* (Tvrzeni 3.48 (iv)), z rovnosti (3.19) a Véty 3.43 dostdvame,
ze (p~1) je tridy C*~1. Je tedy ¢! t¥idy C* a indukéni krok je proveden. Dokézali
jsme tedy, ze ¢! tiidy CP; dfikaz v naSem specidlnim piipadé je dokoncen.

V obecném piipadé polozime (podobné jako v dikazu Tvrzeni 3.49)

f@ = (@) (at+e) - fl@) a V:=V-a
Snadno se ovéfi, ze zobrazeni f: Vo X je t¥idy CP, f(O) =0a (f)'(()) = Ix. Podle

prvni ¢asti ditkazu tedy dostédvame, ze existuje oteviené okoli U bodu 0 takové, ze

~ —1 ~

F 15 je difeomorfismus a ( 7 rﬁ) je tiddy CP. Uvazime-li, 7e f(z) = f'(a)(f(z —

a)) + f(a) pro z € U := U+ a, snadno dostavame, ze f [y je difeomorfismus.
~ —1

Vyjédifme-li jests (f )" pomoci ( 7 rﬁ) podobné jako v ditkazu Tvrzen 3.49,

snadno vidime, 7e (f )~ je t¥idy CP.

3.51 Poznamka.

7 (i)” V piipadé X =Y = R" k odvozeni (3.17) nepotfebujeme Tvrzeni 3.48;
staci pouzit spojitost funkce det([f’(x)]). Abychom dokézali, 7e ¢ je t¥idy C?,
potiebujeme védeét, ze z je t¥idy CP. To v8ak lze v tomto pripadé dokazat zcela
elementarné, srov. text pred Lemmatem 3.46.

7 (ii)” Ve vété stali predpokladat, ze f'(a): X — Y je linearni bijekce (srov.
Poznamka (?)iz02;).

Nasledujici véta o implicitné zadaném zobrazeni se tradi¢né nazyva véta o im-
plicitnich funkcich (o implicitni funkei). Jedné se o jeji nejjednodussi formu; existuje
mnoho jejich verzi (ve kterych jsou ¢asto pfedpoklady riznym zptisobem oslabeny).

3.52 Véta. (véta o implicitnich funkcich)  Necht X,Y, Z jsou Banachovy prostory
ap € NU{oo}. Pfedpoklidejme toto:

(1) Je ddno zobrazeni g z X x Y do Z, které je tiidy CP na ndjakém otevreném
okoli bodu ¢ = (a,b) € X x Y.

(17) g(a,b) = 0.
(i31) Parcidlni derivace gh(c) = (g(a,-))'(b) je izomorfismus prostoru Y na prostor
Z.

Pak existuji ¢isla §; > 0, 0o > 0 a zobrazeni f: Us, (a) — Us, (b) tridy CP, pro které
plati ekvivalence

(g(x,y) =0 A (x,y) € U(51(a) X Uﬁz(b)) = Y= f(x)

Vétu lze dokazat zcela analogicky, jako je to provedeno na str. 115 pro piipad
eukleidovskych prostori (srov. [Cal). Véta 3.50 se aplikuje na zobrazeni r z X x Y
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Derivace vyssiho radu slozeného zobrazeni 3.8

do X x Z zadané predpisem r(z,y) := (z,9(z,y)). To, ze r'(c) je izomorfismus
X x Y na X x Z je ovem nutno ovéfit jinak; inverzi (r'(c)) ™! nenf t&7ké explicitné
spocitat.
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4. Fourierovy rady a
Fourierova transformace

4.1 Fourierovy fady periodickych funkci

~ev 7

lze (lokélné) vyjadrit vSechny elementarni funkce a fadu dalsich dtlezitych funkci.

Velmi dilezité jsou také trigonometrické fady, pomoci kterych lze vyjadrit
HL2émér vSechny“ zajimavé periodické funkce. V zakladnich aplikacich se pracuje
pouze s nejdilezitéjsimi trigonometrickymi fadami, které se nazyvaji Fourierovy
rady.

Bez Gjmy na obecnosti (srov. Pozndmka 4.16) se v dalsim omezime na p¥ipad
2m-periodickych funkci. Vime, ze funkce cosz, sinx jsou 2w-periodické funkce na
R. Dalsimi 27-periodickymi funkcemi jsou ovSem také funkce

cosnz, sinnz, n=2,3,...
(které maji minimdlni periodu 27/n) a také funkce konstantni.

Pokud rada tvaru ¢+~ | (a, cosnz +b, sinnz) (neboli trigonometricka fada)
konverguje v kazdém bodé z € R, je tedy funkce zadand souétem této fady 27-
periodicka.

Funkce cosnz, sinnz ve fyzice popisuji tzv. ,harmonické kmitani“. Obecny
yharmonicky kmit*, ktery ma minimdlni periodu 27 /n, je popsan nenulovou funkci
tvaru y(z) = a, cosnz + by sinx (viz Pozndmka 4.15).

Pfirozené (zvlasté ve fyzice) vznikd otdzka, zda lze kaZdou ,rozumnou® 2m-
periodickou funkci f(z) vyjadfit ve tvaru

flx)=c+ Z(an cosnx + by sinnx),

n=1

tedy jako soucet ,harmonickych kmiti“(a konstanty). Jinak feceno: ptame se, zda
Ize funkci f vyjadrit jako soucet trigonometrické rfady. To byl historicky prvni pro-
blém rozsahlé teorie zvané harmonickd analyza.

4.1 Pozndmka. Tato otdzka byla diskutovana r. 1753 v souvislosti s popisem kmitani struny. D.
Bernoulli (na rozdil nap¥. od D’Alemberta) se na zaklad& fyzikdlng motivovanych tivah domnival,
ze kazdou 2m-periodickou funkci (jejiz graf ,lze nakreslit jednim tahem*) takto vyjad¥it lze. Tento

175



4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

néazor vSak tenkrit neprevladl, protoze D. Bernoulli nedal nivod, jak ¢&isla ¢,an, b, pro danou f
vypocitat. Takové vzorce nalezl (a aplikoval) mj. Fourier (r. 1822), ktery je pravem povaZovéin za
zakladatele harmonické analyzy.

Ukazuje se (prvni zcela pfesny vysledek dokazal Dirichlet r. 1829), Ze jako soucet
trigonometrické rady se skutecné daji napsat ,témér vSechny“ 2m-periodické spojité
funkce — i ty, které v nékterych bodech nemaji derivaci, a dokonce i nékteré funkce
nespojité.

4.2 Pozndamka. Do té doby se soudilo, Ze skute¢ny vyznam v matematice maji pouze funkce, které
jsou ,velmi hladké“ — k tomu p¥ispivala zndmé skutecnost, Ze funkce, kterd je sou¢tem mocninné
rady, je t¥idy C'*°. To, ze funkce, které jsou souctem i velmi jednoduchych trigonometrickych rad
(a jsou tedy zadany ,,jednoduchou formuli“), nemusi byt hladké, bylo velmi pfekvapivé a zminény

nazor se zacal ménit. To vedlo na zacatku 20. stoleti ke vzniku teorie redlnych funkci, kterd pracuje
s velmi obecnymi (i nespojitymi) funkcemi, a je nyni nezbytna i v fad& dulezitych aplikaci.

Po téchto dilezitych motivac¢nich pozndmkach za¢neme s piesnou teorii.

4.3 Definice. Necht a;, i =0,1,... a b;, i =1,2,... jsou redlnd d¢isla.
(1) Pak rfadu funkci

% +;(ak coskx + by sinkz), z €R,

nazyvame trigonometrickou radou.
(2) Je-li déno jesté n € NU {0}, funkce tvaru

ag

p(z) = 5 + Z (ar coskx + by sinkz), =z € R,

k=1

se nazyva trigonometricky polynom. Pokud navic a, # 0 nebo b, # 0,
fekneme, Ze tento trigonometricky polynom mé stupeii n. (Stupen nulového
polynomu nedefinujeme.)

Pokud a;, b; jsou komplexni ¢isla, hovorime o komplexni trigonometrické radé a
o komplexnim trigonometrickém polynomu.

4.4 Poznamka.

(i) Dtvod, proc se ,konstantni ¢len“ tradi¢né pise ve tvaru 42, je ¢isté formalni
— nékteré vzorce se zjednodusi.

(ii) Trigonometricky polynom (podobné jako obycejny polynom) lze chapat jako
oformélni vyraz 42 + 31 | (ay cos kx+by, sin kz). Za chvili uvidime (viz Po-
znamka 4.11), Ze stupen n i koeficienty ag, ay,...,an, b1,...,b, jsou funkci
p(z) jednoznalné urceny, takZe je jedno (podobné jako u obycejnych poly-
nomtl), zda trigonometricky polynom definujeme jako funkei nebo jako vyraz.
Definice stupné trigonometrického polynomu je tedy korektni.
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Fourierovy fady periodickych funkci 4.1

Systém funkci
1, cosz, sinz, cos 2z, sin 2z, . ..

se nazyva realny trigonometricky systém.

Funkce je tedy trigonometrickym polynomem (resp. komplexnim trigonomet-
rickym polynomem), pravé kdyZ je redlnou (resp. komplexni) linedrni kombinaci
funkei z redlného trigonometrického systému. (Trigonometrickou fadu lze nepiesné
interpretovat jako ,formalni nekonecnou linearni kombinaci“ funkci z redlného tri-
gonometrického systému.)

Realnému trigonometrickému systému je velmi blizky komplezni trigonomet-
ricky systém, coz je systém

{einz ;z.oz—oo . {einz}nez

komplexnich funkci redlné proménné.

7 Eulerovych vzorcu snadno vyplyva, ze komplexni trigonometrické polynomy
jsou pravé vsechny komplexni linearni kombinace funkci z komplexniho trigonome-
trického systému. Pfitom je funkce p(z) komplexnim trigonometrickym polynom
stupné n, pravé kdyz lze psat ve tvaru

n
p(iL”) — Z ckeikx,
k=—n

kde ¢ € C a ¢, # 0 nebo ¢_,, # 0.

Nyni jest& ukdZeme, Ze trigonometrické Fady tzce souvisi s teorii (komplexnich) mocninnych
fad. Uvazujme komplexni mocninnou fadu »7°  cn2™ pro z lezici na jednotkové kruznici. Je tedy
Cn = Gn + by, kde arn,b, € Ra z = €e'® = cosx + i sinx, kde © € R. Pak plati

oo
E cn2z" =
n=0

(an + ibn)(cos nx + isinnz)

Nk

3
Il
o

M

o0
(an cosnx — by sinnz) + 14 Z (bn cos nx + an sinnz),
n=0

Il
o

n
ma-li jeden ze ti{ vyrazi smysl.

Specidlng: mocninnou Fadu 752 ) ¢, 2™ umime sedist na jednotkové kruZznici, pravé kdyZ
umime secist trigonometrické fady

oo oo
E (an cosnz — by sinnz), g (bn cosnz + an sinnz)
n=0 n=0

na R. (Poznamenejme, %e tyto trigonometrické fady se nazyvaji vzajemné konjugované.)

4.5 Pfiklad. Mocninnou Fadu Y zn—T,L dovedeme secist v celé komplexni roviné; tedy i na jed-
notkové kruznici. V na§em piipadé ¢, = an = 1/n!; dostdvame tedy

=1 1
geosetisine — Z — cosnz +1 Z — sinna,
n—o n=0 """
1 =1
Z — cosnz = e®°%7 cos(sin z), Z — sinnz = e®°*® sin(sin z).
n=0 n=0

S
S
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4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

Déle budeme potiebovat zaklady teorie Lebesgueova integrélu; nebudeme pra-
covat s obecnymi 2m-periodickymi funkcemi, ale pouze s témi, které jsou navic
lokalné Lebesgueovsky integrovatelné.

Umluva Dile v této kapitole (neni-li feceno jinak) jsou vsechny integrdly Le-
besgueovy a vechny funkce jsou komplexni funkce rediné proménné. Také (Lebe-
sgueovy) prostory LP chipeme jako ,komplexni prostory“ tvofené komplexnimi
funkcemi (hovofime-li o funkci jako o prvku Lebesgueova prostoru, myslime tim
ov8em pfislusnou tiidu ekvivalence). Dikazy jsou Casto provadény jen pro reilné
funkce, pokud dikaz pro komplexni funkci se ihned dostane po aplikaci vysledku
na realnou a imaginarni ¢ast.

4.6 Definice. Symbolem & (27) budeme oznacovat mnozinu vSech 2w-periodickych
funkci které jsou (lebesgueovsky) integrovatelné (tj. maji kone¢ny Lebesgueiiv in-
tegrdl) na intervalu [0, 27].

Je snadno vidét, ze 2m-periodickd funkce f lezi v & (27) prave tehdy, kdyz je
integrovatelna na kazdém omezeném intervalu, a to nastane pravé tehdy, je-li f
lokélné integrovatelnd (uZiti Borelovy véty o pokryti).

V dalsim budeme funkce z &(27) ¢asto integrovat pres rizné intervaly délky
27; ukazeme, ze vzdy dostaneme stejny vysledek.

4.7 Lemma. Necht f € #(27) aa € R Pak
2T

(z)dz = /:Hﬂ f(z)d.

0

Diikaz. Nejdfive si uvédomime, ze pomoci substituce x = y + 2k7m pro libovolna
a< B ak €7 dostivime

B+2km I¢] &

(41) [ twa= [ fweekndy= [ sw)d
a+2km o @

Nyni najdéme k € Z takové, Ze 0 < a + 2kn < 2. Podle (4.1) plati

a+2m a+2km+42m7 a+2km a+2km+42m7
[ rwan= | f@ar, [ fwyae= [ f(@) da.
a a+2km 0 27
Protoze 0 < a + 2kw < 2w < a + 2k7 + 27, dostavame

a+2m a+2km+27 21 a+2km+42m7
/ f@mz/ ﬂ@m:/ f@®+/ f(z) de

+2km +2km 27

27 a+2km 27
=/ ﬂ@m+/ f@dz= [ f@)da
a 0

+2km 0
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Fourierovy fady periodickych funkci 4.1

Jednou ze zakladnich vlastnosti trigonometrického systému
1, cosz, sinz, cos 2z, sin 2z, . ..

je jeho ,ortogonalita“. Pokud tento sytém chipeme jako podmnozinu (komplexniho
nebo realného) prostoru L?(0, 27), miizeme uvozovky vynechat, protoze L?(0, 27) je
unitarni prostor, ve kterém je pojem kolmosti dvou prvki definovan. (P¥ipomenime,
7e skaldrni soucin na komplexnim L?(0,27) je definovan rovnosti (f,g) = 0277 fg.)
Nejdfive vsak dokazeme ortogonalitu komplexniho trigonometrického systému, coz
je pocetné snazsi.

4.8 Lemma.

(i) Jsou-li f g€ {e™:n€Z}af+#g,pak fg=0.
0
2T . -
(ii) / e . eint dy = 2.
0

Dikaz. Tvrzeni (i) plyne z toho, Ze f027r ekr dp = [e“”” /z'k]?r =0prok€Z,k +#

0, etke = e~ (b € Z) a e - e = {n=M)% Tyrgeni (ii) je ziejmé.

4.9 Lemma.
27

(i) Jsou-li f,g € {1,cosz,sinz,cos2z,sin2z,...} a f # g, pak fg=0.
0

2m 2m 2w
(ii) / 1-1dz = 2m, / sin kz sin kz dz = / coskzx coskxdx = .
0 0 0

Diikaz. (Néznak.) Jde jen o elementarni vypocty. Jejich potet miizeme zmensit, uvddomime-li
si, ze pokudm € NU {0},n € Nam # n, pak rovnosti

27 27 27
/ cosma cosnzdx = 0, / cosmax sinnxdz = 0, / sinmz sinnxdr =0
0 0 0

snadno plynou z Eulerovych vzorci a Lemmatu 4.8. Npapriklad zpaméti vidime, Ze
eimz + e*imm einz _ e*inm

2 ’ 2i

2m
/ cosmz sinnzdx = (cos mz sinnz) = ( Yy =0.
0

Nasledujici tvrzeni dava prirozenou motivaci pro definici Fourierovy rady funkce

f e 22n).

4.10 Tvrzeni. Necht f € &(27) a plati

flz) = % + Z (ar coskx + by sinkz), =z € R,
k=1

pricem? rada napravo je stejnomérné konvergentni.
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4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

Pak plati (Fourierovy vzorce)

1 2w
ap = — (z) coskxdz, k=0,1,2,...,

2m
by = — f(z) sinkz dz, k=1,2,....
T Jo

Dukaz. Dukaz staci provést v pripadé, ze f je redlna funkce a ¢isla ay, by jsou
realnd cisla.
Necht n € NU {0}. Pak pro kazdé = € R plati

o0

(4.2) f(z) cosnz = a_20 cosnz + Z (ay, cos kxz + by sin kz) cosnz.
k=1

Protoze -, (ai, cos kx + by sin kz) je stejnomérné konvergentni fada omezenych
funkei, snadno dostévame, Ze tato Fada, a tudiz i fada z (4.2), maji stejné omezené
posloupnosti ¢asteénych souétlt. Podle ,,Lebesgueovy véty pro fady“ (srov. [LM; 8.
14] tedy plati

2w

(z) cosnz dz =
0

2w o0 2m
a
/ ?0 cosnz dr + E / (ar, cos kx cosnx + by sin kx cosnz) dz.
0 0

Podle Lemmatu 4.9 snadno dostidvame pro m > n rovnost

2
/ Sm(z) cosnx dz =
0

27 m 27 27T
ap .
= / 5 cosnz + E <ak / cos kx cos nx dx + by, / sin kx cosnz dx) =
0 0 0
k=1

2w
= an/ cos’ nz dr = Ty,
0

takze

2m
/ f(z) cosnzdx = may,.
0

Zcela obdobné dostédvame

2T

2m
(z) sinnzdz = bn/ sin? neder = 7b, a
0 0
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2 2 ao 2m
(z) cosOz dx = (:U)-ld:vz—/ 1dz = mwag.
0 0 2 Jo

7 téchto rovnosti jiz okamzité plynou Fourierovy vzorce.

4.11 Poznamka.

(i) Nyni je vidét, pro¢ konstantni ¢len zapisujeme ve tvaru ag/2; pro ay, pak dostdvime
pro k = 0 vzorec stejného tvaru jako pro k > 1.
(ii) Necht je dén trigonometricky polynom

n
p(z) = a?O + kX_:l (ap, coskx + by sin kz).
Definujeme-li ap = b = 0 pro k > n, mame funkci p vyjadfenu jako soucet

stejnomérné konvergentni trigonometrické fady, takZe ay,, bj jsou uréeny funkeci
p(x) pomoci Fourierovych vzorct.

(i) Pro zdvodnéni zamény sumace a integralu v pfedchozim dikazu jsme mohli pouzit i
v&tu pro Riemanniv (nebo Newtontiv) integral, protoze je snadno vidét, ze fada v (4.2)
konverguje stejnomé&rn&. Také by misto stejnom&rné konvergence fady > 22 (ay coskz +
by sin kx) statilo predpokladat, Ze jeji ¢astedné soudty majina [0, 27] spolednou integrabilni
majorantu. Pak totiz fada v (4.2) mé stejnou vlastnost.

Tvrzeni 4.10 naznacuje, Ze pokud chceme funkci f € &2(27) vyjadrit jako soudet
trigonometrické fady, méli bychom piedevsim zkoumat fadu, jejiz koeficienty jsou
dany Fourierovymi vzorci.

4.12 Definice. Necht f € £(2r). Pak definujeme Fourierovy koeficienty funkce

f takto:
1 2w

an = — (z) cosnzxdz, n=0,1,2,...,

1 2w
by = — (z) sinnzdz, n=12,....
T Jo

Trigonometricka rada

o0
% + kz (ay, cos kx + by, sin kx)

—_

se pak nazyvé Fourierova rada funkce f a budeme ji oznacovat symbolem Fy. Zapis

ao > .
flx) ~ 5T ; (a cos kx + by, sin kx)

vyjadruje, Ze fada napravo je Fourierovou fadou funkce f.

Fourierova rada je fadou
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4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

ap/2 + (a1 cosz + by sinz) + (a2 cos 2z + by sin2z) + ...,

pricemz se jeji ¢astecné soucty tradi¢né ,indexuji od 0%, tj.

n
so(x) :== —, ..., sn(x) := a_20 + Z (ay coskx + by sinkx), .. ..
k=1

V pripadé, ze f je redlna, je Fourierova fada funkce f redlna trigonometricka rada.

4.13 Poznamka.

(i) Nékdy se tikd, ze Fy je Lebesque — Fourierova fada funkce f, aby se zdiraznila
skutecnost, ze pri definici Fourierovych koeficient se pouziva Lebesguetiv integral
(pfed jeho zavedenim se ovSem pracovalo hlavné s Riemannovym integrdlem a tedy
s Riemann-Lebesgueovymi fadami).

(ii) Zapis (zcela bézny)

o0
f(z) ~ C%O + Z (ay, cos kx + by, sin kz)
k=1
nic nefikd o konvergenci (Fourierovy) fady stojici napravo. Ta dokonce mizZe di-
vergovat ve vSech bodech.
(iii) Symbol Fy pro Fourierovu fadu neni bé&zny a nebudeme jej zde proto p¥ilis pouzi-
vat. Né&kter{ autofi pouzivaji symbol S[f].
(iv) Podle Lemmatu 4.7 pro Fourierovy koeficienty plati

1 a+2m
an:—/ f(x) cosnz dr, n=0,1,2,...,
™ a
1 a+2m
bnz—/ f(z) sinnz dez, n=12,...
™ a
pro libovolné a € R. Pro a = —m, jde o integraly od —m do .

Fourierovu radu lze ekvivalentné zapsat v tzv. komplexnim tvaru, ve kterém se
nepracuje s realnym, ale s komplexnim trigonometrickym systémem. Tento intui-
tivné méné pochopitelny, ale z teoretického i pocetniho hlediska ¢asto vyhodnéjsi
tvar, berou dnes néktef! autofi pfimo za definici Fourierovy rady.

Uvazujme f € &(2rn) a upravme vzorec pro Casteény soucet Fourierovy rady
funkce f

sn(z) = % + ; (ay cos kx + by sin kx)
podle Eulerovych vzorcii
1, ; 1 . : ; ) :
coskr = 5(ezkac + e—zkz), sin kr = _'(ezka: _ e—zka:) — %(e—zkx _ ezkz)‘
2

Dostavame
n

a 1 - ikx 1 - —ikx
sn(z) = 30 + Z <§(ak — iby)e*T 4 §(ak + iby)e " > .
k=1
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Polozime-li
1 1 . 1 .
(4.3) Co =500 a Cpi= i(ak —ibg), c_j = i(ak +ibg), k€N,

mame
n
(4.4) sp(z) = Z creth®.
k=—n

Dosadime-li do (4.3) z definice a,, b, a uzijeme Eulerovy vzorce, snadno dostavame
1 B —ikx
ck:%[wf(x)e b ez,

Je zvykem psat

a vyraz napravo nazyvat komplexnim tvarem Fourierovy fady funkce f. Cisla ¢y se
nazyvaji komplexni Fourierovy koeficienty funkce f.

Pritom se ale fada napravo nechdpe jako zobecnénd tada. Jeji ¢astecné soucty
sn(x) jsou podle definice dany vzorcem (4.4) a

Z e =5 = lim s,(z) =s.

n—oo

4.14 Pozndmka. Fourierova fada funkce f € £?(27) nemusi konvergovat absolutng, v tom p¥ipadé
pak pfi jejim s&itani zalez{ na uspofddani jejich ¢lent. Vzhledem k tomu, Ze podle (4.3) a Véty
4.23 plati limyp_ 40 ¢n, = 0, €islo s je sou¢tem Fourierovy fady funkce f v bodé z, pravé kdyz

Co+cre +c_1e i fcoe?® Lo ge 2T 4. = s.

4.15 Pozndmka. Obecnd redlnd funkce popisujici tzv. ,harmonicky kmit“ ma tvar z(t) =
A sin(wt + ¢), kde A > 0 je tzv. amplituda, ¢ € R pocéite¢ni fize a w > 0 je kruhové frekvence.
Nejmensi perioda této funkce je T = 27 /w. Harmonické kmitani v p¥irod& vznika p¥irozenym
zplsobem (je FeSenim ,rovnice harmonického oscildtoru®) a je to z fyzikalniho hlediska nejpfiro-
zen&jsi kmitani (periodicky d&j). PouZijeme-li souftové vzorce, vidime, Ze kazdou redlnou funkci
(proménné t) tvaru z(t) = A sin(wt + @) lze psat ve tvaru a cos wt + b sin wt, kde

(4.5) a=Asing, b=Acosp, tj. b+ai= Ae¥.

Naopak, jsou-li ddna &isla a, b, (a,b) # (0,0), mZzeme z (4.5) urcit &isla A, p (&islo b+ ai vyjadiime
v trigonometrickém tvaru; jednozna¢nost ,argumentu“ ¢ lze dosdhnout pozadavkem ¢ € (—m, 7)),
takZe nenulové funkce tvaru a cos wt+b sin wt popisuji obecny harmonicky kmit s kruhovou frek-
venci w. Z toho ihned plyne, Ze sloZeni (souet) konen8 mnoha harmonickych (,stejnosmérnych®)
kmith stejné kruhové frekvence je opét harmonicky kmit téze kruhové frekvence. Vidime také, ze
kazdou redlnou trigonometrickou fadu (tedy i Fourierovu fadu) lze psat v (tzv. fdzovém) tvaru

oo
aEO + Z An sin(nz + ¢n),

n=1
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4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

kde A, > 0ayp, € (—mr,n]. (Poznamenejne, Ze ¢asto se ve fazovém tvaru uziva kosinus misto
sinu; v8e vychézi zcela analogicky.)

P43

Zakladni otazku teorie Fourierovych fad (viz Poznamka 4.1) lze tedy ,fyzikalng“ formulovat
takto: Je kazdy ,rozumny“ 2m-periodicky kmit sloZenim harmonickych periodickych kmitt (a
konstantniho kmitu) ?

4.16 Poznamka. Jestlize vySetfujeme periodické funkce s obecnou periodou [ >
0, mame dvé moznosti:
a) Lze postupovat zcela analogicky jako v p¥ipadé I = 2x. PFisludny redlny trigono-
metricky systém pak je
1, cos QT”:E, sin QT’Ta:, ...,CO8 %T”as, sin %T’T:v, e

prislusna Fourierova fada ma tvar

o0
2 2
C%O + kz_:l(ak cos ?az + by, sin ?m),

kde Fourierovy koeficienty ay, b;, jsou definoviny vzorci

l l
akzz/ f(z) cos%—wa:da:, bkzz/ f(z) sin%—wa:d:v
/o l /o l
a celd teorie je naprosto analogicka.
b) Teorii lze vybudovat jen pro pfipad [ = 27 a vysledky o [-periodickych funkcich
f(z) snadno ziskat z vysledkti o 2m-periodickych funkcich f*(y) := f(ly/2x).
(Obvykly je druhy postup.)
Pokud f € £(27) aar =0prok=0,1,..., mdme
f~04+0+bsinz)+ (0+besin2z) +...;
je ale zvykem nulové ¢leny vynechavat a psat
f~bising +bysin2z+....
V tom piipadé rikdme, ze Fourierova fada F je sinova fada.
Pokud b, =0 pro k =1,2,..., fikdme, ze Fy je kosinova fada a piSeme

f~%+acoszr+azcos2r+....

4.17 Tvrzeni. Je-li f € &(2nm) sudd funkce, pak Fy je kosinovd rada. Jestlize
f € P(2r) je licha funkce, pak Fy je sinovd rada.

Dikaz. Pokud g je integrovatelnd a lichd na intervalu (—m, ), pak

/_ig(a:)dx:/_Oﬂg(x)da:+/07rg(x)dx:

— ["ot-0rde+ [ gtardo = [ (g-a) + g as 0.

Nyni si sta¢i uvédomit, ze funkce f(x)coskz je licha, pokud f je lichd a funkce
f(z)sin kx je licha, pokud f je sudé.
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OBR. 4.16.

4.18 Poznamka. Tvrzeni lze ,obrétit“(viz Poznamka 4.42 niZe); napiiklad plati:
Je-li Fy kosinové fada, pak f je s.v. rovna sudé funkci.

4.19 Priklad.  Snazme se funkci z2 napsat na intervalu (—, 7] jako soudet trigonome-
trické fady. Funkei g(z) = 22,z € (=, 7] miizeme zfejmé rozsifit pravé jednim zpiisobem
na celé R tak, aby vyslednd funkce byla 27-periodickd. Toto rozsifeni g* je zfejmé na R
Spojité a sudé, proto patii do £(27) a ma kosinovou Fourierovu fadu. Integraci per partes
dostavame
™ ™ 2
ap = l/ 2% coskz dz = (—1)’“i k>1, ap= l/ = 2i

T ) k2’ = TJ_x 3

Plati tedy (nuly vynechévame)

2
T cos T cos 2x cos 3x
fo)~ g —dy +a—— — 45

Zatim oviem nevime, zda (v nékterych bodech) plati

T cosx cos 2x cos 3x
(4.6) f(m)=?—4 12 +4 92 —4 22

V dalsim ukaZzeme nékolika zpiisoby, Ze rovnost plati pro kazdé x € R. Prox =0az =7
pak budeme mit dokazany zajimavé vzorce

ittt e 111
12 922 ' 32 12’ 12 922 32 T 6

Na obr. 4.16 je zndzornéna funkce g*(z) a ¢astedny soudet s () jeji Fourierovy fady.

Déle se snazime najit obecné véty, které pro ,,p&kné“ funkce f € £(2w) udéavaji
vztah mezi souctem Fourierovy fady a funkci f. Pro dikazy takovych vét je vhodné
vyjadrit ¢astecny soucet Fourierovy fady v jednoduchém tvaru. Takové vyjadieni
nalezl jiz Dirichlet (r. 1829) pomoci tzv. Dirichletova jadra.

4.20 Lemma. (o Dirichletové jadie) Pro kazdé n € NU {0} polozme
1
D, (z) := 3 + cosx + cos2zx + - -+ + cosnz.
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4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

OBR. 4.17.

Pro tuto funkci, kterou nazyvame Dirichletovo jadro, plati:

sin (n + )z

(i) Dy(z) = pro x #2kmw (k € Z);

in &
251n2

(i) D, je funkce sudd, spojitd, 2r-periodickd a D, (0) =n + .

(iii) D, =m.

—T

Diikaz. Pomoci Eulerovych vzorct

cos kx = % (e +e ™), sinkz = & (etF* — e7ih7)

a vzorce pro ¢astecny soucet geometrické fady dostavame, ze

1 —inz —ix i inz 1 —inz 6ix(2n+1) -1
Dn(m):§(€ +---+4e +14+e*+---+e ):56 W
_ leﬂm eiz(2‘n+1) -1 67% _ leim(n+%) - e*i-z(nJr%) _ sin (n + 3)z
2 e —1 =7 2 e —e 2sing

ma-li vyraz napravo smysl; tim je dokdzano (i). Tvrzeni (ii) je zfejmé a (iii) dosté-
vame okamzit€ z rovnosti

/lzﬂ', /coskmdazzo, keN.

-7 -7

Dirichletovo jadro je (pro n = 5) znazornéno na obr. 4.17 vlevo.

4.21 Lemma. (vyjadieni ¢dsteénych souctti Fourierovy fady) Necht f € & (2x)
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a f~ a_20 + (ar coskx + by sin kz). Pak
k=1

sn(T) == % + Z (ay, cos kz + by sin k)
k=1
= % ' flx+y)Dy(y)dy = 1 /Ow(f(:n +y) + f(z —y))Dn(y) dy.

. T

Dikaz. Po dosazeni za Fourierovy koeficienty a snadné ipravé mame

sn(@) = % (% /:rf(t) dt) +

n 1 ™ 1 ™
— t ktdt k - t)sinktdt ) sink
+;[<ﬂ_ 7Trf()cos )cos ac+<ﬂ_ ﬂrf()sm >sm x]

—> [ 5w

Uzijeme-li vzorec

1
2

+ Z(cos kt cos kx + sin kt sin ka:)] dt.
k=1

cos kt cos kx + sin kt sin kx = cos(k(t — x)),

definici Dy, (t — z) a Lemma 4.7, dostavame

1 Ky 1 T™T—x
@ =1 [ fOD-ndt =2 [ faryDaway
1 s
=— [ fl@+y)Daly)dy.
Pomoci substituce z = —y s vyuzitim sudosti Dirichletova jadra dostavame:
1 by 0 1 T
—| f@+yDaly)dy=— [ flz+y)Duly)dy+— [ flz+y)Dn(y)dy
- 0

)=

1 (7 1 /"

_!  )Dn(z)de + 1 a(y)d
= [ re-apu@ < [ e+ nam
1 s

=_/ (F(x+y) + f(z — 1)) Daly) dy.

™ Jo

4.22 Pozndmka. Integralu % S, f(z4+y)Dn(y) dy se Fika Dirichletiiv integral. ProtoZe Dirichle-
tovo jadro je (i co do absolutni hodnoty) nejvétsi v 0, zda se byt pravd&podobné, Ze hodnota
Dirichletova integralu (tj. sn(z)) bude nejvice zdviset na hodnotéch funkce f v blizkosti bodu z.
Tato domnénka skutedné& plati ve velmi silném smyslu, srov. Poznamka 4.28. Kli¢em k presnému
dikazu je nésledujici dilezitd véta.
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4.23 Véta. (Riemann-Lebesgueovo lemma)  Necht a,b € R* a funkce f je lebes-
gueovsky integrovatelnd na (a, b). Pak

b b
(4.7) lim / f@)cos Axdz =0 a )\lim f(z)sin Az dx = 0.
a —00

A—00 a

Specidlné: Posloupnosti Fourierovych koeficientii (a,), (bn) libovolné funkce z
P (2m) maji limitu 0.

Diikaz. Vétu staéi dokdzat pro redlnou funkei f. Dokdzeme prvni ¢ast (4.7); dru-
hou ¢4st 1ze dokazat zcela obdobné. Pro realny prostor L!(a,b) polozme

b
Q :={g € L'(a,b) : lim / g(x) cos Az dz = 0};
A—oo [,
chceme dokézat, ze Q = L*(a,b). Nejdiive ukidzeme, 7e
(4.8) Q je uzavieny linearni podprostor L'(a,b).
To, ze @ je linearni prostor, plyne okamzité z rovnosti
b b b
/ (c191 () + cag2(x)) cos Axdr = ¢1 / g1(x) cos Az dzx + co / g2(x) cos Az dz.
a a a
Nyni uvazujme funkci i € Q. Mame dokézat, ze h € Q, tj.

b
lim h(z) cos Az dz = 0;

A—=o0 J,
to provedeme z definice limity. Zvolme tedy libovolné € > 0 a naleznéme funkci
g € Q takovou, Ze

b
b — gl :/ h(z) — g(o)| dw < =

ProtoZze g € @, existuje \g € R takové, Ze

b
/ g(z) cos Az dx

<§ pro A > Xp.

Pro A > A tedy plati

b

/ab(h(a:) —g(z)) cos Az dz -I-/ g(x) cos Az dz

a

<

b
/ h(z) cos Az dx

<

b b
/(h(m)—g(az)) cos Az dx| + / g(z) cos Az dz| <

b
g/ W) — g da + 5 <.

Pomoci (4.8) budeme nyni postupné pro stale obecn&jsi druhy funkci f € L'(a,b)
dokazovat, 7e patif do @, a7 nakonec dostaneme kyZenou rovnost Q = L!(a,b).
Viechny funkce tedy uvazujeme pouze na (a, b) a vzdy predpokladame f € L'(a,b).
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a) Necht f = Cr (charakteristickd funkce I), pficemz I = (¢,d) C (a,b) je
otevieny (nutné omezeny) interval. Pak pro A > 0 mame

b d
/ f(z) cos Az dzx| = / cos \xdz| = H(sin/\d—sin)\c) < ;,
takze ziejmé f € Q.

b) Necht f = Cq, kde G = J;_, Ir, I, .-, I, jsou po dvou disjunktni otevie-
né intervaly a G C (a,b). Pak f = >"}_, Cp,, takZe podle (4.8) a kroku a) méme
feaq.

¢) Necht f = Cq, kde G =~ Ik, I1, I, ... jsou po dvou disjunktni oteviené
intervaly a G C (a,b). Pak zfejmé

||f_fn||1 =A U Iy ) =0, n— oo, kde fn = Cuzlek'
k=n+1
Protoze f, € Q podle kroku b), z (4.8) dostavame f € Q.

d) Necht f = Cp, kde M C (a,b) je lebesgueovsky méfitelnd mnozina; pak
A(M) < oo. Z regularity Lebesgueovy miry snadno dostaneme oteviené mnoziny
Gn,n=1,2,... takové, ze M C G,, C (a,b) a \(G,,\ M) < 1/n. Ziejmé Cq, — f
v L'(a,b). Protoze podle krokti b), ¢) mame Cg, € Q, 7 (4.8) dostavame f € Q.
e) Necht f je jednoduchd funkce. Pak lze psit ve tvaru Y ,_, ¢;Chs, kde
¢i € R a M; C (a,b) maji koneénou Lebesgueovu miru. Podle (4.8) a kroku d)
mame f € Q.

f) ProtoZe jednoduché méftitelné funkce jsou husté v L!(a,b) (viz napt. [Ru2;
Véta 3.13]), je podle kroku e) i mnozina @ hustd v L!(a,b); z uzavienosti Q tedy
mame kone¢né Q = L'(a,b).

4.24 Poznamka. V diikazu jsme podstatn® vyuili, 7¢ mno¥ina jednoduchych funkei je husts
v L'(a,b). Na zéklads hustoty jinych podmnozin L!(a,b) lze podat alternativni diikazy:

a) Velmi kratky ditkaz dostdvame, pokud vime, %e v L!(a,b) je hustd mnoZina M t&ch
funkei f € C'(a,b), pro které {z: f(z) # 0} C (a,b). Pomoci integrace per partes totiZ snadno
dostavame, ze M C Q.

b) Vime-li, ¢ mnoZina C spojitych funkef f na (a,b), pro které {z: f(z) # 0} C (a,b), je
husta v L' (a,b), 1ze z kroku a) p¥edchoziho ditkazu usoudit, Ze mno%ina A C L'(a,b) po &stech
konstantnich funkei je &asti Q, a pak (ze stejnomérné spojitosti funkci z C) dokazat, ¥ C C A,
takie A = Ll(a,b).

4.25 Pozndamka. (o Fourierovych koeficientech)  Necht an(f), bn(f) jsou Fourierovy koeficienty
funkce f € 2(2w). Podle Riemann-Lebesgueova lemmatu an(f) — 0, bnp(f) — 0. Existuji viak
posloupnosti an, — 0,b, — 0, které nejsou Fourierovy koeficienty (srov. [Ru2; Véta 5.15]). Pokud
viak (an), (bn) jdou k nule dostatetnd rychle (stati, aby fada 3 (a2 +b2) konvergovala; viz Véta
4.76), pak (an)3®, (bn)5° jsou Fourierovy koeficienty.

Dale 1ze zhruba ¥ici toto: ¢im hlad$i je funkce f € Z2(2r), tim rychleji jdou jeji koeficienty
k nule. Je-li napifklad f € C*(R), snadno lze dokdzat, e an(f) = o(n*), n — oo, bn(f) =
o(n*), n — oo; (srov. [J II; Véta 189]). Pro k > pak vidime, Ze f lze ,velmi dobfe aproximovat®
trigonometrickymi polynomy sy stupné nejvyse n.
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4.26 Priklad. Jako p¥iklad na uZiti pfedchozi véty dokaZeme diileZitou rovnost

-
(4.9) / P07 ge=I.
0 2

T

Jak zndmo, tento integril v Lebesgueovd smyslu neexistuje. Jako nevlastni integral (zobecnény Ri-
emanntiv, Newtoniiv nebo zobecnény Lebesguetiv) existuje (konverguje). (To plyne z Dirichletova
kritéria, ale také snadno integraci per partes.) K jeho vypo¢tu pouzijeme vlastnosti Dirichletova
jadra. Vzhledem k sudosti D, a Lemmatu 4.20 (iii) plati

(4.10) /07r Dy (z) dz = /07r w dr =

H xr
2sin 3

ol

UkaZeme, Ze (pro n — 00)

™ sin(n + 1)z ™ sin(n + 1)z "' 1 1 1
/ #dx—/ de:/ - —— | sin(n+ =)z — 0.
0 2sin 5 0 x 0 2sinZ  z 2

2

K tomu stali podle predeslé véty (a snadné &asti Heineho véty) ukdzat, ze funkce f(z):=
(2sin(z/2))~! — 1/x le# v L(0,7). To vSak snadno plyne z toho, %e f lze spojité rozsi¥it na
[0, 7], protoZe elementérni vypocet davad lim,_,o4 f(x) = 0. Dostdvame tedy
™ sin(n + 1)z
lim [Tt T
n—oo Jq T 2
Pomoci substituce (n + 1/2)z =y a konvergence integrélu z (4.9) mame
- 1 . .
7 gin(n + )z m(n+1/2) g 00 g
T A Gl DR Edy:/ my
n—oo Jq x n—oo Jq

takze jsme dokézali (4.9).

dy,

4.27 Véta. (O lokalizaci) Necht f € Z(2w), v € R, 0 < § < m, s € R a necht
sn(x) je ¢dstecny soucet Fourierovy rady funkce f v bodé z. Pak

s : 1
lim s,(z) =s <= lim (f(x+v)+f(x—v)—23)de = 0.
n—o00 n—oo J, sin 5
Diikaz. Protoze podle Lemmatu 4.21 a Lemmatu 4.20 (ii), (iii)
1 [ 1 ("
sn(x) = —/ (f(x+v)+ f(x —v))Dp(v)dv a s= —/ 25Dy, (v) dv,
T Jo T Jo
dostavame
1 ™
sn(w)—szg/ (f(z+v)+ f(z —v) — 25) Dyp(v)dv =
0
1[0 sin (n + L)v
= L Gt o)+ S —v) — 29 SO
2m /o sin 5
+i/ f(a:+v)+.f(f—v)—2s Sin(n+1)UdU::An+Bn-
2w 5 Sin 5 2
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Fourierovy fady periodickych funkci 4.1

Polozime-li pro v € (4§, )

fa+v)+ fl@—v) =25

|f(z + o)+ |f(z —v)] +2|s]
sin% ’

a0
sm§

g(v) :==

,  mame |g(v)] <

takze ziejmé g € L'(§,7) (substituce ¢t = x +v). Z Riemann-Lebesgueova lemmatu
dosavéme ((a,b) := (6,7), Ay :==n+ 1), zZe lim,_,oo By, = 0, z &ehoZ jiz tvrzeni
véty snadno plyne.

4.28 Poznamka. ProtoZe integrél z tvrzeni véty zavisi jen na hodnotdch funkce
f vintervalu (z — 0,z +9), vidime, Ze konvergence Fourierovy fady funkce f v bodé
x je ,lokdlni vlastnost®. Presnéji: pokud f € L (2n), g € L (2n) se rovnaji na
néjakém okoli bodu z, pak Fourierova rada funkce f konverguje v bodé x, pravé
kdyz v ném konverguje Fourierova fada funkce g, a to ke stejnému souctu.

4.29 Véta. (Diniho kritérium) Necht f € #(27), x € R, s € R a necht existuje
0 > 0 takové, Ze Lebesgueiiv integral

/5 f(z+v) + flz —v) = 25

v

dv

(4.11)

konverguje. Pak s je souctem Fourierovy rady funkce f v bodé zx.

Dikaz. Necht je § z pfedpokladil véty dano; mtZzeme predpokladat, ze 0 < § < 7.
Podle Véty 4.27 staci dokézat, ze

/5f<x+v>+f<x—v>—2s_

(4.12) lim

n—o0

sin(n+1/2)v dv = 0.

v

v 2

v
sin 3
omezend na (0,0) (lze zfejmé spojité rozsifit na [0, ]), takZe z konvergence (4.11)
vyplyva, ze funkce

To vsak okamzité plyne z Riemann-Lebesgueova lemmatu, protoze funkce je

fx+v)+fl@—v)—2s
v sin 3

g(v):=

je integrovatelnd na (0, 9).

Z Diniho kritéria lze snadno odvodit nasledujici tvrzeni, které pro ,,bézné funkce“
umoznuje urcit soucet jeji Fourierovy rady.

4.30 Dusledek. (dtisledky Diniho kritéria)

(i) Necht f € P(2m) je redlna funkce, x € R, existuji vlastni jednostranné
limity f(z+), f(z_) a také limity

lim M € R, lim
t—z+ t—2x t—x— t—2x

191



4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

Pak Fourierova tada funkce f v bodé a konverguje a jeji soucet je roven

3(f(@s) + f(z2)).
Specialné, pokud f ma konecné jednostranné derivace v bodé x, pak
soucet Fourierovy rady funkce f v bodé z je roven f(x).

(i)

Necht f € 2(27), © € R a existuji ¢islaa > 0,6 >0 a K > 0 takovd, zZe
|f(z +v) = f(@)| < K|v|*,  pokud [v] <4.
Pak Fourierova rada funkce f v bodé a konverguje a ma soudcet f(x).

Dikaz. (i) Provedeme-li v limitach z (i) pofadé substituce ¢t = z + v, ¢t =
x — v, snadno vidime, Ze existuje ¢islo § > 0 takové, ze funkce (1/v)(f(z + v) —
f(z+)), (1/v)(f(z —v) — f(z—)) jsou omezené na (0,0). Pro s := (1/2)(f(z4) +
f(z_)) pak dostédvame, Ze (zfejmé méfitelnd) funkce

flatv) +fla—v) =25 _ flatv) = flay)  fle—v) = fla)

je omezend na (0, 4), takze plati (4.11).
(ii) Zvolme pfislund @ > 0,6 > 0K > 0 a polozme s := f(x). Pak pro
0 <wv < 6 plati

[fleto) + fle—v) =2 _|fle+v) - fl@)]  |flz-v) = f@)]

v v v

< 2Kpo!

)

7 ¢eho ihned plyne (4.11).

4.31 Priklad. Necht g* je funkce z Piikladu 4.19. ProtoZe ¢* m4 zFejms kone&né jednostranné
derivace v kazdém bodg, podle Diisledku 4.30 (i) vime, Ze ¢g* je sou¢tem své Fourierovy fady, takZe
plati

5 s cos T cos 2z cos 3z

=1 4 4 —4
“ 3 2 Tty 32

+..., z€[-mm

Diniho kritérium (se svymi dusledky) se snadno dokéZe a sta¢i pro obvyklé
aplikace tykajici se bodové konvergence. Nasledujici Jordan—Dirichletovo kritérium
je k dikazu podstatné obtiznéjsi (i ¢ast tykajici se bodové konvergence, srov. [J
I1)), takze je uvedeme bez dikazu.

4.32 Véta. (Jordan-Dirichletovo kritérium)  Necht f € £(2r) m4 konecnou va-
riaci v intervalu [a, b]. Pak plati:

(i) V kazdém bodé z € (a,b) Fourierova rada funkce f konverguje a ma soucet

3(f(@s) + f(z)).
(ii) Je-li f navic spojita v (a,b), konverguje Fourierova rada funkce f lokdlné
stejnomérné na (a,b) (k funkci f).
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Fejérova véta a jeji dasledky 42

4.33 Poznamka.

(i) Funkce f mé na [a,b] kone¢nou variaci pravé tehdy, kdyZ je rozdilem dvou ne-
klesajicich funkci na [a,b]. Z toho ihned vyplyva, Zze v z € (a,b) existuji konecné
limity f(z+), f(z—).

(it) V Prikladu 4.19 je ovS8em moZno aplikovat i Jordan-Dirichletovo kritérium, ze
kterého také snadno vyplyva stejnomérnad konvergence prislusné Fourierovy fady
na R. Dovedeme-li ovSem (jako v tomto piikladé) jednoduSe spocitat Fourierovy
koeficienty, neni tézké stejnomérnou konvergenci Fourierovy fady vysetfit bez uziti
jakékoliv obecné véty o Fourierovych fadach.

(iii) Existuje fada jinych postacujicich podminek pro bodovou a (lokalng) stejnomérnou
konvergenci Fourierovy rady.

4.34 Pozndmka. (o bodové konvergenci) Existuje f € £?(2w), jejiz Fourierova Fada diverguje
v kazdém bodg&. Fourierova fada spojité f € 22(2r) miize divergovat v bodech nespo&etné husté
podmnoziny R. Hluboky vysledek T.. Carlesona (1966) viak ¥ikd, %e kazd4 f € L?(—m,m) (a tedy
specidlng kazd4 spojitd f € £2(2r)) je soultem své Fourierovy fady ve skoro v8ech bodech.

4.2 Fejérova véta a jeji disledky

Znacny vyznam v analyze ma teorie ,s¢itatelnosti divergentnich fad“. Ukazuje se
totiz, ze pro nékteré divergentni ¥ady lze p¥irozenym zpiisobem (pomoci nékteré
»zobecnéné séitaci metody“) definovat jejich ,zobecnény soucet” a pocitdni s témito
zobecnénymi soucty prindsi nékdy zajimavé vysledky.

V teorii Fourierovych fad prvné pouzil tuto myslenku r. 1900 Fejér, kdyz se
zabyval s¢itatelnosti Fourierovych Fad metodou aritmetickych priméra (které se
také fika Cesarova s¢itaci metoda).

Pfipomefime, 7e ¥ada (komplexnich) ésel Y .2 a; (indexujeme od 0, protoze
mame na mysli aplikaci na Fourierovy fady) je séitatelnd metodou aritmetickych
pruméri (Cesarovou metodou) k &islu o, jestlize plati

lim o, =o0, kde s, =ag+ -+ ap, any.
n—00 n+1

Pak piseme (C) Z a; = o.
i=0

Ma-li fada soucet s, vime, ze je séitatelnd metodou aritmetickych primeéra k s
(viz [DII]), naopak to vSak neplati (snadno se napiiklad ovéri, Ze divergentni fada
Soo2 o (=)™ je s¢itatelnd metodou aritmetickych pramért k 1/2).

Pii vySetfovani scitatelnosti Fourierovych tfad prebird roli Dirichletova jadra
tzv. Fejérovo jadro. Diive neZ je definujeme a odvodime jeho zakladni vlastnosti,
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4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

potiebujeme dokazat, ze pron € N a v # kr (k € Z) plati rovnost

2
1

(4.13) sinv + sin 3v+---+sin(2n+1)v=sm(,n7+)v.

sinw

Pro dikaz si uvédomime, ze vyraz vlevo je soutem imaginarnich ¢asti konecné
b)
eometrické fady e + eB3? + - - - + {2 THV Heity soudet je
b)
1 — e2i(nt1)v 1 — e2i(nt1)v

v

1 — e2iv T e~ _ piv

a jeho imaginarni ¢ast je rovna

1—cos2(n+1)v sin®(n+ 1o

2sinv sinv

4.35 Lemma. Pro kazdén € NU {0} poloZzme

Kn(0) = ——= 3" D (0)
J=0

kde D; je Dirichletovo jadro. Pro funkci K, kterou nazyvame Fejérovo jadro, plati:

Q) Ko(v) = 1 (sin (n+1

)%> , v#2kn (k€Z).

2(n+1) sin §
1
(i) K, je funkce sudé, spojitd, 2n-periodickd a K, (0) = = ; .

(iii) Kn=r.

—T

Dukaz. Plati

Isin(j+2L)v 1sin(2j+1)%
D - 277 _ - VY 72 2k k 7).
i) =5 T 2 smy 0 vFHmkeD)
Pomoci (4.13) tedy dostavame
K (v)—;(sing+sin 32+ +sin(2n+1)g) =
T (n+1)2sin g 2 2 2/
1 sin® (n 4 1) 1 sin (n 4+1)2\”
= — " ( )2= ( )2 , v#2kn(k€Z).
(n+1)2sin 7 sin § 2(n+1) sin §

Z definice K, a (i) snadno plyne (ii). Vlastnost (iii) ihned vyplyva z Lemmatu 4.20

(ii).
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Fejérova véta a jeji dasledky 42

4.36 Pozndamka. Fejérovo jadro méa ,lepSi“ vlastnosti nez Dirichletovo jadro. Jednou z nich je
jeho nezdpornost. Také snadno vidime, 7e K, = 0 na (—m,m) \ (—6,0) pro kazdé0 < ¢ < =.
Pro Dirichletovo jadro analogické tvrzeni z¥ejmé neplati (Dy(7) = +1/2). Fejérovo jadro je (pro
n = 5) zndzorn&no na obr. 4.17 vpravo.

Bude-li v dalsim déna funkce f € #(27) a z € R, budeme symbolem s, (),
(n =0,1,...) rozumét n-ty ¢asteény soucet Fourierovy fady funkce f v bodé = a
polozime
1

(4.14) on(z):= n+1(80($)+"'+8n($))-

Pro zkoumdni konvergence posloupnosti (o, (z)), tj. s¢itatelnosti Fourierovy fady
funkce f v bodé x metodou aritmetickych primért, budeme potiebovat néasledujici
vyjadieni o, ().

4.37 Lemma. Necht f € #(2r). Pak

ro@) == [ farnKadr =1 [ G0+ fo—o) Kooy,

-7

Diikaz. Dosadime-li do (4.14) podle Lemmatu 4.21 a uzijeme definici K;, dosta-
vame

@) =1 (5 [ s@rwpiway++ 2 [ e nDamay) -

n+1\7/_, o
1 ™
=~ [ 1oK@ dy.

Druha rovnost se dokdze analogicky z Lemmatu 4.21 nebo uzitim sudosti K.

4.38 Véta. (Fejérova) Necht f € #(2m) a x € R Potom plati:

(i) M&-1i f v bodé x kone¢né jednostranné limity f(z+), f(z_), pak
. 1
Tim g,(2) = L(F(@4) + fa).
(ii) Je-li f spojita na intervalu (a,b) C R, pak o,(z) = f(z), x € (a,b),
a konvergence je lokalné stejnomérnd na (a, b).

Diikaz. (i) Polozme s:= 1(f(z+)+ f(z_)). Pak z Lemmatu 4.35 (iii) mame

1 [" 1 /"
s = —/ sKp(v)dv = —/ 25Ky, (v) dv,
m™J- 0

™
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4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

takze podle Lemmatu 4.37 dostavame
1 ™
on(r) —s= —/ (f(x+v)+ flx —v) —28) Kp,(v) dv.
0

™

Necht je dano € > 0. Protoze zfejmé lim, o+ (f(z+v)+ f(z—v)—2s) = 0, mizeme
zvolit 0 < d < m takové, ze |f(z +v) + f(z —v) — 2s] < &/2 pro kazdé v € (0,9).
S pomoci Lemmatu 4.35 (i), (iii) dostavame

4
rale) =5l < 7 [ 1@+ ) + 1o =0) =26 Ko (0)do

™ . v\ 2
1/ |f(;n+v)—|—f(w—v)—28|-2 1 <sm(n+1)2> dv <
5

T (n+1) sin §

1le 1 1 1 T

<2fayi_- o — o) =2 dv) .
_7r27r+7r2(n+1) sin23</0 |f(z +v) + f(z —v) — 25 v)

Existuje tedy ng € N takové, ze |o,(z) — s| < & pro kazdé n > ny.

(ii) Chceme dokazat, 7e ¢, = f na libovolném intervalu [A, B] C (a,b).
Zvolme w > 0, pro které [A—w, A+w] C (a,b). Necht je ddno e > 0. Protoze f je
stejnomérné spojitd na [A —w, A +w], existuje 0 < § < w takové, Ze |f(p) — f(q)| <
€/2, kdykoliv p, ¢ € [A — w, A + w]. Pro kazdé z € [A, B] a kazdé 0 < v < 4 tedy
plati

|f(z+v)+ flz —v) = 2f(@)| < |f(@+0) = f@)] + |flz —v) - fz)] <e.

Pro libovolné = € [A, B] tedy dostdvame stejné jako v (i) (nyni oviem s = f(x)):

1 é
7u() = F@I < 7 [ £ +0)+ @ =) = 26(@)| Ko (o) vt

L 1 sin (n +1)2\”
+;/5 |f(x+v)+f(x—v)—2f(x)|2(n+1)< sin 3 2) <
1 1 1

T T ([ 17+ 0+ e =) - 25 a0) .

<1a +
— =7
-T2

Abychom dostali odhad nezavisly na z, polozime M:= max{|f(z)|:z € [4, B]}
a uvazime, ze podle Lemmatu 4.7 plati

[T o= ["Tiwiaes [T o= [Tisol

g 2w
a (z podobného divodu) / |[f(z —v)|dv < / |f(t)| dt. Plati tedy
0 0

/0” @ +0) + fz—v) - 2f(z)|dv <

2m 2m 2m
S/O |f(ac+v)|dv-|-/0 |f(ac—v)|dv-|-27rM§2/0 |f(t)|dt + 2n M.
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Fejérova véta a jeji dasledky 42

Dostavame

e 1 1 1 o
n - <—4+————= |2 t)|dt +27M ).
l7n () f(x)|_2+7r2(n+1)sin23 (/o F(©))di + 2m >

Existuje tedy no € N takové, 7e |op(z) — f(z)] < € pro kazdé =z € [A,B] a
n > ngp.

Mé&-1i funkce f € &(27) v bodé z konecné obé jednostranné limity, nemusi
Fourierova fada funkce f v bodé = konvergovat (a to ani v piipadé, Zze f je spojita
na R). Fejérova véta v8ak ukazuje, Ze ,jedinym kandiddtemn na soucet Fourierovy
fady v bodé x* je ¢islo 1/2(f(z4) + f(xz-)) (které je rovno f(z), je-li f v x
Spojitd).

V tom spociva jeden z vyznamil Fejérovy véty.

4.39 Priklad.  Protoze funkce g* z P¥ikladu 4.19 je spojita na R a jeji Fourierova fada ziejmé
konverguje ve vSech bodech, dostavime podle Fejérovy véty, ze ¢g* je ve vSech bodech souttem
své Fourierovy fady. P¥i pouZiti Fejérovy véty jsme ovS8em museli nejdiive spocitat Fourierovy
koeficienty (abychom zdivodnili konvergenci Fourierovy fady), coZ pii aplikaci Diniho kritéria
(viz Priklad 4.31) neni nutné.

7 Fejérovy véty také snadno dostdvame nasledujici dilezitou vétu.

4.40 Véta. (Weirstrassovy véty)

(i) Necht f € Z(2x) je spojita redlnd funkce. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje
realny trigonometricky polynom T takovy, ze

|f(z) =T(z)| <e pro viechna z € R.

(ii) Necht f je redlnd spojitd funkce v intervalu [a,b]. Pak pro kazdé e > 0
existuje realny polynom P takovy, ze

|f(z) — P(x)| <e pro vSechna x € [a,b].

Diikaz. (i) Aplikujeme-li (Fejérovu) Vétu 4.38 (ii) na funkci f a interval (a,b) :=
(=2m, 27), dostavame, 7e 0, = f na [—m, 7], a (z periodicity) tedy i na R. Protoze
0y jsou z¥ejmé trigonometrické polynomy, dostavame (i).

(ii)) Nejprve uvazujme piipad, kdy [a,b] C (—m, 7). Necht ¢ > 0 je déno.
Ziejmé existuje spojitd redlnd funkce g € £ (27), kterd rozsiruje f. Aplikujeme-li
na takovou funkci (i), vidime, Ze existuje trigonometricky polynom 7' takovy, Ze

|f(z) =T (z)| <e/2 pro vSechna z € [a,b].

Protoze funkce cosz, sinx jsou na R souctem své Taylorovy fady v bodé 0,
snadno dostavame, Ze tuto vlastnost ma i trigonometricky polynom 7'. Jeho Taylo-
rova fada tedy konverguje stejnomérné na [a, b], takZe existuje jeji ¢asteény souclet
P, takovy, ze

|T(x) — Pp(z)] < €/2 pro vechna z € [a,b].
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4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

Protoze P, je polynom, sta¢i polozit P:= P,.

Je-li [a, b] obecny interval, zvolime ¢ > 0 tak malé, aby [ca, ¢b] C (—m, 7). Funkce
f*(y) := f(y/e) je spojité na [ca, cb], takze podle piedchoziho existuje polynom P*
takovy, ze

|fly/c)— P*(y)| <e pro vSechna y € [ca, cb].

Funkce P(z) := P*(cx) je zfejmé polynom a pouzijeme-li predchozi nerovnost

pro y = cz, dostavime
|f(z) — P(x)| <e pro vSechna z € [a,b].

Veéta ovsem plati i pro komplexni funkce redlné proménné (aproximujeme zv1ast
redlnou a imagindrni ¢4st funkce). Obé tvrzeni pfedchozi véty dokdzal (zcela ji-
nym zptsobem) Weirstrass r. 1885. Weirstrassova véta (o aproximaci) je vieobecné
prijaty ndzev pro tvrzeni (ii).

Pomoci Fejérovy véty dokazeme i nasledujici vétu.

4.41 Véta. (Fourierovy koeficienty urcuji funkci.) Jestlize funkce g, h € & (2x)
maji stejné vSechny Fourierovy koeficienty, pak g(x) = h(z) pro skoro vSechna
x € R. Specidlné, ma-li f € & (2r) nulové vSechny Fourierovy koeficienty, pak f
je skoro vsude nulova.

Diikaz. (Néznak.) Dikaz staci provést pro redlné funkce. Necht g, h € &2(27) maji
stejné v8echny Fourierovy koeficienty. Pak funkce f:= g — h € & (27) m4 v8echny
Fourierovy koeficienty nulové. Polozme

D:={p € L*°(—m,m): 3 f-o=0}

Snadno vidime, Zze
(A) D je linedrni podprostor prostoru L (—m,)
a z Lebesgueovy véty ,,0 konvergenci s majorantou“ snadno vyplyva:

(B)  Jestlize (¢5) je stejné omezend posloupnost funkci z D a ¢n(z) = ¢(x)
pro skoro vSechna z € (-7, 7), pak p € D.

Pomoci (A) a (B) neni obtizné (s uzitim Fejérovy véty pro (a) = (b)) postupné
dokézat, 7e do mnoziny D pati{ néasledujici redlné funkce na (—m, ) :

(a) V8echny trigonometrické polynomy.
b) Spojité funkce f na (—m,x), pro které {z: f(x) # 0} C (—=,m).
c¢) Charakteristické funkce otevienych intervali (a,b) C (—m, ).
d) Charakteristické funkce otevienych mnozin G C (—m, ).
e) Charakteristické funkce lebesgueovsky méfitelnych mnozin M C (—m, 7).

Polozme M*:={z € (—mm): f(z) >0} a M :={z € (-m,7): f(z) <0}

Podle (e) plati
[ = rew - [ scu- =0

takze f = 0 skoro v8ude na (—m, ).

NN N S
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4.42 Poznamka. Necht funkce g € #(27) ma kosinovou Fourierovu fadu. Apliku-
jeme-li pfedchozi vétu na funkci f(z):= g(z) — g(—z), snadno dostévame, Ze g se
skoro vSude rovna néjaké sudé funkci.

4.43 Priklad. Necht ¢g* je funkce z Pifkladu 4.19. Jeji Fourierovu fadu jsme spo&itali; snadno
vidime, ze stejnomérné konverguje k n&jaké (spojité) funkci h € £(2x). Podle Tvrzeni 4.10 maji
g* a h stejné Fourierovy koeficienty, takze se podle Véty 4.41 rovnaji ve skoro vSech bodech.
ProtoZe jsou obé spojité, rovnaji se vSude. Opét jsme dokdzali, ze g* je soultem své Fourierovy

rady.

4.3 Fourierovy fady v Hilbertové
prostoru

Velmi dilezitou vlastnosti trigonometrického systému je jeho ortogonalita; z ni byly
odvozeny dulezité klasické vysledky jako je Besselova nerovnost a Parsevalova rov-
nost a pozdéji, po zavedeni Lebesgueova integralu, tzv. L2-teorie Fourierovych fad.
V této teorii se uvazuji funkce f € L?(—m, ) (ty se daji rozifit — az na mnozinu
miry nula jednozna¢né — na funkci z &(2w)) a nezkoumd se bodovd konvergence
jeji Fourierovy tady, ale konvergence této fady v prostoru L?(—m, ). Ukazuje se,
7e jejim ,,L? - souttem” je vzdy funkce f: pro jeji ¢astetné souéty plati
™

sp = f v L*(-mm), tj. lim |f(2) — sn(z)* dz = 0.
n—oo [

Tato L2-teorie klasickych Fourierovych fad byla piirozenym zptisobem zobecnéna
na pripad ,abstraktnich Fourierovych rad“ vzhledem k ortogondlnim systémim v
obecném separabilnim Hilbertové prostoru. Pfitom diikazy jsou stejné obtizné jako
v klasickém piipadé a teorii lze pouzit i na jiné ortogonalni systémy funkci, nez
je trigonometricky systém. V [J I1] je ,,L>-teorie“ vyloZena ve specidlnim p¥ipadé
ortogonalnich systémt funkci v L2 (i) pro nékteré miry x na R”. Tam lze také najit
dulezité klasické priklady ortogondlnich systémi, které tvoii polynomy (Legendrovy,
Cebysevovy, Jacobiho, Hermiteovy a Laguerreovy).

Teorii 1ze zobecnit i na pripad neseparabilniho Hilbertova prostoru; my se zde
v8ak omezime jen na jednodu$si (a nejdiilezitdjsi) separabilni piipad.

Protoze uplnost neni v fadé avah podstatna, budeme uvazovat obecny unitarni
prostor X nad télesem T, kde T = R nebo T = C.

7, Cauchyovy nerovnosti snadno vyplyva spojitost skaldrntho soucinu:

4.44 Tvrzeni. Necht X je unitarni prostor. Pak skaldrni sou¢in (x,y) — (z,y) je
spojité zobrazeni prostoru X x X do T'.
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4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

Diikaz. Predpokladejme, Ze je ddna posloupnost {(z,, y,)}52, prvkd X x X, kterd
konverguje k (z,y) € X x X. Chceme dokdzat, ze (z,,y,) — (x,y). Oznacime-li
hpn = oy — 2, ky 1= yn — y, mame ||h,]| = 0,]||kn]| — 0. ProtoZe

(@, yn) — (T, 9)| = (& + sy + kn) — (2, 9)| = (@, kn) + (b, y) + (s k)| <

< (2, k)l + (s )|+ [y )| < (2] - [[Bnll 4 [ |- Wyl + (1] - (1wl

dostavame |(zn,yn) — (z,y)| — 0.

Je-1i X redlny prostor, pak skaldrni soucin je bilinedrni forma na X, takZe z V&ty 1.145 snadno
vyplyva, Ze skaldrni soucin je dokonce lipschitzovsky na kaZzdé omezené podmnozing X x X. To
1ze snadno dokézat i v pfipadé komplexniho prostoru, kdy skalarni sou¢in neni bilinearni forma.

Jestlize pro prvky = € X,y € X plati (z,y) = 0, fikdme, %e z, y jsou na sebe
kolmé (ortogondlni) a piSeme x L y. Ziejmé z L x pouze pro z = 0. Ze spojitosti
skalarniho soucinu okamzité vyplyva ndsledujici tvrzeni (o prveich X):

(4.15) (Tn Lyn, Tpn =z, yn—y) = 1z Lluy.

Pro libovolnou mnozinu M C X definujeme M=*:= {freX:yeM = z Ly}
Je ziejmé, 7e M je linedrni podprostor X ; pouzijeme-li (4.15), snadno dostavame,
7e

(4.16) M*  je uzavieny linearni podprostor X a M* = Lin M

4.45 Definice. Necht X je unitdrni prostor a (zs)aca je Systém (s libovolnou
indexovou mnozinou A) prvkii prostoru X . Rekneme, 7e systém (x4)aca je ortogo-
ndlni, jestlize xo L xg, kdykoliv a # 3. Jestlize navic ||z || = 1 pro kazdé a € A,
fikdme, Ze systém (T )aca je ortonormalni.

4.46 Poznamka. Je-li (z4)aca ortogondlni systém nenulovych prvkd unitdrniho
prostoru X, pak (z4/||zall)aca je zfejmé ortonormalni systém.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze v separabilnich prostorech staci zkoumat orto-
gonalni posloupnosti (koneéné nebo spocetné).

4.47 Tvrzeni. Necht X je separabilni unitarni prostor a (za)aca je ortogonalni
systém nenulovych prvki prostoru X. Pak A je spodetna mnoZina.

Diikaz. Podle Poznamky 4.46 miizeme predpokladat, Ze jde o ortonormaélni systém.
Pro o, B8 € A, a # 3, pak plati

I = 23l = /(50 — 76,70 — 25) = \/I2all2 + 282 = V2.

Podle Tvrzeni 1.73 je {z,:a € A}, a tedy i A, spocetnd mnoZina.
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Fourierovy fady v Hilbertové prostoru 43

4.48 Priklad. Nechf @« € R a X:= L*(a,a + 27) je komplexn{ (nebo realny)
unitarni prostor. Pak redlny trigonometricky systém

1, cosz, sinz, cos2z, sin2zx,...
je podle Lemmatu 4.9 (i) a Lemmatu 4.7 ortogonalni systém v X. (Pfesnéji: jde
o systém vy = 1 [(4,0427r), V2 = €OS [(q,a42r),---, kde oviem funkce obvyklym
zptsobem chapeme jako piFislusné t¥idy funkci.)

Podle Lemmatu 4.9 (ii) je (,normovany redlny trigonometricky systém*)
1 cosz sinz cos2z sin2z

ortonormalni systém v X.

V komplexnim X je komplexn{ trigonometricky systém (e"*) > = (e™) ez

n=—oo
podle Lemmatu 4.8 ortogonalni systém a (e“”” /V 27r) . je ortonormélni systém
ne
v X.

V normovanych linedrnich prostorech definujeme pfirozenym zptisobem pojem
sou¢tu nekonecéné fady a pomoci ngj pojem (Schauderovy) béze, ktery mé vsak
odlisny vijznam nez pojem béze v linedrni algebre, protoZe pti definici (Schauderovy)
baze se pripoustéji i ,nekonecné linearni kombinace”.

Naés zde budou zajimat pouze ortogondlni bdze v unitarnim prostoru.

4.49 Definice. Necht X je normovany linedrni prostor. Pak (nekonec¢nou) fadou
v X rozumime symbol

> an,  kde m, € X, n=1,2,. ...
n=1

[ee] n
Rikame, 7e souctem této fady je s € X a piSeme E Tp =S, jestlize lim E T = S.
n—oo
n=1 k=1

Ma-li rada soucet, rikame, ze je konvergentni; jinak je divergentni.
4.50 Definice. Necht X je normovany linedrni prostor (nad T). Posloupnost

(25)22, prvki z X se nazyva (Schauderovou) bazi prostoru X, jestlize pro kazdy
bod x € X existuje pravé jedna posloupnost (¢,,)22, prvki T, pro kterou plati

0
r = E CnTnp.-
n=1

Cislim ¢, iikdme soufadnice bodu x vzhledem k bézi ().

4.51 Poznamka.

(i) Kazdy prvek prostoru X se dé tedy pravé jednim zptisobem vyjadfit jako ,neko-
neénd linedrni kombinace“ prvka ze Schauderovy baze. Pojem Schauderovy béaze
se vétSinou definuje pouze v Banachovych prostorech.

(ii) Je zfejmé, Ze baze (zn)p— je linedrné nezavisly systém (tj. z; # x; proi # j a
mnoZina {x1,z2,...} je linedrné nezavisld). Obracens implikace v8ak neplati.
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4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

(iii) Je snadné dokdzat, Ze pokud normovany linedrni prostor mé Schauderovu bézi, je
nutné separabilni a nemé kone¢nou dimenzi.

(iv) Je zfejmé, 7e pokud (an) je posloupnost nenulovych prvki z T, pak (zn)pe; je
béze, pravé kdyZ (an zn)oe, je baze.

Daéle budeme potifebovat nasledujici dva pojmy.

4.52 Definice. Necht (z4)aca je ortogonalni systém v unitarnim prostoru X .
(i) Rekneme, 7e systém (z4)acA je tplny, jestlize jeho linedrni obal je husty
v X, tj.
Lin{z, :a € A} = X.
(ii) Rekneme, Ze ortogonalni systém (z,)aca je maximalni, jestlize neexistuje
0 # u € X, ktery by byl kolmy na vSechny vektory x,, a € A.

4.53 Poznamka.

(a) Podminka (ii) ¥iké, Ze k systému (Zq)aca jiZ nelze pridat nenulovy prvek tak, aby vy-
sledkem byl opé&t ortogondlni systém.

(b) V literatufe se pouZiva také pojem ,totalni ortogonélni systém®, a to nékdy pro uplny
systém a jindy pro maximalni systém. Také ,iplny systém*“ nékdy oznaCuje maximdlni
systém (a pro plny systém se uZiva termin ,uzavieny systém*). Toto kolisani terminologie
bylo zFejmé zptisobeno tim, ze v (klasickém) pfipadé Hilbertova prostoru jsou podminky
(i) a (ii) ekvivalentni (coz zde dokdZeme pouze v separabilnim p¥ipadg).

Prvni ¢ast nasledujiciho tvrzeni lze chapat jako zobecnéni Pythagorovy véty.

4.54 Tvrzeni. (O soultu ortogondlni ¥ady.) Necht (x,)5%, je ortogondlni po-
sloupnost v unitarnim prostoru X. Potom plati:

i) Je-li fada S"°° . z,, konvergentni, pak konverguje i fada S >0, ||z,||? a
() n=1 Tn g » D guj n=1 n

[o ] 2 [o @]
> | =2 llmall®
n=1 n=1

(ii) Je-li X Hilbertiiv prostor, pak

o0 o0
Z z, konverguje < Z |lznl]? < oco.
n=1 n=1
Diikaz. (i) Oznafme s, := x1 + - -+ z,. Z ortogonality posloupnosti (z,) plyne
snll* = (@1 4+ zpy 21 4+ -+ 2) = 2|2+ -+ |2l

Protoze s, = > r, Tk, ze spojitosti funkce z +— ||z||? vyplyva
2

o0
]2 + -+ laal? = lsall® = ||> 2
k=1

takze tvrzeni (i) je dokézano.
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(ii) Predpokladejme, ze Y., ||zn||* < co. Pro libovolné & > 0 pak miiZzeme
najit no € N, pro které 3.2 [lz]|* < . Pak pro m >n > ng plati

lIsm = sall” = llznsr + -+ mll® = llonra [+ + llzm]* <,

takze ||sn — sm|| < . Dokézali jsme, Ze posloupnost (s,) je caychyovské; protoze
X je Uplny, je také konvergentni. Obracend implikace jiz byla dokdzéana v (i).

4.55 Poznamka.

(a) Necht (z,) je ortogondlni a Fada > o7, xn konverguje. Tato Fada nemusi konvergovat
absolutng, tj. nemusi platit >°° ; |z,| < co. To vidime na jednoduchém piikladé Fady
S>(1/n)en v redlném prostoru £2, kde e, = (0,...,0,1,0,...) (1 stoji na n-tém mists).
Tato Fada konverguje podle (ii) a jejim sou¢tem je zfejmé& (1,1/2,1/3,...).

(b) Modifikaci ditkazu (ii) neni obtiZné ukazat, Zze Fada >, zn konverguje bezpodminetng,
tj. konverguje po libovolném prerovnani ke stejnému souctu.

Naésledujici tvrzeni je zcela analogické (i s ditkazem) Tvrzeni 4.10, které moti-
vovalo zavedeni ,klasickych Fourierovych koeficienta“.

4.56 Tvrzeni. Necht (v,)72, je ortogondlni posloupnost nenulovych prvkad v uni-
tarnim prostoru X. Pak (proz € X a ¢, € T) plati implikace

(4.17) T = Z Cnln, = Cp = (, vn) n €N.
n=1

el

Dikaz. Oznacme sp:= 2221 crvr a zvolme n € N. Pak pro p > n z ortogonality
(vn) plyne
(8p,Un) = (€101 + -+ + CpUp, Vn) = (Cnn, Un) = €y ||Un||2
Ze spojitosti skalarniho soucinu dostavame
(z,v5) = lim (sp,vn) = cn ||Un||2a
p—0o0

z Cehoz jiz okamzité vyplyva (4.17).

Piedchézejici tvrzeni motivuje nasledujici definici, kterd rozsifuje zndmou defi-
nici z linedrni algebry (kde se definuji Fourierovy koeficienty vzhledem k ortogonalni
bézi kone¢né rozmérného unitarniho prostoru).

4.57 Definice. Necht X je unitdrni prostor, (v )aca je ortogonalni systém nenu-
lovych prvki prostoru X a x € X. Pak definujeme Fourierovy koeficienty vektoru
x vzhledem k systému (v )aca predpisem

(4.18) I CILRY)

= a€ A
l[vall?”

V pripadé A = N fadu Y-, ¢, v, nazyvdme Fourierovou fadou bodu x vzhledem
[ee]

k systému (v,)52.
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4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

Pokud posloupnost (v,)52; je ortonormélni, plati oviem c¢,, = (z,v,).

Z Tvrzeni 4.56 okamzité plyne nasledujici tvrzeni.

4.58 Disledek.  Souradnice bodu vzhledem k ortogondlni bazi (v,) jsou jeho
Fourierovy koeficienty vzhledem k (vy,).

4.59 Poznamka. Necht (v,)52; je ortogonalni posloupnost nenulovych prvki
unitarniho prostoru X a up: = vp/||vs|l, n € N je pfislusnd ortonormélni posloup-
nost. Pak Fourierovy rady libovolného z € X vzhledem k (v,,)02, a (upn)22, se
rovnaji. To je vidét ihned z rovnosti

Un > Un (x,vn)

Ty, Unp)Up = (T = s Un.
<7 n) n <,||’Un|| n

lloall ~— [lvnll?
4.60 Poznamka. 7 Lemmatu 4.9 snadno vidime, Ze ,abstraktni“ Definice 4.57
Fourierovych koeficientii v piipadé X = L?(a,a + 27), f € X a trigonometrického
(redlného nebo komplexniho) systému splyva s klasickou definici Fourierovych ko-
eficientti. Pfesndji; je-li f € £2(2) a funkce | f|? je lokalnd integrovatelna na R, pak
posloupnost ,klasickych® Fourierovych koeficientu
ag, a1, bl; a2, b27
je posloupnosti Fourierovych koeficientii ve smyslu Definice 4.57 funkce f [(4,q427)€
X vzhledem k (nepatrné zménénému) redlnému trigonometrickému systému
1/2, cosz, sinz, cos2z, sin2z,...
a systém (¢, )nez yklasickych“ komplexnich Fourierovych koeficientii (viz str. 183)
je systémem Fourierovych koeficientl ve smyslu Definice 4.57 funkce f [(4,a427) € X
vzhledem ke komplexnimu systému ()¢ 7.

4.61 Véta.  Necht X je unitdrni prostor, (un)o>, je ortonormdlni systém v X,
x € X a (en)i2, jsou jeho Fourierovy koeficienty vzhledem k (uy). Pak plati
nasledujici tvrzeni:

[e%S)
(i) > leal < llell®.
n=1

[oe] oo
(ii) T = chun = ||z||* = Z a2
n=1 n=1

(iii) Je-li X Hilbertiiv, pak fada y_ .., cyuy, konverguje a

o0
:U—chuk 1L u,, mneN
k=1

Dikaz. (i) Poloime zn:=z — > ,_, cyug. Pak pro 1 <j <n plat
(4.19) (zn,uj) = (@ = Y cptig,u;) = (2, u5) — ¢;(uj,u;) =0,
k=1
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takze z, L u;. Konetnd posloupnost ciuy, ..., caliy, 2, je tedy ortogondlni systém,
takze (lze uzit Tvrzeni 4.54 (i))

n
(4.20) z||> = |lerwr + -+ + cpun + 24> = Z lek)? + ||zall?,
k=1

z Cehoz snadno vyplyva (i).
(ii) ProtoZe ||chun||> = |cn|?, implikace ,—=* plyne ihned z Tvrzen{ 4.54 (i).
Plati-li ||z[|> = -7, |en]?, pak podle (4.20) dostavime

n
lzall® = ll2ll* = > lexl® =0,
k=1

takze 2z, — 0, a tedy = = >

et Cnln.-
(iii) Podle (i) a Tvrzeni 4.54 (ii) fada ;- , cxuy konverguje. Polozime-li
zi=1x — Y o ChUg, ziejmé 2z, — z. Necht j € N. Podle (4.19) plati z, L u; pro

kazdé n > j; takze také z L u; (viz (4.15)).

Nerovnosti z (i) se iikd Besselova nerovnost a rovnost na pravé strané (ii) se
nazyva Parsevalova rovnost.

4.62 Poznamka. Necht (vn)pe; je ortogonélni posloupnost nenulovych prvki uni-
tarnfho prostoru X, wun:= vn/||lvn|| je pFislu§nd ortonormélni posloupnost, z € X a dn
(resp. cn) jsou Fourierovy koeficienty z vzhledem k (vpn) (resp. (un)). Podle Pozndmky
4.59 plati dn vn = cn un, takze
2 2 2_ 2 2
len|” = llen unll” = [ldn vnll™ = dp [loall”.
Plati tedy (Besselova nerovnost)
o0
2 2 2
> ldnl? [lonll* < 2l
n=1

a Parsevalova rovnost
oo
2 2 2
> dnl? lvall® = |l
n=1

plati, pravé kdyZ z = Y02 | dn vn.
Tvrzeni (iii) z Véty 4.61 plati (podle Poznamky 4.59) zfejmé i v p¥ipadé, kdy (un) je
otogonalni posloupnost nenulovych prvki.

4.63 Véta. (o ortogonélni bazi) Necht X je Hilbertiiv prostor a (v,)52, je orto-
gonalni systém nenulovych prvki prostoru X. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni.

(i) (vn)S2, je ortogondlni (Schauderova) baze v X .
i) (v,)22, je uplny otogonalni systém.

n=1 J piny g 3¢
iii) (v, )52 je maximalni ortogonalni systém.

n=1
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Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme piedpokladat, Zze (v,)52 je ortonormalni.
(Polozime-li totiz vX: = vy, /||vnll, pak kazdd z podminek (i), (i), (iii) plati pravé
tehdy, kdy7 plati prislusnd podminka pro ortonormadlni systém (v).)

Necht plati (i). Kazdy prvek 2z € X pak lze psit ve tvaru z = Y7 | ;.
ProtoZe sp:= civ1 + ... cpvp, € Linf{uy, ve,...} a s, = x, dostdvame (ii).

Nechf plati (i) a nechf u L v,, n € N. Mnozina M := {u}* je podle (4.16)
uzavieny linedrni podprostor X a v, € M, n € N. Z (ii) tedy ihned plyne M = X,
takZe u L u, a tudiz u = 0. Dokézali jsme (ii).

Necht plati (iii), z € X a ¢, jsou Fourierovy koeficienty bodu z vzhledem k (v, ).
Podle Véty 4.61 (iii) dostavame, ze fada Y~ | ¢,v, konvergujeaz:i= 2=y 7 | cpv,
je kolmy na vSechny v,, n € N. Z (iii) tedy vyplyvd z = 0, tj. £ = Y. " | caty.
PouzZijeme-li jesté Tvrzeni 4.56, dostavame (i).

4.64 Poznamka. Nepredpokldddme-li Gplnost unitdrniho prostoru X, jsou pod-
minky (i) a (ii) ekvivalentni a implikuji (iii) (srov. Poznamka 4.73). Podminka (iii)

v8ak obecné neimplikuje (i) a (ii).

4.65 Tvrzeni. Necht (u,)%2, je ortonormalni systém v unitdrnim prostoru X,
z,y € X a plati

o0 oo
T = E Cnlln, Y= E dptin.
n=1 n=1

Pak
@,y) = cndn.
n=1

Dukaz. Pomoci spojitosti skalarniho souc¢inu dostavame

(z,y) = <Z Cnln, Z dnun> = nlinéo (Z CrLUL, deuk)
n=1 n=1 k=1 k=1

o]

= lim E (ckuk,dkuk>: E de_k-

n—00
k=1 n=1

4.66 Véta. Necht X je redlny (resp. komplexni) Hilbertiiv prostor a (u,)52, je
jeho ortonormalni baze. Pak zobrazeni

F:z- (c1,02,...), c¢n={(x,us),

je unitdrni bijekce prostoru X na realny (resp. komplexni) Hilbertiiv prostor (2,
Inverzni zobrazeni je dano vzorcem

o0
(4.21) F™'(er,e2,...) = ) Clin.
n=1
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Diikaz. 7 Besselovy nerovnosti (Véta 4.61 (i)) mame F(z) € ¢>. Linearita zob-
razeni F je ziejmé. Je-li F(z) = (¢1,ca,-..), pak podle Dusledku 4.58 plati © =

> o | Cnln, takZe zobrazeni F je prosté.

Je-li (¢,) € £2, pak ortogonalni ¥ada >~ c,u, konverguje podle Tvrzeni 4.54
(ii). Pro z:= Y, | ¢puy, podle Tvrzeni 4.56 plati F(z) = (¢;,). Zobrazeni F je tedy
bijekce a inverzni zobrazeni F~! mé tvar (4.21).

Jestlize z,y € X, F(x) = (¢u) a F(y) = (dn), pak = Y7, Colin, Yy =
S0 dyuy, takze podle Tvrzeni 4.65 (F(z), F(y)) = Y.~ cndy = (2,y).

4.67 Tvrzeni. Necht X je nekonecné dimenzionalni separabilni Hilbertiiv prostor.
Pak v X existuje ortonormalni baze.

Diikaz. (Néznak.) Protoze X je separabilni, miZeme najit posloupnost (x,)$°,
ktera je hustd v X . Indukci snadno sestrojime vybranou linearné nezavislou posloup-
nost (zn,)y>, takovou, ze Lin{z,,,...,2n, } = Lin{z1,2s,..., 2y, }. Pouzijeme-li
na posloupnost wy:= z,, zndmy Gram-Schmidtiiv ortogonaliza¢ni proces (srov.
[Be], str. 376), dostaneme ortogonalni posloupnost (v)g2,, pfi¢emz vSechny uva-
zované posloupnosti maji stejny linearni obal, ktery je husty v X. Podle Véty 4.63
je tedy (vg)32, ortogondlni baze. ,Znormovanim“ dostaneme ortonormalni bazi.

7 predchoziho tvrzeni a Véty 4.66 okamzité dostdvame nasledujici diasledek.

4.68 Duasledek. Necht Xi, Xs jsou nekonecné dimenziondlni separabilni Hilber-
tovy prostory. Pak X; a X, jsou izometricky izomorfni.

Nakonec se zminime o vyznamu Fourierovych fad z hlediska teorie aproximace
(ktery je ¢aste¢né zndm jiz z linedrni algebry, srov. [Be, str. 374]).

4.69 Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, Y C X a x € X. Rekneme, Ze

y € Y je nejlepsi aproximace bodu x v mnoziné Y (nejbliz$i bod k x v mnozind'Y'),
jestlize p(z,y) = dist(z,Y).

4.70 Pozndmka. Poznamenejme, ze mnozina (bodi nejlepsi aproximace, nejblizsich bodd) Py (z):=
{y € Y:p(z,y) = dist(z,Y)} se n8kdy nazyva metrickd projekce prvku z na mnoZinu Y.

4.71 Definice. Necht X je unitdrni prostor, Y C X je jeho linearni podprostor
ax € X. Rekneme, %e y € Y je ortogondlni projekce bodu x na prostor Y, jestlize
plati z —y €Y+,

Snadno je vidét, ze pokud y je ortogonalni projekce bodu x na prostor Y, pak y
je jedind nejlepsi aproximace bodu z v prostoru Y. Pokud je totiz y* € Y a y # y*,
paky —y* €Y, takze y—y* L x —y az Pythagorovy véty dostdvame

Iz =y = Iz = y) + (v =y = llz =yl + [ly — y*II%,
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4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

atedy |lz —y*[| > [l -yl

V ditkazu Véty 4.61 jsme fakticky dokazali (viz (4.19) a (iii)) nasledujici tvrzeni.
(Tam jsme sice pracovali s ortonormélni posloupnosti, to vSak ale podle Pozndmky
4.59 nevadi.)

4.72 Tvrzeni. Necht X je unitdrni prostor, (vi)3>, je ortogondlni posloupnost
nenulovych prvki X, =z € X a ) ., ¢y v je jeho Fourierova fada vzhledem k
(vk). Potom plati:

(a) Pro kazdé n € N je Y.._, ¢, vy ortogondlni projekce bodu z na prostor
Lin{vy,...,v,} a tedy také nejlepsi aproximace bodu z v Lin{vy,...,v,}.

(b) Je-li X tplny, pak Y -, cx vy, je ortogondlni projekce bodu x na prostor
Lin{vy,va,...} a tedy také nejlepsi aproximace bodu = v Lin{vy,vs,...}.

4.73 Poznamka.

(i) Podle Diisledku 1.141 a Tvrzeni 1.82 je Lin{vi,...,vn} uzavieny linedrni pod-
prostor X. Je snadné dokazat, ze uzavér linedrniho podprostoru V normovaného
linedrniho prostoru X je opét linedrni prostor; takZze Lin{vi,ve,...} je skutetné
linearni podprostor X.

(i1) Tvrzeni z (a) ovSem plati (se ,stejnym“ diikazem) pro koneény ortogondlni systém
nenulovych prvkd (vg)p—;-

(iii) V Tvrzeni (b) stad misto Gplnosti pfedpokladat, Ze fada > po ;| ¢ vj, konverguje.

(iv) Pouzijeme-li (a) a postup z diikazu Véty 4.61, snadno dostaneme tvrzeni z Po-
zndmky 4.64. Je-li totiZ ortonormalni systém (uy ) tplny, pak z (a) snadno vyplyvé,
ze ||lv — Y poq crurll = 0.

Je-li X Hilbertiiv prostor a Y C X jeho separabilni nekoneéné dimenzionalni
uzavieny podprostor, pak Y je Hilbertiv prostor, takze podle Tvrzeni 4.67 v ném
existuje ortonormalni béze (u,)%2,. Pak Y = Lin{uy, us, ... }, takZe podle Tvrzeni
4.72 (b) mé kazdy prvek x € X ortogonaln{ projekci na Y. Z toho okamZité vyplyva,
ze kazdy prvek z € X lze jednozna¢né zapsat ve tvaru

z=y+y, kde yeY a y' eV

toto tvrzeni se zapisuje ve formé X =Y @ Y1. (Pro koneéné dimenzionalni Y
plati totéz, srov. Poznamka 4.73.)
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4.4 Aplikace na klasické Fourierovy
rady

V dalsim textu pouzivame nésledujici imluvu (kterd nemuze vést k nedorozumeéni):
pokud o funkci f € £(27) hovoiime jako o prvku L?(a, a + 27), mame na mysli
prvek L?(a, o + 2m) (tj. tiidu funkef), ktery obsahuje restrikci f [(a,a2m)-

4.74 Véta. Redlny trigonometricky systém je ortogonalni bdze redlného (nebo
komplexniho) prostoru L*(a,a + 27), (a € R).

Dukaz. Ziejmé staci dokdzat ,redlny pripad“. Podame dva diukazy.

a) Protoze prostor L?(a,a + 27) je tiplny, podle Véty 4.63 staci dokézat, ze
ortogondalni systém

1, cosz, sinz, cos2z, sin2zx,...

je maximdlni. Pfedpoklddejme tedy, ze f € L*(a,a + 27) je kolmé na viechny
prvky tohoto systému. Naleznéme f* € Z(2r), kterd ,je rozsifenim funkce f¢.
Pak funkce f* mé podle Lemmatu 4.7 nulové vSechny Fourierovy koeficienty, takze
je podle Véty 4.41 skoro vSude nulova.

b) Podle Véty 4.63 staci dokdzat Gplnost trigonometrického systému, tj. tvr-
zeni, e mnozina trigonometrickych polynomt 7 = Lin{1,cosz,sinz, ...} je hustd
v L*(a, a+27). K tomu pouZijeme skute¢nost (srov. [LM], Cviden{ 15.17 a 18.5), 7e
mnozina C: = Ce(a, a + 27) spojitych funkei na (a, a+ 27) s kompaktnim nosi¢em
(tj. téch, pro které {z: f(z) # 0}) je hustd v L% (a,a + 27). Je-li g € C, zfejmé
lze najit jeji spojité rozsiteni g* € #(2w). Podle (Fejérovy) Véty 4.38 (ii) existuje
posloupnost trigonometrickych polynomu T),, kterd konverguje stejnomérné ke g*
na R. Z toho snadno vyplyva, ze T, = g v L?(a, a + 27), takze C C T. Plati tedy
T = L*(a, 0 + 27).

4.75 Véta. Necht a € R, f € P(2n) a funkce |f|? je lokdIné integrovatelns, a

ag, a1, --., b1,ba,... jsou jeji Fourierovy koeficienty. Pak
a [oe]
(4.22) f= ?0 + Z (ay coskx + by sinkz) v L*(a,a + 27).
k=1

Dale plati (klasicka Parsevalova) rovnost

9 1 a+27 2_|a/0|2 o0 5 b 5
(1.23) L= el ).

Navic plati, 7e v prostoru L?(a,a + 2m) je (pron = 0,1,...) &dstecny soucet
Fourierovy rady funkce f
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n
) .
sn(x) = 5 + ,; (ay cos kx + by sin kx)
nejlepsi aproximaci funkce f v mnoziné vsech trigonometrickych polynomii stupné
nejvyse n (mezi které pocitame i nulovou funkci).

Dikaz. 7 Véty 4.74 ihned vyplyva, Zze také 1/2,cosz,sinz je ortogondlni baze
L?(a, a + 2m). Protoze ag, ay, by, ... jsou Fourierovy koeficienty f vzhledem k této
bézi, podle Diisledku 4.58 v L?(a, a + 27) plati

(4.24) f=ao/2+ay cosz+by sinz+...,

a tedy i (4.22).

Klasické Parsevalova rovnost (4.23) je specidlnim piipadem abstraktni Parse-
valovy rovnosti (viz Pozndmka 4.62) pro ortogondlni systém 1/2,cosz,sinz. Je
mozné ovSem také pouZit zobecnénou Pythagorovu vétu na ((?))pocts;, a dostat

11 = llao/2II* + [lay cosz||* + [lay sina[* +....
Protoze podle Lemmatu 4.9 méame ||1||*> = 2, || cosnz||?> = ||sinnz||?> = 7, plati

ot 5 _ maol? - 2 2
F1P ===+ (lanf + bul)
«
n=1
7 ¢ehoz ihned plyne (4.23).
Posledni tvrzeni véty je snadnym disledkem Tvrzeni 4.72 (a).

4.76 Véta. (Riesz—Fischerova véta) Necht ag, ai, bi,asz, bs,... jsou realna
(resp. komplexni) ¢isla, pro kterd fada Y (|an|® + |bn|?) konverguje. Pak existuje
redlnd (resp. komplexni) funkce f € & (2x), jejiz Fourierovy koeficienty jsou tato
¢isla. Funkce f je urdena jednoznaéné (az na mnozinu miry nula) a lezi v L?(0,2m).

Diikaz. Uvazujme v prostoru L%(0,27) fadu
(4.25) ap/2 + ay cosx + by sinz + ...

Protoze |[1)|*> =27 a | cosnz||? = ||sinnz||* = «, fada
llao/2||* + |lar cosz|* + ||la; sinz|* + ...

konverguje, takze podle Tvrzeni 4.54 (ii) fada (4.25) konverguje v L?(0,27) k né-
jaké funkci g; zvolme jeji 2m-periodické rozsiteni (které ziejmé lezi v &(2m)) a
ozna¢me je f. Podle Tvrzeni 4.56 jsou ¢isla ag, a1, bi,as, be,... ,abstraktnimi“
Fourierovymi koeficienty funkce g vzhledem k ortogonalni bazi 1/2, cosz,sinz, . ..
a jsou tedy ,klasickymi“ Fourierovymi koeficienty funkce f (srov. Poznédmka 4.60).
Jednoznacnost f vyplyva z Véty 4.41.

4.77 Pozndmka. a) Z uvedeného diikazu je jasn& vidét jednoduchd myslenka dlikazu Riesz-

Fischerovy véty. Kratsi v8ak bylo uzit Vétu 4.66 (jejiz diikaz jsme Caste¢né zopakovali) na znor-
movany trigonometricky systém.
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Fouriertv integrdl a Fourierova transformace 45

b) Je zfejmé, jak se odvodi analogické vysledky pro klasické Fourierovy fady v komplexni
formé&. Uvedme pouze, %e Parsevalova rovnost ma tvar

1 a+2m oo
o [ = Y el
[e3

n=-—oo

4.5 Fourieriv integral a Fourierova
transformace

Dokazali jsme, ze dosti obecné 2m-periodické funkce jsou souctem své Fourierovy
rady; lze je tedy vyjadrit jako soucet konstanty a harmonickych 27-periodickych
funkci. TotéZ ovsem plati pro periodické funkce s obecnou periodou [ > 0.

Fourier ukazal, ze analogicky lze vyjadrit i funkce, které nejsou periodické, je
vSak nutno pouzit harmonické funkce vsech period a misto souctu pouZit integral.
Tuto svou teorii ,Fourierova integralu“ pritom Uspésné uzil ve fyzice pii reSeni
rovnice vedeni tepla.

Pfipomenime (viz. Pozndmka 4.15), Ze obecnou harmonickou funkeci (,,harmo-
nicky kmit“) lze psat ve tvaru

h(z) = acoswz + bsinwe,

sk
kde w > 0; jde o harmonickou funkeci s minimdlni periodou [ := 27 /w.

PoloZme si otazku, zda lze danou funkci f : R — R vyjadfit pomoci harmonic-
kych funkci ve tvaru

(4.26) flz) = /Ooo(a(w) coswz + b(w) sinwz) dw.

Fourier objevil, Ze toto vyjadieni pro mnoho funkci f plati, definujeme-li koeficienty
a(w), b(w) pomoci vzorch analogickych vzorctim pro Fourierovy koeficienty pro fady:

(4.27) a(w) = %/_00 fly) coswy dy,  blw) = %/_OO f(y) sinwy dy.

Pfijit na tyto vzorce je obtiznéjsi nez na vzorce pro Fourierovy koeficienty ay,, b,
pro fady (srov. Tvrzeni 4.10). Neptesné (heuristické) ivahy, které vedou k objeveni
vzorci (4.27) lze najit napt. v [J II].

O realné funkci f budeme predpokladat, ze ma konvergentni Lebesguetv inte-
grél, tj. f € L(R). Pak oba Lebesgueovy integrédly v (4.27) zfejmé konverguji.

Navic z véty o spojitosti Lebesgueova integralu zavislého na parametru snadno
vyplyva, Ze funkce a(w), b(w) jsou spojité na [0,00), takze Lebesguetv integral

7
/ (a(w) coswz + b(w) sinwz) dw konverguje pro kazdé n > 0.
0
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4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

Integral stojici napravo v (4.26) (kde a(w), b(w) jsou vypocteny podle (4.27))
se nazyva Fouriertuv integrdl funkce f. Tento integral chapeme jako ,nevlastni in-
tegrdl“. Jinymi slovy, Fourieriv integrdl ma v bodé z hodnotu I(z) € R, pravé
kdyz

nli{go Iﬂ(m) = I(CE),

kde I,(z) je ,Castecny Fouriertv integral“, coz je ,vlastni“ integral (ze spojité
funkce)

(4.28) I(z):= /On(a(w) coswz + b(w) sinwz) dw.

To je zcela analogické pripadu Fourierovych rad: Fourierova rada také nemusi
konvergovat absolutné a jeji soucet je limita ¢astecnych souctu.

Dosadime-li vzorce (4.27) do integrandu ve Fourierové integralu a pouZijeme
vzorec coswy coswe + sinwy sinwz = cos(w(y — xz)), dostadvidme

a(w) coswr + b(w) sinwz =

= (% /OO f(y) coswy dy) CoSwT + <% /00 fly) sinwy dy) sinwz =

_1 / 7 1) cosuly — ) dy.

T J—c0

Fourieriv integral 1ze tedy psat ve tvaru
1 o0 o0

(4.29) ([ oty - ) a,
T Jo —00

ve kterém se také uvadi nejcéastdji (z kterého vSak neni ihned vidét analogie s
Fourierovou fadou).

Vsechny predchozi iivahy jsou spravné i pro funkce f z komplexniho prostoru
L(R); funkce a(w), b(w) jsou pak ovSem také komplexni. Déle jiz uvazujeme kom-
plexni f, neni-li feceno jinak.

Rovnosti (4.26) se ¥kd Fourieriv integrdlni vzorec. Pro platnost Fourierova inte-
gralniho vzorce plati zcela analogicka kritéria jako pro konvergenci Fourierovy rady
(srov. [J II; Véta 193]). My zde dokazeme pouze Diniho kritérium pro Fourieriv
integral. Jeho diikaz je analogicky diikazu pro Fourierovu fadu; navic vSak budeme
potiebovat vzorec, ktery jsme odvodili v Prikladu 4.26:

(4.30) / MY =",
0 2

w

Podobné jako jsme v Lemmatu 4.21 odvodili vyjadieni pro ¢asteény soucet s, ()
Fourierovy rady, odvodime nyni analogické vyjadreni pro ,¢aste¢ny Fourierav inte-
gral“ I (x).
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4.78 Lemma. Necht f € L(R) ax € R. Pak pron > 0 plati

sinnz

(4.31) I,(z) = %/fo fl@+2)

z

Diikaz.  Stali uvazovat realné funkce f. Podle (4.29) plati

@ =2 ([ 1) costety - o)) ay) a

™ —00

Po substituci y = = + z vychazi

I, (@) :%/077 (/_O; £ + 2) cos(w?) dz> dw.

Protoze funkce g(w, 2): = f(z+2) cos(wz) je zfejmé méfitelnd na P: = (0,n) xR,
lg(w,2)| < |f(z+2)| aziejmé h(w,z):=|f(z+2)| € L(P), je také g € L(P). Lze
tedy pouzit Fubiniovu vétu, podle které dostavame

I (z) = % </_Z /On f(z + z) cos(wz) dw) dz = %/00 flz+2) sinznz dz.

— 00

4.79 Poznamka. Funkce F,(z) = smznz (F,(0) = n), kde n > 0, se nékdy na-

zyva Fourierovo jadro. Hraje v teorii Fourierova integralu analogickou roli, jako Di-
richletovo jadro v teorii Fourierovych fad. Pouzijeme-li substituci w = nz a (4.30),
okamzité dostavame

(4.32) / 2 gy =T
0 2

z

4.80 Véta. (Diniho kritérium pro Fourieriv integrdl.) Necht f € L(R), = €
R, s € C a necht existuje § > 0 takové, ze Lebesguetiv integral

/‘5 f(ac+v)+f(ac—v)—2sdv

(4.33) .

konverguje. Pak s je hodnotou Fourierova integralu funkce f v bodé x, tj. plati
rovnost limy,_,o In(z) = s.

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti mizeme piedpokladat, Zze f je redlnd funkce a
¢ € R. Necht je ddno § > 0 z pfedpokladi véty dano. Z (4.32) okam?Zité dostavame

1 [ sinnz
rovnost s = —/ 2s U dz.
T Jo z
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4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

Lemma 4.78 a sudost Fourierova jadra davaji

no =2 faraEa= [T (et + - 2)

z ™

sinnz

dz.

Plati tedy (1. a 4. integral jsou ,nevlastni“zobecnéné Lebesgueovy integraly)

Iy(z) — 5 = %/m (f(o+2)+ f(o - 2) - 26) 2202 g =
5
:l/ f(x+z)+f(x_z)_zssinnzdz+
7 Jo z
1 [ flz4+2)+flz—2) . 25 [ sinnz
+;/5 ~ sinnz dz—?/é . dz.

Z Riemann-Lebesgueova lemmatu (Véta 4.23) snadno dostdvame, %e prvni dva
s¢itanci v poslednim vyrazu maji (pro n — oo) nulovou limitu. ProtoZe (substituce

nz = t)
/ sinnz dzz/ sin at.
5 z st

7 konvergence integralu (4.30) dostdvame, 7e i tfeti s¢itanec mé nulovou limitu.

7 Diniho kritéria vyplyva stejné jako v pripadé Fourierovych rad nésledujici
tvrzeni, které pro ,bé&zné funkce“ umoznuje urcit hodnotu jejich Fourierova inte-
gralu.

4.81 Dasledek. (dusledky Diniho kritéria)
(i) Necht f € L(R), = € R, existuji (komplexni) jednostranné limity f(zy), f(z_)
a také (komplexni) limity

i O =F@s) S0 = o)

t—z+ t—x t—x— t—2x

Pak Fouriertyv integral funkce f v bodé x ma hodnotu 5 (f(z+) + f(z_)).
Specidlné, pokud f € L(R) méd konecné jednostranné derivace v kazdém
bodé, pak pro funkci f v kazdém bodé x € R plati Fourieriv integralni

vzorec.
(ii) Necht f € L(R), = € R a existuji éislaa >0, § > 0 a K > 0 takovd, Ze

fl@+0)— F@| < Klpl*  pro Jo] <.
Pak pro funkci f v bodé x plati Fourieriv integralni vzorec.

4.82 Piiklad. Necht f(z) = max(l — |z|,0). ZFejmé& f € L(R) a mé v kazdém bodé& koneéné
jednostranné derivace; podle Disledku 4.81 pro kazdé z € R plati Fouriertv vzorec (4.26). Protoze
f je sudé, ihned vidime, %e b(w) = 0, w > 0. Snadny vypolet dava (pro w > 0)
1 [ 2 rt
a(w) = */ f(y) coswy dy = f/ (1—y) coswy dy =
T Jo

2 1—cosw
T J—so s ’

w2
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Pro kazdé x € R tedy plati

2 1 —
— / 1 cosw cos wz dw = f(z).
T Jo w?

Pouzijeme-li tento vzorec pro x = 0 a v integralu provedeme substituci w = 2z, dostdvame rovnost
> gin? z T
dz = —.
0 22 2

Zcela analogicky jako jsme odvodili komplexni tvar (4.4) ¢asteéného souctu
Fourierovy rady lze odvodit komplexni tvar ,,¢astecného Fourierova integralu®; plati

@s) L= [ doean e dor=o [ fwe ay

-7
Fouriertiv integral funkce f € L(R) ma tedy v bodé = € R hodnotu s, pravé kdyz

77 . 0 .
(4.35) s = lim c(w) e dw =: (v.p.) / c(w) e dw.
n— J_p —0o0
Vyraz napravo je tzv. hlavni hodnota integrdlu v Caychyové smyslu definovana rov-
nost{ (v.p.) ffooo g:=lim, o ffn g (kde integréaly napravo jsou Lebesgueovy).

Funkci ¢(w) se nékdy fik& Fourierova transformace funkce f; cast&jsi je vsak
nasledujici nepatrné odlisna, pocetné vyhodnéjsi definice.

4.83 Definice. Pro (komplexni) funkci f € L(R) polozme

~

1 > —iwx
(4.36) flw):= Nr: /700 f(z)e dz.

Funkci ]?nazyvéme Fourierovym obrazem funkce f (nékdy také Fourierovou trans-
formaci funkce f). Zobrazeni F: f v f nazyvdme Fourierovou transformaci (takze
f=F(f))

Inverzni (konjugovanou) Fourierovu transformaci definujeme jako zobrazeni F*,
které funkci f € L(R) prirazuje jeji inverzni (konjugovany) Fourieriv obraz

(4.37) @)= \/% [ Y pw)e dw.

Pomoci véty o spojitosti integralu zavislého na parametru snadno dostavime,
7e funkce f = F(f), f¥ = F*(f) jsou spojité, a z Riemann-Lebesgueova lemmatu
vyplyva, ze

~

lim f(w) =0, lim fY(z) =0.

w—+o0 r—+o00
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4. Fourierovy fady a Fourierova transformace

Vime-li, Ze pro funkci f € L(R) plati v bodé x Fouriertv integralni vzorec (coZ
Casto snadno vyplyvé z Disledku 4.81), mzeme jej podle (4.35) psét ve formé

1 <~ iwe
@) = <= () / et d.

.....

FY(F(f) (@) = f(x);
této rovnosti se nékdy Fika (Fourierova) inverzni formule (v bodé x).

4.84 Poznamka.

(i) Plati véta (viz [Ru2]), Ze jiz podminka f € L(R) sta& k tomu, aby inverzni
formule platila pro skoro v8echna x € R.

(ii) Vzorce pro F a F™* jsou ,téméf stejné“; 1isf se jen znaménkem v exponentu.
Odtud jsou vidét vzorce

F*(f)=F(f) a F*(f)=F(f.),
kde fs(z):= f(—z). Inverzni formuli 1ze tedy psat ve tvarech
F(F(N)@) = f@),  FF),) @) = f(@).

(iii) Pojmy Fourierova integrélu i Fourierovy transformace se zobeciiuji riznymi
zpusoby, pficemz se dokazuji rozmanité formy Fourierova integralniho vzorce
(inverzni formule).

7?7?77 Pozndmka o vlastnostech F.tr. ?
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5. Uvod do teorie plo$ného
a krivkového integralu

5.1 Uvod

K nejdilezitéjsim klasickym vysledkim diferencidlniho a integralniho poc¢tu patii
nepochybné Greenova, Gaussova a Stokesova véta, které maji dilezité aplikace ve
fyzice a v fadé matematickych teorii. Velmi zhruba lze fici, Ze tyto véty rikaji,
7e jisty integral pres mnozinu M C R"™ je roven jistému ptisluSnému integralu
pres hranici OM této mnoZiny a Ze jde o zobecnéni Newton-Leibnizovy formule
fb) = f(a) = f; f'(z) dz. Pro formulaci zminénych vét je tieba zavést tzv. plosné
a kiivkové integraly.

Jiz presné formulace téchto ,integrilnich vét“ je dosti obtizna. Ve stargich klasickych ucebni-
cich je podan nazorny vyklad teorie plo§ného integralu a integralnich vét, ktery ¢tenare seznamuje
se zakladnimi myS$lenkami a umoziuje mu zvladnout pocetni techniku, nesnese vSak soucasné na-
roky na matematickou presnost. Dokonce ani zakladni pojmy nejsou piesné definovany, natoZz
aby byly presné dokdziny zdkladni véty. V. Jarnik do svych uéebnic teorii plosného integrilu
nezafadil; v predmluvé (z r. 1955) k [J II] poznamenava, Ze neznd v literatufe vyklad, ktery by
vyhovoval soucasné z védeckého i pedagogického hlediska. Nyni existuje nékolik presnych Cesky
psanych vykladi (na riiznych stupnich obecnosti) této teorie (napt. [CM], [Si], [Kow], [Kop], [LM],
[KST)).

Cilem této kratké kapitoly je co nejstrucnéji presné vylozit Gaussovu a Gree-
novu vétu, ale tak, aby vSechny pojmy byly motivovany a aby standardni konkrétni
priklady bylo mozZno pomoci téchto vét co nejpohodinéji pocitat. Motivace definic
zdkladnich pojmi je vedena obvyklym klasickym zptsobem. Také vyklad (hodné
podobny vykladu z [Kop]) se od klasického lisi v podstaté jen v tom, Ze uziva stan-
dardni vysledky abstraktni teorie miry a integrélu. Dikaz (trochu zdlouhavy, ale
ne obtiZny) véty, kterd ,axiomaticky* definuje k-rozmérnou miru (na ,minimalni*
o-algebie Py,), je proveden v Dodatku 6.4. Standardni snadny dikaz Gaussovy véty
pro velmi specialni mnoziny je proveden v zakladnim textu, pomérné obtizny dikaz
v obecném piipadé (jen malo se lisici od dikazu z [Kop]) 1ze nalézt v Dodatku 6.5.

Klasicka Stokesova véta je uvedena bez diikazu spolu s pozndmkami o diferen-
cidlnich forméch a obecné Stokesové vété (jejiz jedna elementdrni verze je také bez
dikazu uvedena).

217



5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

Dtikazy a poznamky, které nejsou pro pochopeni textu zasadni, jsou psany pe-
titem.

Protoze terminologie z teorie ploch zavedena v Kapitole 2 je prili§ tézkopadna,
dohodneme se pro tcely této kapitoly na jejim zjednoduseni.

Zjednoduseni terminologie Neni-li feceno jinak, jsou v této kapitole n, k vidy
pfirozen4 &sla, prokterd 1 < k < n. Misto k-rozmérnd plocha t¥idy C' budeme psat
pouze k-plocha a misto parametricky zadany kus k-rozmérné C! plochy budeme
psat jednoduchd k-plocha. Parametrizact jednoduché€ k-plochy P v R™ budeme
rozumét libovolny reguldrni homeomorfismus f:G — R* (G C RF), pro ktery
f(G) = P. Déle pod pojmem ,,jednoduchd 0-plocha v R"“ rozumime jednobodovou
podmnoZinu R” a pod pojmem ,0-plocha v R"*“ izolovanou podmnozinu R" (tj.
mnozinu, jejiz kazdy bod je izolovany).

5.2 Starsi a novéjsi pristup k plosSnému
integralu 1. druhu
Nejprve provedeme (nepfesnou) heuristickou tivahu, kterd vysvétluje starsi pristup k plos-

nému integralu 1. druhu. Necht P C R" je k-plocha, jejiz k-rozmérny obsah je konecny
a necht f je stejnomérné spojitd funkce na P. Provedme rozklad plochy P na konecné

mnoho plosek P, ... Pr, v kazdé z nich zvolme bod x; € P; a utvofme soucet
r
(5.1) > @) (AS);,
i=1

kde (AS); je k-rozmérny obsah plosky P;. Vzhledem ke stejnomérné spojitosti f se zda byt
vérohodné, %e pokud diametr plogek P; neomezené zmensujeme (a jejich podet zvétsujeme),
blizi se ,integralni souéty“ (5.1) k jistému ¢islu, které nazyvime ploSnym integrdlem 1.
druhu a znadime (vedeni analogii s vyrazem (5.1)) [p f dS.

Pro vypodet integralnich sou&tt (5.1) oviem pot¥ebujeme znat definici velikosti plogek P;. Tento
problém lze prekonat naptiklad tak, ze fp fdS se nedefinuje jako limita souctt (5.1), ale jako

.
limita sougtit »  f(xi) oy, kde o; je k-rozmérny obsah kolmého primétu P} plosky P; na afinni

i=1
teCny prostor A k plose P v bodé& z;. Pritom se vychdzi z predpokladu, Ze pokud je ploska P;
velmi mald, P; a P/ od sebe ,nerozezndme“, proto plati (AS); & 0;, a tedy se také domnivame,

7e Z f(x,) (AS), ~ Z f(x,)al

Plo$ny integral 1. druhu mé fadu dilezitych fyzikdlnich aplikaci. Pfedpoklddejme napii-
klad, e dvourozmérn plocha P v R? je ,zhotovena z nehomogenniho materidlu® a f(z)
ma vyznam ,plo$né hustoty® této ,hmotné plochy“ v bodé x € P. Pokud plosky P; jsou
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Definice k-rozmé&rné miry na k-rozmé&rném afinnim podprostoru R" 5.3

dostateéné malé, zd4 se byt zfejmé, Ze éislo f(z;)(AS); velmi dobfe aproximuje hmotnost
m; plosky P;. Soufet (5.1) proto velmi dobie aproximuje hmotnost plochy P a integrél
klad 5.95) nebo gravita¢ni sily, kterou P pfitahuje hmotny bod (srov. P¥iklad 5.27), nutné
potfebujeme plosny integral 1. druhu.

Soucasny pristup k integrdlu 1. druhu vSak neni zaloZzen na limité integralnich
souctli. Zname-li totiz teorii abstraktniho Lebesgueova integralu, je pfirozené nej-
prve na ploSe P zavést k-rozmérnou miru py (kterd mnoZindm B C P pfifazuje
jejich k-rozmérny plo$ny obsah uy(B)) a plogny integrdl 1. druhu pak definovat
rovnosti

(5.2) /Pde :=/Pf .

V nasledujicich oddilech se proto budeme vénovat zavedeni k-rozmérné miry. Zdu-
raznéme, Ze symbolem p; budeme vzdy oznacovat k-rozmérnou miru definovanou
na jisté o-algebie borelovskych mnozin. Prirozenéjsi a obecnéjsi by bylo pracovat
se ziplnénou mirou fig; tim by se ale vyklad komplikoval a pro formulaci Gaussovy
véty ziplnénou miru nepotiebujeme.

Daéle poznamenejme toto:

a) V klasickych aplikacich jsou nejéastéjsi pfipady £ = 1 a k = 2; 1-rozmérné mife
11 (A) (mnoziny A € R? nebo A C R?) se ¢asto ks délka mnoziny A a 2-rozmérné mife
po(A) mnoziny A C R? se ¥ika plogny obsah mnoziny A.

b) Rovnost (5.2) definuje plosny integral 1. druhu i pro velmi obecné nespojité funkce
(napt. pro kazdou nezipornou borelovsky méfitelnou funkci na P), pro které klasicka
definice pomoci integralnich soucti selhava.

c) Je-li pup(P) < oo a f je stejnomérné spojitd (jak jsme predpokladali vyse), lze
snadno dokézat (srov. Tvrzeni 6.39), ze [p f dpy, je limitou integralnich soudtd (5.1).

5.1 Poznamka. Pro geometrii je jednim ze zdkladnich pojmii integrél diferencialni
formy pfes orientovanou plochu (resp. varietu). Pomoci tohoto pojmu lze integral prv-
niho druhu také definovat, obtiZzny pojem orientace plochy vsak pro definici integralu 1.
druhu neni nutny. Jinak je tomu s integralem 2. druhu, kde je pojem orientace plochy
podstatny a p¥i dikladném vykladu je velmi elegantni (ale pii pfesném vykladu dosti
naro¢nd) teorie diferencidlnich forem nezbytna.
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5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

5.3 Definice k-rozmérné miry na
k-rozmérném afinnim podprostoru R"

Uvazujme nejprve nejjednodussi pripad plochy, kterd ,neni kiiva“, totiz afinniho
prostoru. Nékterd zakladni fakta o afinnich podprostorech eukleidovskych prostora
a o afinnich zobrazenich mezi nimi, kterd budeme pouzivat, jsou shrnuta v Dodatku
6.7.

Jestlize A je k-rozmérny afinni podprostor R* (1 < k < n), existuje (srov.
Dodatek 6.7 c)) izometrie p: R¥ — A. Lze tedy A (touto izometrif) ,ztotoznit* s
RF. Protoze na R¥ existuje kanonicka k-rozmérnd mira (totiz Lebesgueova mira);
zd4 se byt zfejmé, 7e i na A lze definovat ,kanonickou k-rozmérnou miru“ u;c“ (kterd
je obrazem Lebesgueovy miry pfi kazdé takové izometrii).

Pro jednoduchost budeme na A definovat pouze ,kanonickou“ miru u;;‘ na o-
algebfe B(A) borelovskych podmnozin A.

Déle \j, je Lebesgueova mira v R¥ a ! je jeji restrikce na o-algebru B(RF)
borelovskych podmnozin R¥.

Je-li p:R¥ — A izometrie, je ¢: (R¥, B(RF)) — (A4,B(A)) zfejmé méfitelné
zobrazeni, takze na B(A) je definovan obraz p, := ¢(AL) miry Ab pii zobrazeni ¢;
podle definice plati

4o(B) == Mg~ (B)), B eB(A).
Snadno vidime, Ze y1, nezévisi na vybéru izometrie . Je-li totiz 1): R¥ — A jin
izometrie a B € B(A), pak zfejmé ¢ 1 (B) = (¢ Lo p) (¢ 1(B)), a protoze 1)1 o p
je izometrie R* na R* | plati (viz Tvrzeni 6.36)

po(B) = Ne(¢™H(B)) = Me(4p T (B)) = py(B).
Nasledujici definice je tedy korektni.

5.2 Definice. Necht A C R" je k-rozmérny (1 < k < n) afinni podprostor R" a
©:RE — A je izometrie. Pak klademe pj' := @(Ab).

Je-li k = n, zifejmé ,u,’? = X\. Je-li A pevné ddno, budeme psat misto ,u,’? jen .

5.3 Poznamka. Mira ;L;? byla definovidna v zavislosti na afinnim prostoru A. Pokud ale B je
borelovskd podmnozina dvou rdznych k-rozmérnych afinnich prostord A; C R™, Ay C R", pak
A1NAj3 je afinni prostor dimenze men§i nez k. Z toho snadno vyplyva, Ze u?l (A1NAs) = ukAZ (AN
As) = 0, takZe také u?l (B) = ukAZ(B) = 0. Pro kazdou borelovskou mnozinu B C R", kterd je
podmnoZinou né&jakého k-rozmérného afinniho podprostoru R™ (tyto mnoZziny oviem netvoii o-
algebru!) mame tedy korektn& definovany jeji k-rozmérny objem py(B).

7 vlastnosti A\, nyni odvodime n&které vlastnosti ;. Piedné je ziejmé, Ze
pd(K) < oo, kdykoliv K C A je kompaktni (takze uj je Radonova mira ) a
také to, ze mira ,u,? je o-konec¢na.

Daéle ukazeme, jak se jednoduSe spocte k-rozmérnd mira k-rozmérného rov-
nobéznosténu v A. Pojem rovnobé&Znosténu lze prirozené definovat v libovolném
vektorovém prostoru:
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5.4 Definice. Necht je dan vektorovy prostor V a jeho prvky vy, ...,vg, a. Pak
klademe

Ra(vi,... o) :={a+tivr+- -+t 0<t <1,...,0< ¢, <1}
Jsou-livy, . .., v linedrné nezdvislé vektory, nazyvame Ry (v1, - .. ,vg) k-rozmérnym
rovnobéznosténem.

Jesté zopakujme definici Gramovy matice a Gramova determinantu (gramianu).

5.5 Definice. Necht'V je unitarni prostor a vy, ..., vy jsou jeho prvky. Pak definu-
Jjeme Gramovu matici a Gramiiv determinant (gramian) vektort vy, ..., vy takto:

Gvi,...,vg) = ((vi,vj>)f7j:1, D(vi,...,v) :==det G(vs, ..., vE).

5.6 Tvrzeni. Necht vy,...,v; € R", k <n. Pak
L(vi,...,vp) =det ([v1,...,0)7 - [or,...,08]) .
Pokud navic k = n, pak
L(vy,...,v;) = (det[vy,...,v])%.
Vektory vy, ...,vy jsou linedrné zavislé, pravé kdyz T'(vy,...,v;) = 0.

Diikaz.  Obé rovnosti plynou z toho, ze G (vi,...,v%) = [v1,...,vk]T - [v1, ..., V%]
a zékladd teorie determinantii. Posledni tvrzeni je Véta 28.4. (i) z [Be].

Nejdiive odvodime (z véty o substituci) vzorec pro Lebesgueovu miru rovno-
béznosténu. Ctenafi, ktery nezna ditkaz véty o substituci a chce vzorec pochopit,
lze doporucit [Ru2; Véta 8.28] nebo [LM; Lemma 34.7].

5.7 Turzeni. Necht v, ...,v,a € R*. Pak

(53) Alc (Ra(vla"'avk)):|det[vla"'avk]|: F(Ula"'avk)'
Diikaz.  Jsou-li vektory vi,...,v; linedrnd nezavislé, pak R (v1,...,v;) je k-rozm&rny rovno-
bé&znostén a ziejmé Ry (v1, .- .,vx) = f(I), kde I :=[0,1]* a f:RF — R* je prosté afinn{ zobrazeni

dané predpisem
flt,y .. tr) :=a+tivr + - + tpog.

Pro Jacobiho matici difeomorfismu f v libovolném bod& ¢t € R* méme ziejmé [f'(t)] = [v1, - - - , V],
takZe podle véty o substituci pro Lebesguetv integral a Tvrzeni 5.6 dostdvame

A (Ra (V1. 0p)) = / 1y = / [ det[vr, ..., 0] | dAg =
f(n I
=|det[vi,...,vk]| = VT (v1,...,08).
Jsou-li vektory v1, ..., vy linedrnd zavislé, pak Ry (v1,...,vx) je ziejmd podmnoZzina afinniho pro-

storu dimenze mens{ nez k, takZe m4 nulovou Lebesgueovu miru. VSechny ¢leny (5.3) jsou tedy

nulové.
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5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

5.8 Véta. Necht A C R" je k-rozmérny afinni prostor (1 < k < n), a € A,
vektorovy prostor V.C R" je zaméfeni A (tj. A=a+V)awv,...,vp € V. Pak

(5.4) i (Ra(vi, ..., v5)) = /(o1 ..., vp).-

Dikaz.  Zvolme izometrii F:R*¥ — A. Podle Dodatku 6.7 c) existuje unitarni bijekce L:RF 5V
takova, 7e F'(z) = F(0)+L(z), x € RF. Poloime ¢ := F~'(a), w1 := L™ (v1),...,wg := L™ (w,).
Pak ziejm& Rq(vi,...,v;) = F (Re(wi, ..., wy)), takZe
i (Ra(vi,--508)) = A (Re(wi, -, wi)) = V/T(wi, .., wg).
Rovnost (5.4) pak vyplyva z toho, e L:R¥ — V je unitarni zobrazeni, takze (vi,vj) =
(wi,wj), 1 < 4,5 <k, atedy T(wi,...,wg) =T(v1,...,v).

V predchozim vykladu jsme mohli predpokladat, ze A je k-rozmérny podpro-
stor libovolného unitarniho prostoru; takovou obecnost vSak nepotiebujeme. Vzorec
(5.4) motivuje nasledujici definici.

5.9 Definice. Necht'V je unitdrni prostor. Pak pro vektory vy, ...,v; zV klademe

vol(vy,...,vg) = /T'(v1,...,v).

Za predpokladi Véty 5.8 lze pak rovnost (5.4) zapsat ve tvaru
(55) Mk (Ra(vla"'avk)) :VOI(Ula"'avk)'
Jsou-li vy, ..., v prvky R¥ pak podle Tvrzeni 5.7 plati

(5.6) vol(vy,...,vg) = |det[vr, ..., vg]|-

Diilezitou skutecénosti je existence ,koeficientu zmény k-rozmérné miry“ pii afin-
nim zobrazeni. Nejdifve uvazujme afinni bijekci F:RF — RF. Lze psit F(z) =
F(0)+L(z), kde L: R* — R* je linearni bijekce. Protoze ziejmé Jr (x) = det[L], = €
RF | 7 véty o substituci pro Lebesguetiv integral vyplyva, ze pro kazdou borelovskou
mnozinu B C R” plati

Ao (F(B)) = | det[L]| - An(B).
Zobrazeni F' tedy bud viibec neméni miru borelovské mnoziny (je-li |det[L]| = 1)
nebo ji ,ndsobi“ jistym konstantnim kladnym koeficientem, totiz ¢islem w(F) :=

| det[L]| > 0. (Pro zménu vzdalenosti bodi nebo zménu uhli takova zadkonitost pri
k > 2 neplati!)

5.10 Véta. NechtT C R, Z C R™ jsou k-rozmérné afinni prostory a Vi, Vz jsou

Jjejich zaméieni. Necht f:T — Z je afinni zobrazeni tvaru f(t) = zo + L(t — to), kde
to €T, 290 € Z a L: Vi — V je linearni zobrazeni. Pak plati nasledujici tvrzeni:
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(i) Existuje jediné ¢islo k(f) > 0 takové, Ze pro kazdou kompaktni mnozinu
E C T plati

(5.7) ui (F(B)) = K(f) - 1. ().

(ii) Zobrazeni f je prosté pravé kdyz k(f) > 0. V tom pripadé plati rovnost (5.7)
pro kazdou borelovskou mnozinu E C T.
(iii) Je-li (v1,...,v) bdze prostoru Vi, pak

_ vol(L(v1),. .., L(vt))
(58) H(f) - VOl(Ul,---,'Uk)

(iv) k(f) = w(L).

Diikaz. Nejprve predpoklddejme, Ze f je prosté; pak f je homeomorfismus. Uvazujme izometrie
@:RF — T, ¢:RF — 7 a borelovskou mnozinu E C T. Pak u} (E) = M (0~ 1(E)) a uZ (f(E)) =
A (Y~ (f(E))). Zobrazeni F := ¢~ o f o ¢ je zfejmé& afinni bijekce R* na R¥, takie podle tivahy
pied vétou existuje &islo k(F) > 0 takové, ze A\ (F(B)) = k(F)\;(B) pro kazdou B € B(R*).
Pro B := ¢~ 1(E) dostavame A\, (o~ ' (E)) = s(F)A\p (v~ (f(E))). Polozime-li tedy &(f) := x(F),
vidime, 7e (5.7) plat{ pro kazdou B € B(R*).

Pokud f neni bijekce, je f(T) afinni podprostor prostoru Z dimenze mens$i nez k, takze se
snadno ukéze, e pZ (f(T)) = 0, a vzorec (5.7) tedy plati pro kazdou kompaktni 2 C T pro
k(f) := 0 (f(F) je zfejmé kompaktni, a tedy i borelovskd). Dokazali jsme tedy (i) a (ii) (kromé
jednoznacnosti k(f)).

Je-li (v1,...,v,) béze prostoru Vr, pak zfejmé& plati rovnost
f (Rtg (1,...,01)) = Rzq (L(v1),...,L(vg)), takZe

vol(L(v1), ..., L(vg)) = pZ (Reg (L(v1),- .-, L(vg)))
=&(f) - pf (Reg (v1,...,v1)) = &(f) - vol(v1,...,vE).

OkamZité tedy dostavame (iii) a tudiZ i jednoznalnost &isla (f). ProtoZe L je také afinni zobrazeni
mezi k-rozmérnymi afinnimi prostory, podle (iii) plati rovnost

vol(L(v1),...,L(vg)) = k(L) - vol(v1,...,v),
ze které pak ihned vyplyva (iv).

5.11 Pozndamka.
(i) Je-li zobrazeni L z predchozi véty unitdrni, z (5.8) a Definice 5.9 vyplyvé, ze k(f) =
k(L) =1.
(ii) Pokud f z pFedchozi véty neni prosté, miZe se stit, ze obraz f(E) borelovské mnoziny
neni borelovsky. Kdybychom vS§ak misto u{ a uf uvazovali jejich ziplnéni, mohli bychom
psét (5.7) pro libovolnou borelovskou (dokonce pf-méFitelnou) mnoZinu E C T i pro f,
které neni prosté.

Nyni uré¢ime koeficient zmény miry x; v jednom dutlezitém specidlnim piipadé.

5.12 Tvrzeni. Necht f:R¥ — R” je prosté afinni zobrazeni tvaru f = a+ L, kde
L:R¥ — R" je linedrni zobrazeni a a € R". Pak Z := f(RF) je k-rozmérny afinni
prostor a plati

(5.9) k(f) = k(L) = vol(L(e1), ..., L(er)) = VT(L(e1), ..., L(e)).
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V pripadé k = n plati k(f) = | det[L]].

Diikaz. Stadi uzit vzorec (5.8) na kanonickou bézi, tj. pro v; = e;, i = 1,... k.
Piipad k& = n jsme jiz diskutovali (1ze téz uzit Tvrzeni 5.6).

Nasledujici tvrzeni, které je témér zrejmé, ndm v dalsim umozni zkratit a vy-
jasnit nékteré vypocty.

5.13 Tvrzeni. NechtT C R*, Z C R™, S C R? jsou k-rozmérné afinni prostory
anecht f:T — Z a g: Z — S jsou afinni zobrazeni. Pak

(5.10) k(go f) = r(g) - £(f)-

Diikaz. Necht K C T je kompaktni mnozina s kladnou mfrou uf (K). Mnoziny f(K) i g(f(K))
jsou kompaktni, takie plati u3 (g(f(K))) = k(g o f)ul (K)
a 13 (g(f(K))) = k(g) - nZ (F(K)) = k(g) - k(f) - uT (K). Z t8chto rovnosti (5.10) ihned plyne.

5.4 Definice k-rozmérné miry na
jednoduché k-ploSe

Je-li P kiivd k-plocha, je presnd definice k-rozmérné miry uf: na P podstatné

Chceme-li zmérit velikost plochy velké parcely v hornatém terénu, rozdélime si
Ji ma malé ¢dsti, které jiZ nerozezndme od rovinnych utvari, jejich plochy zmérime
a vysledky secteme.

Tento prakticky navod odpovida zakladni ideji diferencidlniho poctu, kterd se
nékdy vyjadfuje heslem, Ze hladké funkce (resp. plocha) je ,,v malém* afinni.

Podat presnou konstruktivni definici na zdkladé tohoto navodu v8ak neni snadné.
Proto tento postup pouze pouzijeme k heuristickému ,,odvozeni“ vzorce pro vypo-
Cet k-rozmérné miry pg(P) jednoduché k-plochy P. Necht ¢: G — R™ je paramet-
rizace P. Rozdélme nyni otevienou mnozinu G C R¥ na kone¢né (nebo spocetnd)
mnoho (borelovskych, po dvou disjunktnich) ¢asti G1,Ga,... tak, Ze jejich dia-
metry i diametry jejich obrazi P; := ¢(G;) jsou velmi malé. V kazdé mnozing
G; zvolme bod ¢ € G, a uvazujme afinni zobrazeni a;: R¥ — R" dané predpi-
sem o (t) == (&) + ¢'(&)(t — &;). (Pripomefime, ze afinni zobrazeni a;(t) ,velmi
dobie“ aproximuje ¢ v blizkosti bodu &; a jeho oborem hodnot je afinni te¢ny pro-
stor Tgfgj)(P)). Za nagich predpokladi je tedy prirozené predpokladat, ze ¢(G;)
a a;j(G,) si jsou ,k nerozeznini podobné® (viz obr. 5.18, kde k = 2,n = 3,G; je
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OBR. 5.18.

uzavieny Gtverec a §; je jeho vrchol), takze se zda byt jasné, ze
(5.11) 1k (0(G;)) = p (0 (G5)) = K(aj) - Me(G5) = 6(¢' (&) - Me(G)-

(Posledni rovnost vyplyva z Véty 5.10 (iv).) Také se zda, Ze seCtenim pies j
dostaneme

pe(P) = mk(Py) =Y mn(0(Gy)) = Y k(#'(§5)) - Ae(Gy).-

Je tedy prirozené se domnivat, Ze

(5-12) ,uk(P) _ /GH((p/(t)) dt = /\/I‘ <884Pt(1t) ey 8;;(;)) dt.
G

(Posledni rovnost vyplyva z (5.9), protoze agt(,t) = ¢'(t)(e;)-)

Presné definovat, co je to k-rozmérna mira i (B) pro dostateénd obecné (bo-
relovské) podmnoziny R™ a opravdu dokdzat, Ze plati vzorec (5.12) (ktery je pro
konkrétni vypocty nezbytny) je zna¢né obtizny kol (srov. Dodatek 6.3.). Nabizi se
tedy myslenka pfijmout vzorec (5.12) za definici ¢isla uy(P).

My v8ak chceme definovat nejen uy (P), ale i borelovskou miru uf: na P. Vzorec
(5.12) nés vede k tomu, 7e kazdé borelovské mnoziné B C P piifadime ¢islo

HE(B):= [,y (¢ (1) d.
Nejprve ovSem musime dokazat nezavislost na parametrizaci.

5.14 Tvrzeni. Necht P je jednoducha k-plocha v R™ a ¢o:G — R",¢: H —» R"
jsou jeji dvé parametrizace. Pak pro kazdou borelovskou mnozinu B C P plati

k(p'(t)) dt = k(' (t)) dt.
[y i@ ae= [ s a

¥=1(B)
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Diikaz. Ze spojitosti ¢ vyplyva, ze ¢~ !(B) je borelovska podmnozina RF, takze
integral nalevo existuje: je to integral ze spojité (a tedy borelovsky méfitelné)
nezaporné funkce pres méritelnou mnozinu. Podle Tvrzeni 2.164 existuje difeo-
morfismus w: G — H takovy, ze ¢ = 1 o w. Pak pro kazdy bod t € G plati
O'(t) = ¢ (w(t)) o w'(t), takze podle Tvrzeni 5.13 a Tvrzeni 5.12 dostavame

Podle véty o substituci pro Lebesgueuv integral tudiz plati

k(o' dt = Kl (w N At — () dt.
[ eora=[ e nmia= [ s a

¥=1(B)

Nésledujici definice je tedy korektni.

5.15 Definice. Necht P C R" je jednoduchd k-rozmérna plocha a p:G — P je
jeji parametrizace. Pak borelovskou k-rozmérnou miru ,ukP na plose P definujeme
rovnosti

(513)  ul(B) = / (' (1) dt:/_l(B) \/p <3gt(f),...,3gt(:)> dt

¢~ 1(B)

pro kazdou borelovskou mnozinu B C P.

Musime ovSem ovéFit, Ze mnozinova funkce, kterou jsme na B(P) definovali
vzorcem (5.13), je skuteéné mira. To snadno vyplyva ze zndmych vlastnosti Lebe-
sgueova integralu. (Miizeme se viak také odvolat na to, Ze uf je ziejmé obrazem
¢ (k(p") - Ab) borelovské miry k(') - Ab pii zobrazeni ¢; stov. Véty 6.32 a 6.31.)

Z Tvrzeni 5.12 také snadno vyplyva, ze pravé definovany pojem k-rozmérné
miry na jednoduché k-plose je zobecnénim pojmu k-rozmérné miry na k-rozmérném
afinnim prostoru.

5.16 Poznamka. Necht P,G,¢ jsou jako v Definici 5.15. ProtoZe funkce x(¢())
je spojitd na G a ¢ je homeomorfismus, lze zfejmé ke kazdému bodu = € P najit jeho
oteviené okoli U, takové, %e mnozina o~ (Us) je omezend a r(p'(t)) je na ni omezen,
takze ukP(Um NP) < co. Mira pf je tedy lokalné konec¢na a pomoci Pozndmky 1.69 snadno
dostavame, Ze mira ukP je o-konecna.
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5.5 Definice k-rozmérné miry na
»minimalni“ o-algebre r ,

V predchozim oddile jsme definovali miru ,ukP na kazdé jednoduché plose P C R".
Jiz pro nejjednodussi klasické aplikace je vSak dilezité umét integrovat i pres
k-plochy, které nejsou jednoduché (jako je napiiklad jednotkova sféra v R?), a také
pres ,po Castech hladké plochy“ (jako je napfiklad povrch krychle nebo kuZele). Pro
klasicky piistup k tomuto problému viz napt. [Zo] nebo [Kop] (srov. Poznamka 5.26
(ii)). Obecnéjsi piistup (srov. Dodatek 6.3) pracuje s k-rozmérnymi mirami defino-
vanymi na o-algebte v8ech borelovskych podmnozin R" (nejéastéji s Hausdorffovou
mirou). My zde budeme pracovat s mirou uj na nejmensi o-algebte Pj?, kterd staci
pro klasické aplikace.

5.17 Definice. Necht'1 < k < n. Pak symbolem P;! oznacme nejmensi o-algebru
podmnozin R", ktera obsahuje kazdou borelovskou podmnozinu kazdé jednoduché
k-rozmérné plochy v R". Je-li zi'ejmd hodnota n, budeme misto P} psat pouze Py.

Neni tézké ukazat, ze Py, je nejmensi o-algebra, kterd obsahuje kazdou jedno-
duchou k-plochu v R™; mensi o-algebru proto jisté nemé smysl uvazovat.

Nasledujici vétu lze chapat jako ,axiomatickou definici“ k-rozmérné miry na o-algebie Pj.
Tato definice je sice heuristickym odvozenim vzorce (5.12) dobfe motivovand, ale pro svou slozitost
neni zcela uspokojivd. (Elegantngjsi axiomatickd definice, s kterou je ale obtiZné pracovat, je
obsaZena ve V&t& 6.18.)

5.18 Véta. Necht'1 < k < n. Na o-algebre Py, existuje pravé jedna mira j, pro
kterou plati:

Je-li P jednoducha k-plocha v R™, ¢ je parametrizace P a B je borelovska
podmnozina P, pak

(5.14) s (B) = / 0

Diikaz véty, ktery je elementarni, ale trochu zdlouhavy, je v Dodatku 6.4.

5.19 Poznamka. Platnost vzorce (5.14) je ovSem ekvivalentni pozadavku, aby py
rozifovala kazdou miru puf (kde P je jednoduché k-plocha).

V Dodatku 6.4 je plné popsana struktura o-algebry Py, pro aplikace vsak staci
znat pouze Vétu 5.18. V obvyklych aplikacich totiz vzdy integrujeme pies ,po
¢astech hladké plochy“ P, které lze psat ve tvaru

(5.15) P= LUJ P U U Qi
=1 =1
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kde Pi,...,P, jsou po dvou disjunktni jednoduché k-plochy a pro kazdé i €
{1,...,v} je @Q; ki-plocha, kde 0 < k; < k. Z Tvrzeni 2.156 a Tvrzeni 5.20 pak
snadno vyplyva, ze kazda borelovska mnozina B C P patii do Py, a jeji k-rozmérnou
miru lze pocitat pomoci vzorce

e (B) = pe(Pr N B) + -+ - + pg(Py N B).

5.20 Tvrzeni. Necht 0 < s <k < n, anecht Q C R" je s-plocha. Pak Q € Py a
(@) = 0.

Dikaz. (Strucny.) Ziejmé miZeme predpoklddat s # 0. Podle Tvrzeni 2.156 je Q borelovskd
mno#ina. Nejprve predpokladejme, Ze Q je explicitng zadany kus s-rozmérné C'! plochy. Bez tijmy
na obecnosti miizeme piredpokladat, Ze

Q = {(]:19"-713”): Ts+1 = fs+1($17'--ax5)9---7xn = fn(xly---,xs)},
kde fst1,...,fn jsou funkce t¥idy C'! na oteviené mno#in& G C R®. PoloZme
P:={(z1,...,&n) Thy1 = fe+1(1,..-,Ts)y-. ., Tn = fu(z1,...,25)}.

Pak P je ziejmé& explicitné zadany kus k-rozmérné C'! plochy s ,p¥irozenou parametrizaci“
O(b1y ey b) = (b1 ooy by fog1 (B v esbs)yee ey fu(tl, - oyts)), € G xRETS,
P¥itom ziejmé Q = ¢(T), kde
Ti={(t1,--,tr) € GXRF S toiq = for1(t1,eevsts)yennstpy = fu(ti,--orts)}

je explicitn& zadany kus s-rozmé&rné C'! plochy v R¥. Podle Tvrzeni 2.156 mame A\ (T') = 0, takZe

podle (5.14) 1,(Q) = uf(Q) = 0.
Obecny piipad pak snadno dostdvidme pomoci Tvrzeni 2.158.

5.21 Priklad.  Spoctéme plosny obsah ua(P) jednotkové sféry P = {(z,y, 2): 22 +y>+22 = 1}.
Polozime-li (viz Priklad 2.145)

G :=(0,7) x (0,27), ®(0,¢) := (sinfcosp,sinfsinyp,cosd), P :=P(G),

je ® parametrizace jednoduché 2-plochy P; a P = PLUQ, kde Q = {(z,y,2): 22 +22 =1,y = 0}.
Je snadné ovérit, Ze Q je 1-plocha. Plati tedy

n2(P) = p2(P1) :/Gn(qﬂ(a,@)) dode.

Snadny vypocet dava

5 (0'(0,0)) = \/r (@(e,w, 3—‘I’<e,¢>)

89 Ay

= /T ((cos 6 cos g, cos O sin @, — sin #), (— sin @ sin g, sin 6 cos p, 0)) = sin 0,

™
takze p2(P) = / sin§ dfdy = 27 / sin@ df = 4.
a 0
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Definice a vypocet plosného integrdlu 1. druhu 5.6

5.6 Definice a vypocet plosného
integralu 1. druhu

5.22 Definice. Necht'1 < k < n, M € P, a f je funkce z R® do R*. Potom
(k-rozmérny) plosny integral prvniho druhu [,, f dSy funkce f pres mnoZinu M
definujeme rovnosti

(5.16) /M FdSg = /M F dug,

konverguje-li integral napravo. Je-li zfejmé, jakd je hodnota k, piSeme misto [ v fdSk
pouze [, fdS.

5.23 Poznamka.

(a) Pravd strana rovnosti (5.16) je definovand také v nékterych p¥ipadech, kdy
f neni definovana na celé mnoziné M (srov. Dodatek 6.6).
(b) Nékdy budeme misto [, fdS psat [, f(x)dS(z).

V konkrétnich pripadech pocitame plosny integral prvniho druhu tak, Ze jej pre-

vadime na integral podle Lebesgueovy miry, ktery pak pocitdme béznymi zptsoby
(uzitim Fubiniho véty a véty o substituci). K tomu ndm slouzi nasledujici véta.

5.24 Véta. Necht1l <k <n. Necht P C R" je jednoducha k-plocha, p:G — R"
je jeji parametrizace a f: P — R* je borelovsky méritelna funkce. Pak

— o k(! = o . 8(,0(75) 890(75)
oris= [ = firean ()

konverguje-li jeden ze ti1 integrali.

Dikaz. Podle Poznadmky 5.19 plati / fds = / f duf. Protoze plati rovnost
P P

b = p(k(p') - Ab)) (kde k(¢'):z — k(¢'(z))), podle véty o integraci podle obrazu
miry (Véta 6.31) plati

/fd5=/(f°s0) d(s(e) - X,
P G

konverguje-li jeden z integralti. Podle véty o integraci podle neurcitého integralu
(Véta 6.32) plati

/ (fop) dls(g) - AL) = / (fop) - w(g!) dAs,
G

G
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5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

mé-li jedna strana smysl. (Zde jsme pouzili to, ze funkce (f o) -k(p') je borelovsky
méfitelnd na G.)

Pro zakladni aplikace plosného integralu 1. druhu si sta¢i pamatovat Vétu 5.24
a nasledujici tvrzeni (které je snadnym diisledkem Tvrzeni 5.20).

5.25 Tvrzeni. Necht P je ,po ¢dstech hladkd plocha® tvaru (5.15) a f je redlna
funkce definovand aspon na P, U ---U P,, pak

(5.17) /Pde: Pde-l-----l-/P Fds

ma-li jedna strana smysl.
Integraly napravo jiz totiz mizeme pocitat podle Véty 5.24.

5.26 Poznamka.

(i) V aplikacich funkce f neni nékdy definované na celé mnozing P (ale pouze pg-skoro viude
na P). Vyjadfeni (5.15) lze v8ak zpravidla zvolit tak, aby f byla definovdna na PyU- - -UP,.

(ii) Klasicky se definuje plosny integral 1. druhu pfes ,po &astech hladkou plochu“ P C R™
pomoci vzorce (5.17). Pak je oviem nutno dokdzat nezavislost na vyjid¥eni (5.15). Pokud
se pFipoustsji jen vyjadfeni specidlnfho typu (srov. definice zobecnéné plochy v [Kop]), je
tento diikaz jednodussi nez diitkaz Véty 5.18 (neni nutno dokazovat Lemma 6.21).

5.27 Piiklad.  UvaZujme jednotkovou sféru P = {(z,y, 2): 2+y?+22 = 1} jako hmotnou plochu
s plognou hustotou 1 a zkoumejme ji vytvofené gravita¢ni pole F' v bod& a = (0,0,v),0 < v < 1.
RozloZeni uvaZované hmoty je ziejm& popséno mirou p = u? = Cp - u2, takze slozka F.(a)
vektoru F(a) = (Fr(a), Fy(a), Fz(a)) je podle (6.12) (za pfedpokladu, Ze gravita¢ni konstanta je
1) déna vzorcem

F.(a) = /P T izzv_ ORE dS(z,y, 2).

Ze symetrie ,,je vidét* (a snadno se spotte), 7e Fz(a) = Fy(a) = 0. Pfi vyjddieni P = PLUQ a
parametrizaci ® plochy P; jako v Prikladu 5.21 dostavame

z—0 cosf — v
F:(a) =/ ORI 5 dS(z,y,2) =/ . dode
p, (22 +y2 + (2 —v)2)3/2 G (sin2 + (cos§ — v)2)3/2 -sin @

7’ cosf —wv
=2 -sin @ dé.
7r/0 (1 +v2 — 2vcos 9)3/2 -

Pomoci substituce v'1 +v2 — 2vcosf = y dostdvame F,(a) = 0. Ze symetrie se zd4d byt z¥ejmé
(a lze presné dokdzat), Ze gravitadni pole uvnif jednotkové koule je nulové. Pro v > 1 stejny
postup davé, ze gravitacni pole v bodé a je stejné, jako kdyby vSechna hmotnost plochy P byla
soust¥edéna v politku. (Je ziejmé, jak formulovat analogicky vysledek pro elektrostatické pole.)
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5.7 Vektorovy soucin

5.28 Definice. Nechtu!,...,u""! jsou prvky R" (n > 1). Pak definujeme vekto-
rovy souéin u' x --- x u"~! takto:

(5.18)  u'xoox = (detfer,ul ..., u" L detfen,ul . ut ).

Vektorovému soucinu se také nékdy rika ,,vnéjsi soucin®.

5.29 Poznamka.

(i) Vektorovy soudin chapany jako operace je tedy zobrazeni x: (R®)*~1 — R™. Pokud n = 2,
budeme vektorovy soudin jediného prvku u! zapisovat symbolem x (u1). (V literatuie se
nejéast&ji pouziva zapis u! x u? pro vektorovy souin dvou vektori; jinak jsou Cast&jsi

zéapisy [ul,...,u” 1] nebo (ul,...,u”~1), které vSak koliduji s nasi symbolikou.)
(ii) Definice vektorového soudinu se nékdy zapisuje (a dobfe pamatuje) pomoci ,,symbolického
determinantu® (kde u* = (uf,...,u})):
er ul u?_l
ul x - xurTl = : :
en UL up™!

Jeho ,formélni rozvoj“ podle prvniho sloupce dévé (5.18), napiiklad

er 1
1,3) = —3. —1. —(3.—-1
X( 5 ) o 3‘ €1 €2 ( 5 )7
er 2 1
(2,1,1) x (1,0,3) = |es 1 0|=(3,=5,—-1).
es 1 3

(iii) Vidime, %e i-tou souFadnici vektorového souinu u! x --- x u™~! vypocteme tak, 7e &islo
(—1)**1 znasobime determinantem matice, kterou dostaneme, vyskrtneme-li i-ty Fadek z
matice [u!,...,u""1]. Z toho snadno dostédvame, %e vektorovy soudin x:(R?)?~1 — R”
je spojité zobrazeni. Z vlastnosti determinantii snadno plyne, Ze je to (n — 1)-linedrni
antisymetrické zobrazeni.

(iv) V literatufe se vyskytuje i odlisnd definice vektorového soudinu, ve které se vektory e;
wkladou nakonec“, take napiiklad jeho prvni slozka je det[ul,...,u” "1, e1]. V nejb&znéj-
§im pripadé n = 3 pak obé definice davaji stejny pojem, pro n = 2 se v8ak li§i a davaji k
sobé& opacné vektory.

Nésledujici dvé tvrzeni ddvaji alternativni definice vektorového soucinu.

5.30 Tvrzeni. Necht u!,...,u" ', w € R* (n > 1). Pak w = u! x --- x ™71,
pravé kdyz pro kazdy vektor v € R" plati

(5.19) (v,w) = det[v,u’, ..., u""].
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5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

Diikaz. Protoze na levé i pravé strané (5.19) jsou linedrni formy (proménné v),
(5.19) plati pro v8echna v € R", pravé kdyz plati prov = ¢e;, 1 = 1,...,n, coZ je
ekvivalentni s (5.18).

5.31 Poznamka. Prtimo z definice nebo z pfedchoziho tvrzeni snadno vidime, ze

ul x -~ x w1 =0, pravé kdyz jsou vektory u',...,u" ! linedrné zavislé.

5.32 Turzeni. Necht u!,...,u"',w € R* (n > 1). Pak w = u! x --- x ™!,
pravé kdyz plati tyto podminky:

(i) w je kolmy na kazdy z vektorti ut,...,u"*.

(i) [Jw|| = vol(ut, ... ,u""1t).

(iii) Jsou-li vektory ul,... , u™"! linedrné nezdvislé, pak det[w,u’,...,u" 1] > 0.
Dikaz.  Jsou-li wl,...,u"~' linearnd zavislé, pak (i) — (iii) splituje zFejm& pouze vektor w =
ul x - xum"l =0.

Predpokladejme tedy, Ze u',...,u"~! jsou linedrn& nezavislé. Pak vlastnosti (i) a (ii) maji

ziejmé pravé dva k sobé& opalné nenulové vektory z, —z, z nichZ pravé jeden spliiuje i podminku
(iii). Sta&i tedy dokézat, ze w := u'! x - - x u™~ ! spliuje (i), (ii), (iii). UZijeme-li (5.19) na v = u?,

i=1,...,n — 1, dostdvdme platnost (i). Pro diikaz (ii) vyjad¥ime vol(w,u',...,u™~ 1) dvéma
zplsoby. Podle (5.19) a (5.6) mame
vol(w,ul,...,u" 1) = (w,w) = ||w||%.

Podle Definice 5.9 plati

(w,w) 0 0
‘ 0 (whyuty ... (uburTl)
vol?(w,ut,...,u"" 1) =
0 by .. (wrTlunTh)
= |w]|? -T(ul,...,u” ") = |w])? - vol2(ul,...,u”" L),

takze vol(w,ul,...,u™ 1) = ||w||-vol(ul,...,u™~1). ProtoZe w # 0 (viz Poznidmka 5.31), z t&chto
dvou vyjad¥eni dostavame (ii). Tvrzeni (iii) vyplyva z rovnosti (w,w) = det[w,u', ..., u*~1] (viz
(5.19)).

5.33 Poznamka.

(a) Geometricky smysl nerovnosti det[w,u!,...,u" 1] > 0 je ten, Ze baze
w,ul,...,u” "1 je orientovana souhlasné s kanonickou bazi ey, ..., e,, srov.
Dodatek 6.2.

(b) Rovnost  vol(w,u',...,u"™") = [jw|| - vol(u',...,u™"") je ,geometricky
ziejma“; vol(u!,...,u™™1) je (n — 1)-rozmérna mira ,podstavy“ rovnobéz-
nosténu R, (w,ul, ..., u" 1) a||w|| je velikost jeho ,vysky“ (srov. obr. 5.20).

Jistou n4dzornou piedstavu o vektorovém soucinu v R? a R? lze ziskat z obr. 5.19.

5.34 Poznamka. Nazorni geometricks interpretace vektorového soudinu v R? je
zcela jednoduchd: vektor x (u) dostaneme, ,otoc¢ime-li vektor u o thel 7 /2 ve sméru
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Vektorovy soudin 5.7

OBR. 5.19.

OBR. 5.20.

hodinovych ruci¢ek“. Méla by tedy platit rovnost

(5.20) (u, vy = (x(u), x(v))-

Analyticky dikaz je trividlni, protoze pro u = (u1,us), v = (vi,v2) plati x(u) =
(u27 _ul)a X(U) = (UQv _Ul)'

UvaZzujme nyni v R” nadrovinu A. Necht a; € [0,7/2] je thel, ktery svird normala
k A s osou z; a ¢; = cos ;. Uhel a; je tedy také tihel (srov. [Bi; Def. 20.20]), ktery svird

nadrovina A a nadrovina S;: = {z € R":z; = 0}. Je-li 0 # w = (w1, ..., wn) normalovy
vektor k A, pak zfejmé ¢; = |w;|/||w]|, takze

(5.21) (1)’ +- 4 ()’ =1

Uvazujme déle ,projekci® (0. R" — R"! danou pfedpisem

7r(2)(:v1, N ,a:n) = (ZEl, ey L1 L1y e ,a:n)

a projekci PYD.R" 5 §;, kde
P(l)(ml, coozn) = (21, ,2i-1,0,Ti41, ., Tn).

Zobrazeni ¢;: = 7 ls;, ¢:S8;— Rt je z¥ejmé unitarni bijekce (pomoci niz se obvykle
S; ztotoziuje s R*1). Podle Poznamky 5.11 plati x(p;) = 1. Z rovnosti 7 = p; 0 P
a Tvrzeni 5.13 tedy mame (7)) [4) = k(P® [4). Pomoci vektorového souéinu nyni
dokdZeme tvrzeni, které je pro n =2 a n = 3 ,geometricky zfejmé*.
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5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

5.35 Tvrzeni. Necht A je nadrovina v R" a necht ¢;, #¥, P9 jsou definovany
jako vyse. Pak

(5.22) k(7D 14) = K(PD 14) = ¢

Ditkaz. Je-li u',... u™ "' baze zamé&feni A a w:=u' x --- x u™ ! podle (5.8), (5.3)
a Tvrzeni 5.32 (ii) plati

(i) _ vol(ﬂ'(i) (ul), e ,ﬂ(i) (Unil)) _ det[“(i) (“1)’ - 77r(i)(un71)] |
(5.23)  w(m" 14) = vol(ul, .., un—1) - [|wl]

Protoze ¢; = |w;|/||w|| a podle definice w méme
(5.24) w; = detle;,u',. .., u" " = (1) det[r P (u),..., 7D @)

po dosazeni do (5.23) dostdvame dokazovanou rovnost.

5.36 Pozndmka. Z rovnosti (5.24) je vidét, jaky je geometricky vyznam znaménka sgn(w;).
Méme-li toti% na zam&¥eni V nadroviny A zadénu orientaci tak, 7e (u!,...,u"~1) je kladna baze
V (srov. Dodatek 6.2), pak z (5.24) vyplyva, Ze (D (ul), ..., 7 (u?~1)) je kladn4 (resp. zaporna)
baze R (tj. #(0) }4: A — R?~1! zachovava (resp. méni) orientaci), pravé kdy# (—1)"+t1w; >
0 (resp. (—1)"*1w; < 0). Poznamenejme jeits, %e &islo w;/||w]|| je kosinus thlu z [0,7], ktery
svirdji vektory w, e;, a tedy orientované prostory A a S; = {z € R™: z; = 0}, orientujeme-li
A normalovym vektorem w. Cislo (—1)*+1w; je kosinus tihlu, ktery svird A s S;, pokud v S; za
kladnou bézi zvolime e1,...,e;—1,€j41,...,€n.

Okamzitym disledkem Tvrzeni 5.35 je nasledujici ,,zobecnéni Pythagorovy véty“.

5.37 Véta. Necht A C R" je afinni prostor dimenze n — 1 a necht F C A je
uzaviend mnozina, pro kterou pu,—1(F) < co. Pak

n

625 Gnea ) =3 (ea GO ) = 3 (s (PO

i=1 i=1

Diikaz. Podle (5.22) plati \p—1 (79 (F)) = cipn—1(F), takze (5.25) plyne oka-
mzite z (5.21).

Je-li k = 1 a F je tisecka ab, pak (5.25) je rovnost ||b — al|? = (b — a;)?, coz
je bézné zobecnéni Pythagorovy véty. Projekce mnoziny F' v pfipadech kK =1, n = 2 a
k = 2, n = 3 jsou zndzornény na obr. 5.21. Je-li F' trojihelnik XYZ na obr. 5.21, vzorec
(5.25) prejde v rovnost

(12(XYZ))” = (p2(XO0V))” + (2(X02))* + (p2(Y02))*.
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LokalIn{ koeficient zmény k-rozmérné miry a jeho vypoclet 5.8

OBR.5.21. Ke ,zobecnéni Pythagorovy véty“; mnozina F' lezi v roviné trojihelniku
XYZ.

5.38 Poznamka. Pfirozend analogie predchozi véty plati pro afinni prostory A libovolné
dimenzel < k < n. Na pravé strané pfislusného vzorce je pak soucet ¢tverc k-rozmérnych mér
projekci na vS8echny , k-rozmérné souradnicové roviny“. Pti dikazu je nutno uzit Binet-Cauchyiv
vzorec o determinantu sou¢inu obdélnikovych matic (srov. [Kop], [LM]).

5.8 Lokalni koeficient zmény k-rozmérné
miry a jeho vypocet

Necht G' C R* je oteviend mnozina a ¢:G — R” je parametrizace jednoduché k-
plochy. Jestlize ¢ je afinni, vime, Ze existuje ,koeficient zmény k-rozmérné miry“
k = K(p), pro ktery plati ux(p(B)) = k- At (B) pro kazdou borelovskou B C G. Pro
©, kterd neni afinni, jiz takovy koeficient existovat nemusi. Vime v8ak, ze protg € G
je k(¢ (to)) ,lokdlni koeficient zmény k-rozmérné miry“: je-li B C G borelovska
mnozina, kterd je ,hodné blizko“ bodu tg, pak pr(@(B)) =~ k(¢ (to)) - Ax(B). To
jsme pouzili pfi heuristickém odvozovani vzorce pro obsah plochy. Nyni, kdyz jsme
tento vzorec pouzili v definici k-rozmérné miry, mizeme ovSem tuto ,piibliZznou
rovnost“ po uptesnéni dokazat:

5.39 Tvrzeni. Necht G, ¢ jsou jako vySe a to € G. Pak pro kazdé € > 0 existuje oteviené okolf
U C G bodu to takové, Ze pokud B C U je borelovskd mnozina a A\ (B) > 0, pak

1 (2(B))

e (B) — k(¢ (to))| <e.

Dikaz. ProtoZze funkce
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5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

K(@' (1) = \/r (agt(f),..., agt(:))

je zfejmé spojita, 1ze zvolit okoli U C G bodu tgp tak, aby pro kazdé ¢ € U platily nerovnosti
k(@' (t0)) — e < k(' (t)) < k(¢ (to)) + €. Je-li B C U borelovskd mnozina a A\i(B) > 0, pak

Ae(B) - (5(¢' (to)) — &) < /B k(@' (1) dt < Ak(B) - (5(¢(to)) + €),

pi(p(B))
Ar(B)

takze k(@ (t0)) —€ < < k(9 (t0)) +e.

Umime-li vypodéitat ,lokélni koeficient“ x(¢'(t)) parametrizace p: G — R™ jed-
noduché k-plochy P, vypodet plogného integralu 1. druhu | p [ dS se redukuje na
vypocet Lebesgueova integralu [ f(p(t)) - £(¢'(t)) dt.

5.40 Poznamka.

(i) Nékdy se pige dS = k(@' (t)) dt a tento vyraz se nazjva ,element plochy“. Misto o
vypocétu ,lokalniho koeficientu® se pak hovofi o vypoctu ,elementu plochy“.

(ii) Pro zobrazeni o:R*¥ — R* ma vyznam lokalnfho koeficientu zmény k-rozmérné
miry“ absolutni hodnota jacobidnu: k(o' (tg)) = |J,(to)|- Proto nékte¥i autoti &islu
k(o' (to)) pro p:R* — R™ ¥{kaji ,k-rozmérny jacobian‘.

t
Protoze ¢'(t) e; = ag;t()’ plati podle Tvrzeni 5.12
i

(5.26) w(' (1)) = vol (8a<pt(1t)"“’ 8§tf)> _ Jr (8;(1::),___,5;(:)).

Tento vzorec (ktery jsme jiz pouzili) je univerzalni. V nésledujicich specidlnich
pfipadech ukazeme, jak jej lze pFevést na vzorec jiny (¢asto jednodussi). P¥islusné
vzorce pro [, f dS v8ak psit nebudeme.

Piipad k = 1.
9¢(t)

V tomto piipadé T ¢'(t) € R”, takze
1

(5.27) k(9" (1) = V(' (1) = V(' (1),¢' (1)) = |l (D)]].

Piipad k=n—1.
V tomto piipadé Ize k(' (t)) vyjadiit pomoci vektorového souéinu. Podle Tvrzeni 5.32
(ii) totiz mame

(5.28) k(¥ (1)) = vol (agt(lt)v-~’gti(_t)l) = Hagt(f) S gti(—t)l

Pro zkraceni zpist zavadime oznaceni

(5.29) wo(t): = agt(f) oo x gti(_t)l,
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LokalIn{ koeficient zmény k-rozmérné miry a jeho vypoclet 5.8

pri kterém tedy plati

(5.30) K(#' (1)) = [lwe (1)])-

Podle definice vektorového sou¢inu miizeme soufadnice wy(t) jednoduse vyjidfit pomoci
jacobiant:

(wy(t)); = det ei’(?np_(t) Q) _

oty '’ T Ot —1
0 D1 (t) 1 (t)
Ot o Otn_1
| e dpi(t) | _ i1 D@1, .., i1, Pit1s- .-, Pn)
=1 = (-1 t).
oty Otn—1 ( ) D(tl,...,tnfl) ( )
0 2en®) D (t)
oty ot Otn _1

Plati tedy

n . . 2
630w 0) = lwplo)l = || 3 (Dot b)),

i=1

Je uzite¢né si rozmyslet, jakym zpiisobem odpovida vzorec (5.31) V&t& 5.37 a jaky vzorec pro
vypoclet k(¢ (t)) opovidd v p¥ipadd obecného 1 < k < n dalsimu zobecnéni Pythagorovy véty

zminénému v Poznidmce 5.38.

Pripad n =3, k = 2.
V klasické diferencialni geometrii se pro parametrizaci ¢ jednoduché 2-plochy v R3 Zasto
pouziva zapis
@: (u,v) = (z(u,v), y(u, v), 2(u, v)).
Pak na @ podle (5.31) plati

1= (3e2) + () + (3es)’
Pouijeme-li (5.26), dostévame
o o= r (3030 - Ll I - (e 5

Casto se pouziva oznadeni

dp || ax\?  (oy\? & [9z\?
e () () ()
or Ox Oy Oy Oz 0z

F = = = . — 2.2 -~ .z
g1z =g ou 3v+3u v Bu O’

ou
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5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu
¢

2 _ (Ox 2 oy \ 2 8z\?
ol = (5) (&) +(G)
Zde E, F, G jsou tzv. Gaussovy koeficienty (koeficienty prvni zékladni kvadratické formy plochy).
Pii tomto oznadeni ma (5.33) tvar

k(@) = VEG = F2 = /g1 - g22 — g7,
dS = VEG — F2 dudv = 1/g11 - g22 — 9%, dudv.

Pt#ipad explicitné zadané (n — 1)-plochy.

Nyni pfedpokladejme, ze P je explicitné zadany kus (n — 1)-dimenzionalni C*
plochy v R™. Pak existuje otevien4d mnozina G C R* 1, 1 < i < n a funkce f t¥idy
C' na G, pro kterou

G =g =

formélng:

P = {(xla v 7-Tn): T; = f(x(l))}a
777,
kde jsme pouzili oznaceni z(V:= (zy,...,2; 1,%i41,...,%,). UkdZeme, jak poci-
tat plosny integral 1. druhu pfes plochu P pomoci funkce f. Plochu P pfirozené
parametrizujeme regularnim homeomorfismem ¢:G — R?,

QO(t) = Qo(tla v 7tn71): = (t17 . '7ti717 f(t)7ti+17 tee 7tn71)-
Jacobiho matice ¢ ma pak tvar

1 0 0 0

0 1 0 0 0

. Op(t) dp(t) 0 o ... 1 0o ... 0
WOl = |2 5 = | ary as0) oF(t)  8F(H) of (1)
1 n—1 Oty Oto Tt Bt ot; U Otp—a

0 0 . 0 1 . 0

0 0 0 0 1

a plati

690 - (S0, Y0, o0 o)

Tento vzorec lze pfimocare odvodit z definice vektorového soucinu. Piehlednéjsi je
vBak tato Gvaha: [¢'(t)] m& hodnost n — 1 a vektor wy,(t) je kolmy na vSechny
jeji sloupce. Kratky elementdrni vypocet okamzité tedy dava, ze w,(t) je ndsobkem

vektoru (—%@,...,—%@,1,—%}@,...,—;’0—@) . Vyskrtneme-li z [p'(t)] i-ty

f4adek, dostavame jednotkovou matici, takze plati (w,(t)); = (—1)**!, z éehoz pak
okam?zité vyplyvd (5.34). Dostavame tedy

(53) @) = w0l = 1+ 3 (52 -

J#i
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Orientace (n — 1)-rozmérnych ploch pomoci normdlového pole 5.9

5.9 Orientace (nr 1)-rozmérnych
ploch pomoci normalového pole

Definovat pojem orientace obecné k-plochy neni snadné. (srov. 77?7 ). Pojem ori-
entace (n — 1)-plochy v8ak lze snadno, pfesné a ndzorné definovat pomoci pojmu
spogitého jednotkového normdlového pole.

5.41 Poznamka. Pojem ,vektorové pole v na mnoziné A C R™“ je v klasické analyze jen jiny
nazev pro zobrazeni v: A — R™. (Tato terminologie se pouZiva zejména tehdy, kdy je uZitedné si

predstavovat ,pole vazanych vektori® {z,z + v(zi: x € A}.)

Necht P je (n—1)-plocha v R”. Rekneme, Ze v je spojité jednotkové normélové
pole na P, jestlize v: P — R” je spojité zobrazeni takové, ze pro kazdé xz € P je
v(z) jednotkovy normélovy vektor k plose P v bodé z. Jedno takové normélové
pole v k plose P je znazornéno na obr. 5.22 vlevo.

OBR. 5.22.

Necht P je (n—1)-plocha v R”. Rekneme, ze P je orientovatelnd plocha, jestlize
na ni existuje spojité jednotkové normalové pole. Pokud jsme na ni jedno takové
pole zvolili, fekneme, Ze P je orientovand plocha. (Chceme-li o orientaci plochy ho-
vorit jako o matematickém objektu, mizeme ji ztotoznit s timto zvolenym spojitym
jednotkovym normélovym polem.)

5.42 Tvrzeni. Necht P je souvisld orientovatelnd (n — 1)-plocha v R™. Pak ji Ize
orientovat pravé dvéma zpusoby. Je-li v jedno spojité jednotkové normalové pole
na P, pak to druhé je —v.

Dikaz. Necht v je jedno spojité jednotkové normaélové pole na P. Pak ziejmé

v* := —v je také takové pole. Uvazujme nyni libovolné spojité jednotkové normalové
pole 7 na P, bod a € A a funkce d(z) = ||v(z) — v(x)||, d*(x) = ||[v*(z) — v(z)||.
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5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

Funkce d, d* jsou ziejmé spojité na souvislé mnoziné P a nabyvaji pouze hodnoty
0 a 2; jsou tedy konstantni. Protoze zfejmé bud 7(a) = v(a) nebo v(a) = v*(a),
plati 7 = v nebo v = v*.

5.43 Poznamka. Je snadno vidét, Ze nesouvislou orientovatelnou (n — 1)-plochu
v R™ mtzeme orientovat aspon ¢tyfmi zpisoby.

Ve starsi literature se také rikd, ze souvisld orientovatelnad plocha ,mé dvé strany“
a orientace je vybérem jedné z téchto dvou stran. To odpovidd nézorné predstavé, Ze
jednotkovy normélovy vektor v(z) ,chodi“ po jedné strané plochy P, na druhou stranu
(po které ,chodi“ v*(z) = —v(x)) se viak nikdy nedostane.

Nejzndméjsi neorientovatelnou (jednostrannou) souvislou plochou je Mobitv list zob-
razeny vpravo na obr. 5.22. Zde je znazornéno, jak se jednotkovy normalovy vektor n v
bod& a ,spojité premistil® do opa&né polohy n* = —n; z toho snadno vyplyva (pomoci
modifikace tvahy z pfedchoziho ditkazu), Ze spojité jednotkové normalové pole na Mobiové
listu neexistuje.

Snadno je vidét, ze kazd4 jednoduchd (n — 1)-plocha je orientovatelna:

5.44 Tvrzeni. Necht P je jednoduchd (n — 1)-plocha v R* a ¢:G — R" je jeji
parametrizace. Pro t € G a = € P polozme
Ip(t) de(t) wy (9~ (2))
wy,(t): = X e X a  vy(r) = ——F— .
v oty Otn 1 v [lwe (1 (2))]]

Pak v, je spojité jednotkové normalové pole na P.

Diikaz. Protoze ¢ je t¥idy C!, z Poznamky 5.29 (iii) ihned vyplyv4, 7e zobrazeni
dp(t) do(t)

oty 7 Oty
Ty (P), z Tvrzeni 5.32 vyplyva, ze pro kazdé t € G je w,(t) nenulovy normélovy
vektor k plose P v bodé ¢(t). Zavér tvrzeni nyni vyplyva z toho, Ze ¢ je homeo-
morfismus G na p(G).

wy:G — R je spojité. Protoze ( ) je baze tecného prostoru

Orientaci urcenou polem v, nazyvame orientaci urcenou parametrizaci . Je-
li P orientovana a jeji orientace je tdz, jako orientace urcend parametrizaci o,
fekneme, 7e parametrizace ¢ je kladnd. Je-li orientace P taz, jako orientace urcend
polem —v,, fikdme, Ze parametrizace ¢ je zdpornd.

5.45 Poznamka. Necht P je souvisld jednoduch (n —1)-plocha v R” orientovand
spojitym jednotkovym normalovym polem v, ¢:G — R™ je jeji parametrizace a
to € G. Pak z Tvrzeni 5.42 a Tvrzeni 5.44 okamzité vyplyva, Zze ¢ je kladnd (resp.
zdpornd) parametrizace, pravé kdyz w,, (to) = v(p(to)) (resp. wy,(to) = —v(p(to))).

Budeme potiebovat také nasledujici snadné tvrzeni.

5.46 Tvrzeni. Necht P je (n— 1)-plocha v R", v je spojité jednotkové normalové
polena P a @ C P je také (n—1)-plocha. Pak v ¢ je spojité jednotkové normalové
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Regularni hranice otevfené podmnoziny R" 5.10

pole na Q. (Orientace P tedy na @ kanonicky indukuje orientaci.)

Diikaz. Z¥ejmé stadi dokézat, Ze pro kazdy bod a € @ plati v(a) L T,(Q). To viak
plati, protoze podle definice te¢ného prostoru ziejmé T, (Q) C T, (P).

(ProtoZe oba te¢né prostory maji stejné dimenze, nutné se rovnaji. Také neni t&2ké ukazat,
ze Q je vzdy relativné oteviend v P; to v8ak potfebovat nebudeme.)

5.10 Regularni hranice otevrené
podmnoziny R"

Vétsina otevienych podmnozin G C R, které jsou dilezité pro aplikace, ma hranici,
kterd je ,skoro hladkd“: je sjednocenim (n — 1)-plochy a mnoZiny N, kterd mé
nulovou (n — 1)-rozmérnou miru. (Tuto vlastnost maji G1 i G2 z obr. 5.23).

OBR. 5.23.

Ve formulaci Gaussovy véty se v8ak pripoustéji jen nékteré takové mnoziny.
Abychom je popsali, potiebujeme nasledujici definici.

5.47 Definice. Necht G C R” je oteviend mnozina a z € 0G. Rekneme, e x je
regularni hranic¢ni bod, jestlize plati:

(i) Existuje § > 0 takové, 7e Us(z) NOG je jednoduchd (n — 1)-rozmérnd plocha.

(ii) = ¢ int(G).

Mnozinu vSech reguldrnich hrani¢nich bodid budeme znacit 0,G a nazyvat ji
regularni hranici mnoziny G.

5.48 Priklad. Necht G; C R%, G5 C R? jsou mnoziny z obr. 5.23. Pak ziejmé
plati 8G1 = 8.G1. Pro bod ¢ € dG2 neplati (i), ale plati (ii); pro b € 0G, plati (i),
ale neplati (ii); pro a € G2 neplati ani (i), ani (ii).
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5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

OBR. 5.24.

Je snadno vidét, ze requldrni hranice 0.G je bud prizdnd mnoZina nebo (n—1)-
plocha. Situace v okoli regularniho hrani¢niho bodu a vypada velmi jednoduse. Pro
piipad n = 2 jsou moZné pravé 4 typy chovéni (které jsou zndzornény na obr. 5.24
vlevo), pro obecné n je 2n analogickych typti. Toto tvrzeni nebudeme potiebovat,
a proto ani precizovat; bude ndm stacit Tvrzeni 5.51.

5.49 Definice. Necht G C R" je oteviend mnozina a x € OG. Rekneme, 7e vektor

0£veR
(i) mifi v bodé z ven z G, jestlize existuje § > 0 takové, 7e x +tv ¢ G pro kazdé
t € (0,0);
(il) mifi v bodé x do G, jestlize existuje § > 0 takové, Ze x + tv € G pro kazdé
t € (0,6).

5.50 Definice. Necht G C R" je oteviend mnozina, x € 8,G a v € R". Rekneme,
Ze v je vngj§i (resp. vnitrni) jednotkovy normalovy vektor ke G v bodé x, jestlize

(i) v je jednotkovy normélovy vektor k 8,.G v bodé x a
(ii) v miff ven z G (resp. v miii do G).

Nustrace k nasledujicimu tvrzeni je na obr. 5.24 vpravo.

5.51 Tvrzeni. Necht G C R" je oteviend mnozina a « € 0,G. Pak plati:

(i) Existuje pravé jeden vndjsi jednotkovy normdlovy vektor ke G v bodé x
(ktery budeme oznacovat symbolem v§,(z)) a praveé jeden vnitini jednotkovy
normdlovy vektor ke G v bodé x (vi(z) = —v&(z)).

(ii) Jestlize v € R” a (v,v&(x)) > 0, pak v miff ven z G. Jestlize v € R” a
(v,v&(z)) <0, pak v miii do G.
(iii) Jednotkové normdlové pole v& je spojité na plose 0, G.

Diikaz. (Strucny.) Nejdfive dokdZeme, ze existuje oteviené okoli U bodu z a na U ,roz-
hrani¢ujici funkce® h, tj. C' funkce na U takova, ze gradh(z) # 0 proz € U a

(5.36) GNU={t h(t) <0}, OGNU = {t: h(t) =0}.
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Zvolme oteviené okoli V bodu z takové, ze dG NV je kus (n — 1)-rozmérné C' plochy
zadany difeomorfismem, tj. existuje oteviend mnozina H C R™ a difeomorfismus : H —
R"” takovy, Ze

(5.37) OGNV = (HN {(z1,...,2n): &n =0}).

Necht y := ¢~ () a § > 0 je tak malé, 7e U* := US°(y) C H. Poloime
U:=yU"), M :=GNU Msy:=U\G,

z Definice 5.47 (ii) plyne, Ze Ms # 0. Déle ozna¢me

hW*(yi,-yn) = yn, L={y €U :h"(y) <0}, L :={yeU": h'(y) >0}

Zobrazeni v [1,ur, je homeomorfismus prostoru It U Iz na My U M», intervaly Iy, I>
jsou souvislé a My, M5 jsou neprazdné obojetné podmnoziny prostoru M; U M. Z toho
snadno vyplyva, ze bud M; = (1) nebo My = t)(I2). V prvnim p¥ipadé stadi zfejmé
polozit h:=h* oy~ |y a v druhém piipad8 h:= —h* oy ! |-

Protoze dGNU je kus (n — 1)-rozmérné C* plochy zadany implicitné vazbovou funkci
h, je grad h(z) normélovy vektor k 9+G v bodé x (srov. Pozndmka 2.163 (a)). Pro v € R"
plati

lim h(z 4+ tv) — h(z)

=0 n = Dyh(z) = (v, grad h(z)).

Z (5.36) a definice limity tedy vyplyvd, ze vektor v mi¥{ v bodé = ven z G (resp. do G),
jestlize (v, grad h(x)) > 0 (resp. (v,grad h(x)) < 0). Vektory

grad h(z) i

2 vi(z) = grad h(z)

(5.38) v (z) = " Teradh(2)]]

~ llgrada(z)]

jsou tedy (jediné) vnéjsi a vnit¥ni jednotkové normélové vektory ke G v bodé z a plati
také (ii). Z (5.38) vyplyva, ze v§ je lokalné spojité na 0« G, takze plati t6z (iii).

Na 0,G budeme vétsinou volit orientaci zadanou spojitym jednotkovym normaé-

lovym polem v&; v tom piipadé budeme fikat, ze plocha 0.G je orientovand vnéjsi
normdalou.
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OBR. 5.25.

5.11 Tok vektorového pole orientovanou
plochou a Gaussova véta

5.52 Definice. ~Necht P C G je (n — 1)-plocha v R™ orientovand spojitym jed-
notkovym normalovym polem v. Necht F: P — R" je vektorové pole. Existuje-li

realné cislo
/?d? ::/(F(x),u(x)) dS(z),
P P

nazyvame je tokem vektorového pole F' orientovanou plochou P.

Tok vektorového pole orientovanou plochou se ¢asto nazyva plosngm integralem
2. druhu. Je-li tento plosny integral definovan, fikame, ze konverguje.

Pravé zavedeny pojem toku mé pro n = 3 pfirozenou hydrodynamickou inter-
pretaci (je v8ak dtlezity i v jinych fyzikdlnich oborech).

Predpokladejme, Ze oteviend mnozina G C R3 je zaplnéna pohybujici se nestlacitelnou
kapalinou a F'(z) ma vyznam vektorové rychlosti ¢astice tekutiny v bodé z. (Predpokla-
déame tedy, Zze proudéni je staciondrni, tj. ustilené; rychlost ¢astic v bodé x nezavisi na
¢ase.) Tok pole F plochou P mé pak vyznam objemu kapaliny, ktery za jednotkovy cas
protece plochou P. Pfitom objem kapaliny, ktery protece plochou ,na stranu, do které
miifi v“ se pocita se znaménkem + a objem, ktery protece plochou v opa¢ném sméru, se

znaménkem —. Celkovy tok muze tedy byt kladny, ale také zadporny nebo nulovy. Uva-
7ujme nyni na ploe P velmi malou plosku AP s obsahem AS a zvolme x € AP (viz
obr. 5.25).

Céstice kapaliny, které za velmi kratky ¢as At protekly ploskou AP, vyplni mnoZinu,
kterd je (za pfedpokladu hladkosti vektorového pole F') .k nerozeznini“ od ,valcového
télesa“ s podstavou o obsahu AS a vyskou (At) - ||F(z)]|| - |cos |, kde o € [0, 7] je tihel,
ktery sviraji vektory v(z) a F(x). Ploskou AP tedy za ¢as At protece objem kapaliny AV,
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ktery mé absolutni hodnotu |AV| = (AS) - (At) - ||F(x)|| - | cos «|, pficemZ se tento objem
poc¢itd se znaménkem +, pokud « € [0, 7/2] a se znaménkem —, pokud a € (7/2, 7], takze

AV = (AS) - (At) - ||F(z)|| - cosa = (AS) - (At) - (F(z),v(z)).

Za jednotkovy cas tedy ploskou AP protefe objem kapaliny AT =~ (AS) - (F(z),v(z)) a
plogny integral 1. druhu [, (v(z), F(z)) dS(z) mé vyznam celkového toku.

5.53 Poznamka. Celkovy tok je (za vhodnych predpoklad®) limitou ,integralnich soucti“
S (F(z),AS - v(z)). Z toho vychdzi oznaeni toku, kde Fds je skalarni sou¢in a 45 se »heu-
risticky interpretuje“ jako nekone&n& maly vektor AS - v(z).

Vypocet toku pies jednoduchou orientovanou (n — 1)-plochu v R* zpravidla
provadime podle nésledujiciho tvrzeni (ve kterém w, (t) mé vyznam z Tvrzeni 5.44,

. wo(t) = 2E(t) % - x 522=(1)).

5.54 Tvrzeni. Necht P je jednoduchd orientovand (n — 1)-plocha v R" a necht
©:G — P je jeji kladnd (nebo zdpornd) parametrizace. Necht F: P — R"™ je bore-
lovsky meéritelné vektorové pole. Pak

| Fad == [ (Fe) o) a
P G
dp

_ dp
_i/Gdet [F(np(t)),a—tl(t),... — (1) dt,

konverguje-li jeden z integralii. Pfitom znaménko + (resp. —) se bere, je-li parame-
trizace o kladnd (resp. zdpornd).

Diitkaz. Podle Tvrzeni 5.44 je plocha P orientovand jednotkovym vektorovym

i= —“’(’ (@) omoci Vé a ostavame
polem v, (x): = ﬂ:“ T @V P ty 5.24 a (5.30) dost
}_7) ? . r y g F’ wy(t) e

z ¢ehoz ihned plyne prvni z dokazovanych rovnosti. Druhé rovnost okamzité vyplyva
z Tvrzeni 5.30.

5.55 Poznamka. V konkrétnich prikladech pocitdme tok vektorového pole F
obecnou orientovanou (n — 1)-plochou P (napf. regularni hranici 0.G) tak, Ze na-
lezneme vyjadieni

P=P U---UP,UN,

kde Pi,..., P, jsou jednoduché souvislé po dvou disjunktni plochy a p,—1(N) = 0.
Na ploge P; uvazujme orientaci indukovanou orientaci plochy P (viz Tvrzeni 5.46).
Pak ziejmé
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/P?d?:/P?d?+---+/P FdS.

Je-li nyni ;: G; — R™ parametrizace P;, pak ; je bud kladnd nebo zépornd
parametrizace (viz Pozndmka 5.45). Toky F' ptes plochy Py,..., P, miZeme tedy
pocitat podle Tvrzeni 5.54.

5.56 Pfiklad. Necht G = {(z,y,2): 22 +y% < (1 —2)?,0 < z < 1}. Pak G je vnitiek kuzele s
vrcholem (0,0, 1), jehoz podstava je kruh v roving zy o poloméru 1 a stfedu v poc¢atku. Polozme
D = {(z,y): 22+ y? < 1} a definujme ¢: D — R? a w: D — R3 piedpisy
(p(i?,y):l— V$2+y27 w(x,y)Z(x,y,O).

Je snadné ovéFit, Ze @, w jsou parametrizace disjunktnich jednoduchych ploch Pj := (D),
P> := w(D) a neni t&zké dokéizat, ze 8:G = P U P».

Pocitejme tok vektorového pole F(z,y,2) = (z,y,x + 2z) plochou 8.G, kterd je orientovani
vnéjsi normalou.

Protoze pro (z,y) € D vektor wy, (z,y) = (1,0,0)x(0,1,0) = (0,0,1) v bod& w(z,y) = (z,y,0)
ziejmé mifi do G, je w zaporna parametrizace P>. Plati tedy

[ 7 aF == [ (#(wla ) waew) dody =
Py D
= */ ((z,y,x),(0,0,1)) dedy = 7/ zdzdy = 0.
D D

Abychom se vyhnuli odmocnindm, polozme n(r,a) = (rcosa,rsina) pro (r,a) € @ := (0,1) x
(0,27). Pak n(Q2) = D\ ([0,1] x {0}), takZe ¢ := p ow je parametrizace plochy Ps3 = P; \ A, kde
A={(z,y,2): y=0,0<x<1,2=1-—x} Zifejm8 ps(A) = 0, takZe fP1 ?d?f% Fd¥s.
Plati

P(r,a) = (r cosa,r sina,1 —r), wy(r,a)= (cosa,sina, —1) x (=rsina,rcosa,0) = (r cosa,r sina,r).

Protoze v kazdém bodé P3 zfejmé vektor v = (0,0,1) mi¥i ven z G a (wy(r,a),v) =7 > 0
pro (r,a) € Q, dostdvame, Ze ¢ je kladné parametrizace Ps. Plati tedy

[ Fa® = [ (r(wlra)),ws(ra) drda =
Py Q

:/((r cosa,r sina,1 —r +r cosa),(r cosa,r sina,r)) drdoz:/(rJrr2 cos ) drda = 7.
Q Q

Je tedy Fds =n.
8.G

Abychom mohli zformulovat zakladni (Gaussovu) vétu o toku vektorového pole
plochou, potiebujeme definovat pojem divergence vektorového pole.

5.57 Definice. Necht F:G — R, F = (F},... Fy) je vektorové pole tiidy C' na
oteviené mnoziné G C R" a z € . Pak cislo

OF, oF,
div F(z) == a—xl(x) o ()
1 n

nazyvame divergenci vektorového pole F' v bodé x.
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Nyni jiz mizeme zformulovat Gaussovu vétu, které se také nékdy ¥k véta
Gauss—Ostrogradského nebo véta o divergenci.

5.58 Véta. (Gaussova véta) Necht G C R" je omezend oteviend mnoZina, pro
kterou

(5.39) 0G € Pu1, pn1(0G) <00 a pn_1(0G\0G) = 0.

Necht F' je vektorové pole, které je tiidy C' na néjaké oteviené mnoziné obsahujici
G. Orientujeme-li plochu 9,G vnéjsi normalou, pak

(5.40) /8 G?d?: (F(2), v(z)) dS(z) = /G div F(z) da.

oG

Poznamenejme, Ze prvni rovnost v (5.40) je zfejma z definice toku a pfedpokladu
tn—1(0G \ 0.G) = 0.

Gaussova véta se nékdy vyslovuje v nasledujici ,,skaldrni formé“.

5.59 Véta. Necht G je jako v predchozi vété av = (v1,...,v,) je pole jednotko-
vych vnéjSich normalovych vektorii ke G na 0,G. Necht f je redlna funkce, kterd

je tiidy C' na néjaké oteviené mnoziné obsahujici G. Pak pro kazdéi € {1,...,n}
plati
0
(5.41) fovidS = / G
aa a Ox;

Je snadno vidét, ze Véta 5.59 je v podstaté pouze preformulaci Véty 5.58. Vime-
li totiz, ze plati Véta 5.58, a aplikujeme ji na vektorové pole F' := f - e;, dostaneme
rovnost (5.41). Naopak, je-li F' pole z Véty 5.58 pak rovnost (5.40) dostaneme,
aplikujeme-li pro kazdé i € {1,...,n} Vétu 5.59 na f := F; a pfislusné rovnosti
(5.41) secteme.

Nésledujici dvé tvrzeni ukazuji, jak pocitat fP f - v; dS pro jednoduché a expli-
citné zadané plochy.

5.60 Tvrzeni. Necht P je jednoduchd (n — 1)-plocha v R" orientovand jednotko-
vym normélovym polemv a ¢: G — P je jeji kladnd (nebo zaporna) parametrizace.
Pak pro kazdou borelovsky méritelnou funkci f: P — Rai € {1,...,n} plati

Ga2) [ fomas=s-0 [ e Pt ol g

konverguje-li jeden z integralii. Pfitom znaménko + (resp. —) se bere, je-li parame-
trizace o kladnd (resp. zdpornd).
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wy, (t)
lwe (B

_ wo )i
/fm% /f mlnamm

Nyni sta¢l pouzit vyjadieni (w,(t)); ze vzorce za (5.30).

Diikaz. Protoze podle Tvrzeni 5.44 plati v;(p(t)) = + dostavame

5.61 Tvrzeni. Necht P je explicitn& zadany kus (n—1)-rozmérné C' plochy tvaru
P={(r1,....wn):as = ha®), 2 € G},
kde jsme pouzili oznaceni x9: = (xy,...,2; 1,%iy1,...,2,). Pak plati:
(i) Je-li v spojité jednotkové normalové pole na P, pak bud v;(z) >0, z € P
nebo v;(z) < 0, x € P.

(ii) Pro kazdou borelovsky méritelnou redlnou funkci f na P plati

(543) / f s V; dS = :i:/ f(iL”l, ey i1, h(w(i)),$i+1, ce ,iL”n) diE(l),
P G

(konverguje-li jeden z integrali), pfi¢emzZ znaménko + (resp. —) se bere,
pokud v;(z) > 0, z € P (resp. vi(z) < 0, = € P) a symbol dz'¥ nahrazuje
dzy ...dz;—1 dxiyq ... dxy,.

Dukaz. Uvazujme parametrizaci ¢ plochy P danou predpisem

@(t) = QD(tl, s ,tn_l): = (tla s 7ti—17h(t)7ti7 s 7tn—1)7 ted.

Pak podle (5.34) (wy(t)); = (—1)*"'. Polozime-li v} (z):= (- 1)’+1M

lwe (=t ()’
je tedy v* spojité jednotkové normélové pole na Pav; (z) = 1/||w,(p~" (z))|| > 0
pro z € G. (Pro druhé spojité jednotkové normélové pole —v* ovSem plati
(—vF)(z) <0, x € G.) Vzorec (5.43) jisté staci ovéfit pro v = v*. Plati

[5 vt as= [ sten oy el ar= [ 10

Oznacime-li proménné ¢y, ..., t,_1 porade symboly z1,...,2;—1,Zit1,-..,Zpn, do-
stavame vzorec (5.43).

Gaussovu vétu lze vyslovit také v feci diferencidlnich forem. Teorie diferencial-
nich forem umoznuje dokazat velmi elegantni zobecnéni Gaussovy véty — obecnou
Stokesovu vétu. Nyn{ budeme uvaZovat jen nejjednodussi diferencidlni formy (¥adu
n—1) v R” tvaru

f(:l?) diL”l . diEi_l diL”H_l .. d:l?n = f(iL”) diL”l VANCIERWAN diEi_l A diL”H_l VANRERIAN d:l?n,
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kde f je spojitd funkce na oteviené mnoziné Q C R™.

Pii pouziti starsiho zapisu vlevo se diferencidlni forma chape pouze jako ..for-
malni symbol“. V novéjsim pojeti je diferencialni forma presné definovany objekt;
je to tenzorova funkce (a A je symbol pro tzv. vnéjsi soudin tenzori).

Integral diferencidlni formy w = f(z) dz;...dz;—1 dzj41...dz, pfes orien-
tovanou (n — 1)-plochu lze definovat pomoci integralu 1. druhu takto.

5.62 Definice. Necht'1 <i <n, f je spojita funkce na oteviené mnoziné @ C R"
a P C Q je (n— 1)-plocha orientovana jednotkovym normalovym polem v. Pak
klademe

(5.44) / f(z) doy ... do;q dzigy .. .dzy, = (—1)i+1/ f-vi ds,
P P

ma-li prava strana smysl.

Integralu z diferencialni formy pres plochu se také casto ¥ika plosny integrdl 2.
druhu.

Motivace Definice 5.62 je (aspoii ¢asteéné) dana vzorcem (5.43). Koeficient
(—1)#*! fizce souvisi se vzorcem (5.42) (7 kterého ihned plyne nasledujici tvrzeni).
Viz té% Poznamka (7).

5.63 Tvrzeni. Necht 1 < i < n, f je spojitd funkce na oteviené mnoziné Q0 C
R*, P C Q je jednoduchd orientovand (n — 1)-plocha a ¢:G — P je jeji kladna
parametrizace. Necht w = f(z) dz1 ...dz;—1 dzsyq ... dz,. Pak

R R R L

konverguje-li jeden z integrali.
V ,fedi diferencialnich forem“ ma Véta 5.59 nésledujici tvar.

5.64 Véta. Necht oteviend mnozina G C R" je jako ve Vété 5.58. Plochu 0,.G
orientujme vnéjsi normélou. Necht f je realnd funkce, kterd je tiidy C' na ndjaké

oteviené mnoziné obsahujici G. Pak pro kazdé i € {1,...,n} plati
(5.46) / flz) dzy ... dz;— dzigy ... dz, = (—1)“‘1 w dzy ...dz,.
8.G ¢ O

5.65 Pozndmka. geometricky smysl integralu z diferencidlni formy PopiSeme nazorny geometricky
vyznam integrélu [p f(z) dz1...dwj—1 dzit1...dzs. (Za jistych predpokladt kladenych na P
a f lze heuristickym tvahdm niZe dit presny smysl.)

Uvazujme ,projekci“ w(1): R? — R*~! danou predpisem

W(i)(zl,...,zn) = (T, ey Tim 1, Tigly e Tn)
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RozloZme P na konetn& (nebo spocetnd) mnoho borelovskych mnozin Pi, Ps,... s velmi malym
diametrem a v kazdé z nich zvolme bod &, € Pj. Pak [, f(z) dz1...dzi—1 dziy1...dzn je
limitou ,integralnich souc¢ti“

D> FEk) - (a1 (w(Pr))),
k

kde +Ap—1(7(P})) je ,orientovany (n — 1)-rozm&rny objem ,orientovaného prim&tu (%) (Py)“.
To lIze ¥ici trochu srozumiteln&ji tak, e znaménko + (resp. -) se bere, pokud zobrazeni (%) [P,
: P, — R"~!  zachovava orientaci“ (resp. ,,mé&ni orientaci®).

Zkusime vysvétlit, jak tato ndzornéd predstava vede ke vzorci (5.44) (pro heuristické zdiivod-
néni vzorce (5.45) srov. ?77).

ProtoZe P ,nerozezname* od mnoziny lezici v afinnim prostoru A := A‘}l,f(gk) a podle Tvrzen{
5.35 k(7D 1 4) = ¢; = |vi(€r)], usuzujeme, Ze

A1 (7 D (Py)) & pn—1(Py) vi(€)].

Orientujme A pomoci norméalového vektoru v (&) (srov. Dotatek 6.2.). Nahradme nyni frazi
Lm(®) Ip, 7achovévd orientaci® tvrzenim (D |4 zachovavé orientaci, které podle Poznamky 5.36
plati, pravé kdyz (—1)*+1v;(€;) > 0. Pak usuzujeme, Ze

Do ) (EXaca(@(P)) & D F(ER) - (1) vi(Er) pm—1(Py) & (- 1) /Pf-w ds.
k k

5.66 Pozndmka. V teorii diferencidlnich forem se definuje (vng&jsi) diferenciél diferencidlni formy
w = f(z)dzi A---Adzi—1 Adzigr A+ Adag
jako diferencidlni forma
dw:=df(z) Adzi A--- Adzi—1 Adxigs A--- Ady,.

Nezname-li teorii diferencidlnich forem, nema pro nis ovSem vyraz napravo smysl. Zde po-
znamenejme pouze to, ze

of(z) of(z)
or1 doy oo+ OTn

df(z) =

pro vnéjsi soucin A plati distributivni zakon a plati

dzp,

dz; A---Adxj A---Adag A--- Adep = —dz; A--- Adxg A--- Adzj A--- Aday

(takZe dz; A---Adzj A---Adz; A+~ Adx; = 0). Poéitdme-li zcela formélné podle t&chto pravidel,
snadno dostévame, Ze
3] g O
dw = 2@ G A dmy A Admsy Admigy A A dan = (—1)7F 2@ g
Ow; ox;

x1 A Adzy,.

Rovnost (5.46) lze tedy psat ve tvaru

/ w:/ dw.
8.G el

Rovnost z obecné Stokesovy véty v R™ ma tentyZ tvar, ale G je v ni orientovand plocha dimenze
kv R™ (n>k)ad«G je jeji ,okraj“, coz je jista orientovana plocha dimenze k — 1 v R™. Pfitom
w je ,obecnd hladkd diferencidlni forma ¥adu (k — 1) v R™“. Pro dal3f informace o diferencidlnich
forméch viz oddil 5.15.

Uvedme jesté vyjadieni toku vektorového pole pomoci integralt z diferencidlnich
forem.

Necht F = (Fi, ..., F,) je spojité vektorové pole na oteviené mnoziné 2 C R?
a P C Q je orientovana (n — 1)-plocha. Z Definice 5.52 a Definice 5.62 okam?7ité
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dostavame rovnost

(5.47)

/P?d?:/P Fi (z) da:2...dxn—/P Fy(z) deydas . .. deg + ...

+ (=) / Fo(x) dzq ... dzp—1.
P

Gaussovu vétu nyni dokazeme pouze pro velmi specidlni mnoziny G. Pritom
vSak uvidime zakladni pricip dikazu Gaussovy véty spocivajici v pouziti Newton-
Leibnizovy formule a Fubiniovy véty. Uplny diikaz lze nalézt v Dodatku 6.5. Pro
zjednoduseni vyjadfovani zavedeme (jen pro potiebu nasledujiciho vykladu) tech-
nicky pojem i-specidlni mnoziny.

5.67 Definice. Necht 1 < i < n. Rekneme, 7¢ G C R" je i-specidlni mnozina,
jestlize plati:

(i) G je omezend oteviend mnozina.

(ii) G € Pp—1, pn-1(0G) <00 a pn—1(0G\ 0.G) = 0.

iii) Existuje oteviena mnozina Q C R*! a dvé& funkce d(t) < h(t) tiidy C* na

(iif) j y

Q takové, Ze
G={(21,...,2,): 2D € Q, dz) < z; < h(z?),

kde jsme polozili ): = (x1,...,2; 1,Tis1,...,2n).

5.68 Tvrzeni. Necht'1 <i<n aG CR" jei-specidlni mnoZina. Necht v je pole
vnéjsich jednotkovych normélovych vektori na 0.G a necht f je redlnd funkce,
kterd je tridy C' na néjaké oteviené mnoziné obsahujici G. Pak

(5.48) fovas= [ 2@ 4,

oG G 8371

Diikaz. Pro zjednoduSeni zapisu budeme predpokladat, ze i = n, diikaz v obec-
ném pripadé je vSak zcela analogicky. Kvili zkraceni zdpisu dale budeme misto
(z1,...,%n_1) psat (M, takze napt. (z1,...,2,) = (@, z,).

Je snadné ovéfit, 76 9G = HUDUB, kde B = {z € dG:z"™ € 90},
H={zeR:2MecQ, z,=ha™)}, D={zeR:z™ eq, z,=da™)},
a plati inkluze H C 8,G, D C 0.G (srov. obr. 5.26).

Je ziejmé, 7e v x € H mifi vektor e,, ven z G a v x € D miii ven z G vektor —e,,.
Z toho podle Tvrzeni 5.51 vyplyva, ze v;(z) = (v,e,) > 0 proz € H a v;(z) <0
pro z € D. V bodé & € BN 0,G ziejmé nemifi do G Zadny z vektora e,, —e,,

z ¢ehoz podle Tvrzeni 5.51 vyplyva, ze v;(z) = 0. Plati tedy / frv;dS=0a
B

podle Tvrzeni 5.61 dostavame
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5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

OBR. 5.26.

/f-z/i dS:/f(a:(”),h(a:(”))) da ... dzp_1,
H Q
/f-y,» dS:—/f(x(”),d(a:(”))) dz; ...dz, ;.
D Q

(Lebesgueovy integraly vpravo totiz zfejmé konverguji.) Plati tedy
(5.49) FovidS = / (£, h@™)) = F, d")) de ..,
aa Q

of . . , = /- [
Protoze funkce +f je spojita na kompaktni mnoziné GG, je na ni integrovatelna,

oz,
takze podle Fubiniovy véty mame
h(z™))
(5.50) %f—(:”) dz = / (/ ﬁ(:p(“),xn) dacn) dzy ... dz,_;.
G 9Tn o \Ja@m) Orn

Protoze podle Newton-Leibnizovy formule plati

h(z(™)
/d O (40 2,) da, = f(a™, Wz ™)) = @), (™)),

x
(z(m)) Oy,
ze vzorci (5.49) a (5.50) dostdvame dokazovanou rovnost (5.48).

5.69 Poznamka. Z predchoziho tvrzeni ihned vyplyva platnost Gaussovy véty

pro mnoziny, které jsou i-specialni pro kazdé ¢ = 1,...,n. Tuto velmi specidlni
vlastnost maji napiiklad oteviené intervaly a oteviené koule. Vétsinu ,obvyklych
otevienych mnozin“ G pak lze pro kazdé i = 1,...,n ,rozlozit“ na kone¢né mnoho

i-specidlnich mnozin takovym zpusobem, Ze pokud na kazdou z nich pouZijeme
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Tok vektorového pole orientovanou plochou a Gaussova véta 5.11

OBR. 5.27.

rovnost (5.48) a obdrzené rovnosti secteme, dostaneme vzorec (5.48) pro G (viz
obr. 5.27, kde vlevo je znizornén ,rozklad“ mezikruzi G na 2-specidlni mnoziny
a napravo na 1-specidlni mnoziny). Pro takové mnoziny G plati tedy i Gaussova
véta. Tuto vahu lze v obvyklych piikladech presné provést, ovérovani predpokladii
obecné Gaussovy véty je vSak nesrovnatelné pohodlnéjsi.

Necht G C R™ je omezend oteviend mnoZina, pro kterou plati (5.39). Pak lze
Gaussovu vétu pouzit k vypoctu A\, (G) pomoci plosného integrdlu pres OG.

Polozime-li napifklad f(z) := z; (1 < < n), pak 5L = 1, take rovnost
(5.41) méa tvar

(5.51) An(G) = /60 z; vi(z) dS(z).

Pro vektorové pole v(z):= & zase plati divv(z) = 1, takze vzorec (5.40) ma

tvar

(5.52) (@) = 1/8 7 45z} = %/80@:,1/(3:» dS(z).

n

5.70 Pfiklad. Necht G:= B(0, 1) je jednotkové koule v R™. Je snadné ovéfit, ze
0G = 0.G = {z:||z|]| = 1}

a v(z):= =z je jednotkova vnéjsi normdla ke G v bodé z € 9G. Vzorec (5.52) m4

tedy tvar

1 1

An (B(0,1)) = —/ (2,2) dS(2) = + ptn_s (3 B(O, 1)).
n Jsa n

Dostali jsme jednoduchy vztah mezi objemem jednotkové koule a ploSnym ob-

sahem jednotkové sféry v R™.

5.71 Pfiklad. (obsah smycky Descartovalistu) — Spoétéme Az(G), kde G = {(z,y): z° <
2xy,z > 0,y > 0}. Z¥ejmé G je oteviend a G C M := {(z,y): «° < 2zy,z > 0,y > 0}.

253



5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

OBR. 5.28.

ProtoZe M mj se sjednocenim os spoleény pouze pocatek, plati G = G\ G c PU{(0,0)},
kde P = {(z,y): > = 2zy,z > 0,y > 0}. Polozime-li g(z,y) := 2° + 3> — 22y, snadno se
spotte, ze grad g(z,y) = (322 — 2y, 3y — 2z) # (0,0) pro (z,y) € P, z &cho snadno plyne
P C 0«G. Jestlize pro (z,y) € P polozime ¢t = 1)(z,y) = y/z, snadno dostivime, Ze 9 je
bijekce P na (0,00) a pro ¢ := ¢ plati p(t) = (2t (1+¢3) 71,22 1 +3)71), t € (0,00).
Protoze lim; o4+ ¢(t) = (0,0) a G je uzaviend, vidime, ze dG = PU{(0,0)}. (Neni t&zké
dokazat, 7e (0,0) ¢ 0+G, ale to nepotiebujeme.) Snadny vypodet davé, ze ' (t) # 0, t > 0.
Protoze ¢ = 4p71 je spojitd na P, je ¢ parametrizace jednoduché jednorozmérné plo-
chy P. Plati o(1) = (1,1), ¢'(1) = (=1,1), wy(1) = x¢'(1) = (1,1), a protoze
grad g(1,1) = (1,1), vidime, Ze wy, (1) sméfuje v bodé (1,1) ven z G, takze parametri-
zace ¢ plochy P (orlentovane vnéjsi normélou) je kladnd (srov. Poznamka 5.45). Plati

tedy
o gp? 2t ' 2
AQ(G)__/Pyd:':__/o 1+t3'(1+t3> dt=3.

5.12 K¥ivkové integraly 1. a 2. druhu

Pojem kiivky a cesty

Pojem kiivky se v matematice pouzivd v nékolika rtznych vyznamech. Nejdtlezitéjsi t¥i
z nich se pokusime objasnit na nazorném piikladu. Piedstavme si, Ze jsme na tabuli (R?)
nakreslili kiivou ¢aru (kterd mtize ,sama sebe protinat“). K¥ivkou se nékdy rozumi:

(a) Vysledek nasi ¢innosti, tedy mnozina (kiiva ¢ara) K C R?, kterou jsme nakreslili.

(b) Pfesny popis na$i ¢innosti, tedy pfesny popis pohybu (cesty) hmotného bodu
(konce k¥idy) v ¢asovém intervalu [a,b]. Tento popis je dén zobrazenim
©:[a,b] = R?, kde ¢(t) je poloha hmotného bodu v ¢ase .

(c) K¥iva ¢ara K C R a informace, ,jakym zptsobem® jsme tuto ¢aru namalovali,
pricemz nas nezajima, kdy a jakou rychlosti jsme ¢aru malovali, ale pouze ,smér,
kterym bod (konec kiidy) probihal mnozinu K“. Na obr. 5.28
jsou znézornény pomoci Sipek dva rizné zpisoby probihani téze mnoziny K. For-
malizaci této predstavy dostdavame treti vyznam pojmu kfivky; nékdy se hovori o
yorientované krivce“; srov. Poznamka 5.77.

5.72 Definice.
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KFivkové integraly 1. a 2. druhu 5.12

(i) Cestou v R™ rozumime spojité zobrazeni ¢:[a,b] = R"*, kde —c0 < a <
b < oo. Obor hodnot ¢([a,b]) nazyvdme geometrickym obrazem cesty a
oznacujeme jej symbolem ().

(ii) Rekneme, Ze cesta @:[a,b] — R" je tridy C', ma-li spojitou derivaci na
[a, b]. Podrobnéji feceno: pro kazdy bod ty € [a,b] existuje limita
(PI(tO) — @(t) - (p(tO)

t—to,tE€[a,b] t —to
intervalu [a, ].

(iii) Rekneme, %e cesta @:[a,b] — R? je skoro reguldrni, jestlize existuje déleni
{to = a <t < --- <ty = b} intervalu [a,b] takové, Ze ¢ je tridy C* na
kazdém intervalu [t; 1,t;], i = 1,...,k (tj. ¢ [1t,_, ¢, Jje cesta tridy Cl) a
prot € [a,b] \ {to,t1,...,tx} plati ¢'(t) # 0.

(iv) Cesta ¢ se nazyva jednoduchd, je-li ¢ prostd; ¢ je uzaviend cesta, jestlize
w(a) = p(b). Je-li ¢ uzaviend a ¢ [[4) je prosté, rikdme, Ze ¢ je jednoduchd
uzavrena cesta.

a vektorovd funkce t — ¢'(t) je spojitd na

5.73 Pozndmka. Popisuje-li cesta ¢: [a, b] — R3 pohyb hmotného bodu v R? a t € [a, b], pak ¢’ (t)
mé vyznam vektorové okamzité rychlosti bodu v ase t a ||¢’(t)|| ma vyznam velikosti rychlosti
(skaldrni rychlosti).

5.74 Definice. Rekneme, 7e K C R" je kiivka (skoro reguldrni kiivka, jednoduchd
krivka, uzavrend kiivka, jednoduchd uzavrenad kiivka), jestlize existuje cesta (skoro
reguldrni cesta, . .. , jednoduchd uzaviend cesta) y: [a,b] — R" jejimZ geometrickym
obrazem () je K. Jestlize (p) = K, fikdme, Ze ¢ je parametrizaci kiivky K.
Jednoduché krivce se rika oblouk.

5.75 Poznamka.

(i) Podle Véty 1.106 a Véty 1.118 je kazd4d kiivka v R"” kompaktni souvisld mno-
%ina. Jak ukézal Peano, ctverec [0, 1]% je kfivka; existuje cesta (,Peanova kiivka®)
¢:[0,1] — R?, jejimz geometrickym obrazem je tento ¢tverec. Neni tézké dokazat,
7e kazda jednoduché a také kazda skoro regularni kiivka v R"”, n > 1, je ¥idka.

(ii) Terminologie kolisd; nékdy se cesté Fikd ,kfivka“ a kiivce ,geometricky obraz
kiivky“.

(iii) Z Véty 1.106 vyplyva, ze mnozina K C R" je oblouk, pravé kdyZ je homeomorfni s
intervalem [0, 1]. Neni{ obtizné dokézat, Zze mnozina K C R" je jednoduché uzaviens
kfivka pravé tehdy, kdyZ je homeomorfni s jednotkovou kruZnici v R2.

(iv) Pojem skoro reguldrni kFivky neni béZny. Skoro reguldrni cesta ¢ mize mit v né-
kterych bodech ¢ nulovou derivaci; v bodech ((t) pak nemusi mit k¥ivka (p) ,polo-
te¢nu“ (srov. Piiklad 5.76). Diivod pro préci se skoro reguldrnimi k¥ivkami je ten,
Ze obvyklé parametrizace nékterych klasickych kifivek (srov. P¥iklad 5.94) maji
v nékterych bodech nulovou derivaci. Kdybychom pracovali s obvyklejsimi ,po
¢astech reguldrnimi“ kfivkami, museli bychom zbyte¢né ménit parametrizaci.

5.76 Piiklad. Necht K C R? je graf funkce f(z) = zsin(lnz), z € (0,1], f(0) = 0. Pak K
»ziejmé“ nemd v bod& (0,0) ,polotecnu® (tento pojem jsme nedefinovali). Pfesto je K skoro
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5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

reguldrni k¥ivka; je snadné ovéfit, 7e jeji parametrizace o(t) := (t2, f(t?)), t € [0,1] je skoro
reguldrni cesta.

5.77 Pozndmka. (O ,orientované kiivce“) Rekneme, 7e cesty ¢:[a,b] — R™ a ¢:[c,d] — R”
se lisf nepodstatng (a piSeme ¢ ~ 1), existuje-li spojitd rostouci funkce w zobrazujici interval
[e,d] na [a,b] takovd, Ze ¢ = ¢ o w. Je snadné ukdzat, Ze ~ je vztah ekvivalence; tfidy této
ekvivalence se nékdy nazyvaji ,orientovanymi k¥ivkami“ (nepodstatng se ligici cesty tedy uruji
jednu orientovanou k¥ivku). Tim je upfesnén vyklad (c) o tfetim pojeti pojmu k¥ivky.

Kfivkovy integral 1. druhu

Necht :[a,b] — R" je cesta a f je redlnd funkce na (p). Myslenka klasické definice
kfivkového integralu 1. druhu _Lp f ds je tato:

UvaZzujme déleni D = {tg = a < t; < --- < t}, = b} intervalu [a,b], body &; € [t;_1,t;]
a integralni soucet

k
(5.53) > fe&) - (As)s,
i=1

kde (As); je délka cesty ¢ [1;,_, ;). Limita, ke které se blizi integralni soucty (5.53), kdyz
norma déleni v(D) jde k nule, je pak fw f ds.

Aby tato definice byla korektni, je tfeba nejprve definovat pojem délky cesty a pred-
pokladat, Zze ¢ mé konec¢nou délku. Je vsak mozno uvézit, ze pro dostatecné jemnd déleni
je asi (As); = ||p(t;) — o(ti—1)|| a _Lp f ds definovat jako limitu integrélnich souctu

k
D Fp€)) - lle(ts) — (tim1)ll-
i=1

Je-li navic ¢ cesta tifdy C!, pro velmi jemn3 déleni se zd4 (a lze dokézat), ze ||p(t;) —
o(ti—)ll = 19" (€)1l - (ti — ti—1), takZe se domnivéme, Ze

k k
D) - lle(t) — et = Y Fe&) -l I - (8 = ti1)-
i=1 i=1
Jsme tedy vedeni k nasledujici definici.

5.78 Definice.  Necht ¢:[a,b] = R" je skoro reguldrni cesta a f je redlnd funkce
definovana na néjaké podmnoziné R". Pak definujeme krivkovy integral 1. druhu
fw f ds rovnosti

b
/ fds = / Fe®) - ¢ @) dt,

konverguje-li Lebesgueiiv integral napravo.

5.79 Poznamka. Necht ¢:[a,b] — R" je skoro reguldrni cesta. Poznamenejme toto:
(i) Pro existenci Lp f ds je zfejmé nutné, aby hodnota f(p(t)) byla definovand pro

A1-skoro v8echna t € [a, b].
(ii) Je-li f spojita redlna funkce na (p), pak _Lp f ds existuje. Jsou-li totiz {to,..., ¢}

body z Definice 5.72 (iii), pak konverguje kazdy z integralii ftt:_l Flo®) |l ()] dt,
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KFivkové integraly 1. a 2. druhu 5.12

protoze vektorovou funkci ¢’ (t) a tedy i funkei f(p(t)) - ||¢’ (t)|| 1ze spojité rozsiFit
na [ti_1,t],1=1,... k.

(iii) K¥ivkovy integral fwl ds = fab I (#)|| dt nazyvame délkou cesty p. Lze ukézat,
Ze tato definice splyvé s obvyklou (mnohem obecnéjsi) definici délky cesty pomoci
suprema délek ,vepsanych lomenych car“.

Nasledujici snadné tvrzeni ukazuje vztah mezi kiivkovym integralem 1. druhu
a ploSnym 1-rozmérnym integralem 1. druhu pro piipad prosté (a ,téméf prosté“)
skoro regulérni cesty.

5.80 Tvrzeni. Necht ¢:[a,b] = R" je skoro reguldrni cesta, pro kterou existuje
kone¢nd mnozina F C [a, b] takovd, 7e ¢ je prostd na [a,b]\ F. Pak () € Py a pro
kazdou redlnou funkci f (definovanou na podmnoziné R™) plati

/wf dS:/(@)f A

ma-li jedna strana rovnosti smysl.

Diikaz. (Strucny.) Z predpokladi snadno vyplyva existence bodli tg = a < t1 < -+ <
ty, = b takovych, Ze ¢ [, _, ;) je prosta cesta tiidy Cl, Q'(t) #0 prot € (ti_1,t;) a
mnoziny P; := p((t;_1,t;)), ¢ =1,...,k jsou po dvou disjunktni. Podle Tvrzeni 2.144 je
kazda P; jednoduchd 1-plocha a podle (5.27) plati

t;
/ fds, = / () - I @]l at,
P; ti_1

i

konverguje-li jeden z integralti. ProtoZe kone¢na mnoZina je nulova pro miru u1, je (@) € P1
a

k k t;
/Mf a5, =§_;/P f sy =§_;/t o)) - 11/ @)]] dt =

b
- / o) - ¢ ()] dt = / f ds,

%)
je-li jeden z péti vyrazi konecny.

5.81 Duasledek. Necht @1, s jsou skoro regularni cesty, které jsou bud jednoduché
nebo uzaviené jednoduché a {p1) = {(p2). Necht f je funkce n proménnych. Pak
fm fds= fw f ds, ma-Ii jedna strana rovnosti smysl.

Krivkovy integral 2. druhu

5.82 Definice.  Necht ¢:[a,b] — R" je skoro reguldrni cesta a F:(p) — R" je
vektorové pole. Pak integral (druhého druhu) vektorového pole F podél cesty ¢
definujeme rovnosti

b

a

/ Fdp = / (Flo(t), ' (1)) dt,
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5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

OBR. 5.29.

pokud Lebesgueiiv integral napravo konverguje.

Krivkovy integral druhého druhu ma dilezité fyzikalni interpretace, z nichz
nejdtlezit&jsi je (pro n = 3) interpretace wa dy jako prace vykonana silovym
polem F' po cesté .

Necht ¢ a F jsou jako v Definici 5.82 a navic pfedpokladejme, Ze vektorové pole F
je spojité. Necht ¢(t) € R® m4 v§znam polohy hmotného bodu B v ¢ase ¢ € [a,b] a F
ma vyznam silového pole. Na hmotny bod B tedy v case t silové pole F' pisobi silou
F(p(t)). Ptame se, jak velkou praci W vykond pii tomto pohybu bodu B silové pole F.
K heuristickému odvozeni uvazujme velmi kratky Casovy interval [t1,¢2] C [a,b] délky
At =ty — t1, na kterém je ¢ t¥idy ok (viz obr. 5.29).

Spojitd vektorova funkce F'(p(t)) se na [t1, 2] téméF neméni, takze ji nahradime kon-
stantn{ silou F'(¢(t1)). Dale pohyb bodu v ¢asovém intervalu [t1,¢2] ,nerozeznidme“ od
rovnomeérného pfimocarého pohybu, za ktery miuZeme vzit napiiklad pohyb (popsany ces-
tow o (t) = p(t1) + (t—t1)¢ (t1), t € [t1,12]), PFi kterém je bod v ¢ase t; v bodé ¢(t1) a v
¢asovém intervalu [t1, 2] se pohybuje rychlosti ¢’ (t1). Prace, kterou vykona sila F/(p(t1))
pfi tomto rovnomérném piimocarém pohybu, je podle stfedoskolské fyziky rovna

IF(e@)) - 9" (t1) - At]] - cosa = At - (F(p(t1)), ¢'(t1)),
kde a € [0, 7] je Gihel sevieny vektory F(p(t1)) a ¢ (t1). Domnivame se proto, Ze pro praci
AW vykonanou silovym polem F v ¢asovém intervalu [t1,¢s] plati ,p¥ibliZznd rovnost“
AW = At - (F(p(t1)), ¢ (t1)). Je-li tedy a =ty < t1 < --- < t;, = b velmi jemné d&lenf
intervalu [a, b] takové, Ze ¢ je na kazdém [t;_1,¢;] t¥idy C', domnivame se, ze

k
Woa Y (ti—tio1) - (Flp(ti-1)), ¢ (ti-1)),
i=1
takZe je prirozené predpoklidat, ze W = fw F dp.

5.83 Pozndmka. Aproximujeme-li pohyb v intervalu [¢1, 2] rovnom&rnym p¥imodarym pohybem,
pii kterém je bod v Case t1 v bod& ¢(t1) a v Case t2 v bodé p(t2), a silové pole konstantni silou
F(p(€)), kde & € [t1,t2] (srov. obr. 5.29), dostavime

AW s (F(p(£)), p(t2) — p(t1))
a (pro dgleni jako vySe a body &; € [ti—1,ti])

k

(5.54) W S (F(p(&), (k) — pltiz1))-

i=1
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Préice W by tedy méla byt limitou souctti z (5.54). Takto, tj. jako Stieltjestiv integral se fw F dyp
definuje (srov. [Kr]) pro p¥ipad obecngjsich cest. Této definici také zfejmym zpiisobem odpovidd
znaceni integrdlu. Pro pfipad spojitého F' a skoro reguldrni ¢ obé definice splyvaji, takze jsme
zvolili tu elementarnéjsi.

5.84 Poznamka. Je-li vektorové pole F spojité na (p), snadno vidime (srov.
Poznamka 5.79(ii)), 7e integral f¢ F dy existuje.

Nyni budeme vySetiovat vztah mezi kifivkovym integralem 2. druhu a plo$nym
l-rozmérnym integralem 2. druhu pro ptipad jednoduché a jednoduché uzaviené
cesty v R”; tedy vztah mezi ,praci“ a ,tokem“. Napred zavedeme nékterd oznaceni.

5.85 Definice.  Necht ¢:[a,b] — R" je skoro reguldrni cesta, ktera je jednoduchad
nebo jednoducha uzavrena. Pak polozime

Dy, = {z € (a,b): ¢'(z) # 0}, px:=¢ Ip,,, Hy,:=¢(Dy,).

Jsou tedy D,, a H,, po fadé defini¢ni obor a obor hodnot zobrazeni ¢,. Je
snadno vidét, e [a,b] \ D, je konetnd mnozina,p. € C'(D,,)apl(z) # 0,z €
D,,. Protoze ¢ je jednoduchd nebo jednoduché uzaviend, plati

Hy, Np(0Dy,) = Hy, Np(la,b]\ Dy.) =0,
takze podle Tvrzeni 2.144 je ¢, homeomorfismus. Je tedy p, requldrni homeomor-
fismus a H,, je jednoduchd 1-plocha.

5.86 Pozndmka. Jednoduchd 1-plocha H,, neni jednozna&n& urena k¥ivkou (p). Je-li napiiklad
pl(t) = (t%,0), ¥(t) = (,0), t € [-1,1], pak (p') = (¥?), ale H,1 = H,2 \ {(0,0)}.

5.87 Tvrzeni. Necht ¢:[a,b] — R? je skoro reguldrni cesta, kterd je jednoduchd

nebo jednoduchd uzaviend. Na jednoduché 1-ploSe H,,, uvazujme orientaci urcenou
parametrizaci p.. Necht F' je spojité vektorové pole na (p). PoloZime-li

®:= x(F) = (F2, —F1),
pak plati

(5.55) /chp:/H 345,

Px

Diikaz. Podle Definice 5.82 plati

a podle Tvrzeni 5.54
%
/ $d%5 = / (B(u (1)), w0, (1)) dt.
H,, D,
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Protoze pro t € D, podle Poznadmky 5.34 plati

(@(px(1)), e, (1) = (X (Fipu(1)) , % (£L(8))) = (F (1)), 0L (1)

a [a,b]\ Dy, je konetnd mnozina, dostdvame (5.55).

Pod pojmem ,kiivkovy integral 2. druhu® se ¢asto rozumi integral z diferencialni
formy pres cestu.

Budeme uvaZovat diferencidlni formy na oteviené mnoziné Q@ C R™, které jsou
tvaru

(5.56) fidzy + -+ + fndzy,

kde fi,-.., fn jsou spojité redlné funkce na 2.
Je-li p skoro reguldrni cesta v Q (tj. {p) C Q), pak klademe

(5.57) / fidey + -+ frodey, = / fdo,
¢ ®

kde f:= (f1,---, fn)-

Diferencidlni formu (5.56) zde opét chdpeme pouze jako ,formélni vyraz“. Po-
kud f; = 0 na Q, pak ¢len f;dz; ve vyrazu (5.56) nepiSeme. Podle této amluvy
vyrazem f;dx; (1 <i < n) tedy rozumime diferencidlni formu (5.56), ve které

fi =0na Q pro j #i.
Je-li tedy g spojita funkce na 2, plati podle této tmluvy a Definice 5.82

b
(5.59) [adai= [ o) sioa

5.88 Poznamka. Necht ¢ a @4 jsou Jako v Tvrzeni 5.87 a f je spojitd funkce na
oteviené mnozing Q C R?, kterd obsahuje (). Pak z (5.55) a (5.47) vyplyva, ze

/@fdxlsz fday, /fd:cz / f das,

takze integrdl z diferencidlni formy pies cestu a pr1slusn0u l—rozmernou orientovanou
plochu se rovnaji.
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5.13 Greenova véta

Klasickd formulace Greenovy véty je zalozena na dosti hlubokych poznatcich o topologii
roviny. Proto za¢neme nepfesnym heuristickym vykladem:

Pro ,neptilis slozité“ jednoduché uzaviené kiivky K C R2, které ,umime nakreslit
jednim tahem* se zda byt ziejmé, Ze:

v

(i) K¥ivka K rozdéluje rovinu na dvé souvislé oteviené mnoziny, ,vnitini“ a ,vng&jsi“.

(i1) Jestlize ¢ je jednoduchd uzaviena cesta a (p) = K, pak jsou jen dvé moZnosti: cesta
¢ je kladné orientovand (tj. probihd k¥ivku K v kladném smyslu; proti sméru ho-
dinovych ruci¢ek) nebo je zaporné orientovand (tj. probihd K v zdporném smysly;
po sméru hodinovych ruéicek).

Tvrzeni (i) plati i pro zcela obecnou jednoduchou uzavienou kfivku K; to ¥ik4 slavna
Jordanova véta:

5.89 Véta. (Jordanova) Necht K C R? je jednoduchd uzaviend kiivka. Pak
oteviend mnozina R? \ K m4 dvé komponenty, z nich# jedna (které rikdme vnitrek
krivky K a znac¢ime ji Int K) je omezend a druhd (které fikdme vnéjSek kiivky K
a znac¢ime ji Ext K ) neomezend. Pfitom plati 9(Int K) = 0(Ext K) = K.

Poznamenejme, Ze platnost Jordanovy véty neni viibec samoziejmé; pripoustime totiz i takové
kfivky, které nemaji te¢nu v zadném bodé, takze se jisté vymykaji nasi geometrické intuici. Presny
ditkaz Jordanovy véty (viz napt. [Cer]) je obtiZny. (Ani v piipad8, Ze K je skoro regularni, neni
dtikaz snadny.)

Také tvrzeni (ii) 1ze pFesné formulovat a dokazat pro zcela obecné jednoduché uzaviené kiivky
K a cesty ¢, ale jiz jen pfesnd definice kladné& (zdporng&) orientované jednoduché uzaviené cesty
¢ vyZaduje nesnadné predb&Zné tGvahy (srov. [Kr], [Cer]). Je-li v8ak cesta ¢ skoro reguldrni, lze
tyto pojmy ekvivalentné definovat podstatné elementirnéji na zikladé predstavy, ze ,,jdeme-li po
(¢) v kladném smyslu, je Int(p) po na&i levé ruce“(srov. obr. 5.30 vlevo). Plati totiZ tvrzeni: zzz

5.90 Tvrzeni. Necht ¢:[a,b] — R? je jednoducha uzaviena skoro reguldrni cesta
a G := Int{yp). Pak plati pravé jedno z ndsledujicich tvrzeni:
(K) Je-li t € (a,b) a existuje ¢'(t) # 0, pak vektorovy soucin x(¢'(t)) mifi v
bodé ¢(t) ven z G.
(Z) Je-li t € (a,b) a existuje ¢'(t) # 0, pak vektorovy soucin X(p'(t)) miri v
bodé ¢(t) do G.

Rekneme, 7Ze cesta ¢ je kladné (resp. zapornd) orientovana, plati-li (K) (resp.
(2))-

Na zakladé Véty 5.89 a Tvrzeni 5.90 jiz mizeme Greenovu vétu formulovat:

5.91 Véta. Necht ¢ je jednoduchd uzaviend skoro reguldrni cesta v R?. Necht
F = (F,Fy) je vektorové pole, které je t¥idy C' na néjaké oteviené mnoziné
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5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

obsahujici Int . Pak

(5.59) /F - i/ (ﬁ _ @> dz.
© Int ¢ 6$1 61‘2

Pritom znaménko + (resp. —) se bere, je-li ¢ kladné (resp. zdporné) orientovana.

Tato véta je snadnym disledkem Gaussovy véty. Chceme-li se ale obejit bez
Véty 5.89 a Tvrzeni 5.90, musime piedpoklady véty formulovat jinak:

5.92 Véta. Necht ¢ je jednoduchd uzaviend skoro reguldrni cesta v R? a G C
R" je takovd oteviend omezend mnoZina, Ze {p) = OG a plati jedna z podminek
(K), (Z) (z Tvrzeni 5.90). Necht F = (Fy, Fy) je vektorové pole, které je tiidy C*
na néjaké oteviené mnoziné obsahujici G. Pak

(5.60) /F - i/ <@ _ @) dz.
7 G 8:171 82152

Pritom znaménko + (resp. —) se bere, plati-li podminka (K) (resp. (Z)).

Diikaz. Necht . a Hy,, jsou jako v Definici 5.85. Predpokladejme, ze plati (K).
Nejdiive dokdzeme, ze H,, C 0.G Protoze (¢) \ H,, = 0G \ H,, je konetnd
mnozina, pro kazdy bod z € H,, existuje jeho oteviené okoli U, pro které U N
0G =UNH,,. Protoze H,, je jednoduché 1-plocha, je také U N H,, jednoduchd
1-plocha. Podminka (ii) z Definice 5.47 je také splnéna: Je-li = = . (t) € H,, a U
je jeho okoli, pak mnozina U\ G je neprazdn4, protoze obsahuje viechny body tvaru
x + hw,, (t) pro dostate¢né mald h > 0. Z podminky (K) vyplyva, Ze ¢. je kladna
parametrizace jednoduché 1-plochy H,,, kterou orientujeme vnéjsi normalou.

Protoze mnoziny 0G\0,G, 0.G\H,, jsoukone¢né (a tudiz p;-nulové), mizeme
pouzit. Gaussovu vétu pro vektorové pole

d: = X(F) = (FQ,—Fl)

a dostavame

/ TdS = gd?:/diwbdx:/ <%—%> dz.
o 9. G G G o0z 0x>

P x

Protoze podle (5.55) plati

/ E)d?:/ngo,
H @

je dikaz proveden. Plati-li podminka (Z), je diikaz analogicky.

Vétu 5.91 ziejmé dostdvame jako okamzity disledkem Véty 5.92 (pouZijeme-li
oviem také Vétu 5.89 a Tvrzeni 5.90).
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OBR. 5.30.

Véta 5.91 (kterou jsme vSak plné nedokézali) je ziejmé vyhodnéjsi v konkrétnich
aplikacich, protoZze se podstatné snadné&ji ovéfuji jeji predpoklady (srov. Pfiklad
5.94).

Za pouziti symboliky diferencidlnich forem (viz (5.57)) miZeme vzorec (5.60)

zapsat ve tvaru
0F, OF;
(_2 - _1) d.

81‘1 6$2

(561) / Fidxy + Fodxs = :t/
) G

Uzijeme-li tento vzorec pro vektorové pole F' := (f,0) a F :=(0, f) (kde f je funkce
t¥idy C! na n&jaké oteviené mnoziné obsahujici G), dostavame rovnosti

_ _9r _. [ 9f
(5.62) /pfdxl —ﬂ:/G< 8:@) dx, Lfdm =+ o dz.

(Tyto rovnosti odpovidaji vzorciim (5.46) a nejlépe se pamatuji pomoci Pozndmky
5.66.)
Pro funkce f(z1,22) = z2a f(z1,22) = 21 dostdvame klasické vzorce

1
(563) ﬂ:)\Q(G) = —/ o d:l?l / I diEQ == —/ I d:EQ — T2 diL”l.
Y ® 2 Y

5.93 Pozndmka. P¥i ovéFovani predpokladli Véty 5.92 musime nejen dokdzat rovnost (¢) = 0G,
ale také podminku (K) (resp. (Z)). Misto p¥imého ovéfovani podminky (K) miiZeme ale postupovat
také tak, Ze nejprve ovéfime podminku

(R)  Hyp, Nint(G) = 0.
Pak (jako v dilkazu Véty 5.92) dostdvame, ze H,, C 0+G, takZe podminku (K) (resp. (Z)) lze
formulovat takto:

@« je kladnd (resp. zdpornd) parametrizace 1-plochy Hy,, , (kterou uvaZujeme orientovanou vnéjsi
normdlou,).
K ovéreni této podminky staci napsat D, jako disjunktni sjednoceni otevienych intervali Iy, ..., Is

(coz jisté lze) a dokdzat podminku
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5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

(K*) (resp. (Z*)) Existuji body t;, € Ij a vektory vy, € R2, i =1,...,s takové, %e v}, miii
v bodé& ¢(t) ven z G (resp. do G) a (vg,wy(tr)) > 0.

Misto (K) tedy stadi ovérit (A) a (K*), coz miize byt ve slozit&jsich p¥ipadech o dost snazi.

5.94 Priklad. (Steinerova hypocykloida)  UvaZujme cestu
o(t):= (2cost + cos2t,2sint —sin2t), t € [0, 2],
a pocitejme obsah mnoziny ohranicené kiivkou ().

a) OkamZit& je vid&t, %e ¢ je uzaviend cesta t¥idy C! a snadny vypodet dava, %e ¢ je skoro
reguldrni (¢'(t) = 0 pravé pro t = 0, 27 /3, 47/3,27). Ukazme, Ze ¢ = (p1,2) je jednoduchd
uzaviend:

Ztotoznime-li R? a C, lze psat op(t) = 2 + e~ 2. Predpoklddejme, 7e t1,t2 € [0,27), t1 # t2
a o(t1) = @(t2). Polozime-li v := eit1, w := eit2, dostavame

V4w

1 1
2U+—2:2u}—|—+—2, =2,
v w

v2w?
takZe |v 4+ w| = 2, coZ zfejm& d&va spor.

b) Podle klasické formy Greenovy véty (Véta 5.91) pouzité na vektorové pole F(zi,x2) =
(0,21) dostdvadme

A2(Tnt ) = /

( OF» oFy
Int

27
———) d:l:::l:/Fde:/ o1 (t) ph(t) = £27.
@ 0

oz oxa

Tento vypocet okamzité davd, ze ¢ je kladns orientovand a A2(Int ) = 27, protoZe apriori vime,
ze A2(Int ) > 0.

c) Krivka (p) (tzv. Steinerova hypocykloida) je zobrazena na obr. 5.30 vpravo. (Geometricky
nazor jsme zatim ale viibec nepouzili.) Uvedme dv& interpretace této kiivky:
(1) Bod H :=(0,0) je hvézda. Planeta P se pohybuje jednotkovou tthlovou rychlosti kolem
H po kruZnici s polomérem 2 v kladném smyslu, p¥i¢em? v ase 0 je v bod& (2,0). Mésic M se
pohybuje kolem P thlovou rychlosti 2 po kruznici s polomérem 1 v zdporném smyslu, pficemz v
tase 0 je v bodg (3,0). Pak mésic M se pohybuje po kfivce (¢). (Pohyb popsany cestou ¢ vznikd
slozenim dvou kruhovych pohybii popsanych cestami 2(cost,sint) a (cos 2t, — sin 2t).)
(2) Nézev ,hypocykloida® odpovida nasledujici interpretaci: UvaZzujme kruZnici & o poloméru
1, kterd mé v case 0 stfed v bods (0,2) a jeji bod B (ktery je v Case 0 v bod& (0,3). Necht K
je kruznice o stfedu (0,0) a poloméru 3. Kutali-li se nyni kruZnice k£ po kruZnici K (je jedno, v
jakém smyslu), opiSe bod B k¥ivku (p).
Nakonec je$té poznamenejme, Ze

G =Tnt o = {(z,y): (22 + y?)? + 8z(3y? — z2) + 18(x? + y?) — 27 < 0}.
d) Ovérit predpoklady Véty 5.92 neni viibec snadné.

5.95 Piiklad. Necht G C R? je mnoZina omezena k¥ivkou (), kde p(t) = (t —sint,1—cost), t €
[0,27] (Easti cykloidy) a osu x. PFedstavme si G jako hmotnou dvourozmérnou desku s plosnou

v = xa(@) [ wdady, g =(1/2(6) [ ydady.

Ze symetrie cykloidy podle p¥imky z = 7 lze usoudit, e z: = 7 (a lze to snadno potvrdit
vypoctem). Spoéitejme y; pomoci Greenovy véty. Zde (na rozdil od predchoziho ptikladu) neda
pEili§ prace presnd ovérit predpoklady Véty 5.92. protoZe o1 je rostouci na [0, 27], snadno vidime,
%e () je graf spojité funkce g := 2 o (p1)~1, ktera je kladnd na (0,27). Snadno je tedy vidst,
ze G = {(z,y): = € (0,2m),0 < y < g(z)} je oteviend mnozina. Dodefinujeme-li ¢ na (2m,4n]
predpisem ¢(t) = (4w —t,0], snadno se ov&ii rovnost G = (). Déle plati podminka (Z) (k ovéFeni
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je moZno pouzit Poznamku 5.93; snadno vidime, Ze v bodech ¢((0,7)) mifi do G vektor —ez a v
bodech ¢((m,27)) vektor es). Miizeme tedy podle (5.63) a (5.62) pocitat

27
Az(G):/ydx:/O (1 —cost)®dt = 3,
©

1. 1 2 5
/ydxdy:/ —yzdx:—/ (l—cost)Sdt:—W.
a P 2 2 Jo 2

Dostévame y; = 5/6.

5.96 Poznamka.

(i) Greenova véta se nékdy formuluje také pro souvislé omezené oteviené mno-
ziny G C R?, jejichz hranice je kone¢nym sjednocenim jednoduchych uzavie-
nych kiivek. Pfesnd formulace predpokladu pak opét zavisi na tom, uzivame-
li Vétu 5.89, Tvrzeni 5.90 (a jejich zobecnéni) nebo ne. V jednoduchych kon-
krétnich prikladech mizeme pro takové mnoziny uzit Gaussovu véty misto
Greenovy véty.

(i) Zhruba lze fici, ze Gaussova véta v R? ,ekvivalentni“Greenové vété. Neni to
v8ak zcela pravda. V Piikladu 5.94 bychom vsSak pifi vypoctu podle Gaus-
sovy véty méli problémy s presnym ovéienim piredpoklad. V Prikladu 5.71
bychom zase museli ménit nejprirozenéjsi parametrizaci ¢ regularni hranice
(protoze ¢ je definovand na (0, 00), takZze nelze rozsi¥it na uzavienou cestu).

5.14 O Stokesové vété

Nazev oddilu odpovida tomu, Ze v ném podame jen ivodni nesystematické infor-
mace o Stokesové vété a o jejim elegantnim a dilezitém zobecnéni — obecné Stoke-
sové vété. K formulaci klasické Stokesovy véty potFebujeme pojem rotace vektoro-
vého pole.

5.97 Definice. Necht F = (Fy, F», F3) je vektorové pole tiidy C! na oteviené
mnoziné G C R3. Pak klademe

0F; OF, 0F, OF; OF, 6F1>, —

th(f):(a—@‘a—%’a—%‘a—%’a—%‘a—@

5.98 Pozndmka. Je ziejmé, Ze rot F' je spojité vektorové pole na G. Misto rotace se nékdy fika
,vir“; pak se piSe curl F' misto rot F. (Pokud F(z) méa smysl rychlosti proudici tekutiny v bod&
x, vektor rot F' ddvd odpovéd na otézku, zda v bod& z je ,vir“, a jaké m4 tento vir vlastnosti.)

5.99 Vé&ta. (klasickd Stokesova véta)  Necht ¢:[a,b] — R? je skoro reguldrni
jednoduchd uzaviend cesta, kterd je kladné orientovand. PoloZzme G: = Int . Necht
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OBR. 5.31.

U je regularni difeomorfismus z R? do R®, ktery je definovan na oteviené mnoziné
obsahujici G. Polozme

p*:=Top, P:=9(G)
a na 2-plose P uvazujme orientaci ur¢enou parametrizaci ¥ [.

Necht' déle F' je vektorové pole, které je tridy C' na néjaké oteviené mnoziné
obsahujici P. Pak

(5.64) / Fdp* = /Pm 43,

V této situaci je pFirozené nazyvat k¥ivku (p*) (orientovanou parametrizaci p*) ,okrajem*
plochy P. Na obr. 5.31 , je vid&t“, Ze k¥ivka (¢*) je ,kladné orientovand vzhledem k orientované
ploge“ P. To se n&kdy populdrné vysvétluje takto: pokud R? ztotoznime s ,nadim fyzikalnim
prostorem tak, Ze pfirozens orientace R3 splyva s pravoto&ivou orientaci fyzikalniho prostoru
(srov. Dodatek 6.2) a jdeme-li po (p*) ve sm&ru daném parametrizaci ¢* tak, Zze smér od nohou
k hlavé odpovidd sméru normalového pole orientujiciho P, pak plocha P je po nasi levé ruce. Pro
presnou definici okraje plochy ve velmi obecnych situacich viz [CM], [LM], [Kow], [KST]).

V piipadg, ze ¥ je tifidy C2, neni obtizné Vétu 5.99 (pomoci pifmocarych, ale
trochu nepiehlednych vypocti) dokdzat pomoci Greenovy véty (viz [Ko; Véta 15.8.]
nebo [KST; Véta 1.9.]).

Zobecnénim klasické Stokesovy véty je elegantni a dtlezitd obecnd Stokesova
veéta, kterd hovoii o integraci diferencidlnich forem (viz. [Kow], [LM], [KST]).

Nésledujici nesystematické poznamky o diferencidlnich forméach nam pouze umozni
vyslovit (bez diikazu) jistou formu obecné Stokesovy véty a naznadit, jak z ni plyne
klasicka Stokesova véta.

Zacnéme heuristickou poznamkou o nazorném geometrickém smyslu integralu z
diferencidlni formy (o kterém se v modernich ucebnicich ne vzdy hovoii).

Ptjde o zobecnéni Poznamku 5.65
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Jiz dfive (Definice 5.62) jsme definovali integral diferencidlni formy tvaru
w = f(z)dzy A Adzig Adxipr A--- Aday,

(kterou jsme zapisovali bez symbol A) p¥es orientovanou (n — 1)-plochu a v Po-
znamce 5.65 jsme se zminili o ndzorné geometrické interpretaci tohoto integralu.

Nyni budeme uvazovat 1 < k < n a diferenciélni formu (kterou zatim chipeme
jako forméalni vyraz)

w= f(z)ddz;, N--- ANdz;,

sk (kde 1 <<y < --- <ir < n a f jeredlna funkce na oteviené mnoziné G C
R™). PoloZzme si otdzku, jak definovat |, pw, jestlize P C (7 je orientovand k-plocha
(srov. Dodatek 6.2). Pro jednoduchost uvazujme pi¥ipad, kdy P je jednoduché k-
plocha, orientované parametrizaci ¢: D — P (D C RF). (Pro kazdé t € D je tedy
(g—t“i(t), ey g—f”c(t)) kladna baze tecného prostoru Ty, (P).)

Nézorny geometricky smysl integralu [, w je zcela analogicky pripadu k = n—1
(srov. Poznamka 5.65):

Uvazujme projekci m: (z1,...,2,) — (Zi,...,%;,). RozloZzme P na koneéné
(nebo spocetné) mnoho borelovskych mnozin P, Ps, ... s velmi malym diametrem
a v kazdé z nich zvolme bod &; € P;. Pak [ pw je limitou ,integralnich souctd”

2 £(&5) - (Ee(m(P),

kde znaménko + se bere, pokud zobrazeni 7 [p, ,zachovava orientaci®. Oznacme

Dj = Y P, n =9 &) a =100 = (pi,...,¢i). Pak 7(P;) = ¢(Dj;),

takze lze ocekavat, ze
M(R(P3)) = NlD3) o) - a(D5) = [Po222) ) v ()

Pfitom lze ocekavat, Zze znaménko + bereme, pokud ziZeni m na T¢, zachovava
orientaci, tj. pokud (71' (8—“’(77j)) , T (g—i(nj))) je kladna béze prostoru RF. To

vsak plati pravé tehdy, kdyz W(m) > 0. Proto lze ocekavat, ze
Pirs -« Pi
/ w A Z F(&) - (Exg(m Zf (;—tk’;)(m)-Ak(Dn.
Je tedy prirozené definovat
(5.65ikfdef : Dlpir, -, 00)
.65ikfdef) fz)ddz;y A---ANdxy, = f (t) dt,
P (tl, .. tk)

konverguje-li Lebesgueiv integral napravo.

Jde o pfimé zobecnéni vzorce (5.45). Tato skutecnost a vySe provedené heuris-
tické ivahy napovidaji (a neni tézké to pfesné dokdzat), Ze definice je korektni, tj.
nezavisi na vybéru kladné orientace ¢ orientované jednoduché k-plochy P.
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5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

Libovolnou diferencidlni formu fadu 1 < k& < n na oteviené mnoziné G C R"
lze psat pravé jednim zptusobem v kanonickém tvaru

(5.66) w= Z iy, i () dzgy A Aday,,
1<y <ig < <ip<n

kde a;,,.._ 4 (x) jsou funkce na G. Jsou-li tyto funkce t¥idy C? (0 < p < o) na G,
fikédme, ze w je tiidy CP na G. Formy tvaru (5.66) se s¢itaji a ndsobi redlnym c¢islem
prirozenym zptisobem a klademe

/Pw = Z /Paih...,ik (z)dz;, A--- Adxy,, .

1<i1 <ip<---<ip<n

Je v8ak nutno uvazovat diferencidlni formy zapsané i v jinych tvarech, napriklad

ve tvaru
w= f(z)dz;, A Adxy,,

sk
kde nyni 1 << i3 < n,...,1 < i < n jsou nyni zcela libovolné indexry. Integral
i takové diferencidlni formy definujeme rovnosti ((?)). V pfipadé, Ze v zdpisu w
»jsou dva stejné diferencidly“, tj. i, = is pro nékterou dvojici 1 < r < s < k, je
%(t) = 0 na D, takze wa = 0 pro kazdou orientovanou jednoduchou
k-plochu P C (. Je proto pfirozené w povazovat za nulovou diferencialni formu.

Jsou-li déle 4y,...,i; indexy z {1,...,n} a pro indexy ji,...,jr plati jp =
ir(k), kde m:{1,...,k} — {1,...,k} je permutace, pak podle zndmych vlastnosti
determinantt na G plati

D(‘)OiU"':(pik) — (_1)sgn(ﬂ')D(<pj1?"'?@jk)-
D(ty,...,tx) D(ty,...,tx)

Plati tedy (pro libovolnou funkci f na G a libovolnou P)

(5.67) /Pf(ac) dxj, Ao Adzj, = (—1)% /Pf(ac) ~dzgy, A Adag,,

jakmile mé jedna strana rovnosti smysl. Proto je pfirozené postulovat rovnost
fl@)-dzj, A Adaj, = (=1)8 f(z) - dzg, Ao Adag, .

Je tedy zfejmé, jak se libovolna diferencidlni forma tvaru w = f(z)dz;, A--- A
dz;, prevede na kanonicky tvar (napiiklad f(z) - dzy A dze = —f(2z) - dze A dzy).

K formulaci jakékoliv verze obecné Stokesovy véty je nutno jesté definovat
(,vne&jsi“) diferencidl k-formy t¥idy C'. Pro ptipad k-formy ti{dy C' na G, jejiz
ykanonicky“ tvar je

w= f(z)dz; A Adz;,
je jejim diferencidlem (k + 1)-forma tvaru
dw:=df Adzi, A+ Aday,,
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O Stokesové vété 5.14

coZ je ov8em rovnost, jejiz pravou stranu jsme jeSté nedefinovali. PoloZime-li v8ak

aa—jl(a:)d:vl—l— +ﬁ( )dx,

(5.68) df = -

a predpokladame ,asociativitu vnéjsiho soucinu“, mame

ﬂ(av)dacl /\dxil/\---/\dxik-I-----I-aa—f(ac)dxn/\dxil/\---/\dxik,

. dw =
(5.69) dw pr. e

pficem? nyni mé vyraz napravo jiz ziejmy smysl (formy se pfevedou na kanonicky
tvar a seftou). M4-li tedy obecné k-forma tifdy C! na G C R™ kanonicky tvar
(5.66), mtizeme definovat

(5.70) dw = Z d(as, . (x)dzg, A---Aday,).

1<i1 <ip<---<ip <n

5.100 Priklad. Na oteviené mnoziné G C R® uvazujme diferenciilni formu tiidy

(4 tvaru
W = Fldl'l + ngl‘g + F3d$3.
Pak
OF, OF OF OF> OF, OF,
dw=|[—d dz —d Ad —=dz dz 7724 Ad
w (le Il+a 2+8 I3> Il+(a 1+(9 2+a Is) T2
OF3 OF3 OF:
——dz —dz el Adzs =
+(81 1+82 z+8 003) 3
F: F: F} F F: F
= (E — &) dxs Adxs — (Q — Q) dzi Adxs + (2 — ﬂ) dzi A dxs.
Oxo oxs oz or1 oz oxa

Pfi oznacenich z Véty 5.99 lze tedy psat (viz 7777 a 7777)

/Fd(p*z/w, /rotﬁd?z/dw,
©* p* P P

takze rovnost 7777 z klasické Stokesovy véty lze prepsat do tvaru

/ w:/dw.
p* P

Nyni bez dikazu uvedeme jednu (dosti specialni) verzi obecné Stokesovy véty
v R™.

5.101 Véta. Necht 1 < k < n a oteviend omezend mnozina G C R¥ spliuje
predpoklady (Gaussovy) Véty (?) a necht Py C 0.G, ..., Ps C 0,G jsou jednoduché
(k — 1)-plochy (orientované vnéjsi normélou) takové, Ze px—1 (0G\ Ui_, P;) = 0.
Necht ; je kladnd parametrizace plochy P;, i =1,...,s
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5. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

Necht H O G je oteviend mnozina a W: H — R”, je regulirni homeomorfismus.
Na jednoduché k-ploSe ¥(G) uvazujme orientaci indukovanou parametrizaci U |g
a na jednoduché (k —1)-plose ¥ (P;) uvazujme orientaci indukovanou parametrizaci
Vop, i=1,...,s).

Necht w je diferencidlni forma radu k, kterd je tridy C' na oteviené mnoziné

obsahujici ¥(G). Pak

(5.71) / wz/ dw.
; (P;) (@)

Na zékladé vypoctu z Prikladu 5.100 neni tézké ukazat, ze klasicka Stokesova
véta je disledkem Véty 5.101.

V predchozim textu jsme jiz vysvétlili, jak se s diferencidlnimi formami v R”
pocita. Vyklad vsak byl dosti vzdaleny presné matematické teorii; dokonce jsme ani
presné nedefinovali, co to diferencidlni forma je. Proto se pokusime kréatce vysvétlit
obvykly moderni pristup.

Necht (f1,...,fn) je kanonickd dudlni baze v (R*)*, 1 < k < n a jsou
dany indexy 1 < i3 < n,...,1 < i < n. Necht =« := (fi,,..., fi.), takze
e ('Tla' .. 7xn) = (xin' .. 7xik:)'

Nyni definujme funkci

fis A=A fi: (]Rn)k - R
predpisem

(fi1 ARERNA fik)(vlv s vvk) = det[ﬂ-(vl)a s ,W(Uk)] = det(fir (vs))£75:1-

Z vlastnosti determinantu je snadno vidét, ze fi, A--- A f;, € L(R™,R) (srov.
?77): je to k-linedrni forma na R"™. Navic je vidét, 7e f;, A---A f;, je antisymetrickd
k-linedrni forma. Mnozina vSech antisymetrickych k-linearnich forem na konec¢né
dimenzion4lnim vektorovém prostoru V se obvykle ozna¢uje symbolem A*(V*) a
jeho prvky se nazyvaji k-kovektory nebo k-krat kovariantni antisymetrické tenzory
(antisymetrické tenzory typu (0, k)). Plati tedy fi, A--- A fi, € A¥((R*)*). Tento
k-kovektor f;;, A--- A f;, mé jednoduchou geometrickou interpretaci:

Uvazujme projekcim = (fi,, ..., fi, ), libovolny bod a € R"™ a vektory vy, ... v, €
R™. Pak (fi, A+ A fi,)(v1,...,v;) mé vyznam ,orientovaného objemu rovnobéz-
nosténu

T (Ra(vi,- ., 0k)) = Ruay(w(v1), ..., m(vr)),

tj. éislu £ vol(w(vy),...,m(vx)), kde znaménko + (resp. —) se bere, jestlize (7(vy), . ..

je kladn4, (resp. zdpornd) baze RF (pokud nejde o bazi, a tedy ani o rovnobé&znostén,
je zkoumand hodnota nulovd).
Ukazuje se, 7ze kazdy prvek w € A¥((R")*) lze psit jednoznacné ve tvaru (kde

ailwn,ik)

w = Z ail,---,ik'fil/\"'/\fik'

1<i1 < <ipr<n
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O Stokesové vété 5.14

Diferencialni k-forma na oteviené mnoziné G C R™ se obvykle definuje jako
zobrazeni w: G — AF((R?)*) a diferencidlni forma w = dz;, A---Adz;, je konstantni
zobrazeni, pro které w(z) = fi, A---ANfi,, z€QG.

P1i tomto obvyklém pojeti opét dostavame, ze kazdou k-formu na G lze jedno-
znacné psat v (kanonickém tvaru) (5.66).

Pro diferencidlni formu v tomto tvaru mtizeme vzorec ((?)) prepsat ve tvaru

(5.72) / w= /D w(p(W) (@ (W)(er), .o (u)(ex)) du

(5.73) / o= [ we®NGED,.., 50 d

Tento vzorec l1ze tedy pfijmout za definici integralu z diferencilni formy, pokud
ji chdpeme jako tezorovou funkci.

Z ného také vychazi nédsledujici heuristicka ,infinitezimélni“ interpretace:

Orientovanou plochu P napiSeme jako sjednoceni nekone¢né malych nepiekry-
vajicich se rovnob&znostént Ry, (vi,...,vL), i =1,2,... tak, aby (vi,...,v}) byla
kladné orientované béze te¢ného prostoru T,, (P). Pak

/w—z )((WE, ..., 0h)).

Vztah k (5.73) ukazuje nasledujici ivaha:

Necht ¢: D — P je kladnd parametrizace P. NapiSme D jako sjednoceni ko-
nefné (nebo spocetné) mnoha uzavienych velmi malych nepiekryvajicich se inter-
vali I, I5,.... necht I; = Ry, (hjer,...,hjer) (hi > 0). Jeho obraz o(I;) je
HkFivocary rovnobéznostén“, ktery je velmi dobfe aproximovan rovnobéznosténem
Rt (@) 52 @) =5 Ry (ot o).

Protoze w(b;) je multilinedrni forma, je

S e 1h) == S el G @), G @) b ~ [ o= [ weo)GE

i i

271






6. Dodatky

6.1 Limita vzhledem k bazi filtru

Definice limit posloupnosti redlnych ¢éisel a limity (resp. jednostranné limity) relné
funkce redlné proménné jsou ziejmé zaloZzeny na stejném schématu, a proto také
dikazy odpovidajicich si vét (napf. o limité soucinu) lze vést zcela analogicky.
Pouze tam, kde u posloupnosti volime ng: = max(n1, ns), v pfipadé funkci klademe
do: = min(d1, d2). Proto nepiekvapuje, Ze existuje pfirozeny abstraktni pojem limity,
jehoz specidlnim pripadem oba zminéné typy limit jsou.

Necht X je mnozina a je zadan neprazdny systém B neprazdnych podmnozZin
mnoziny X. Pro redlnou funkci f definovanou na néjaké podmnoziné X a A € R
definujme rovnost limp f = A takto:

(6.1) lilrgnf:A < Ve>03IBeBVreB: f(z)ecU,(A).

Je-li X =R a a € R, pak zfejmé
lim f(z) =4 = lilrgnf:A pro B:={(a—4d,a+9): 5 >0}
r—ra

lim f(z) =4 < lilrgnf:A pro B:={(a,a+0): § > 0}.

r—a+
Pro ptipad X =N a f(n) = a, plati
lim a, =A < limf=A4 pro B:={{no,no+1,...}: ng € N}

n—o0o B
Takto definovana limita vzhledem k libovolnému systému B vSak nemusi mit
vlastnost jednoznacnosti (neni tézké si uvédomit, ze tuto vlasnost mé, pokud By N
By # ) pro kazdou dvojici By € B, By € B). Podstatné je oviem také to, aby pro
limitu vzhledem k systému B platily obvyklé véty o limitach (napf. véty o limité
souctu, soucinu a podilu funkci). Neni t&zké si rozmyslet, Ze to, co pro dikazy téchto
vét potiebujeme, je tato podminka:

(*) Pro kazdé By € B a By € B existuje Bs € B takové, ze B3 C By N Bs.
Ve vSech tiech vyse uvedenych piipadech je podminka (*) zfejmé splnéna (dokonce
miZeme vzit Bz:= B; N By). Systémy spliwjici (*) maji svij nazev:

6.1 Definice. Rekneme, e neprazdny systém B neprazdnych podmnozin mnoziny
X je béze filtru na mnoZiné X, jestlize m4 vlastnost (*).
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6. Dodatky

Limitu vzhledem k bézi filtry je pfirozené definovat i pro zobrazeni do obecného
metrického prostoru:

6.2 Definice. Necht X je mnozina a B C exp X je bdze filtru. Necht (Y, p) je
metricky prostor, A € Y a f je zobrazeni z X do Y. Pak rovnost limg f = A
definujeme ekvivalenci (6.1).

6.3 Pozndmka. Rikdme, 7e neprazdny sytém F neprazdnych podmnoZin mnoZiny X je
filtr, jestlize pro kazdé Fy} C X, F» C X plati implikace

(i) HeEF,FICF — F,€eF,

(ii) FheF, FheF = FiNFyeF

Kazdy filtr je zfejmé bazi filtru, ale ne naopak. Je-li B baze filtru a polozime F:=
{F C X:3dB € B: B C F, je zfejmé& F nejmensi filtr, ktery obsahuje B. V tom pfipadé
fikdme, ze B je baze filtru F.

Neékdy se definuje limita pouze vzhledem k filtru, pro elementarni aplikace je vSak
jednodussi pracovat s limitou podle béze filtru

Déle budeme v tomto oddile pro jednoduchost misto baze filtru psat pouze
Lbdze“.

Jak uz jsme tekli, pro limitu redlnych funkci vzhledem k bazi plati v8echny za-
kladni véty o limitach a ditkazy jsou zcela analogické dikazim ptislusnych vét o
limitach posloupnosti (nebo funkei). Pokud tedy né&jaky ,limitni proces“ 1ze ché-
pat jako limitu vzhledem k béazi, vime okamzité, ze pro néj tyto véty plati. Jesté
uziteénéjsi je aplikace Véty 6.8, jejiz (ne zcela trividlni) dikaz pak nemusime v
konkrétnich pripadech opakovat.

6.4 Priklad. V literatufe se ob¢as vyskytuji limity tvaru (z, y € R)

lim z,y), lim T,
podm - f(ey) g(w)_mf( y)
apod., jejichz smysl je intuitivné jasny, nedaji se ale chapat jako limita zobrazeni
mezi metrickymi prostory. Zde jde oviem (poradé) o limity vzhledem k bazim
Bi:={{(z,y) € R*: z>a,y >b}: a,bec R};
By:= {{(z,y) € R%: g(z,y) >c}: c€ R}

(Mnozina B je oviem baze pouze tehdy, kdy7 funkce g z R2 do R neni shora
omezena.)

6.5 Priklad. (Riemanntv integrdl) Nechf a,b € R, a < b. Rekneme, 7e dvojice
koneénych posloupnosti D* = ((xi)?:m (52)?:1) je ,déleni s body* (intervalu [a, b]),
jestlize

a=xg <2 <---<xp=ba =z 1<&E<x, i=1,...,n.

Normou D* rozumime ¢islo v(D*): = max{z; —x;—1: i = 1,...,n} a pro kazdou
funkci f na [a,b] definujeme Riemanniv soudet
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Limita vzhledem k bazi filtru 6.1

o(f,D*):= Zf(&)(xi —zi ).

Riemann definoval Riemanniv integral jako limitu:

b
(6.2) (R)/ f::y( lim o(f,D").

D*)—0

(Ekvivalentni definici pomoci dolnich a hornich souétti podal o néco pozdéji Dar-

boux.) Limitu (6.2) lze p¥irozené chépat jako limitu podle baze, podobné jako v

Prikladu 6.4. Zde za X bereme mnozinu v8ech déleni s body intervalu [a, b], zobra-

zeni F: X — R je ddno pfedpisem F(D*):= o(f, D*) a na X uvazujeme bazi
B:={{D* € X: v(D*) < d}: § >0}.

Limitu z (6.2) pak lze chépat jako limg F'.

6.6 Priklad. (Kurzweil-Henstockiv integral, srov. [LM; 25.2.]) Necht X a F jsou
jako v predchozim prikladu. Polozme

B:={{D" e X:x; —xi_1 <6(&),i=1,...,n}: 6:]a,b] = (0,00)}.
Lze (pomérné snadno) dokdzat, Zze B* je baze (zfejmé neni pouze to, Ze B* neob-
sahuje prazdnou mnozinu). Kurzweil-Henstocktv integral redlné funkce f na [a, ]
Ize definovat rovnosti

b
(KH)/ f:=lmF,
a B*
je-li limita napravo konec¢na.

6.7 Definice. (Bolzano-Cauchyova podminka pro limitu vzhledem k béazi)  Necht
B je baze na mnoziné X, (Y, p) je metricky prostor a f je zobrazeni z X do Y.
Rekneme, 7e f spliiuje Bolzano-Cauchyovu podminku vzhledem k bazi B, jestlize
plati podminka

Ve > 03B € BVYx,y € B: p(f(z), f(y)) <e.

Snadno vidime, Ze tato Bolzano-Cauchyova podminka je nutna pro existenci
limg f. Je-li Y aplny, jde o nutnou a postacujici podminku:

6.8 Véta. Necht B je baze na mnoziné X, (Y, p) je iplny metricky prostor a f je
zobrazeni z X do Y, které spliuje Bolzano-Cauchyovu podminku vzhledem k bazi
B. Pak existuje limp f.

Diikaz. Pro kazdé n € N najdéme B,, € B tak, aby diam f(B,,) < 1/n a zvolme
Tp € BN By N---N By,. Je snadno vidét, ze (f(z,)) je cauchyovska posloupnost,
takze f(x,) — y € Y. Pro libovolné ¢ > 0 lze zvolit n > 2/e tak, aby f(z,) €
U.2(y). ProtoZe x, € By a diam f(B,) < 1/n, plati f(By,) C U:(y), c.b.d.
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6. Dodatky

Hromadné hodnoty vzhledem k bazi filtru

6.9 Definice.  Necht B je bdze na mnoziné X, (Y, p) je metricky prostor a f je zobrazeni z X do
Y. Predpoklddejme, Ze existuje mnozina B € B, kterd je ¢dsti definicniho oboru f.

Rekneme, 7e y € Y je hromadnou hodnotou zobrazeni f vzhledem k bazi B, jestlize pro kazdé
€ >0 a B € B existuje bod © € B, pro ktery f(z) € U:(y).

Mnozinu vSech hromadnych hodnot f vzhledem k B budeme znacit C(f,B).

Pfimo z definice je okamzit& vidgt, ze Y \ C(f, B) je otevFend mnozina, takZe plati:

MnoZina hromadngch hodnot C(f,B) je vidy uzaviend.

6.10 Lemma. Necht B, X, Y, f jsou jako v Definici 6.9 a K C Y je takovd kompaktni mnoZina,
Je f~1(K) N B # 0 pro kazdou mnoZinu B € B. Pak C(f,B) N K # {.

Diikaz. Necht zavér neplati. Pak ke kazdému x € K miZeme zvolit e, > 0 a By € B tak,
aby f~1(U.,(x)) N By = 0. Protoze K je kompaktni, existuji body x1,...,%n, pro které K C
Us,, (z1)U---UUe,, (2n). ProtoZe B je baze, ziejmé existuje B € B takovd, 7e B C By, N-+-NBy,, .
Dostavame BN f~1(K) = 0, co% je spor.

6.11 V&ta. Necht B, X, Y, f jsou jako v Definici 6.9. Necht' Y je kompaktni a y € Y. Pak plati:

(i) C(f,B)#0.
(i) limpf=y < C(/,B)={y}

Dikaz. Tvrzeni (i) je specidlnim pripadem pfedchoziho lemmatu. Dale pFedpokladejme, ze C(f, B) =
{y} a je déno libovolné € > 0. Protoze K:=Y \ U:(y) je kompaktni, podle pfedchoziho lemmatu
existuje By € B, pro kterou By N f~1(K) = . Necht By € B je podmnoZina Dy a B € B,

B C By N By. Pak f(B) C U.(y), takie limg f = y. Tim je dokézéna obti#n&ji implikace z (i),
snadny ditkaz obracené implikace vynechdvame.

Déle stale predpoklidejme, ze B, X, Y, f jsou jako v Definici 6.9 a navic Y = R* a p je
redukovand metrika na R*. Pak Y = R* je kompaktni, takze C(f, B) je podle Vé&ty 6.11 neprézdnd
uzaviend podmnoZina R*. Snadno je vidét, Zze C(f, B) ma nejvét§i a nejmensi prvek (pokud oo ¢
C(f! B) a C(fa B) 7 {_00}9 zfejmé max C(fa B) = sup (R n C(fa B)))

Miizeme tedy definovat limes superior a limes inferior funkce f vzhledem k bazi B rovnostmi

limg f: = max C(f, B), limg f: = min C(f, B).

Pomoci Lemmatu 6.10 je snadné dokazat, ze H:= limgf je jediny prvek R* s t&mito dvéma.
vlatnostmi:

Jestlize —oo < ¢ < H, pak pro kazdou B € B existuje z € B, pro ktery f(z) > c.

Jestlize H < ¢ < oo, pak existuje B € B takovd, Ze pro kazdy bod z € B plati f(z) < ec.

Z Véty 6.11 (ii) okamZité vyplyva toto tvrzeni:

Limita limg [ ezistuje, prévé kdy? limgf = limg f.
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Orientace vektorového prostoru 6.2

6.2 Orientace vektorového prostoru

JiZz na stfedni Skole se uzivd pojem orientované tiseCky a pojem orientovaného tihlu. V obou
pripadach plati, Zze dany objekt lze orientovat pravé dvéma zptisoby, a Ze orientace néjak souvisi s
yudanim sméru“. V matematice zavadime pojem orientace fady jinych objekti. Intuitivné je jasny
pojem orientované jednoduché uzaviené ktivky — orientace ndm udava volbu jednoho ze dvou
moZnych ,smysli (smérit) jejiho probihdni“. TotéZ plati o orientaci jednorozmé&rného prostoru R.
O néco obti#n&jsi je pojem orientace roviny R2. Asi nejndzorngjsim zptisobem zadani orientace v
roving je zadéani orientace (tj. smyslu probihani) kruZznice nebo jiné jednoduché uzaviené krivky.
Tato metoda mé v8ak své nevyhody: jeji presnd formulace neni snadné a navic ji nelze pouzit p¥i
definici orientace prostoru R™ pro n > 3.

Tyto nevyhody nemd nejéastéji pouzivany zpilisob zadani orientace pomoci volby béze (vek-
torového prostoru R?). Musime ovSem uréit, kdy dvé baze (vi,v2), (w1, ws2) prostoru R? uréuji
stejnou orientaci. Intuitivni odpovéd je pFirozené: je to tehdy, kdyZ smysl probihédni trojahelniku o
vrcholech 0, v1,v2 (dany porfadim vrchold) je stejny jako smysl probihani trojihelniku o vrcholech
0,w1,ws2. Tuto odpovéd lze formalizovat, nelze ji ale pouZit pro vyssi dimenze.

Nez vyslovime obvyklou definici souhlasnosti dvou bazi (tj. toho, Ze urcuji stejnou orientaci
prostoru), provedeme nésledujici Gvahu. Z elementdrni geometrie vime, %e dva shodné geomet-
rické atvary Uy, Uz v roving nebo v prostoru mohou byt ,,pfimo shodné“ nebo ,,nepfimo shodné“.
Neptimo shodné jsou naptiklad dvé boty ze stejného paru. Jsou shodné, ale ,,jinak orientované“.
Jsou-li Uy, Us pFimo shodné, mizeme U; pFemistit na Us spojitym pohybem (sta&i provést né-
kolik otoceni), pokud jsou v8ak nep¥imo shodné, mozné to neni (nevystac¢ime s otalenimi, ale
potiebujeme alespoii jedno ,zrcadleni®).

Pro dvé ortonorméalni baze v R? jiZ idea ,spojitého pohybu“ dava odpovéd, kterou lze pouit
i pro vys8i dimenze: dvé (uspofddané) ortonormalni baze (v1,v2), (w1, w2) jsou souhlasné, jestlize
1ze jednu spojitym pohybem prevést na druhou. Pro obecné baze je nutno ideu spojitého pohybu
nahradit ideou ,,spojité deformace® (homotopie). Definice homotopi¢nosti dvou bazi (viz Tvrzeni
6.14) je velmi p¥irozend. Pokud s ni v8ak chceme pracovat, neobejdeme se bez teorie determinanti,
kterou také uziva nésledujici (hife motivovana) standardni definice.

6.12 Definice. Necht V je n-dimenzionalni vektorovy prostor. Rekneme, Ze jeho
baze (v1,...,v,) a (wi,...,w,) jsou souhlasné (souhlasné orientované, ekviva-
lentni), jestlize determinant matice prechodu od bdze (vy, . ..,v,) k bazi (wy, ..., wy)
Jje kladny. Pro souhlasné bdaze budeme psdt (vi,...,v,) ~ (wi,...,wy,). Nejsou-li
baze souhlasné orientované, rikame, Ze jsou opacné orientované.

Piipometime, ze matice pifechodu P = (p;;)7;—; od béze (vi,...,v,) k bazi
n
(w1,...,wy,) je urena vztahy w; = Zpijvj, i=1,...,n aje vzdy reguldrni. Dale
i=1
je zndmo, 7e inverzni matice P~! je matici pfechodu od baze (w,...,wy,) k bazi
(v1,...,v,). Protoze det P = det P~1, relace ~ je symetricka.

6.13 Poznamka. Ngktefi autofi nazyvaji matici pfechodu inverzni matici P~!. To vSak ziejmd
nemd vliv na definici souhlasnosti bazi.

Velmi jednoduché algebraicka Definice 6.12 je ekvivalentni intuitivné pochopi-
telngjsi geometrické (,,homotopické*) definici:
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6. Dodatky

6.14 Tvrzeni. Dvé baze (vi,...,v,), (wi,...,w,) prostoru R* jsou souhlasné,
pravé kdyz jsou homotopické, tj. existuji spojita zobrazeni

u:[0,1] = R”,...,u,:[0,1] = R”
takova, ze

(i) pro kazdé t € [0

1] je (wi(t), ..., un(t)) bdze R" a
(ii) (u1(0), ..., un(0))

= (v1,...,v ) (ur1(1),...,un(1)) = (w1,...,wy).

Dikaz toho, ze dvé homotopické baze jsou souhlasné, je snadny. Dikaz obracené
implikace je pracnéjsi, ale také neni obtizny.

Necht dale V' je koneéné dimenzionélni vektorovy prostor a B(V') mnoZina vech
(usporadanych) bazi prostoru V. Jsou-li By, By, Bs € B(V) tii baze a P;; je matice
ptrechodu od béaze B; k bézi Bj, je zndmo, ze P13 = Pi5 - Py3 (viz [Bi; Véta 10.15]),
takze det P13 = det Pyo-det Pa3. Relace ~ je tedy také tranzitivni; protoze je zfejmé
reflexivni, je to relace ekvivalence na B(V').

Piimym vypocétem determinantu matice pfechodu se snadno ovéri nasledujici
tvrzeni:

6.15 Tvrzeni. Necht (vy,...,v,) je bdze vektorového prostoruV arw : {1,...,n} —
{1,...,n} je permutace. Pak plati:
(i) Baze (vi,...,vn) @ (Vr(1), - - - Ur(n)) jsou souhlasné prave kdyz sgn(r) = 1.
(ii) Béze (v1,...,v,) a (—v1,...,v,) jsou opacné orientované.

Snadno vidime, Ze (pokud V nenf trividlni) vztah ekvivalence ~ mé prévé dvé
tiidy ekvivalence. (Je-li (vy,...,v,) baze V, pak neni ekvivalentni s (—vq,...,v,) a
kazd4 tfeti baze je zfejmé ekvivalentni pravé s jednou z nich.) Vybereme-li jednu z
téchto trid, fikdme, Ze jsme prostor V orientovali. Chceme-li o orientaci mluvit jako
o matematickém objektu, ztotoZiujeme ji s touto tiidou @ € B(V)/~ a oriento-
vanym prostorem V' rozumime dvojici (V, O). Orientaci O pak nazyvame kladnou
orientaci a tu druhou (opa¢nou) nazyvadme zdpornou orientaci. Béze patiici do O
nazyvame kladné (kladné orientované) a ty druhé zaporné.

Orientaci na V zadavame nejcastéji vybérem jedné baze, kterou prohlasime za
kladnou. V R"™ vybirdme zpravidla orientaci ktera je uréena (obsahuje) kanonickou
bézi; tuto orientaci nazyvame prirozend (kanonickd, standardni) orientace prostoru
R™.

Je ihned vidét, Ze béze (vy, ..., v,) prostoru R" s pfirozenou orientaci je kladn4,
pravé kdyz detfvy,...,v,] > 0.

6.16 Poznamka. (orientace v redlném svété)  Tato poznamka je oviem nematematické:

P43

hovoii o nafem ,redlném sv&té“. Vybereme-li ve vesmiru jeden bod (naptiklad severni pdl), ktery
prohlasime za podétek, a vzdélenost jistych dvou bodt prohldsime za jednotkovou, miiZzeme (na
nejjednodussi intuitivni Grovni) na§ ,fyzikalni prostor, ve kterém Zijeme“ interpretovat jako uni-
tarni prostor. Pro fyzikdlni teorie, ale také pro bé&zné lidské dorozumivéni, je diilezité tento unitarni

prostor orientovat. Za kladnou orientaci se bere vétsinou ,,pravé (pravotociva)“ orientace, zdporna
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O pojmu k-rozmérné miry v R" 6.3

orientace se pak nazyva ,leva (levoto¢iva)“. Abychom nékomu sdélili, kterou orientaci jsme prohla-
sili za kladnou, musime se odvolat na n&jakou ,fyzikalni skute¢nost“, kterou znd. Clovéku (ktery
vi co je levd a pravé ruka) stali ¥ici, ze kladnou (pravoto&ivou) bézi je trojice (v1i,v2,vs), pokud
v1 mé smér upazené ukazujici pravé ruky, va méa smér ukazujici levé predpazené ruky a vz ma

smér trupu od nohou k hlavé.

6.3 O pojmu k-rozmérné miry v R"

Pro fadu aplikaci je ,,minimalni o-algebra Py, na které jsme zde k-rozmérnou miru
i v R™ definovali, prilis mala.

Napftiklad v teorii konvexnich mnoZin je nutno definovat us(A), jestlize A = 0K,
kde K C R® je omezen4 oteviena konvexni mnozina. Neni t&zké dokazat, 7e takova
A obecné nelezi v Ps; jeji plodny obsah vSak lze definovat (pomoci Lebesgueovy
miry A3) rovnosti

1
(6.3) pa(A)i = Tim =X (U-(4)),
kde U.(A) je e-ové okoli mnoziny A, tj. U.(A):= {z € R®: dist(z, 4) < e}.

Intuitivné pochopitelny vzorec (6.3) (na zékladé néhoz je definovén tzv. Min-
kowského objem) vSak nelze pouZit pro vypocet plosného obsahu dostateéné obec-
nych mnozin.

V teorii diferencidlnich rovnic a ve variaénim poctu se nejcastéji pracuje s po-
jmem Hausdorffovy k-rozmérné miry, jejiz teorie je v8ak dosti obtiZzna a definice
neptili§ ndzorna.

Pojem k-rozmérné miry znacné osvétlila Kolmogorovova prace z r. 1932, ve
které jsou formulovény (v trochu jiné formé) néasledujici jednoduché axiomy pro
k-rozmérnou miru.

6.17 Definice. Rekneme, Ze mira . definova na o-algebie A podmnozin R" spl-
fiuje Kolmogorovovy axiomy (pro k-rozmérnou miru), jestlize plati:

(A1) Je-li M € A, f: M — R™ je c-lipschitzovské zobrazeni a f(M) € A, pak
p((f(M)) < & p(d).
(A2)  p([0,1% x {0} *) =1.

Tyto dva axiomy ovSem nefikaji nic o tom, jak velkd je o-algebra A; ani trividlni
pripad A = {f, R"} neni vylouden. Vétsina mér studovanych v geometrické teorii
miry splituje axiomy (A;), (42) a navic také tfeti axiom, hovorici o tom, 7e A je
velmi bohata:
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6. Dodatky

(A3) Mira p je zplnénim miry definované na o-algebie v8ech borelovskych pod-
mnozin R"?,

Miry, které spliwji axiomy (A1), (42) i (As) je pfirozené nazyvat k-rozmérnymi
mirami v Kolmogorovové smyslu; mezi né patii i nejzndmé;jsi k-rozmérna Hausdor-
ffova mira. VSechny takové miry jsou rozsirenim ,minimalni“ k-rozmérné miry py.
To okamzité plyne z nasledujici véty, kterd podava mnohem jednodussi ,axioma-
tickou definici“ miry pr na Py.

6.18 Véta. Na o-algebre P existuje pravé jedna mira, kterd spliiuje Kolmogoro-
vovy axiomy (A1), (As). Touto mirou je juy.

Dikaz této véty neni snadny. Jeho zdkladni myslenka spoodivd v pozorovini, ze Kolmogo-
rovovy axiomy (A1), (A2) ,vysvétluji“ nejmén& jasny krok v heuristickém odvozeni zdkladniho
vzorce (5.12) pro vypoclet jednoduché plochy, totiz ,divod“, pro¢ plati pfiblizna rovnost (5.11).

Tam jsme se omezili na nejasné konstatovini, Ze je to proto, Ze mnoziny ¢(G;) a P; =
a; (Gj) si jsou ,k nerozeznani podobné“, coz bylo zndzornéno na obr. 5.18, na kterém je vidét, ze
rovnob&inik a;(G;) ,velmi dobfe aproximuje® ,kiivotary rovnob&inik* p(Gj).

Zde je ovSem podstatné, Ze plocha a;(G;) dobie aproximuje plochu P; nejenom ,ve smyslu
polohy*, ale také ,ve smyslu sméru“.

To miZeme Castecnd vysvétlit na piikladu délky (tj. 1-rozmérné miry) grafii funkci na (0,1).
Pro velké n graf funkce f,(z) = n~! - sinnz jistd velmi dob¥e aproximuje graf funkce f(x) = 0
,ve smyslu polohy*, ale ne ,ve smyslu sméru® (protoze f}, (z) = cosnz a f'(xz) = 0). Neni proto
divod si myslet, Ze by se pi¥i n — oo délky graft funkci f,, bliZily k délce grafu f a také tomu tak
neni.

Pokud polozime g (z) = n~? -sinnz, pak ¢/, (z) = n~!-cosnz, takze pro velkd n graf funkce
gn dobfe aproximuje graf f nejen ,ve smyslu polohy“, ale také ,ve smyslu sméru“, takze lze
ocekavat, ze délky grafii g, konverguji k délce grafu f (a také tomu tak je).

Zcela upresnit predchozi ideu o aproximaci ,,ve smyslu sméru“ vSak neni snadné.

Je diskutabilni, nakolik je Kolmogoroviiv axiom (A1) ,intuitivné zfejmy“. Pokud jej vSak
pfijmeme za spravny, davda nadm piresny prostiedek, jak o dvou ,k nerozeznani podobnych mno-
Zindch“ A, B € A presné dokéazat, ze uy(A) ~ pr(B). Najdeme-li totiZz pro velmi malé e bijekci
f:A — B, které je (1 + ¢)-lipschitzovskd a m4 také (1 + ¢)-lipschitzovskou inverzi f~1: B — A,
podle axiomu (A1) plati

pr(B) < (L+e)*ur(A),  m(A) < (1 +e)*up(B).
Vime-li je§ts, Ze 0 < pg(A) < 0o, miiZzeme psat up(A) & pr(B).

2 1

Pro pfipad A: = a;(G}) a B: = ¢(G;) méme k dispozici pFirozenou bijekci f: A — B, f(z): =
Lp(a]._l(x)). Dokézeme-li nyni, #e ma-li G; velmi maly diametr, jsou f i f~! (1 + ¢)-lipschitzovska
s velmi malym e > 0, dostdvame pfFibliznou rovnost puy(a;(G;)) ~ ur(p(G))). Na zdkladé této

mys$lenky lze dokdzat Vétu 6.18.

Poznemenejme jesté, ze pokud hladkou plochu P C R? aproximujeme vepsanou
po ¢astech afinni (,,mnohosténnou) plochou M velmi dobfe ,,ve smyslu polohy*“ (coz
zfejmé nastane, pokud ,stény“ této plochy jsou velmi malé), neplyne z toho au-
tomaticky, ze by M také dobfe aproximoval P ,ve smyslu sméru“, a proto mize
mit M podstatné vétsi plosny obsah nez P. Na této skutecnosti je zalozen slavny
Schwartziv priklad (srov. [Kop], [Fi]), ktery ukazuje, Ze plosny obsah hladké plo-
chy nelze jednoduse definovat jako limitu plosnych obsaht vepsanych po castech
afinnich ploch. (Pro k¥ivky analogicky p¥iklad neexistuje.)
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Nakonec jesté poznamenejme, Ze vSechny k-rozmérné miry v R™ v Kolmogorovové smyslu
maji stejnou hodnotu pro vSechny borelovské mnoziny B, které jsou k-rektifikovatelné, tj. pro
které existuji lipschitzovskd zobrazen{ f;:[0,1]% — R™, i € N, takovd, ze B C |52, £i([0,1]*). Na

nékterych ,fraktdlnich“ mnoZinich se v8ak rizné k-rozmérné miry mohou lisit.

6.4 Dukaz véty o existenci a
jednoznacnosti

6.19 Tvrzeni. Necht P, @ jsou jednoduché k-plochy v R" (1 < k < n), které se
nedotykaji v bodé a € PN Q (tj. To(P) # T,.(Q)). Pak existuje oteviené okoli U
bodu a takové, ze U N (P N Q) je podmnozinou néjaké (k — 1)-plochy.

Diikaz. (Strugny.) Je snadno viddt, Ze existuje oteviené okoli V bodu a takové, ze V N P a
V N Q jsou implicitng zadané kusy k-rozmérnych C! ploch tvaru

VAP={zeV:gi(z)=0,...,9n_p(x) =0},
VNnQ={zeV:h(z)=0,..., hy_p(z) =0},
kde viechny g; a h; jsou tiidy C1(V) a pro ka¥dé = € V plati
h([grad g1 (z),...,grad g, _r(x)]) = h([grad hi(x),...,grad h,_k(z)]) =n — k.
Protoze T, (P) # Ta(Q), plati
Lin{grad g1(a),...,grad g,—k(a)} # Lin{grad hi(a),...,grad h,_x(a)},
takZe existuje j € {1,...,n — k} takové, Ze
h([grad g1(a),...,grad g,_r(a),grad h;(a)]) =n —k + 1.
Existuje tedy oteviené okoli U C V bodu a takové, ze
h([grad g1(z),...,grad gn_r(z),grad hj(z)]) =n —k+1 pro z €U,
takze pro k > 1 je
Z:={x€U:g1(x)=0,...,9n—r(x) =0, hj(z) =0}
implicitné zadany kus (k — 1)-rozmérné plochy obsahujici PN QN U.
Je-li k =1, z V&ty 2.121 snadno vyplyva, ze U lze zvolit tak, ze U N Z = {a}.

6.20 Lemma. Necht P, ) jsou jednoduché k-plochy v R* (1 < k < n) a D je
mnoZina vSech bodii x € PN Q, ve kterych se P a @ dotykaji (tj. T..(P) = T (Q))-
Pak pro kazdy bod d € D existuje jeho oteviené okoli U takové, ze pro kazdou
borelovskou mnozinu B C DN U plati uf (B) = u%(B).

Diikaz.  (Struény.) Nechf ¢ a 1 jsou poradé parametrizace P a Q a d € D. Zvolme indexy

D(‘leya@zk)

1 <4 <ig < - < i <n takové, Ze (d) # 0. Pro jednoduchost znaceni (bez

D(ti,...,tg)
jmy na obecnosti) predpokladejme, e i1 = 1,...,4; = k. Projekce
7w (x1,..-,%n) = (%1,...,2;) tedy zobrazuje T;(P) na R¥; protoze plati
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D(¢1177¢1k)
D(tla-"ztk)
2.150 dostavame, Ze existuji oteviena okoli Uy, Uz bodu d takova, ze U1 NP, UaNQ jsou explicitné
zadané kusy k-rozmérnych C'-ploch (parametrizované souradnicemi x, ..., ;). Odtud Ize snadno
usoudit, %e existuji oteviené okoli U bodu d, oteviené okoli W bodu (di,...,d;) a C' zobrazeni
f:W =Rk g: W — R** takova, %e pro F(w) := (w, f(w)) a G(w) := (w,g(w)) plati
F(W) = PnU a GW) = QNU. Necht je ddna borelovskd mnozina B C D N U. Mnozina

C:=m(B) = F~1(B) = G~1(B) je zfejmé& také borelovské. ProtoZe pro kazdé c¢ € C plati

F'(e)(RF) = T (P) = Te)(Q) = G’ (o)(RF)

Ty(P) = Ty(Q), snadno dostavame, Ze také (d) # 0. Stejng jako v diikazu Tvrzen{

Flot=(t, f'(c)t), G'(o)t=(tg'(c)t),
snadno vidime, ze f'(c) = ¢'(c), atedy i F'(c) = G'(c). Protoze zifejmé& plati
U s
pPOU(B) = uP(B) a 2"V (B) = u¥(B), dostédvame

P = w(F’ = k(G =19 (B).
B = [ sEo e = [ @) o = o

6.21 Lemma. Necht P, Q jsou jednoduché k-plochy v R a A C PN Q je
borelovska mnozina. Pak

(6.4) Bk (A) = pd (A).

Dukaz. (Strugny.) Necht D je mnozina t&ch bodi z € A, ve kterych se P a Q dotykaji, tj.
T (P) = Tz (Q). Polozme N := A\ D. Necht ¢ a v jsou pofadé parametrizace P a Q. Je snadno
vidét, ze

dp(p~" (2)) dp(p~ " (2)) ’ oy~ (2) (v~ (z))

N={z€A: h ey e
oty oty oty Oty,

> k}

je mnozina oteviend v A. Plati tedy N = AN G, kde G C R"™ je oteviena, takze N i D jsou
borelovské.

UvaZujme nyni borelovské miry w a w* na metrickém prostoru N, které jsou definovany
rovnostmi

w(B) = uf (B), w*(B) == u@(B), B € B(N) = B(R") N exp(N).
a borelovské miry v a v* na D definované rovnostmi
v(B) == uf (B), v*(B) := u@(B), B € B(D) = B(R") N exp(D).
Podle Tvrzeni 6.19 a Tvrzeni 5.20 dostdvame, Ze w a w* jsou lokdlné nulové; podle Tvrzeni

6.30 jsou tedy nulové. Miry v a v* se podle Lemmatu 6.20 lokalné rovnaji, takZe se podle Tvrzeni
6.30 rovnaji. Plati tedy

uE (A) = w(N) + v(D) = w*(N) + v*(D) = p (A).

Ozna¢me symbolem P} systém vSech borelovskych mnozin B C R”, které lze
pokryt spofetné mnoha jednoduchymi k-plochami. Je zfejmé, ze P} je o-okruh, tj.
obsahuje @) a je uzavieny na mno#inové rozdily a spodetné sjednoceni. Déle je vidét,
ze P je nejmensi o-okruh, ktery obsahuje kazdou borelovskou podmnozinu kazdé
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Diikaz Gaussovy véty 6.5

jednoduché k-plochy, takze P}, C Pj. Oviem Py, obsahuje také doplitky prvki z Py;
mnoziny jinych typi jiz neobsahuje; to m.j. ukazuje néasledujici lemma.

6.22 Lemma. Oznacme (P})¢ := {R* \ M : M € P;}. Pak plati ndsledujici
tvrzeni.

(i) Pr=PpU(Pp)° a Pprn(Pp)=0.
(ii) Je-li B € Py}, pak existuje jeji rozklad B = |J;-, B; na disjunktni borelovské
mnoziny B; takové, Ze kazda B; je podmnozinou néjaké jednoduché k-plochy
P; a ) (B;) < .
(iii) Spliiuje-li i na Py, vzorec (5.14), pak pro kazdou D € (P})° plati u(D) = oo.

Diikaz. (Stru¢ny.) (i) Pouze z toho, %e P} je o-okruh, snadno plyne, e P; U(P;)® je o-algebra.
Plati tedy Py, = P; U (Pf)°. Z Tvrzeni 2.156 vyplyva, 7e A, (B) = 0 pro kazdou mnozinu B € P},
takze An(D) = oo pro kazdou D € (P} )°. Plati tedy Py N (Py)¢ = 0.

(ii) 7 definice P} a o-konegnosti mér ,uf" (viz str. 220) vyplyva, Ze existuji borelovské mnoziny
A; takové, Ze kazd4 A; je podmnoZinou néjaké jednoduché k-plochy P; a ,uii (A;) < 0o. Nyni staci
poloZit Bi:= A1 a B; = A; \ A;_1 proi > 1.

(iii) Podle (ii) plati A, (R™ \ D) = 0. Z Fubiniovy véty (v prostoru R” = R*~* x R*F 5 },,)
ihned vyplyvé, Ze pro A,_j, skoro viechny body u € R*~F plati A, (R™\ D)**) = 0. Zvolme
jeden takovy bod u a poloime P:= {u} x RF a B:= {u} x D%*. Z¥ejm& B C D je borelovska
mno#ina a uf (B) = co. Tudi? u(D) > p(B) = uf (B) = co.

Nyni jiz muzeme dokazat Vétu 5.18 o existenci a jednoznacnosti miry pp na
n
Pk : o Y
Dukaz Véty 5.18 (Struény.) Z Lemmatu 6.22 okamZit& vidime, %e pokud hledani mira
e na P existuje, je urena jednoznadnég; je totiZ definovidna nutné takto:
(i) Pro B € (Pf)° plati pj(B) = oo.
(i) Pro B € P; plati

(6.5) () =" ul(n
i=1

kde kazd4 B; je borelovskd podmnozina néjaké jednoduché k-plochy P;, ukpi (Bi) < 00 a

Bi, B2, ... tvofi disjunktni rozklad mnoziny B.
Budeme tedy pro kazdou borelovskou mnoZinu B € P}, definovat &islo puy (B) podle (i) a (ii).
Aby v3ak tato definice byla korektni, musime dokézat, Ze soucet v (6.5) nezavisi ani na rozkladu B
(tj. na volb& mnozin B;), ani na volb& P;. Necht je tedy dan jiny takovy rozklad mnozmy B tvoreny

mnozinami B} C P;. Podle Lemmatu 6.21 plati pro i, j € N rovnost Mk (BlﬂBJ )= ,uk ' (B; nNB: )
takze

o0 o0
> (B =
i=1

i=1 j

BinB;) =

™2
;5::

Il
—

pr o0

> *
S (BB =3 w (B)).

i=1 =1

MS

Il
-

J

Méme tedy na Pj korektné definovanou mnoZinovou funkci pg. Dikaz toho, Ze ujp je skutecné
mira, je nyni (s pouzitim zdkladnich poznatkil o zobecnénych Fadich ¢isel) zcela snadné.
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6. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

6.5 Dukaz Gaussovy véty

Nejprve si uvédomime to, ze pfi dikazu Tvrzeni 5.68 jsme dokézali nasledujici tvrzeni.

6.23 Lemma. Necht Q C R"™! je oteviend mnozina, funkce d(z) < h(z) jsou tiidy C'
na Q a (zfejmé oteviend) mnozina
G = {(2,y) € R":d(x) <y < h(x)}
je omezena. Oznacime-li
D:={(z,y): y=d(z)}, H:={(z,y): y=h(z)},
pak D C 0+G, H C 0«G a pro kazdou funkci f, kterd je tridy C! na néjaké oteviené
mnoziné obsahujici G, plati

aq_ [ 9f(x)
(6.6) /Dqu sy dS = . o dez,

v

kde v je pole vnéjsich jednotkovych normalovych vektori na 0«G.

Stadi si uvédomit, ze pfedpoklady 0G € Pp_1 a pui(0G \ 0+G) = 0 jsme v dikazu
Tvrzeni 5.68 potfebovali jen k tomu, abychom mohli napsat fB f-v; dS = 0. Predpo-
klad pi(0G) < co jsme nepotfebovali vitbec, pro platnost obecné Gaussovy véty je vSak
nezbytny.

Dtikaz (skalarni formy) obecné Gaussovy véty povedeme tak, ze mnoZinu G ,roz-
lozime“ na spocetné mnoho otevienych mnozin, na které lze pouzit predchozi lemma;
sec¢tenim rovnosti (6.6) pak dostaneme dokazovanou rovnost.

Presny dikaz vyZzaduje fadu tvah, proto nékteré zformulujeme ve formé lemmat.
Nejdrive vsak udélame nékolik imluv:

Budeme jako obvykle psat R” = R* ™! xR; pro z € R" ! a y € R je tedy (z,y) € R™.
Na viech eukleidovskych prostorech budeme uvazovat maximovou normu. Rekneme-li, ze
M C R" je graf C' funkce f, myslime tim, e existuje oteviend mnozina G C R ! a
funkce f € C1(@), pro které M = {(z,y):y = f(x)}.

Symbolem 7 budeme znagit projekci mR"” — R ™' 7(z,y) = z.

6.24 Lemma. Necht P je (n — 1)-plocha v R" a pro bod ¢ = (a,b) € P plati, Ze
en ¢ Te(P). Pak existuji ¢isla 6 > 0, A > 0, pro kterd PN (Us(a) x Ua(D)) je graf néjaké
funkce f € C' (Us(a)).

Diikaz. (Strucny.) Bez Gjmy na obecnosti miizeme ziejmé piedpokladat, ze P = =
{z: g(z) = 0}, kde G C R™ je oteviend, g € C'(G) a gradg(z) # 0, z € G. Protoze
en ¢ Te(P), plati %gT(nc) # 0, takZe zdvér lemmatu plyne z véty o implicitnich funkcich.
6.25 Lemma. Necht P C R" je (n — 1)-plocha a M C P je borelovskd mnoZina takové,
Ze

(i) en ¢ T-(P) pro kazdy bod z € M a

(ii)) Ap—1(w(M)) =0.
Pak piy_1 (M) = 0.
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Diikaz Gaussovy véty 6.5

Diikaz. (Strucny.) Podle Lemmatu 6.24 ke kazdému z € M existuje jeho oteviené okoli
Uz, pro které je Uz N P grafem C' funkce. S pomoci Pozndmky 1.69 snadno vidime, Ze
lemma stadi dokézat v p¥ipads, kdyz P je graf n&jaké funkee f € C1(G) (kde G C R" 1) je
oteviena. Polozime-li p(z):= (z, f(x)), © € G, je ¢ zfejmé parametrizace P a p(w(M)) =
M. Plati tedy

o1 (M) = pin1 (p((M)) = / oy K@) dr =0

6.26 Lemma. Necht P C R" je (n — 1)-plocha a S:= {z € P:en, € T:(P)}. Pak
An—1(7(S)) = 0.

Diikaz. Pouzijeme-li Pozndmku 1.69 analogicky jako v predchozim dtkazu, ihned vi-
dime, ze lemma stali dokdzat v pfipadd, Zze P je jednoduchd (n — 1)-plocha. Necht
©=(p1,...,¢n):G — R" je parametrizace P a T:= ¢ 1(S). Oznagime-li ¢: = 7o, pak
ziejmé ¢ € C'(G), ¢(T) = n(S) a pro kazdé t € T plati J(t) = 0. Posledni tvrzeni
plyne napiiklad z toho, %e ¢'(t) = wo ¢'(t), takze ¢'(t)(v) = 0 pro ten (nutné nenulovy)
vektor v € R™ 1, pro ktery ¢’ (¢)(v) = en. Podle Tvrzeni 6.37 (verze Sardovy véty) plati
At (7(8)) = Anor ($(T)) = 0.

6.27 Lemma. Necht NCR", Ne€Pp_1 a pn—1(N)=0. Pak X\j,—1(7(N)) =0.

Dikaz. (Strucny.) Podle Lemmatu 6.22 N € P,;_;, takZe ji lze pokryt jednoduchymi (n—
1)-plochami P, Ps,. ... Sta¢i tedy dokazat A,,—1(7(NNP;)) =0, i € N. Zovolme tedy i €
N a parametrizaci p: G — R" plochy P;. Protoze pn,—1(NNP;) = fnpfl(NﬁPi) k(' (t)) dt =
0, nutné A, _1(T) = 0, kde T: = ¢~ (N N P;). Zobrazeni ¢: = 7 o ¢ je ziejmé t¥idy C' na
G a (T) = n(N N P;). Podle Tvrzeni 6.38 plati A\p,_1(7(N N P;)) = Ap—1(¢(T)) = 0.

6.28 Lemma. Necht F C R" je uzaviend omezend mnozina, a € R*™! a necht F®* =
{y € R: (z,y) € F} je neprazdnd konecnd mnozZina, kterd je tvorena body by < by < -+ <
br. Pak pro kazdou r-tici ¢isel Ay > 0,...,Ar > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé
x € Us(a) plati

F** c (bl—Al,bl+A1)U~~~U(br—Ar,br+Ar).

Dikaz. Predpokladejme, 7e Z%e pro n&jakd céisla Ay > 0,...,Ar > 0 pfislusné § > 0
neexistuje. Pak lze najit posloupnost bodi zn — a a posloupnost &isel y, ¢ (b1 —
A1,by + A1) U -+ U (br — Ap,br + Ar) tak, Ze (n,yn) € F. ProtoZze F je kompaktni,
existuje vybrand posloupnost (zny,yn,) — (a,y) € F. Ziejmé plati y ¢ (by — Ay,b1 +
Ay)U---U (bp — Ap,br + Ay), coZ je ale spor s tim, Ze y € F* = {b1,...,br}.

Vime, 7e staci dokdzat ,skaldrni formu® Gaussovy véty (Vétu 5.59), jejiz znéni zopa-
kujeme:

6.29 Véta. Necht G C R" je omezend oteviend mnozina, pro kterou
0G € Pp—1, pp(0«G) < oo, pp(0G\0+G) =0

av=(vi,...,vn) je pole jednotkovych vnéjsich normélovych vektori na 0«G. Necht f je
funkce tiidy C' na néjaké oteviené mnoziné obsahujici G. Pak pro kazdé i € {1,...,n}

285



6. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

plati

0f(z) )
. -y dS =
6.7 aGf a Or;

Diikaz. Pro jednoduchost zapisu predpoklddejme, %e ¢ = n; dikaz obecného pfipadu je
zcela analogicky. Zopakujme, Ze klademe w(z1,...,2n) := (21,...,Zp—1). PoloZzme

S:={r €0«G:vp(z)=0} a N:=09G)\ G

Mnozina S je zfejmé uzaviend v borelovské (viz Tvrzeni 2.156) mnoziné 9«G, takZe je
také borelovskd; mnozina N je ziejmé kompaktni. Z Lemmatu 6.26 snadno vyplyva, ze
An—1(m(S)) =0 az Lemmatu 6.27 ihned plyne, ze Ap,—1(7(N)) = 0. Z definice oteviené
mnoziny snadno vyplyvé, Ze w(G) je oteviend mmnozina. Snadno je vidét, Zze mnoZina
N U S je uzaviend v mnoziné 0G, takze je kompaktni. Je tedy kompaktni i mnozina
(N US) = n(N)Un(S), takZe mnozina C := 7(G) \ (7(N) U w(S)) je oteviend. Necht
{Co : @ € A} je (prosty) systém vSech komponent mnoziny C; A je zfejmé spocetna.
Oznatme V:=C xRa Vy:=Cy xR
Protoze Ap—1(7(N) U 7(S)) = 0, plati podle Fubiniovy véty An(G \ V) = 0, takZe

of(z) . _
(68) G 8172 dﬂ?— Vv 8$l Z/QV 8172

(Integral vlevo zfejmé konverguje, protoze jde o integral ze spojité omezené funkce pres
omezenou otevienou mnozinu.)
Nyni ukadzeme, ze

(6.9) fovndS= fovndS= Z/ f-vn dS.

oG aGNV ahJoGnv,

K tomu si pfedné uvédomime, Ze integral zcela vlevo konverguje, protoZe funkce f - vy je
omezend a spojitd (a tedy borelovsky mé¥itelnd) na mnoziné 8+G € Pp_1, pn—1(0«G) <
00 a pin—1(0G \ 0+G) = 0. Déle snadno vidime, Ze

OG\V =NUSUM, kde M:={z€d«G\S: ©(z) € n(N)Ur(S)}.
Protoze podle predpokladu p,—1(N) = 0, podle Lemmatu 6.25 plati pn—1 (M) = 0 a
vn(z) =0 pro z € S, dostdvame

/ f-undS:/f-undS+/f~vndS+/ fovn dS =0,
dG\V N s M

takZe plati prvni rovnost v (6.9). Druhd rovnost je zfejma.
Stacéi tedy pro kazdé a € A dokdzat, Ze

(6.10) / fov; dS = 1) 4,
8GNVa anv., Oz

Zvolme tedy o € A a pro kazdy bod x € Cy zkoumejme fez (0G)™*. Je-li y € (0G)™*
zfejmé plati (z,y) € G« \ S, takze vn(z,y) = (en,v(z,y)) # 0. Podle Tvrzeni 5.51 (iii)
tedy jeden z vektort en, —enp mifi v bodé (z,y) ven z G a druhy do G. Z toho snadno
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vyplyva, Ze kazdy bod mnoziny (0G)*"* je izolovany. Protoze (0G)™* je zfejmé& kompaktni,
je nutné kone¢na. Oznacme jeji prvky
p1(z) <p2(2) < ... <ppg)(),
poloZme (zavislost mnozin T; na z pro pfehlednost zapisu nevyznacujeme)
Ty := {ZIZ} x (—o0,p1(z)), Tr(m) = {$} x (pr(z)(m)zoo) a
T, = {2} x (pi(@),pi1 (&) pro i=1,...,r(x) 1.
Protoze T; N 0G = 0, zfejmé bud T; C G nebo T; N G = (. ProtoZe G je omezena, je
nutné Tp N G = 0, takZe v bod& (x, p1(x)) vektor —ep, mi¥i ven z G a e, do G. Postupné
dostavame
TICG, ThNnG=0, T5CG, TuNG=0,....
ProtoZze ziejmé T;.(;) N G =0, je nutné r(z) sudé &slo. Oznadime-li s(z) = r(z)/2 a
p1(z) =:d1(x), p2(x) =:h1(x), p3(x) =:da(x), psa(x) =: ho(x),...
. 7pr(x)—1(m) = ds(x) ($), pr(z‘)(aj) = hs(x) ($)a

plati ziejme G™* = i) (d;(x), hi(w)).

Nyni ukazme, Ze pro kazdé a € Cq existuje w > 0 takové, Zze Uy, (a) C Ca, pro kazdé
z € Uu(a) plati r(z) =r(a) a funkce p1,...,pp(q) jsou tidy C! na U, (a).

K tomu nejdifve pomoci Lemmatu 6.24 zvolme &isla Ay > 0,..., A, ) >0 a dslo
n > 0 takové, ze Uyp(a) C Cq, intervaly (p;j(a) — Ay, pi(a)+4;),i=1,...,r(a) jsou po
dvou disjunktni a kazda z mnozin

OGN (Un(a) x (pi(a) — A, pi(a) +4y)),  i=1,...,r(a),

je grafem funkce z C' (Uy(a)). UZijeme-li Lemma 6.28 pro F:= 8G, r:= r(a), b=
pi(a), dostaneme jisté § > 0. Je snadno vidét, Zze pak staci poloZit w: = min(4,n).

Ukéazali jsme tedy, Ze funkce r(z) je lokdlné konstantni na souvislé mnoziné Cq, je
tedy na Cy konstantni s hodnotou ro =: 2s4.

Pro i =1,...,sq polozme G;:={(z,y) € R™: d;(z) <y < h;(z)},

Di={(z,y): y=di(x)}, Hi:={(z,y): y=hi(z)}.
Z ptedchozich dvah je ziejmé, ze
Sa So
GNVa=|JGi, 0GNVa=0G:NVa=|J(D;UH)
i=1 i=1

aproz € D;UH; = 0:G;NVy je v(z) jednotkovéa vn&jsi norméla ke G; v bodé z. PouZijeme-
li tedy Lemma 6.23 na mnoziny G1,...,Gs, a pFisludné rovnosti (6.6) se¢teme, dostdvame
(6.10), ¢imz je dikaz ukondcen.
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6. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

6.6 Nékteré véty z teorie miry a
integralu

Necht (X, A, u) je prostor s mirou, tj. A C exp X je o-algebra podmnoZin mnoziny X a
i je (nezdpornd) mira na A. Pak je pro nékteré funkce f: X — R* definovdn abstraktni
Lebesguetiv integral [y fdp € R* (viz [LM] nebo [Ru2]); pak fikdme, Ze tento integral
existuje. Je-li tento integral konec¢ny, fikame, ze konverguje.

Integral [y fdp se vSak definuje i pro nékteré funkce f, které nejsou definoviny na
celém X; stali, aby existovala mnozina A C Dy, kterd je méfitelna (tj. patii do A), a pro
kterou pu(X \ A) =0 (V pfipads, %e p je Gplnd mira, jde o funkce, které jsou definoviny
p-skoro viude na X, tj. ty, pro které u(X \ Dy) = 0.) Polozime-li pak [ fdu:= [, fdpu,
lze snadno dokézat, Ze definice je korektni: nezaleZi na vybéru mnoziny A. (Lze ukazat, Ze
pri této definici fX fdp = fX fdp, ma-li jeden z integréld smysl, pficemz f je zplnéni
miry p.)

Je-li X metricky prostor, pak o-algebru borelovskych podmnozin X budeme znacit
B(X). Miry na B(X) budeme nazyvat borelovskgymi mirami na X. (Terminologie kolis,
néktefi autofi nazyvaji borelovskymi mirami miry definované aspoti na B(X).)

Symboly A, a )\% rozumime Lebesgueovu miru a borelovskou Lebesgueovu miru na
R™. Pro integral funkce f vzhledem k Ap, pouZivame vétsinou klasické znaceni [, f(x) dx
(nebo také [,, f(z,y) dedy pro n = 2).

6.30 Tvrzeni. Necht p, v jsou borelovské miry na separabilnim metrickém prostoru X.

Necht p a v se lokdIné rovnaji (tj. pro kazdy bod x € X existuje jeho oteviené okoli Uy

takové, ze u(B) = v(B) pro kazdou borelovskou mnozinu B C Uy). Pak yu = v.
Specidlné, je-li p lokalné nulovd, pak je nulova.

Diikaz. Podle Véty 1.68 existuje posloupnost (zn) takova, ze X = (Jo° ; Uz, . Pro kazdou
B € B(X) nyni z rozkladu

B=(BNUz )U((BNUzy)\ Uz, )U ((BNUzy) \ (Ug, UUg,)) U ...
ihned vyplyva u(B) = v(B).
6.31 Vé&ta. (o obrazu miry) Necht (X, A, u) je prostor s mirou, (Y,T) je méfitelny
prostor (tj. T je o-algebra) a f: X — Y je méfitelné zobrazeni (tj. f~'(E) € A, kdykoliv
E € T ). Polozime-li

v(E):=pu(f'(B)), EE€T,

pak v je mira na T; tuto miru oznacujeme f(u) a rikdme ji obraz miry p pfi zobrazeni f.
Je-li ;Y — R* T-méritelnd funkce, pak

/Ygdf(u)Z/XQOfdu,

jakmile m4 jedna strana rovnosti smysl.

6.32 Véta. (o neurditém integralu)  Necht (X, A, ) je prostor s mirou a f > 0 je nezd-
porna A-méfitelna funkce. PoloZime-li

V(A):z/Afdu, Aec A,
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pak v je mira na A; tuto miru oznacujeme f - p a fikdme ji neurcity integral f podle p.
Je-li g: X — R* A-méfitelnd funkce, pak

/ng(f-u)=/Xg-fdu,

jakmile ma jedna strana rovnosti smysl.

6.33 Poznamka.
(i) Mife f - je také pfirozené Fikat ,mira s hustotou f“ (srov. [LM; 8.19]; je to jedind
mira na A, jejiz Radon-Nikodymova hustota vzhledem k p je f (t] = f).
O mi¥e f - p se také hovoii jako o soucinu funkce f a miry p. Nékdy (srov [Ru2;
str. 36] se pouziva zapis d(f - p) = f du.
(i1) Dikazy predchozich vét jsou snadné a vedou se stejnym standardnim postupem;
tvrzeni se postupné dokdZe pro g, kterd je: a) charakteristickd funkce, b) jedno-

duché nezdpornd funkce, c) nezdporna funkce, d) obecnd méfitelna funkce. (Srov.
Véta 1.29 z [Ru2] a [LM], 8.23).)

V Kapitole 5 se podstatné vyuziva nasledujici klasicka véta o substituci pro Lebesgu-
elv integral. Jeji dikaz je dosti obtiZny; 1ze jej nalézt nap¥. v [J II] nebo [Ru2]. Podstatné
obecnéjsi vétu lze nalézt v [LM] (Véta 34.18) nebo ve [Fe].

6.34 V&ta. (véta o substituci) Necht G C R* je oteviend mnozina a ¢: G — R¥ je prosté
reguldrni zobrazeni. Necht f je funkce z o(G) do R*. Pak

[ 1@ as= [ ) 1) a
¢(G)
jakmile jeden z integrali existuje.

6.35 Poznamka. Zobrazeni ¢ je difeomorfizmus (viz Véta 2.126), takZe mnoZina ¢(G) je
oteviend. Aby integraly mohly existovat, je ovSem nutné, aby f byla definovana ve skoro
viech bodech mnoZiny ¢(G).

Z Véty 6.34, Tvrzeni 6.40 a Tvrzeni 5.7 snadno vyplyva nasledujici tvrzeni.

6.36 Tvrzeni. Necht ¢: R¥ — R* je izometrie a B € R* je borelovskés mnozina. Pak

Ak(p(B)) = A (B).
Nésledujici tvrzeni je nejjednodussi specidlni piipad tzv. Sardovy véty.

6.37 Tvrzeni. Necht G C R* je oteviend mnozina a ¢: G — R¥ je zobrazeni t¥idy C'.
Necht S:={z € G: Jy(z) =0}. Pak A(o(S)) =0.

Toto tvrzeni okamzité vyplyvéa z [LM; Véta 10.4] (p¥ipad k = n a ¢ = Ag). Pro p¥imy
diikaz (ktery je podstatné jednodusii nez ditkaz véty o substituci) viz [CM; Véta 10.4]
nebo [FM; Véta 5.35].

Dalsim tvrzenim, které potFebujeme pro dikaz Gaussovy véty je toto:

6.38 Tvrzeni. Necht G C RF je oteviend mnozina, ¢:G — R¥ je zobrazeni tridy C',
M cC Gal,(M)=0. Pak M\,(p(M)) =0.
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Diikaz. (Naznak.) Necht S je jako v Tvrzeni 6.37. Snadno vidime, Ze S je uzaviena
mnoZina, ¢ je na oteviené mnozing H:= G \ S reguldrni. Pro kazdy bod z € H existuje
podle Véty 2.121 jeho oteviené okoli U, na kterém je o regularni a prosté. Podle Véty 6.34
(kde za f vezmeme charakteristickou funkci mnoziny ¢(Ur N M)) dostdvame A (¢(Uz N
M)) = 0. Pomoci Poznamky 1.69 snadno dostdvdme A, (¢(M \ S)) = 0. Podle Tvrzeni
6.37 viak také A (p(S)) = 0, takZe jsme hotovi. Poznamenejme, ze ditkaz lze vést snadno
primo bez dosti hluboké véty o substituci; sta¢i vyuzit toho, Ze ¢ je lokdlné lipschitzovské.

V této publikaci pii rtiznych heuristickych tvahich tvrdime, Ze jisté ,integralni soucty“
konverguji k nékterému integralu. Protoze pouzivame Lebesgueuv integrdl, ktery neni defi-
novan jako limita integralnich soucti, pro lepsi pochopeni téchto tivah uvadime nésledujici
snadné tvrzeni.

6.39 Tvrzeni. Necht G C R" je otevriend mnoZina, p je konec¢nd borelovska mira v R"
soustfedénd v G (tj. p(R™ \ G) = 0) a necht f je stejnomérné spojitd funkce na G. Pak
pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0, Ze kdykoliv zvolime rozklad G na borelovské mnoZiny
By,...,Bs abody & € B;, i=1,...,s tak, ze diam B; <6, i =1,...,s, pak

<e€

(6.11) ‘/Rf dp = Y f(&) n(B))
i=1

Diikaz. (Naznak.) Necht & > 0; k &slu e*: = e(u(G) + 1)~! zvolme § > 0 z definice
stejnomérné spojitosti. Necht nyni By, ..., Bs je libovolny pfislusny rozklad G. ProtozZe
zfejmé
s s
B;) inf f(z) < dp < B;) su T

B0 jnf @) < [ 1< pB) sup fo)

i=1 i=1 v
zavér tvrzeni plyne z toho, Ze podle definice § se ,horni soucet® lisi od ,dolniho souctu“
nejvyse o € a &slo Y7 f(&;) u(B;) leZi mezi nimi.

Kazd4 mira p na o-algebfe borelovskych podmnozin R? modeluje rozlozeni hmoty
(nebo kladného elektrického nédboje) v prostoru. Ke klasickych fyzikalnim aplikacim ma-

vy

Gravitaéni (elektrostatické) pole Je-li rozloZeni hmoty v prostoru ddno kone¢nou
borelovskou mirou p v R?, pak pifslugné gravitaéni pole je vektorové pole F(z), kde F(z)
je sila, kterou uvazovana hmota ptsobi na hmotny bod jednotkové hmotnosti umistény
v bodé z. Zkoumejme F'(a), kde a = (a1, a2,a3) a pro jednoduchost pfedpoklidejme, Ze
existujf ¢isla § > 0, K > 0 takové, Ze u je soustfedénd v mnozin& M:= B(a, K) \ B(a,?)
(tj. w(R® \ M) = 0) a gravitaéni konstanta je 1. Rozd&lime-li nyni M na kone¢né& mnoho
borelovskych mnozin M', ..., M® s velmi malym diametrem a zvolime body §i € ‘Mi,
pak (zndme-li Newtontv gravitacni zakon) jisté o¢ekdvame, 7e pro gravita¢ni silu AF*(a),
kterou ptisobi hmota obsazenda v mnozing M? na jednotkovy hmotny bod umistény v a,
plati

N - = —= (M
€" —all> [I€" —all  [I€" = al®

AFi@) PO Ea _ Ea
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O pojmech z linedrni algebry 6.7

Je tedy pfirozené ocekavat (srov. Tvrzeni 6.39), ze pro vektor F(a) a jeho slozky F;,i =
1,2, 3 plati rovnosti

(6.12) Fo) = [ e ). R = [ du).

s [z —al? s [l —af?

Stejnym vzorcem definujeme F'(a), kdykoliv m4 pi¥islusny integrél smysl.
Tézist&. Ve fyzice mé v riznych (statickych i kinematickych) tivahach zakladni vy-

vy

vy

T(p):= @/}M z du(z),

konverguje-li integral vpravo. Vektorova funkce f(z) = z = (x1, 2, z3) se ovSem ,integruje

vy

(6.13) T; = @ /R3 z; du(zx), 1<i<3.

vy

6.7 O pojmech z linearni algebry

V této publikaci pouzivime fadu pojmi a vysledkt z linedrni algebry. Zde nejdrive zave-
deme pro nékteré zikladni pojmy oznaceni obvykld v analgze. Pak zavedeme nékterd (ne-
piilis bézna) oznadeni pro potieby této publikace a nakonec zopakujeme potiebna fakta
tykajici se afinnich prostort a afinnich zobrazeni.

a) Oznaceni obvykl4 v analyze

Pod pojmem linedrni prostor se v analyze rozumi vektorovy prostor (nad télesem T,
kde T = R nebo T = C).

Linedrni zobrazeni je obvyklé oznafeni pro homomorfizmus vektorového (linedrniho)
prostoru do vektorového (linedrniho) prostoru. Misto monomorfismu, epimorfismu a izo-
morfizmu budeme hovofit o prostém, surjektivnim a bijektivnim linedrnim zobrazeni.

Linedrni obal podmnoziny M linedrniho prostoru (ktery se v algeb¥e vét§inou oznaluje
(M) nebo [M]) se v analyze zpravidla oznacuje symbolem Lin M.

Znaceni skaldrnfho soucinu i v analyze hodné kolisd, zde pouZivime symbol (z,y).

Necht U, V jsou dva unitarni prostory nad tymz télesem. Rekneme, e f:U — V je
unitdrni zobrazeni, jestlize zachovava skalarni souéin, tj. (f(z), f(y)) = (z,y), =,y € U.
Kazdé unitérni zobrazeni je linedrni a prosté (viz [Be], [Bi]).

6.40 Tvrzeni. Necht U a V jsou redlné unitirni prostory. Pak bijekce g:U — V je
izometrie (ve smyslu teorie metrickych prostord), pravé kdyz je tvaru g(x) = f(z) + a,
kde f:U — V je unitarni bijekce aa € V.
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6. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

Dikaz lze nalézt v [D II] (par. 3 za Vétou 112) pro piipad U = V = R"™. Pak stadi
pouzit Vétu 14.18 z [Bi].

Mnozina R" (s obvyklou strukturou) se nazyva eukleidovskym prostorem, misto o R?
a R nékdy hovofime o roviné a redlné pfimce.

Kanonickou bazi v R” znacime vzdy (eq,...,en).

b) Né&kolik specidlnich oznadeni

Nulovy vektor linedrniho prostoru X budeme vzdy znafit symbolem 0 (p¥ipadné Oy,
pokud by mohlo dojit k omylu).

Jsou-li wy,...,v; prvky prostoru R", rozumime symbolem [v1,...,v;] matici typu
n X k, jejiz i-ty sloupcovy vektor je v;.

Je-li L: R" — R™ line4rn{ zobrazeni, oznac¢ujeme jeho matici (typu m x n) symbolem
(L].

c) Afinni podprostory eukleidovskych prostorti a afinni zobrazeni

V této publikaci nepotiebujeme pojem abstraktniho afinniho prostoru (viz [Bi; str.
128]), stad{ ndm pojem afinntho podprostoru R”™.

Rekneme, 7e mnozina A C R™ je afinni podprostor R", je-li tvaru A = a + V:=
{a+v: v €V} kde V je linedrni podprostor R™.

Linedrni prostor V, ktery je afinnim prostorem A jednoznacné urcen, se nazyva za-
méfeni afinniho prostoru A. Je-li V' zamé&feni A, plati A = b+ V pro kazdy bod b € A.
Dimenzi afinniho prostoru rozumime dimenzi jeho zaméfeni, jednorozmérny afinni pro-
stor nazyvame pfimka, dvourozmérny rovina a (n — 1)-rozmérny podprostor R" se nazyva
nadrovina.

Necht A; C R™, A> C R™ jsou afinni prostory a Vi, V5 jsou jejich zaméteni. Rekneme,
7e zobrazeni f: A1 — As je afinni zobrazeni, existuji-li linedrni zobrazeni f,: Vi — Vs a
body a1, as takové, Ze

*) f(@) = a2+ fz(z — a1).
Zobrazeni f- je jednoznalné& uréeno zobrazenim f a vzorec (*) plati, pravé kdyz as = f(a1).

Z Tvrzeni 6.40 snadno vyplyvé, Zze zobrazeni f: Ay — As je izometrie, pravé kdyz je
afinn{ a zobrazeni f. je unitarni bijekce unitarniho prostoru V; na unitérni prostor V5.

Jsou-li A; C R™, Ay C R™, A3 C RF afinni prostory a f: Ay — As, g: As — Ag jsou
afinni zobrazeni, pak i jejich sloZeni g o f je afinni zobrazeni.
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Umluvy a terminologie 6.8

6.8 Umluvy a terminologie

Neékteré obvyklé imluvy

a) Pfi definovdni nového pojmu m4 tradiéné ,implikace vyznam ekvivalence“. Naptiklad
fraze ,Rekneme, Ze plati V, jestlize plati W* vyjadiuje to, ze podle definice V <= W.

b) Mluvime-li o vyrokové funkci (predikatu) V' (z) jako o pravdivém vyroku, myslime
tim, Ze vyrokova funkce plati obecn& (pro = z dohodnutého oboru). Rekneme-li napiiklad,
ze plati vyrok x > 3 = w2 > 9; z kontextu je zfejmé, 7ze dohodnuty obor je R.

¢) Casto misto ,V(x) plati pro vSechna x € M“piSeme pouze ,V(z), © € M*.
d) Oba symboly A:= B, B =: A znamenaji to, Ze A se podle definice rovna B.

e) V piipadé, Ze nepfesnost nevede k omylim, se ¢asto dmysiné pouZivaji nepresné
zapisy, které jsou ale prehlednéjsi nez zapisy zcela presné. Napiiklad se velmi ¢asto vyne-
chévaji zavorky: pro f: R2 — R a (x, y) se piSe f(x, y) misto f((z,y)); misto f'(z)(v) se pise
pouze f'(z)v apod. Také bez Castého ,ztotoziiovani“ (napf. R” x R™ s R"™™) by (zcela
presné) zapisy byly velmi nepfehledné. Dalsim formélné nepfesnym znaenim je klasicky
zapis funkci. Hovofime napf. o funkcich f(z), sinz, z2 (misto o funkcich f,sinz — a:2).

(jako v Kapitole 3), je nutno pouZivat znaceni formélné presné.

Neéktera obvykla oznadeni

Symbol [a, b] oznacuje uzavieny interval v R s koncovymi body a < b.

Klademe R*: =R U {00, —c0} a na R* definujeme obvyklé operace a uspofadéni.

Uzavienym (resp. otevienym) intervalem v R" rozumime mnozinu I; X ...In, kde
vSechny intervaly I; jsou oteviené (resp. uzaviené). (Uzavienost a otevienost intervali v R
bereme ve smyslu metrickych prostorti.) Je-li M C X, pak Cpr: X — R je charakteristickd
funkce mnoziny M.

Slovo ,systém*“ se uziva ve dvojim smyslu (z kontextu je vZdy patrno, ve kterém). Na-
priklad systém mnozin je nejcastéji jen prehlednéjsi oznaceni mnoziny mnozin; miize vSak
také jit o ,indexovany“ systém mnozin (tj. soubor mnozin) (Mqa)aec4 (ktery zapisujeme
také My (a € A)).

Je-li X vektorovy prostor a a, b € X, pak uzav¥enou tise¢kou ab rozumime mnoZinu
{a +t(b—a): t €[0,1]}. Mnozina C C X se nazjva konvexni, jestlize ab C C, kdykoliv
a,beC.

Terminologie tykajici se zobrazeni neni v literatufe jednotnd; zde pouzivame
nasledujici pristup.

Zobrazeni f je dano, kdyz zndme jeho defini¢ni obor (ktery znacime D) a vime,
jaké obrazy f(x) maji prvky « € Dy. Uzivame béznou symboliku pro zaddvani zobrazenf;
napiiklad oba zapisy

flz):=22 x€(0,1); fizm 2?, ze(0,1)
zadavaji zobrazeni f s defini¢nim oborem (0, 1), které &islu z € (0,1) pFitazuje ¢islo z2.

Obcas pouzivame znaceni, kdy nezévisle proménnou neznac¢ime pismenem, ale teckou.
Napifklad misto z + f'(z) piseme f'(-) apod.

Zobrazeni f je dano, pravé kdyz je dan jeho graf G¢:= {(z, f(z): € Ds} a nékdy
se f a Gy ztotoziuji; my to vSak (jak je v analyze z tradi¢nich terminologickjch divodt
obvyklé) délat nebudeme.

293



6. Uvod do teorie plogného a k¥ivkového integralu

Pokud A = D¢ a pro kazdé x € A plati, ze f(x) € B, fikdme, Ze f je zobrazeni mnoZiny
A do mnoZiny B, a piSeme f: A — B. MnozZina B vSak neni zobrazenim f jednozna¢né
urcena. Je-li ddno f: A — B a A C X, fikdme, Ze f je zobrazeni z mnoZiny X do B.
Tvrdime-li, Ze pro kazdé x € M ma f(x) néjakou vlastnost, je v tom implicitné obsazeno,
7e M C Dy. Jen tehdy, kdyz M C A, definujeme jeji obraz

FM)={f(z): e M}:={y € B: Ix € M: y= f(x)}.

Vzor Y1 (M) = {& € A:f(x) € M} definujeme pro libovolnou mnozinu M. Pro
prosté zobrazen{ f je definovdno obvyklym zplisobem inverzni zobrazeni f: Hy — Dy, kde
Hg:= f(Dy) je obor hodnot zobrazeni f. Pripoustime také prdzdné zobrazeni, pro které
D; = Gf = 0.

Jsou-li f, g dvé zcela libovolna zobrazeni, definujeme vZdy jejich sloZeni go f predpisem
go f(x):=g(f(x)), =€ f1(Dy). Timto slozenim miiZe byt oviem i prazdné zobrazeni.
To je definice obecngjsi, neZ se obvykle v ucebnicich uvadi, Je vSak zcela pfirozend a
uzitené: slozené zobrazeni je ddno predpisem z — g(f(z)) pro vSechna z, pro které ma
vyraz g(f(z)) smysl. I pfi této obecné definici zfejmé plati ,asociativni zdkon“: ho(go f) =
(hog)o f.

Podobné vzdy definujeme sou¢in dvou redlnych (resp. komplexnich) funkci. Také pro
zobrazeni fi: Aj — Bj, fo: Ay — Bs definujeme zobrazeni (f,g): (A1 N A3) — By X By
piedpisem (f,g)(z): = (f(z), g(z)).

Funkei se nékdy rozumi zobrazeni do ¢isel nebo do vektorového prostoru (vektorova
funkce), ¢asto je vSak funkce pouze jiny nézev pro zobrazeni.

Nakonec jesté zduraznéme, Ze casto rikdme, Ze zobrazeni f md néjakou vlastnost, 1
kdyZ jde o vlastnost f vzhledem k dalsim objektim. Rekneme-li, e f: A — B je surjektivni
(surjekce) nebo bijektivni (bijekce), neni to vlastnost zobrazeni f, ale dvojice (f, B).

Rekneme-li, Ze zobrazeni z X do B m4 n&jakou vlastnost, mtiZe jit o vlastnost trojice
(X, f, B), pfipadné struktur (napiiklad struktury metrického nebo vektorového prostoru)
zadananych na X a B.
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k-plocha 220

aproximace
— nejlepsi 209
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— Schauderova 203
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— hrani¢ni 13
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determinant
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integral

— Fourieruv 213
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— — 1. druhu 258
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Rejstiik

izomorfismus 40

jacobian 68
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— Dirichletovo 188
— Fejérovo 196
— Fourierovo 215

koeficient

— lokélni

— — zmény k-rozmérné miry 237

— zmény k-rozmérné miry p¥i afinnim
zobrazeni 225

koeficient Fourieruv 183

koeficienty

— Fourierovy 206

komplexni tvar Fourierovy fady 184

komponenta 37

kontrakce 31

konvergentni 13

koule oteviend 12
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— Diniho pro Fourieriv integral 215

— Jordan-Dirichletovo 194

kfivka 256

— jednoducha 257

— jednoduchd uzaviena 257

— regularni 257

— skoro reguldrni 257

— uzaviend 257
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— implicitné zadany 133
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plocha) 130

— zadany difeomorfismem 132
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298

— Jacobiho (= funkéni) 68
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— jednotkovy normaélovy vnitini 244

— tecny 138

299



Rejstiik

véta

300

o derivaci slozeného zobrazeni 157

Baireova 32

Banachova o pevném bodé 31

Fejérova 197

Gaussova 253

Gaussova(= Gauss-Ostrogradského,
= véta o divergenci) 249

Greenova 263

Heineho 18

Jordanova 263

o derivaci slozeného zobrazeni 72

0 hodnosti 148

o implicitnich funkcich 104, 176

o inverznim zobrazeni (= o lokdlnim

difeomorfismu) 115, 174
o Lagrangeovych multiplikdtorech
143, 145
o lokalizaci 192
o ortogonalni bazi 207
o prirtistku funkce 76, 159

o slozeni zobrazeni t¥idy C? 82, 169
o vazanych extrémech 143, 145
o zameénnosti parcidlnich derivaci

88, 89

— Riesz—Fischerova 212
— Taylorova 97, 98

— Weirstrassova, 199
vnitfek mnoziny 13
vzdalenost

— bodu od mnoziny 15
— dvou mnozin 15

zobrazeni

— n-linedrni 44

— — antisymetrické 47

— — symetrické 47

— bilinearni 44

— difeomorfni (= difeomorfismus)
— diferencovatelné 67

— izometrické 22

— lipschitzovské 22

— multilinedrni 44

— reguladrni 116

— spojité 16

— stejnomérné spojité 22

— tridy ¢! 160

zaplnéni metrického prostoru 33

115



