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Pøedmluva

Tato publikace je urèena pøedev¹ím pro studenty druhého roèníku specializace ma-

tematika.

Hlavní èástí publikace je kapitola 2 s názvem þDiferenciální poèet funkcí více

promìnnýchÿ. Tato èást má ráz uèebnice, dùkazy jsou úplné a je ji v podstatì

mo¾no studovat zcela samostatnì. Má obvyklý tradièní obsah, který mírnì pøekra-

èuje sylabus pøedná¹ky. Jak je v novìj¹ích uèebnicích bì¾né, základním pojmem

je diferenciál (derivace) zobrazení mezi eukleidovskými prostory a teorie vázaných

extrémù je zalo¾ena na základech teorie k-rozmìrných ploch v R

n

. Výklad je veden

na základì pøedná¹ek, které jsem mìl nìkolikrát na MFF UK. Pøi jejich pøípravì

jsem pou¾íval øadu zdrojù, zejména [D II], [Fi], [Zo], [Fe] a [KF].

Výklad diferenciálního poètu funkcí více promìnných se ji¾ tradiènì opírá o ele-

mentární teorii metrických prostorù, její¾ výklad lze nalézt napøíklad v [D II] a [Èe].

Také proto kapitola 1 obsahuje pouze pøehled základních výsledkù teorie metrických

prostorù a je mínìna hlavnì jako zdroj odkazù pro dùkazy v kapitole 2. Dùkazy vìt

jsou uvedeny jen výjimeènì. Výjimkou je výklad o lineárních (a multilineárních)

zobrazeních, který není obsa¾en v [D II], a proto je veden vìt¹inou s dùkazy.

Kapitola 3 obsahuje úvod do diferenciálního poètu v normovaných lineárních

prostorech. Jde skuteènì jen o úvod do teorie; úplnìj¹í výklad lze nalézt napøíklad

v [Ca] a [FM]. Nìkteré dùkazy jsou pouze naznaèeny, co¾ je v¾dy zmínìno. Pøi psaní

jsem vycházel hlavnì z [Ca], ale také ze [Zo], [FM] a [Fe].

Kapitola 4 obsahuje struènou teorii Fourierových øad a velmi krátký (klasicky

vedený) úvod do teorie Fourierova integrálu a Fourierovy transformace.

Kapitola 5 obsahuje jistou þminimální verziÿ teorie plo¹ného a køivkového inte-

grálu v R

n

. Zámìrem bylo

a) co nejjednodu¹eji pøesnì formulovat a dokázat Gaussovu a Greenovu vìtu

tak, aby je bylo mo¾no pøesnì a pohodlnì aplikovat na konkrétní þpo èástech

hladkéÿ plochy a køivky, a

b) vysvìtlit (pomocí klasického postupu) ètenáøi intuitivní smysl základních

pojmù a vìt.

Výklad vychází do znaèné míry z [Kop], [ÈM], [LM], [Ru1], [Zo] a z jedné mé

výbìrové pøedná¹ky na MFF UK. K jeho pochopení je nutné (a staèí) znát teorii

míry a integrálu v rozsahu pøedná¹eném ve 3. semestru oboru matematika.

Gaussova (a Greenova) vìta je v hlavním textu dokázána pouze v obvyklém

speciálním pøípadì. Dùkaz obecného pøípadu je obsa¾en v dodatku.

Poslední kapitola 6 obsahuje øadu dodatkù, mj. ohlednì pou¾ívané terminologie.

I pomìrnì systematické kapitoly 2 a 4 jsou mínìny hlavnì jako doplnìk k pøed-

ná¹kám. Jejich obsah jen mírnì pøesahuje to, co lze stihnout na pøedná¹ce, a také

výklad není veden v plné obecnosti. V ¾ádném pøípadì nemù¾e ov¹em nahradit

obsa¾né uèebnice jako jsou napø. [D II], [J II], [Fi] nebo [Zo].
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Celý výklad publikace je ov¹em silnì ovlivnìn tradicí na MFF UK (utváøe-

nou hlavnì dílem V. Jarníka, ale také napøíklad skripty a pøedná¹kami J. Maøíka,
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1. Metrické prostory

1.1 Pojem metrického prostoru

Hlavní náplní této publikace je diferenciální poèet funkcí více promìnných. Je zcela

zøejmé, ¾e bez vy¹etøování tìchto funkcí se neobejdeme napøíklad v geometrii a ve

fyzice. Napøíklad teplota T v bodì prostoru s kartézskými souøadnicemi x; y; z

v èase t se popisuje funkcí 4 promìnných: T = f(x; y; z; t).

Reálnou funkci n promìnných f(x

1

; : : : ; x

n

) pøirozenì chápeme jako zobrazení

z mno¾iny R

n

do R. Pøitom R

n

je mno¾ina v¹ech uspoøádaných n-tic reálných èísel.

Ka¾dou takovou n-tici zapisujeme symbolem (x

1

; : : : ; x

n

) a nazýváme ji bodem pro-

storu R

n

; reálná èísla x

1

; : : : ; x

n

nazýváme jeho slo¾kami (nebo také souøadnicemi).

Chceme-li vybudovat teorii funkcí více promìnných, musíme pro nì ov¹em nej-

prve de�novat pojmy limity a spojitosti, které ji¾ v teorii funkcí jedné promìnné

jsou zcela základní.

Tento úkol mù¾eme øe¹it tak, ¾e si nejprve v R

n

pøirozeným zpùsobem zavedeme

pojem vzdálenosti dvou bodù. Prostory R

2

a R

3

si pøedstavujeme jako þgeomet-

rickou rovinuÿ a þgeometrický (trojrozmìrný) prostorÿ, ve kterých jsou zavedeny

systémy kartézských souøadnic. Napøíklad prvek (x; y; z) 2 R

3

si pøedstavujeme

jako bod þgeometrického prostoruÿ s kartézskými souøadnicemi (x; y; z). Poznatky

analytické geometrie nám pak umo¾òují pøirozeným zpùsobem de�novat pøímky, ro-

viny a také vzdálenost dvou bodù v R

3

. Speciálnì eukleidovskou vzdáleností dvou

bodù x = (x

1

; x

2

; x

3

), y = (y

1

; y

2

; y

3

) nazýváme reálné èíslo

�(x; y) :=

p

(x

1

� y

1

)

2

+ (x

2

� y

2

)

2

+ (x

3

� y

3

)

2

:

Tím jsme vedeni k následující de�nici vzdálenosti dvou bodù v R

n

.

1.1 De�nice. Eukleidovskou vzdáleností dvou bodù x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2 R

n

a y = (y

1

; : : : ; y

n

) 2 R

n

nazýváme reálné èíslo

�

2

(x; y) :=

v

u

u

t

n

X

k=1

(x

k

� y

k

)

2

=

p

(x

1

� y

1

)

2

+ � � �+ (x

n

� y

n

)

2

:

Mno¾inu R

n

, na které uva¾ujeme eukleidovskou vzdálenost, nazýváme n-rozmìrným

eukleidovským prostorem.
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1. Metrické prostory

1.2 Poznámka. Axiomatická výstavba geometrie je obsa¾ena ji¾ v Eukleidovì díle (3. stol. pø. n.

l.). Zcela pøesná axiomatická teorie v¹ak vznikla a¾ na pøelomu 19. a 20. století.

Pomocí pojmu vzdálenosti pak mù¾eme pøirozenì de�novat pojem "-ového okolí

bodu a 2 R

n

jako U

"

(a) := fx 2 R

n

: �

2

(x; a) < "g a následnì pojem spojitosti

a limity funkce f :R

n

! R (a obecnìji zobrazení f :R

n

! R

k

). Základní vlastnosti

limity a spojitosti lze pak pøímoèaøe zobecnit z pøípadu funkce jedné promìnné na

pøípad funkcí více promìnných.

Zcela stejnì v¹ak lze vybudovat teorii spojitosti a limity (a dal¹ích dùle¾itých

pojmù) pro mnohem obecnìj¹í prostory X , ne¾ jsou eukleidovské prostory. Staèí,

aby byl na mno¾inì X de�nován pojem vzdálenosti �(x; y) bodù x; y 2 X , který

má nìkolik velmi jednoduchých a pøirozených vlastností.

Budeme proto pracovat v tìchto obecnìj¹ích, tzv. metrických prostorech. Teorie

metrických prostorù má mnoho rùznorodých dùle¾itých aplikací a lze øící, ¾e je

jedním ze základù moderní analýzy. Pøitom vybudování základù teorie metrických

prostorù není podstatnì slo¾itìj¹í, ne¾ pøíslu¹ná teorie v eukleidovských prostorech.

1.3 Poznámka. V nìkterých partiích moderní analýzy se i pojem metrického prostoru ukazuje

být málo obecný a pracuje se s obecnìj¹ím pojmem topologického prostoru. Poznamenejme, ¾e

v obecném topologickém prostoru není de�nována vzdálenost mezi jeho body, je v¹ak de�nován

pojem spojitosti zobrazení mezi topologickými prostory. Pro více informací viz Poznámka 1.23

ní¾e.

1.4 De�nice. Nech» X je mno¾ina a �:X � X ! R je funkce taková, ¾e pro

v¹echna x; y; z 2 X platí:

(i) �(x; y) � 0 a �(x; y) = 0 () x = y;

(ii) �(x; y) = �(y; x);

(iii) �(x; z) � �(x; y) + �(y; z).

Pak funkci � nazýváme metrikou na mno¾inì X a uspoøádanou dvojici (X; �)

nazýváme metrickým prostorem.

Metrický prostor je tedy jakákoliv mno¾ina X (pøípadnì i prázdná), na které

je zadána metrika �. Pokud je ze souvislosti jasné, o kterou metriku jde, mluvíme

èasto o metrickém prostoru X místo o (X; �). Èíslo �(x; y) se nazývá vzdáleností

bodù x; y 2 X . Nìkdy se metrika � nazývá také þvzdálenost na Xÿ.

Jak ji¾ bylo øeèeno, metrické prostory se pøirozenì vyskytují v matematice v øadì

rùzných situací. Nyní krátce popí¹eme tøi z nich.

(i) Základní aplikací metrických prostorù v této publikaci je teorie funkcí více promìnných. K

tomu potøebujeme mít na mno¾inì R

n

metriku. Motivováni analytickou geometrií, zavedli jsme na

R

n

eukleidovskou vzdálenost, která je v jistém smyslu nejpøirozenìj¹í. Je¹tì jsme ale nedokázali, ¾e

eukleidovská vzdálenost je skuteènì metrika, tj. splòuje axiomy metrického prostoru z De�nice 1.4.

To zdùvodníme v dal¹ím oddílu pomocí skalárního souèinu { u¾ijeme teorii unitárních prostorù.

V teorii funkcí více promìnných je v¹ak v nìkterých pøípadech pohodlnìj¹í pracovat s jinými

metrikami na R

n

, zvlá¹tì s þmaximovouÿ metrikou �

1

a þsouètovouÿ metrikou �

1

:

�

1

(x; y) := max fjx

1

� y

1

j; : : : ; jx

n

� y

n

jg; �

1

(x; y) := jx

1

� y

1

j+ � � �+ jx

n

� y

n

j:
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Normované lineární prostory a unitární prostory 1.2

Je zcela jednoduché dokázat, ¾e jde skuteènì o metriky. V Pøíkladu 1.10 snadno uká¾eme, ¾e urèují

stejný pojem spojitosti, jako metrika eukleidovská.

(ii) Geometrická intuice nám správnì napovídá, ¾e lze pøirozenì de�novat pojem þvnitøní

vzdálenostiÿ dvou bodù na þhladké plo¹eÿ v R

3

(tedy nikoliv vzdálenost þvzdu¹nou èarouÿ, ale

vzdálenost, kterou je tøeba þurazit po plo¹eÿ). Ukazuje se, ¾e tato þvnitøní vzdálenostÿ má vlast-

nosti metriky a takto de�novaná metrika má znaèný význam v geometrii.

(iii) Velmi dùle¾ité je, ¾e metriku lze pøirozeným zpùsobem zavést na mnoha þnekoneènì

rozmìrnýchÿ mno¾inách, které se pøirozenì vyskytují v matematické analýze. Prvky tìchto mno¾in

(prostorù) jsou vìt¹inou funkce nebo posloupnosti; tyto prostory si ji¾ nejsme schopni dostateènì

jasnì pøedstavit (þ je¹tì ménìÿ ne¾ R

n

pro n � 4). Na tyto prostory jsme v¹ak schopni velmi

úspì¹nì aplikovat teorii metrických prostorù. Pøitom v teorii metrických prostorù jsme pøirozenì

vedeni na¹í geometrickou intuicí z roviny a prostoru (R

2

a R

3

). Tím dochází k jisté þgeometrizaci

analýzyÿ, která nám velmi pomáhá pochopit slo¾ité analytické problémy. V nìkterých tìchto

prostorech je mo¾no dokonce pøirozeným zpùsobem zavést i pojem skalárního souèinu (a tedy i

kolmosti a úhlu sevøeného vektory) a pou¾ívat geometrickou intuici v je¹tì vìt¹ím rozsahu.

Uva¾ujme napøíklad mno¾inu X v¹ech reálných funkcí de�novaných a spojitých na intervalu

[0; 1] a polo¾me si otázku, jak pøirozenì de�novat vzdálenost (odchylku) dvou funkcí f; g 2 X.

Zcela pøirozenì se nabízí þmaximová vzdálenostÿ de�novaná pøedpisem

�

1

(f; g) = maxfjf(x)� g(x)j: x 2 [0; 1]g:

Víme, ¾e maxima se skuteènì nabývá, a je snadné dokázat, ¾e �

1

je metrika na X. Tato metrika

je analogická metrice �

1

na R

n

. Na X v¹ak mù¾eme pøirozenì de�novat také metriky, které jsou

analogické metrikám �

2

a �

1

na R

n

:

�

2

(f; g) =

s

Z

1

0

(f(x) � g(x))

2

dx; �

1

(f; g) =

Z

1

0

jf(x)� g(x)jdx:

Tyto þintegrální odchylkyÿ jsou také metrikami na X; na rozdíl od analogických metrik na R

n

v¹ak tyto tøi metriky urèují rozdílné pojmy spojitosti.
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1. Metrické prostory

1.2 Normované lineární prostory

a unitární prostory

V mnoha dùle¾itých pøípadech se v analýze pracuje s metrickými prostory, které

jsou zároveò lineárními (vektorovými) prostory. Pøitom je èasto metrika translaènì

invariantní (tj. �(x+a; y+a) = �(x; y)), tak¾e �(x; y) = �(0; y�x); k urèení metriky

pak staèí znát velikost (þnormuÿ) kzk := �(z; 0) libovolného vektoru z, pøièem¾

tato funkce k � k má vlastnosti z následující de�nice.

1.5 De�nice. (normovaný lineární prostor) Nech» X je lineární (vektorový) pro-

stor nad tìlesem T reálných nebo komplexních èísel. Pak funkce k � k:X ! R, která

ka¾dému x 2 X pøiøazuje èíslo kxk 2 R, se nazývá norma na X , jestli¾e pro ka¾dé

dva body x; y 2 X a ka¾dé èíslo � 2 T platí

(i) kxk � 0 a kxk = 0 () x = 0;

(ii) k� � xk = j�j � kxk;

(iii) kx+ yk � kxk+ kyk.

Uspoøádanou dvojici (X; k�k) pak nazýváme normovaným lineárním prostorem.

Ka¾dá norma na lineárním prostoru X pøirozenì indukuje (urèuje) na X met-

riku rovností

�(x; y) := kx� yk:

Je zcela snadné dokázat, ¾e � má v¹echny tøi vlastnosti metriky. Navíc je zøejmì

ka¾dá metrika indukovaná normou translaènì invariantní a homogenní v tom smyslu,

¾e �(� x; � y) = j�j �(x; y).

Hovoøíme-li o normovaném lineárním prostoru jako o metrickém prostoru, jde o

metriku � indukovanou normou, není-li øeèeno jinak. Je-li metrický prostor (X; �)

úplný (viz De�nice 1.80), øíkáme, ¾e (X; k � k) je Banachùv prostor.

1.6 Poznámka. Pokud není obava z nedorozumìní, je bì¾né oznaèovat normy na rùzných prosto-

rech stejným symbolem k �k. Napøíklad hovoøíme (formálnì nekorektnì) o zobrazení f : (X; k �k)!

(Y; k � k).

V øadì dùle¾itých pøípadù je norma indukovaná skalárním souèinem. Pøipo-

meòme proto pojem unitárního prostoru.

1.7 De�nice. (unitární prostor) Nech» X je lineární (vektorový) prostor nad

tìlesem T reálných nebo komplexních èísel. Øekneme, ¾e funkce h�; �i:X �X ! T,

která ka¾dé dvojici (x; y) 2 X �X pøiøazuje èíslo hx; yi 2 T, je skalární souèin na

X , jestli¾e pro v¹echny vektory x; y; z 2 X a ka¾dé èíslo � 2 T platí

(1) hx; yi = hy; xi;

(2) h� � x; yi = � � hx; yi;

(3) hx+ y; zi = hx; zi+ hy; zi;

(4) x 6= 0 =) hx; xi > 0.

8



Normované lineární prostory a unitární prostory 1.2

Uspoøádanou dvojici (X; h�; �i) pak nazýváme unitárním prostorem (nebo pro-

storem se skalárním souèinem).

Základy teorie unitárních prostorù se probírají v lineární algebøe; pøipomeòme,

¾e z axiomù (1){(4) snadno plynou rovnosti hx; y + zi = hx; yi + hx; zi, h0; xi =

hx; 0i = 0, hx; � � yi = � � hx; yi a v pøípadì reálného lineárního prostoru X také

symetrie skalárního souèinu (hx; yi = hy; xi).

Ka¾dý skalární souèin na lineárním prostoru X pøirozenì indukuje (urèuje) na

X normu rovností

kxk :=

p

hx; xi:

Vlastnost (i) normy okam¾itì plyne ze (4) a toho, ¾e h0; 0i = 0. Dále

k� � xk =

p

h� � x; � � xi =

p

�� � kxk = j�j � kxk:

þTrojúhelníková nerovnostÿ (iii) je snadným dùsledkem (viz [Be] èi [Bi]) dùle¾ité

Cauchy { Schwartzovy nerovnosti

jhx; yij � kxk � kyk:

Na ka¾dém unitárním prostoru X je tedy kanonicky zadána norma a tudí¾ i me-

trika. Je-li pøíslu¹ný metrický prostor úplný (tj. je-li pøíslu¹ný normovaný lineární

prostor Banachùv), øekneme, ¾e unitární prostor X je Hilbertùv.

1.8 Poznámka. Terminologie kolísá. Nìkdy se pøi de�nici Hilbertova prostoru po-

¾aduje, aby ¹lo o komplexní lineární prostor, pøípadnì aby byl nekoneènì rozmìrný.

1.9 Pøíklad. (prostory R

n

a C

n

) Nejjednodu¹¹ími pøíklady unitárních prostorù jsou reálný line-

ární prostor R

n

se skalárním souèinem

h(x

1

; : : : ; x

n

); (y

1

; : : : ; y

n

)i := x

1

y

1

+ � � �+ x

n

y

n

a komplexní lineární prostor C

n

se skalárním souèinem

h(x

1

; : : : ; x

n

); (y

1

; : : : ; y

n

)i := x

1

y

1

+ � � �+ x

n

y

n

:

Skalární souèin na R

n

indukuje normu

k(x

1

; : : : ; x

n

)k

2

=

q

x

2

1

+ � � �+ x

2

n

:

Tato norma k � k se nazývá eukleidovská norma a zøejmì indukuje eukleidovskou metriku. (Z toho

vyplývá, ¾e eukleidovská metrika je skuteènì metrikou.)

SpeciálnìR = R

1

a C = C

1

chápeme jako unitární (a tedy i normované lineární) prostory.

Zøejmì kxk = jxj v R i v C .

1.10 Pøíklad. (normy na R

n

) Pro x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2 R

n

a 1 � p <1 klademe

kxk

p

:=

 

n

X

i=1

jx

i

j

p

!

1

p

a kxk

1

:= max(jx

1

j; : : : ; jx

n

j):
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1. Metrické prostory

Obr. 1.1.

Ovìøení toho, ¾e k �k

1

a k �k

1

jsou normy, je snadné. Pro k �k

p

, 1 < p <1, jsou vlastnosti normy

(i) a (ii) triviálnì splnìny. Trojúhelníková nerovnost pro tyto normy a body x = (x

1

; : : : ; x

n

),

y = (y

1

; : : : ; y

n

) s nezápornými slo¾kami se nazývá Minkowského nerovnost (viz [D II], Vìta

105), co¾ je jedna z pomìrnì hlubokých klasických nerovností. Pro obecné x = (x

1

; : : : ; x

n

), y =

(y

1

; : : : ; y

n

) trojúhelníkovou nerovnost ihned dostaneme, aplikujeme-li Minkowského nerovnost na

vektory x

�

= (jx

1

j; : : : ; jx

n

j), y

�

= (jy

1

j; : : : ; jy

n

j). Oznaèení maximové normy symbolem k � k

1

je

motivováno tím, ¾e

kxk

1

= lim

p!1

kxk

p

; x 2 R

n

:

Nejèastìji se v R

n

u¾ívají normy k � k

2

, k � k

1

a k � k

1

, kterým se vìt¹inou øíká eukleidovská,

maximová a souètová norma, a proto se také oznaèují symboly k � k

e

, k � k

m

a k � k

s

. Je zøejmé,

¾e poøadì indukují eukleidovskou metriku �

2

, maximovou metriku �

1

a souètovou metriku �

1

, o

kterých se ji¾ hovoøilo v pøedcházejícím oddílu. Pro x 2 R

n

zøejmì platí

max(jx

1

j; : : : ; jx

n

j) �

q

jx

1

j

2

+ � � �+ jx

n

j

2

�

� jx

1

j+ � � �+ jx

n

j � n �max(jx

1

j; : : : ; jx

n

j);

tj. kxk

1

� kxk

2

� kxk

1

� n � kxk

1

:

Oznaèíme-li pro p 2 f1; 2;1g symbolem U

p

"

(a) "-ové okolí bodu a vzhledem k metrice �

p

,

platí U

p

"

(a) = fx 2 R

n

: kx� ak

p

< "g, tak¾e z pøedchozích nerovností dostáváme

U

1

"

(a) � U

2

"

(a) � U

1

"

(a) � U

1

n"

(a);

(viz obr. 1.1, na kterém je vidìt tvar tìchto okolí pro n = 2). Z tìchto inkluzí snadno vyplývá, ¾e

metriky �

2

, �

1

, �

1

urèují na R

n

stejný þpojem spojitostiÿ. Pozdìji uká¾eme (viz Vìta 1.132), ¾e

stejný pojem spojitosti urèuje ka¾dá metrika na R

n

, která je indukována normou.

Pøirozeným nekoneènì dimenzionálním zobecnìním unitárních prostorù R

n

(resp. C

n

) je re-

álný (resp. komplexní) prostor `

2

.

1.11 Pøíklad. (prostor `

2

) Symbolem `

2

(nìkdy také symbolem `

2

) se oznaèuje mno¾ina v¹ech

posloupností (a

n

)

1

1

reálných (resp. komplexních) èísel takových, ¾e

1

X

n=1

ja

n

j

2

<1. Proto¾e ja

n

+

b

n

j

2

� (ja

n

j+ jb

n

j)

2

� 2ja

n

j

2

+2jb

n

j

2

, je snadno vidìt, ¾e `

2

je lineární podprostor prostoru v¹ech

reálných (resp. komplexních) posloupností (s pøirozenou lineární strukturou). Na `

2

de�nujeme
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Základní pojmy teorie metrických prostorù 1.3

skalární souèin podobnì jako v C

n

; pro x = (x

1

; x

2

; : : : ) 2 `

2

a x = (y

1

; y

2

; : : : ) 2 `

2

klademe

(1.1) < x; y > :=

1

X

i=1

x

i

y

i

:

Proto¾e jx

i

y

i

j = jx

i

j � jy

i

j � jx

i

j

2

+ jy

i

j

2

, vidíme, ¾e øada v (1.1) absolutnì konverguje. Je snadné

ovìøit, ¾e jde skuteènì o skalární souèin. Není tì¾ké dokázat, ¾e prostor `

2

(reálný nebo komplexní)

je Hilbertùv. Tento fakt je také speciálním pøípadem úplnosti prostoru L

2

(X;�), kde (X;�) je

prostor s mírou (viz [LM]). Je toti¾ `

2

= L

2

(N; �), kde � je aritmetická (poèítací) míra na N.

1.12 Pøíklad. (normy a skalární souèin na C[a; b]) Mno¾inu spojitých reálných funkcí na in-

tervalu [a; b] budeme oznaèovat symbolem C[a; b]; tato mno¾ina zøejmì tvoøí vektorový prostor,

de�nujeme-li souèet funkcí a násobení funkce èíslem obvyklým zpùsobem. V pøedcházejícím od-

dílu se ji¾ hovoøilo o metrikách �

1

, �

2

a �

1

na C[a; b]. Uká¾eme, ¾e tyto metriky jsou indukovány

normami.

První z nich je maximová (supremová) norma de�novaná pøedpisem

kfk

1

:= maxfjf(x)j: x 2 [a; b]g:

Je zcela snadné ovìøit, ¾e jde skuteènì o normu, která indukuje metriku �

1

. Budeme-li dále

hovoøit o C[a; b] jako o normovaném lineárním prostoru, uva¾ujeme tuto normu, není-li øeèeno

jinak. Je snadno vidìt, ¾e �

1

þpopisuje stejnomìrnou konvergenciÿ: f

n

! f v C[a; b] (viz De�nice

1.17), právì kdy¾ f

n

� f . Ze známých vìt o stejnomìrné konvergenci snadno plyne, ¾e C[a; b] je

Banachùv (tj. úplný) prostor.

Pokud pro f 2 C[a; b] polo¾íme

kfk

2

:=

s

Z

b

a

jf(x)j

2

dx;

je �

2

zøejmì indukována normou k�k

2

. To, ¾e k�k

2

je skuteènì norma, vyplývá ze snadno ovìøitelné

skuteènosti, ¾e

hf; gi :=

Z

b

a

f(x)g(x) dx

je skalární souèin na C[a; b], který urèuje normu k � k

2

.

Metrika �

1

na C[a; b] je zøejmì indukovaná normou

kfk

1

:=

Z

b

a

jf(x)j dx:

Ovìøení toho, ¾e jde skuteènì o normu, je zcela snadné.

Vzájemný vztah tìchto tøí metrik (norem) je diskutován v Pøíkladì 1.57 ní¾e. Poznamenejme,

¾e prostor C[a; b] s metrikou �

2

(resp. �

1

) není úplný prostor.

Nakonec poznamenejme, ¾e i na komplexním prostoru C[a; b] tvoøeném komplexními funkcemi

lze uva¾ovat odpovídající tøi normy a metriky. Norma k�k

2

je pak v¹ak zadána skalárním souèinem

hf; gi :=

Z

b

a

f(x)g(x) dx:
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1. Metrické prostory

1.3 Základní pojmy teorie metrických

prostorù

V tomto oddílu zavedeme nìkteré základní pojmy z teorie metrických prostorù

a uvedeme øadu jejich dùle¾itých vlastností. Pojmùm spojitosti a limity se v¹ak

budeme vìnovat a¾ v dal¹ím oddílu.

Poznamenejme, ¾e øadu pojmù (napø. otevøené mno¾iny, uzavøené mno¾iny,

uzávìru, hranice) lze de�novat rùznými pøirozenými ekvivalentními zpùsoby; volba

de�nice pak závisí na vkusu autora a je v ka¾dé uèebnici trochu jiná.

1.13 De�nice. Nech» (X; �) je metrický prostor a M � X . Polo¾íme-li

�

M

:= � �

M�M

, tj. klademe-li �

M

(x; y) := �(x; y) pro x; y 2 M , je zøejmì �

M

metrika naM . Metrický prostor (M;�

M

) nazýváme podprostorem prostoru (X; �).

1.14 Poznámka.

(i) Nìkdy se místo (M;�

M

) pí¹e (M;�). Tato úmluva je sice formálnì neko-

rektní, ale proto¾e zkracuje zápisy a nevede k omylùm, èasto se u¾ívá.

(ii) Máme-li de�novanou nìjakou vlastnost V metrických prostorù a øekneme, ¾e

mno¾inaM � (X; �) má tuto vlastnost, myslíme tím, ¾e podprostor (M;�

M

)

má vlastnost V .

Je-li (X; k � k) normovaný lineární prostor a Y je lineární podprostor prostoru

X , pak (Y; k � k) (pøesnìji (Y; k � k

Y

), kde k � k

Y

je restrikce k � k na Y ) je opìt

normovaný lineární prostor, který nazýváme podprostorem (X; k � k). Je zøejmé,

¾e (Y; k � k) urèuje metrický prostor, který je podprostorem metrického prostoru

urèeného (X; k � k).

1.15 De�nice. Nech» (X; �) je metrický prostor, a 2 X a " > 0. Pak mno¾inu

B(a; ") := fx 2 X : �(x; a) < "g nazýváme otevøenou koulí o støedu a a polomìru ".

Tuto mno¾inu nazýváme také "-okolím bodu a; pøi u¾ití této terminologie ji budeme

znaèit U

"

(a). Platí tedy

B(a; ") = U

"

(a) = fx 2 X : �(x; a) < "g:

Mno¾inu U � X nazýváme okolím bodu a, existuje-li � > 0 takové, ¾e platí

U

�

(a) � U .

1.16 Poznámka.

(i) Nìkteøí autoøi pøi de�nici okolí U bodu a po¾adují, aby U byla otevøená

mno¾ina (viz De�nice 1.19).

(ii) Mno¾inì U

"

(a) n fag se nìkdy øíká redukované (pøípadnì prstencové) "-ové

okolí bodu a. Proto¾e tato terminologie není bì¾ná, budeme ji pou¾ívat jen

výjimeènì.
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1.17 De�nice. Nech» (X; �) je metrický prostor, x 2 X a x

n

2 X; n = 1; 2; : : : .

Øíkáme, ¾e x je limitou posloupnosti (x

n

) a pí¹eme

lim

n!1

x

n

= x nebo x

n

! x;

jestli¾e

lim

n!1

�(x

n

; x) = 0; tj.

8" > 0 9n

0

2 N 8n > n

0

: �(x

n

; x) < ":

(Poslední podmínkou de�nujeme limitu posloupnosti (x

n

) i tehdy, jestli¾e ko-

neèný poèet jejích èlenù není de�nován.) Má-li posloupnost (x

n

) limitu, øíkáme,

¾e je konvergentní (a konverguje ke své limitì), v opaèném pøípadì øíkáme, ¾e je

divergentní.

Snadno je vidìt, ¾e posloupnost v metrickém prostoru mù¾e mít nejvý¹e jednu

limitu.

1.18 Poznámka. Pojem limity tedy de�nujeme i pro posloupnosti, které jsou

zobrazeními x: (N nK)! X, kde K � N je koneèná. To umo¾òuje jednodu¹¹í for-

mulaci øady tvrzení (napø. Vìty 1.35 ní¾e). Kdykoliv dále napí¹eme symbol (x

n

),

myslíme tím takovou þposloupnost v ¹ir¹ím smysluÿ.

1.19 De�nice. Nech» (X; �) je metrický prostor, a 2 X a M � X .

(a) Øekneme, ¾e a je vnitøním bodem mno¾iny M , existuje-li " > 0 takové, ¾e

U

"

(a) � M ; tj. kdy¾ M je okolím bodu a. Mno¾inu v¹ech vnitøních bodù

mno¾iny M nazýváme vnitøkem mno¾iny M a znaèíme ji M

o

nebo intM .

(b) Uzávìrem mno¾iny M rozumíme mno¾inu M bodù a 2 X takových, ¾e pro

ka¾dé " > 0 platí U

"

(a) \M 6= ;.

(c) Øekneme, ¾e a je hranièním bodem mno¾iny M , jestli¾e pro ka¾dé " > 0

platí U

"

(a) \M 6= ; a také U

"

(a) nM 6= ;. Mno¾inu v¹ech hranièních bodù

mno¾iny M nazýváme hranicí mno¾iny M a znaèíme ji @M .

(d) Øekneme, ¾e a je hromadným bodem mno¾iny M , jestli¾e pro ka¾dé " > 0

platí (U

"

(a) n fag) \M 6= ;. Mno¾inu v¹ech hromadných bodù mno¾iny M

nazýváme derivací mno¾iny M a znaèíme ji symbolem M

0

.

(e) Je-li a 2M nM

0

, nazýváme a izolovaným bodem mno¾iny M .

(f) Øíkáme, ¾e M je otevøená mno¾ina, jestli¾e M =M

o

.

(g) Øíkáme, ¾e M je uzavøená mno¾ina, jestli¾e M =M .

(h) Øíkáme, ¾e M je hustá mno¾ina, jestli¾e M = X .

Následující tvrzení snadno plynou z de�nic.

1.20 Tvrzení. Nech» (X; �) je metrický prostor, a 2 X a M � X . Pak platí

následující tvrzení.

(a) M

o

�M �M; M

o

= X nX nM; M = X n (X nM)

o

;

13
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@M =M nM

o

; M =M [M

0

:

(b) Bod a le¾í v uzávìruM mno¾inyM , právì kdy¾ existuje posloupnost x

1

; x

2

; : : :

bodù z M , která konverguje k bodu a.

(c) Bod a le¾í v derivaci M

0

mno¾iny M , právì kdy¾ existuje posloupnost

x

1

; x

2

; : : : bodù z M n fag, která konverguje k bodu a.

(d) Bod a le¾í v derivaciM

0

mno¾inyM , právì kdy¾ ka¾dá koule B(a; "), " > 0,

obsahuje nekoneènì mnoho bodù mno¾iny M .

(e) Vnitøek M

o

mno¾iny M je nejvìt¹í otevøená mno¾ina obsa¾ená v mno¾inì

M (G �M

o

pro ka¾dou otevøenou G �M).

(f) UzávìrM mno¾inyM je nejmen¹í uzavøená mno¾ina obsahující mno¾inuM

( M � F pro ka¾dou uzavøenou F �M).

(g) Mno¾inaM je uzavøená, právì kdy¾ její doplnìk X nM je otevøená mno¾ina.

Mno¾inaM je otevøená, právì kdy¾ její doplnìk X nM je uzavøená mno¾ina.

(h) Mno¾ina M je uzavøená, právì kdy¾ platí implikace

(x

n

2M; n = 1; 2; : : : ; x

n

! a) =) a 2M .

(i) Mno¾iny M

0

a @M jsou uzavøené.

Také dùkaz následující vìty je snadný.

1.21 Vìta. (vlastnosti systémù otevøených a uzavøených mno¾in) V libovolném

metrickém prostoru X platí tato tvrzení.

(i) Mno¾iny ; a X jsou zároveò otevøené i uzavøené.

(ii) Sjednocení libovolného systému otevøených mno¾in je otevøená mno¾ina a

prùnik koneèného systému otevøených mno¾in je otevøená mno¾ina.

(iii) Prùnik libovolného systému uzavøených mno¾in je uzavøená mno¾ina a sjed-

nocení koneèného systému uzavøených mno¾in je uzavøená mno¾ina.

Není-li z kontextu jasné, v jakém metrickém prostoru pracujeme, pou¾íváme

symboly A

(X;�)

; A

�

; @

�

(A) apod. Speciálnì, uzávìr mno¾iny A � Y v podprostoru

(Y; �

Y

) prostoru (X; �) oznaèujeme symbolem A

Y

. Zøejmì platí dùle¾itá rovnost

A

Y

= A \ Y , ze které snadno vyplývá následující u¾iteèné tvrzení.

1.22 Tvrzení. (otevøenost a uzavøenost v podprostoru) Buï (X; �) metrický pro-

stor a nech» A � Y � X . Pak A je uzavøená (resp. otevøená) podmno¾ina podpro-

storu (Y; �), právì kdy¾ existuje uzavøená (resp. otevøená) podmno¾ina B prostoru

(X; �), pro kterou A = B \ Y .

Speciálnì, je-li Y uzavøená (resp. otevøená) v X , pak mno¾ina A je uzavøená

(resp. otevøená) v (Y; �), právì kdy¾ je uzavøená (resp. otevøená) v (X; �).

1.23 Poznámka. (o topologických prostorech) Pojem topologického prostoru je dùle¾itým zobec-

nìním pojmu metrického prostoru. V obecném topologickém prostoru se zavádìjí pojmy otevøené

mno¾iny, okolí bodu, konvergence posloupnosti, spojité funkce a mnoha dal¹ích topologických

pojmù (srov. str. 23), nezavádìjí se v¹ak pojmy netopologické (napø. omezenosti mno¾iny, cauchy-

ovské posloupnosti, lipschitzovské funkce). Nejbì¾nìj¹í zpùsob zavedení topologického prostoru je
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pomocí zadání systému otevøených mno¾in, po kterém po¾adujeme pouze to, aby mìl základní

vlastnosti (z Vìty 1.21) systému otevøených mno¾in v metrickém prostoru.

Nech» X je mno¾ina a G je systém podmno¾in X s tìmito vlastnostmi:

(i) ; 2 G, X 2 G.

(ii) Prùnik koneènì mnoha prvkù z G le¾í opìt v G.

(iii) Sjednocení libovolného systému mno¾in z G le¾í opìt v G.

Pak øíkáme, ¾e (X;G) je topologický prostor a G je systém v¹ech otevøených mno¾in v tomto

topologickém prostoru (sytému G se nìkdy øíká þtopologieÿ).

Za okolí bodu x pak prohlásíme takové mno¾iny U , pro které existuje G 2 G splòující x 2

G � U . A pomocí pojmu okolí mù¾eme v topologickém prostoru pøirozenì de�novat v¹echny dal¹í

dùle¾ité topologické pojmy z teorie metrických prostorù.

Nejvìt¹í význam mají (Hausdor�ovy) topologické prostory, které navíc splòují následující

pøirozený þoddìlovací axiomÿ:

(iv) Jsou-li x 6= y dva body z X, pak existují G

x

2 G; G

y

2 G takové, ¾e platí x 2 G

x

,

y 2 G

y

a G

x

\G

y

= ;.

Z Vìty 1.21 vyplývá, ¾e ka¾dá metrika na X indukuje na X topologii. Je snadno vidìt, ¾e

tato topologie je Hausdor�ova, tj. splòuje (iv).

Pro aplikace je dùle¾ité, ¾e pomocí pojmu topologického prostoru þlze zachytitÿ pojem bodové

konvergence posloupnosti funkcí, co¾ pomocí pojmu metrického prostoru mo¾né není. Napøíklad

na C[0; 1] existuje (Hausdor�ova) topologie G taková, ¾e f

n

! f v (C[0; 1];G), právì kdy¾ f

n

(x)!

f(x) pro ka¾dé x 2 [0; 1]; ¾ádná topologie indukovaná metrikou v¹ak tuto vlastnost nemá.

1.24 De�nice. (vzdálenost bodu od mno¾iny a vzdálenost dvou mno¾in) Nech»

(X; �) je metrický prostor, a 2 X , A � X , B � X . Pak de�nujeme vzdálenost bodu

a od mno¾iny A vzorcem

�(a;A) = dist(a;A) := inf

x2A

�(a; x)

a vzdálenost mno¾in A a B pøedpisem

�(A;B) = dist(A;B) := inf

x2A;y2B

�(x; y):

Zøejmì platí �(a;A) = �(fag; A). Dále �(a; ;) = �(A; ;) = �(;; B) = 1; jinak

jsou v¾dy èísla �(a;A), �(A;B) reálná a nezáporná. Snadno je vidìt, ¾e �(a;A) = 0,

právì kdy¾ a 2 A.

1.25 De�nice. (prùmìr mno¾iny) Nech» (X; �) je metrický prostor. Prùmìr (di-

ametr) mno¾iny ; 6= A � X de�nujeme vzorcem

diamA := sup

x;y2A

�(x; y)

a klademe diam ; := 0. Jestli¾e diamA <1, øekneme, ¾e A je omezená mno¾ina.

Øekneme, ¾e X je omezený prostor, jestli¾e X je omezená mno¾ina.
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1.4 Funkce a zobrazení na metrických

prostorech

Nyní budeme de�novat pojem spojitosti a limity pro zobrazení mezi metrickými

prostory. Jde o pøímoèaré zobecnìní tìchto pojmù z teorie reálných funkcí reálné

promìnné; terminologie v¹ak trochu kolísá, pokud nejde o zobrazení de�nované na

celém metrickém prostoru.

Ji¾ pro reálné funkce není terminologie zcela jednotná. Napøíklad podle nejbì¾-

nìj¹í terminologie reálná funkce reálné promìnné

p

x není spojitá v bodì 0, proto¾e

spojitost se chápe vzhledem k celé reálné pøímce a

p

x není de�nována na ¾ádném

levém okolí 0. Nìkteøí autoøi v¹ak chápou spojitost vzhledem k de�niènímu oboru;

pak ov¹em funkce

p

x v bodì 0 spojitá je.

Zaènìme proto s nejjednodu¹¹ím pøípadem spojitosti zobrazení de�novaného na

celém metrickém prostoru, kde k ¾ádnému kolísání terminologie nedochází.

1.26 De�nice. Nech» (X; �), (Y; �) jsou metrické prostory, f :X ! Y je zobrazení

a a 2 X . Potom:

(i) Øekneme, ¾e zobrazení f je spojité v bodì a, jestli¾e pro ka¾dé " > 0 existuje

� > 0 takové, ¾e (pro ka¾dý bod x 2 X) platí implikace

�(x; a) < � =) �(f(x); f(a)) < ":

(ii) Øekneme, ¾e zobrazení f je spojité, je-li spojité v ka¾dém bodì prostoru X .

(iii) Øekneme, ¾e zobrazení f je homeomor�smus, je-li bijektivní a obì zobrazení

f , f

�1

jsou spojitá.

1.27 Poznámka.

(i) Homeomor�smu se také øíká homeomorfní (nebo topologické) zobrazení.

(ii) Øekneme-li (výjimeènì), ¾e f : (X; �)! (Y; �) je homeomorfní, i kdy¾ f není

bijekce, myslíme tím, ¾e f je prosté a bijekce f : (X; �) ! (f(X); �) je

homeomor�smus.

V praxi (zvlá¹tì pøi vy¹etøování funkcí více promìnných) potøebujeme následu-

jící obecnìj¹í pojem spojitosti vzhledem k mno¾inì.

1.28 De�nice. Nech» (X; �), (Y; �) jsou metrické prostory, f je zobrazení z X do

Y , nech» A � X a a 2 X . Potom:

(i) Øekneme, ¾e zobrazení f je spojité v bodì a vzhledem k mno¾inì A, jestli¾e

a 2 A a pro ka¾dé " > 0 existuje � > 0 takové, ¾e platí implikace

(x 2 A; �(x; a) < �) =) �(f(x); f(a)) < ":

Øekneme, ¾e f je spojité v bodì a, je-li spojité v bodì avzhledem k A = X .

(ii) Øekneme, ¾e f je spojité na (v) mno¾inì A, jestli¾e f je spojité vzhledem

k mno¾inì A v ka¾dém bodì mno¾iny A.
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1.29 Poznámka.

(i) Je-li f spojité v bodì a vzhledem k mno¾inì A, pak zøejmì existuje � > 0,

pro které U

�

(a) \ A � D

f

.

(ii) Zobrazení f je zøejmì spojité na mno¾inì A právì tehdy, kdy¾ jeho restrikce

f �

A

: (A; �)! (Y; �) je spojité zobrazení.

(iii) Je-li f zobrazení z X do Y a a 2 D

f

, pak pro pojem spojitosti f v bodì a se

nabízejí dvì pøirozené mo¾nosti; buï se uva¾uje spojitost vzhledem k A :=

D

f

nebo spojitost vzhledem k A := X . My jsme zde zvolili druhou mo¾nost,

která je v teorii funkcí více promìnných èastìj¹í (a pøirozenìj¹í). Øada autorù

v¹ak volí druhou mo¾nost (která je pøirozenìj¹í v jiných teoriích).

(iv) Vý¹e de�nované pojmy týkající se spojitosti se ov¹em netýkají pouze zob-

razení f ; abychom je mohli de�novat, musíme mít zadány také prostory

(X; �), (Y; �) (a mno¾inu A). Zmìníme-li napøíklad nìkterou z metrik, mù¾e

se zmìnit pojem spojitosti. Na R

n

bereme v¾dy eukleidovskou metriku, není-

li øeèeno jinak.

Nyní vyslovíme nìkterá základní tvrzení o spojitosti, která lze snadno dokázat

z de�nice.

1.30 Tvrzení. Nech» f : (X; �) ! (Y; �), a 2 X . Pak následující tvrzení jsou po

dvou ekvivalentní.

(i) f je spojité v bodì a.

(ii) 8" > 0 9� > 0: f(U

�

(a)) � U

"

(f(a)):

(iii) 8" > 0 9� > 0: U

�

(a) � f

�1

(U

"

(f(a))) :

(iv) Je-li V okolí bodu f(a), pak f

�1

(V ) je okolí bodu a.

(v) Pro ka¾dou posloupnost (x

n

) v X platí implikace

x

n

! a =) f(x

n

)! f(a):

1.31 Vìta. Nech» je dáno zobrazení f : (X; �) ! (Y; �). Pak následující tvrzení

jsou ekvivalentní.

(i) Zobrazení f je spojité.

(ii) Pro ka¾dou otevøenou podmno¾inu G prostoru (Y; �) je mno¾ina f

�1

(G)

otevøená podmno¾ina prostoru (X; �).

(iii) Pro ka¾dou uzavøenou podmno¾inu F prostoru (Y; �) je mno¾ina f

�1

(F )

uzavøená podmno¾ina prostoru (X; �).

1.32 Tvrzení. Nech» f : (X; �) ! (Y; �) je bijekce. Pak následující tvrzení jsou

ekvivalentní.

(i) Zobrazení f je homeomor�smus.

(ii) Mno¾ina A � X je otevøená, právì kdy¾ f(A) je otevøená v Y .

(iii) Mno¾ina A � X je uzavøená, právì kdy¾ f(A) je uzavøená v Y .
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1.33 De�nice. Nech» (X; �), (Y; �) jsou metrické prostory, f je zobrazení z X do

Y , A � X a nech» a 2 X je hromadným bodem mno¾iny A . Øekneme, ¾e b 2 Y je

limita zobrazení f v bodì a vzhledem k mno¾inì A a pí¹eme

lim

x!a; x2A

f(x) = b;

jestli¾e pro ka¾dé " > 0 existuje � > 0 takové, ¾e platí implikace

(1.2) (x 2 A; 0 < �(x; a) < �) =) �(f(x); b) < ":

Je-li A = X , øíkáme, ¾e f má v bodì a limitu b a pí¹eme lim

x!a

f(x) = b:

1.34 Poznámka. Nech» X , Y , A, a jsou jako v pøedchozí de�nici a je dán systém

f

!

(! 2 
 6= ;) zobrazení z X do Y . Jestli¾e pro ka¾dé ! 2 
 existuje

(1.3) lim

x!a; x2A

f

!

(x) = b

!

a ke ka¾dému " > 0 existuje � > 0 takové, ¾e pro ka¾dé ! 2 
 platí implikace

(1.2), ve které místo f , b pí¹eme f

!

, b

!

, pak øíkáme, ¾e limita (1.3) je stejnomìrná

vzhledem k ! 2 
.

Dùkazy následujících vìt o limitách a o spojitosti jsou zcela analogické odpoví-

dajícím dùkazùm pro reálné funkce reálné promìnné.

1.35 Vìta. (Heineho vìta) Nech» (X; �), (Y; �) jsou metrické prostory, f je zob-

razení z X do Y , A � X , b 2 Y a nech» a 2 X je hromadným bodem mno¾iny A.

Pak lim

x!a; x2A

f(x) = b, právì kdy¾ platí následující (Heineho) podmínka:

Pro ka¾dou posloupnost (x

n

) bodù z mno¾iny A n fag platí implikace

x

n

! a =) f(x

n

)! b:

Poznamenejme, ¾e pøi této formulaci Heineho vìty je nutno posloupnost (f(x

n

))

v pøedchozí vìtì chápat jako posloupnost þv ¹ir¹ím smysluÿ (viz Poznámka 1.18),

jinak bychom museli pøedpokládat, ¾e x

n

2 D

f

\ (A n fag).

1.36 Tvrzení. Nech» (X; �), (Y; �) jsou metrické prostory, f je zobrazení z X do

Y , A � X a nech» a 2 A \ A

0

\D

f

. Pak zobrazení f je spojité v bodì a vzhledem

k mno¾inì A, právì kdy¾ lim

x!a; x2A

f(x) = f(a):

1.37 Poznámka. Pøedpoklad a 2 A

0

v pøedchozím tvrzení je nutný. Pokud a 2

A \ D

f

, ale a =2 A

0

, pak f je zøejmì spojité v bodì a vzhledem k mno¾inì A, ale

limita zobrazení f v bodì a vzhledem k A není de�novaná.

1.38 Vìta. (vìta o spojitosti slo¾eného zobrazení v bodì) Nech» (X; �), (Y; �),

(Z; !) jsou metrické prostory, f je zobrazení z X do Y a g je zobrazení z Y do Z.

Nech» A � X , a 2 A, B � Y , f(a) 2 B a existuje � > 0 takové, ¾e f(U

�

(a)\A) � B.

18



Funkce a zobrazení na metrických prostorech 1.4

Nech» dále zobrazení f je spojité v bodì a vzhledem k A a g je spojité v bodì f(a)

vzhledem k B. Pak zobrazení g � f je spojité v bodì a vzhledem k A.

1.39 Vìta. (vìta o spojitosti slo¾eného zobrazení) Nech» (X; �), (Y; �), (Z; !)

jsou metrické prostory a f :X ! Y , g:Y ! Z jsou spojitá zobrazení. Pak zobrazení

g � f :X ! Z je spojité.

1.40 Vìta. (vìta o limitì slo¾eného zobrazení) Nech» (X; �), (Y; �), (Z; !) jsou

metrické prostory, f je zobrazení z X do Y a g je zobrazení z Y do Z. Nech» A � X ,

a 2 A

0

, B � Y , b 2 B

0

, c 2 Z a existuje � > 0 takové, ¾e f ((U

�

(a) n fag) \ A) � B.

Nech» dále

lim

x!a; x2A

f(x) = b; lim

y!b; y2B

g(y) = c

a platí jedna z následujících podmínek:

(i) Existuje � > 0 takové, ¾e b =2 f ((U

�

(a) n fag) \ A).

(ii) Zobrazení g je spojité v bodì b vzhledem k B.

Pak lim

x!a; x2A

(g � f)(x) = c:

Je-li f reálná funkce na metrickém prostoru (X; �), je pøirozené chápat f jako

zobrazení f : (X; �)! (R; �

2

), tak¾e pøedchozí de�nice dávají pojem spojitosti f

(v bodì a na mno¾inì) a také pojem vlastní limity. Takto v¹ak nedostaneme pojem

nevlastní limity (jeho¾ þsprávnáÿ de�nice je ov¹em zøejmou analogií de�nice v pøí-

padì funkce jedné reálné promìnné). Ale i pøípad nevlastních limit mù¾eme chápat

jako speciální pøípad De�nice 1.33, chápeme-li f jako zobrazení f : (X; �)! (R

�

; �),

kde � je vhodná (tzv. redukovaná) metrika na R

�

, srov. Tvrzení 1.59.

Je zøejmé, ¾e na pøípad limity reálné funkce na metrickém prostoru lze zobecnit

(se þstejnýmÿ dùkazem) v¹echna základní pravidla o poèítání s limitami (vlastními

i nevlastními). Napøíklad zùstávají v platnosti v¹echny vìty o limitì souètu, souèinu

a podílu funkcí, stejnì jako vìty o vztahu limity a nerovností.

Pro reálné funkce na metrickém prostoru mù¾eme také zøejmým zpùsobem de-

�novat symboly o, O, �, �, týkající se þasymptotického chováníÿ funkcí.

1.41 De�nice. Nech» (X; �) je metrický prostor, a 2 X

0

a f , g jsou reálné funkce

de�nované na podmno¾inách X . Pak:

(i) Pí¹eme f(x) = o(g(x)); x ! a, jestli¾e lim

x!a

f(x)

g(x)

= 0. (Symbol þoÿ zde

èteme þmalé oÿ.)

(ii) Pí¹eme f(x) = O(g(x)); x ! a, jestli¾e existuje � > 0 takové, ¾e funkce

f(x)

g(x)

je de�novaná a omezená na þredukovaném okolíÿ U

�

(a) n fag. (Symbol

þOÿ zde èteme þvelké Oÿ.)

(iii) Pí¹eme f(x) � g(x); x ! a, jestli¾e lim

x!a

f(x)

g(x)

= 1. Øíkáme, ¾e f a g jsou

silnì ekvivalentní v bodì a.
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1. Metrické prostory

(iv) Pí¹eme f(x) � g(x); x ! a, jestli¾e f(x) = O(g(x)); x ! a a také g(x) =

O(f(x)); x! a. Øíkáme, ¾e f a g jsou slabì ekvivalentní v bodì a.

1.42 Poznámka.

(i) Ve v¹ech ètyøech pøípadech musí existovat � > 0 takové, ¾e f i g jsou de-

�nované na mno¾inì U

�

(a) n fag a funkce g je na ní nenulová. Nìkdy se v

de�nici pøedpokládá (viz [D II]), ¾e g je kladná.

(ii) Je zøejmé, jak by se de�noval napø. symbol f(x) = o(g(x)); x! a; x 2 A,

v pøípadì, ¾e a 2 A

0

.

(iii) Uvedli jsme klasickou de�nici, která staèí pro vìt¹inu aplikací. Nìkteøí autoøi

pou¾ívají obecnìj¹í de�nici, která nevy¾aduje nenulovost g ve smyslu (i). Pøi

této de�nici platí, ¾e f(x) = o(g(x)); x! a (f(x) = O(g(x)); x! a;

f(x) � g(x); x ! a; f(x) � g(x); x ! a), právì kdy¾ existuje funkce h

taková, ¾e platí f = h � g a h(x) = o(1); x! a podle klasické de�nice

(h(x) = O(1); x! a; h(x) � 1; x! a; h(x) � 1; x! a).

Tyto obecnìj¹í de�nice (které lze pøirozeným zpùsobem pøeformulovat na

de�nice neu¾ívající pojem limity), jsou pøirozenìj¹í napø. proto, ¾e relace� je

v tomto obecném pojetí relací ekvivalence (na mno¾inì funkcí de�novaných

na nìjakém redukovaném okolí bodu a), zatímco v klasickém pojetí relace �

není re
exivní.

Analogicky jako pro funkce jedné reálné promìnné se de�nují také dùle¾ité po-

jmy limes superior a limes inferior funkce v bodì. Nejrychlej¹í de�nice je tato:

1.43 De�nice. Nech» (X; �) je metrický prostor, a 2 X

0

a f je reálná funkce

de�novaná na podmno¾inì D

f

� X takové, ¾e D

f

[ fag je okolím bodu a. Pak

klademe

lim sup

x!a

f(x) := lim

�!0+

supff(x): x 2 U

�

(a) n fagg;

lim inf

x!a

f(x) := lim

�!0+

infff(x): x 2 U

�

(a) n fagg:

Pokud je hodnota s(�) := supff(x): x 2 U

�

(a) n fagg koneèná pro nìkteré � = �

0

> 0, pak

funkce s je koneèná a neklesající na (0; �

0

), tak¾e existuje limita lim

�!0+

s(�) 2 R [ f�1g. V

opaèném pøípadì s(�) =1 pro ka¾dé � > 0. V tom pøípadì ov¹em klademe lim

�!0+

s(�): =1.

1.44 Poznámka. Analogicky se de�nuje limes superior a limes inferior funkce f

v bodì a 2 (X; �) vzhledem k mno¾inì A � X za pøedpokladu, ¾e a 2 A

0

a D

f

obsahuje mno¾inu (U

�

(a) n fag) \ A pro nìkteré � > 0. Tento pojem lze ov¹em

také de�novat jako limes superior v podprostoru (Y; �), kde Y := A [ fag, funkce

f

�

:= f �

Y \D

f

v bodì a.

Následující tvrzení, které ukazuje dvì charakterizace pojmu limes superior funk-

ce, je analogické známému tvrzení o pojmu limes superior posloupnosti reálných

èísel.
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Funkce a zobrazení na metrických prostorech 1.4

1.45 Tvrzení. Nech» (X; �) je metrický prostor, a 2 X

0

, f je reálná funkce de�-

novaná na podmno¾inì D

f

� X takové, ¾e D

f

[ fag je okolím bodu a a H 2 R

�

.

Pak jsou následující tvrzení ekvivalentní.

(i) lim sup

x!a

f(x) = H .

(ii) Existuje posloupnost (x

n

) bodù z X n fag taková, ¾e x

n

! a, f(x

n

)! H a

H je nejvìt¹í prvek R

�

s touto vlastností.

(iii) H je jediný prvek R

�

s tìmito dvìma vlatnostmi: Jestli¾e �1 < c < H , pak

a 2

�

f

�1

((c;1))

�

0

. Jestli¾e H < c <1, pak a =2

�

f

�1

((c;1))

�

0

.

Analogické (symetrické, duální) tvrzení platí ov¹em pro limes inferior. Pozna-

menejme, ¾e prvkùm s vlastností z (ii) se øíká hromadná (resp. limitní) hodnota

(nebo také hromadný bod) funkce f v bodì a. Podmínkou (ii) je vysvìtlen latin-

ský název limes superior (nejvìt¹í limita). V øadì jazykù se limes superior nazývá

þhorní limitaÿ.

1.46 Poznámka. Pro názorné pochopení podmínky (iii) je vhodné si uvìdomit toto:

(i) a 2

�

f

�1

((c;1))

�

0

platí právì tehdy, kdy¾ v ka¾dém redukovaném okolí U

�

(a) n fag,

� > 0, existuje bod x, pro který f(x) > c.

(ii) a =2

�

f

�1

((c;1))

�

0

platí právì tehdy, kdy¾ existuje � > 0 takové, ¾e f(x) � c pro ka¾dý

bod x 2 U

�

(a) n fag.

Limes superior a inferior funkce mají zcela analogické vlastnosti jako limes su-

perior a inferior posloupnosti. Napøíklad platí tato dùle¾itá vìta.

1.47 Vìta. Nech» (X; �) je metrický prostor, a 2 X

0

a f je reálná funkce de-

�novaná na podmno¾inì D

f

� X takové, ¾e D

f

[ fag je okolím bodu a. Pak

lim

x!a

f(x) existuje, právì kdy¾

lim sup

x!a

f(x) = lim inf

x!a

f(x) =:S 2 R

�

;

v tom pøípadì lim

x!a

f(x) = S.

V Dodatku 6.1. je ukázáno obecné pojetí, které zahrnuje pøípad funkcí i po-

sloupností; tamté¾ lze nalézt více informací o hromadných hodnotách.

Také zesílení pojmu spojitosti zobrazení | stejnomìrná spojitost a lipschitzov-

skost | jsou pøímoèarými zobecnìními tìchto pojmù z pøípadu reálných funkcí

reálné promìnné.

1.48 De�nice. (stejnomìrnì spojité a lipschitzovské zobrazení) Nech» jsou dány

metrické prostory (X; �), (Y; �) a zobrazení f :X ! Y .

(i) Øekneme, ¾e f je stejnomìrnì spojité, jestli¾e platí podmínka

8" > 0 9� > 0 8u; v 2 X : �(u; v) < � =) �(f(u); f(v)) < ":

(ii) Øekneme, ¾e f je lipschitzovské, existuje-li K � 0 takové, ¾e

8u; v 2 X : �(f(u); f(v)) � K � �(u; v):

Platí-li pøedchozí výrok, øíkáme, ¾e f je lipschitzovské s konstantou K.
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1. Metrické prostory

Øíkáme, ¾e f je stejnomìrnì spojité (resp. lipschitzovské) na A � X , jestli¾e

restrikce f �

A

: (A; �)! (Y; �) je stejnomìrnì spojitá (resp. lipschitzovská).

Je zøejmé, ¾e ka¾dé lipschitzovské zobrazení je stejnomìrnì spojité; obrácená

implikace v¹ak obecnì neplatí.

1.49 De�nice. Nech» (X; �) a (Y; �) jsou metrické prostory a nech» f :X ! Y je

bijekce. Øekneme, ¾e f je izometrie (izometrické zobrazení), jestli¾e

8u; v 2 X : �(f(u); f(v)) = �(u; v):

Zobrazení f je tedy izometrie, právì kdy¾ obì zobrazení f , f

�1

jsou lipschit-

zovská s konstantou 1. Speciálnì ka¾dá izometrie je homeomor�smus.

1.50 Poznámka. Nìkdy se izometrickými nazývají i zobrazení f : (X; �)! (Y; �),

která nejsou bijektivní, ale zachovávají vzdálenost (tj. f : (X; �) ! (f(X); �), je

izometrie ve smyslu De�nice 1.49).

1.51 De�nice. Øekneme, ¾e metrické prostory (X; �) a (Y; �) jsou homeomorfní

(resp. izometrické), existuje-li bijekce f :X ! Y , která je homeomor�smus (resp.

izometrie).

Z trojúhelníkové nerovnosti ihned vyplývá, ¾e v ka¾dém metrickém prostoru

(X; �) je pro libovolný bod a 2 X funkce �(�; a) lipschitzovská s konstantou 1 (a je

tedy i spojitá). Obecnìji:

1.52 Tvrzení. Nech» (X; �) je metrický prostor a A je jeho neprázdná podmno¾ina.

Pak funkce �(�; A) je lipschitzovská s konstantou 1.

Nakonec uvedeme vìtu, která ukazuje, ¾e spojitost a limity zobrazení z metric-

kého prostoru do eukleidovského prostoru R

n

lze vy¹etøovat þpo slo¾káchÿ.

Nech» (X; �) je metrický prostor a f je zobrazení z X do R

n

. Je tedy f :D ! R

n

,

kde D � X . Je zøejmé, ¾e rovností f(x) = (f

1

(x); : : : ; f

n

(x)) jsou de�novány funkce

f

1

:D ! R; : : : ; f

n

:D ! R. Øíkáme, ¾e f

1

; : : : ; f

n

jsou slo¾ky zobrazení f a pí¹eme

f = (f

1

; : : : ; f

n

). (Zøejmì f

i

(x) = hf(x); e

i

i, kde e

i

je i-tý prvek kanonické báze

R

n

.)

1.53 Vìta. Nech» (X; �) je metrický prostor, A � X a f = (f

1

; : : : ; f

n

) je zobra-

zení z X do R

n

. Potom platí:

(i) Nech» a 2 A. Pak zobrazení f je spojité v bodì a vzhledem k mno¾inì A,

právì kdy¾ ka¾dá slo¾ka f

i

; i = 1; : : : ; n, je spojitá v bodì a vzhledem k

mno¾inì A.

(ii) Zobrazení f je spojité na A, právì kdy¾ ka¾dá slo¾ka f

i

; i = 1; : : : ; n, je

spojitá na A.

(iii) Nech» a 2 A

0

a b = (b

1

; : : : ; b

n

) 2 R

n

. Pak
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Vztahy mezi metrikami 1.5

lim

x!a; x2A

f(x) = b () lim

x!a; x2A

f

i

(x) = b

i

; i = 1; : : : ; n:

1.5 Vztahy mezi metrikami

Èasto se setkáváme se situací, kdy na mno¾inì jsou zadány dvì rùzné metriky. Pak

je u¾iteèná následující terminologie.

1.54 De�nice. Nech» � a � jsou metriky na mno¾inì X a I :X ! X je identické

zobrazení. Potom øekneme, ¾e:

(i) Metrika � je silnìj¹í ne¾ metrika �, jestli¾e I : (X; �) ! (X; �) je spojité

zobrazení.

(ii) Metrika � je slab¹í ne¾ metrika �, jestli¾e � je silnìj¹í ne¾ �.

(iii) Metriky � a � jsou ekvivalentní, jestli¾e metrika � je zároveò silnìj¹í i slab¹í

ne¾ metrika �.

(iv) Metriky � a � jsou lipschitzovsky ekvivalentní, jestli¾e I : (X; �)! (X; �) je

lipschitzovské zobrazení a také I : (X; �)! (X; �) je lipschitzovské.

Pøímo z de�nic a z Tvrzení 1.30 snadno dostáváme následující tvrzení.

1.55 Tvrzení. Nech» � a � jsou metriky na mno¾inì X . Potom platí:

(i) Metrika � je silnìj¹í ne¾ metrika �, právì kdy¾ platí implikace

x

n

! x v (X; �) =) x

n

! x v (X; �):

(ii) Metriky � a � jsou ekvivalentní, právì kdy¾ platí ekvivalence

x

n

! x v (X; �) () x

n

! x v (X; �):

(iii) Metriky � a � jsou ekvivalentní právì tehdy, kdy¾ identické zobrazení

I : (X; �)! (X; �) je homeomor�smus.

(iv) Metriky � a � jsou lipschitzovsky ekvivalentní, právì kdy¾ existují reálná

èísla c; d > 0 taková, ¾e pro ka¾dé dva body x; y 2 X platí

c � �(x; y) � �(x; y) � d � �(x; y):

Pojmy de�nované v metrických prostorech, které nemìní svùj význam pøi zá-

mìnì metriky za metriku s ní ekvivalentní, se nazývají topologické pojmy. Z Tvrzení

1.55 (ii) je vidìt, ¾e kterýkoliv pojem, který je mo¾no de�novat jen s u¾itím pojmu

konvergence posloupnosti (ani¾ by se hovoøilo o metrice), je topologický pojem.

Speciálnì otevøenost a uzavøenost mno¾iny, uzávìr a vnitøek mno¾iny a také pojem

okolí a hromadného bodu jsou topologické pojmy.

Naproti tomu napøíklad pojem omezenosti mno¾iny není topologický pojem.

Tento pojem a øada jiných pojmù (napø. pojem úplnosti metrického prostoru) má
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v¹ak následující slab¹í vlastnost: nemìní svùj význam pøi zámìnì metriky za met-

riku s ní lipschitzovsky ekvivalentní.

1.56 De�nice. Øekneme, ¾e normy k � k

1

, k � k

2

na lineárním prostoru X jsou

ekvivalentní, jestli¾e jsou ekvivalentní jimi indukované metriky �

1

, �

2

.

Ní¾e (Dùsledek 1.125) doká¾eme, ¾e k � k

1

, k � k

2

jsou ekvivalentní, právì kdy¾

existují èísla K > 0; C > 0 taková, ¾e Kkxk

1

� kxk

2

� Ckxk

1

pro x 2 X .

1.57 Pøíklad. Budeme zkoumat vzájemný vztah tøí norem k�k

1

, k�k

2

, k�k

1

a jimi indukovaných

metrik �

1

, �

2

, �

1

na C[a; b], viz Pøíklad 1.12.

Pou¾ijeme-li pro skalární souèin z Pøíkladu 1.12 Cauchyovu nerovnost na funkce jf j a 1,

dostáváme

kfk

1

=

Z

b

a

jf j � 1 = hjf j; 1i � kfk

2

� k1k

2

= kfk

2

p

b� a:

Platí tedy �

1

(g; h) � �

2

(g; h)

p

b� a, z èeho¾ ihned vyplývá, ¾e �

2

je silnìj¹í ne¾ �

1

. Podobnì

dostáváme, ¾e �

1

je silnìj¹í ne¾ �

2

, proto¾e

kfk

2

=

s

Z

b

a

jf j

2

�

q

(b � a)kfk

2

1

=

p

(b� a)kfk

1

.

Polo¾íme-li (v pøípadì a = 0, b = 1), f

n

(x) := x

n

a g

n

(x) :=

p

nx

n

pro x 2 [0; 1], snadný

výpoèet ukazuje, ¾e f

n

konvergují k nulové funkci vzhledem k metrice �

2

, ne v¹ak vzhledem k

metrice �

1

, a g

n

konvergují k nulové funkci vzhledem k metrice �

1

, ne v¹ak vzhledem k metrice

�

2

. ®ádné dvì ze tøí metrik �

1

, �

2

, �

1

(resp. norem k � k

1

, k � k

2

, k � k

1

) nejsou tedy ekvivalentní.

Pøenesení struktury

Jestli¾e f :X ! Y je bijekce a na Y máme dánu nìjakou strukturu (napø. metric-

kého prostoru, normovaného lineárního prostoru, tìlesa, grupy apod.), je intuitivnì

jasné, ¾e pomocí bijekce f mù¾eme zavést na X strukturu stejného typu (tím, ¾e

þztoto¾nímeÿ prvek x s prvkem f(x)).

Toto þmetamatematickéÿ pozorování mù¾eme pro pøípad metrických prostorù

formulovat jako matematické tvrzení (jeho¾ dùkaz je zøejmý) takto:

1.58 Tvrzení. (o pøenesení metriky) Nech» (Y; �) je metrický prostor a nech»

f :X ! (Y; �) je bijekce. Polo¾íme-li pro x

1

; x

2

2 X

�(x

1

; x

2

) := �(f(x

1

); f(x

2

));

je � metrika na X ; je to jediná metrika na X , pøi které f : (X; �) ! (Y; �) je

izometrie.

Pomocí pøenesení metriky se de�nuje dùle¾itá redukovaná metrika na R

�

, která

umo¾òuje chápat nevlastní limitu a limitu v nevlastním bodì jako speciální pøípad

limity zobrazení mezi metrickými prostory.

Pro de�nici redukované metriky zvolíme spojitou rostoucí funkci ':R ! R,

jejím¾ oborem hodnot je omezený interval (�; �). Zobrazení ' pøirozenì roz¹íøíme na

zobrazení '

�

:R

�

! [�; �] tím, ¾e polo¾íme '

�

(1) := �, '

�

(�1) := �. Metriku �,

kterou dostaneme pøenesením eukleidovské metriky z [�; �] na R

�

pomocí zobrazení
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Souèin metrických prostorù; dvojná a dvojnásobná limita 1.6

Obr. 1.2. Znázornìní redukované metriky.

'

�

, budeme nazývat redukovanou metrikou na R

�

(urèenou funkcí '). Klademe

tedy �(x; y) := j'

�

(x) � '

�

(y)j; (viz obr. 5.18, který odpovídá volbì (�; �) :=

(��=2; �=2), '(x) := arctgx).

Není tì¾ké dokázat následující tvrzení.

1.59 Tvrzení. Nech» � je redukovaná metrika na R

�

. Jestli¾e a, x

1

; x

2

; : : : jsou

reálná èísla, pak platí:

(i) x

n

! a() x

n

! a v (R

�

; �).

(i) x

n

! �1() x

n

! �1 v (R

�

; �),

kde konvergence na levých stranách má klasický význam.

Ka¾dá jiná metrika e� s tìmito vlastnostmi je se � ekvivalentní.

Je zøejmé, ¾e redukovaná metrika je na R ekvivalentní s eukleidovskou metrikou,

není s ní v¹ak lipschitzovsky ekvivalentní.
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1. Metrické prostory

1.6 Souèin metrických prostorù; dvojná

a dvojnásobná limita

Uva¾ujme nyní n metrických prostorù (X

1

; �

1

); : : : ; (X

n

; �

n

) a kartézský souèin

X := X

1

�� � ��X

n

. Polo¾me si otázku, jak na mno¾inìX þnejpøirozenìjiÿ de�novat

metriku. Vedeni analogií se speciálním pøípadem R

n

= R � � � � � R, uva¾ujme me-

triky �

2

, �

1

, �

1

, které dvìma bodùm x = (x

1

; : : : ; x

n

); y = (y

1

; : : : ; y

n

) z mno¾iny

X pøiøazují vzdálenosti

�

2

(x; y) :=

p

(�

1

(x

1

; y

1

))

2

+ � � �+ (�

n

(x

n

; y

n

))

2

;

�

1

(x; y) := max f�

1

(x

1

; y

1

); : : : ; �

n

(x

n

; y

n

)g;

�

1

(x; y) := �

1

(x

1

; y

1

) + � � �+ �

n

(x

n

; y

n

):

Oznaèíme-li v := (�

1

(x

1

; y

1

); : : : ; �

n

(x

n

; y

n

)) 2 R

n

, máme

�

2

(x; y) = kvk

2

; �

1

(x; y) = kvk

1

; �

1

(x; y) = kvk

1

:

Z tìchto rovností a vlastností tøí u¾itých norem na R

n

(srov. Poznámka 1.61) pak ji¾

snadno plyne, ¾e �

2

; �

1

a �

1

jsou skuteènì metriky naX a jsou po dvou lipschitzov-

sky ekvivalentní. V¹echny topologické pojmy a øada dal¹ích tedy nezávisí na tom,

kterou z tìchto tøí metrik na X uva¾ujeme. Ani jeden z výbìrù není þkanonickýÿ,

pro urèitost v¹ak zvolíme �

1

.

1.60 De�nice. Kartézským souèinem metrických prostorù (X

1

; �

1

); : : : ; (X

n

; �

n

)

rozumíme kartézský souèin X := X

1

� � � � � X

n

opatøený metrikou �

1

. Tento

metrický prostor oznaèujeme symbolem (X

1

; �

1

)� � � � � (X

n

; �

n

).

1.61 Poznámka.

(i) Na X mù¾eme pro ka¾dé 1 � p � 1 de�novat metriku �

p

pøedpisem

�

p

(x; y) := kvk

p

. Není pravda, ¾e pro ka¾dou normu k�k na R

n

je pøedpisem

�(x; y) := kvk urèena metrika na X . Pro � toti¾ nemusí platit trojúhelní-

ková nerovnost; ta je v¹ak splnìna (jak ukazuje krátký pøímoèarý výpoèet),

je-li k � k monotónní v tom smyslu, ¾e

k(v

1

; : : : ; v

n

)k � k(w

1

; : : : ; w

n

)k kdykoliv 0 � v

i

� w

i

; i = 1; : : : ; n.

Je zøejmé, ¾e normy k � k

p

tuto þvlastnost monotonieÿ mají.

(ii) Proto¾e na X není kanonicky urèena metrika, nìkdy se ponìkud neurèitì

øíká, ¾e souèin metrických prostorù je mno¾ina X s nìkterou z metrik �

p

.

V¹echny tyto metriky urèují na X stejné topologické pojmy a také ty pojmy,

které se nemìní pøi pøechodu k lipschitzovsky ekvivalentní metrice.

Pro zobrazení f z metrického prostoru (Y; �) do souèinu X = X

1

� � � � � X

n

metrických prostorù platí zobecnìní Vìty 1.53: spojitost a limita se vy¹etøuje þpo
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slo¾káchÿ. Slo¾ky f

1

; : : : ; f

n

zobrazení f jsou ov¹em (na D

f

) opìt de�novány rov-

ností f(x) = (f

1

(x); : : : ; f

n

(x)).

1.62 Vìta. Nech» (Y; �) je metrický prostor,A � Y a f = (f

1

; : : : ; f

n

) je zobrazení

z Y do X = X

1

� � � � �X

n

. Potom platí:

(i) Nech» a 2 A. Pak zobrazení f je spojité v bodì a vzhledem k mno¾inì A,

právì kdy¾ ka¾dá slo¾ka f

i

; i = 1; : : : ; n, je spojitá v bodì a vzhledem k

mno¾inì A.

(ii) Zobrazení f je spojité na A, právì kdy¾ ka¾dá slo¾ka f

i

; i = 1; : : : ; n, je

spojitá na A.

(iii) Nech» a 2 A

0

a b = (b

1

; : : : ; b

n

) 2 X . Pak

lim

x!a; x2A

f(x) = b () lim

x!a; x2A

f

i

(x) = b

i

; i = 1; : : : ; n:

Je-li na souèinu dvou metrických prostorù (X; �)� (Y; �) zadána reálná funkce

(nebo obecnìji zobrazení do metrického prostoru) f , pak funkci f chápeme jako

funkci þdvou promìnnýchÿ x 2 X , y 2 Y . Limita funkce f v bodì (x

0

; y

0

) 2

X�Y (tedy vzhledem k obìma promìnným) se èasto nazývá dvojná limita. Pokud

nejprve vypoèteme limitu podle jedné promìnné a potom podle druhé, hovoøí se

vìt¹inou o opakované nebo také dvojnásobné limitì. Základní (snadný) vztah mezi

tìmito pojmy udává následující vìta (pro dùkaz viz [D II]).

1.63 Vìta. (o dvojné limitì) Nech» (X; �); (Y; �) a (Z; !) jsou metrické prostory

a nech» f je zobrazení z X � Y do Z. Nech» x

0

2 X

0

; y

0

2 Y

0

. Polo¾me

M := f(x; y) 2 X � Y : x 6= x

0

; y 6= y

0

g a pøedpokládejme, ¾e

(i) existuje dvojná limita

(1.4) lim

(x;y)!(x

0

;y

0

);(x;y)2M

f(x; y) = z 2 Z;

(ii) existuje � > 0 takové, ¾e pro ka¾dé x 2 U

�

(x

0

) n fx

0

g existuje

lim

y!y

0

f(x; y) =:'(x) 2 Z:

Potom existuje i dvojnásobná limita

(1.5) lim

x!x

0

'(x) = lim

x!x

0

�

lim

y!y

0

f(x; y)

�

= z:

1.64 Poznámka.

(i) Je zøejmé, jakou þsymetrickou podmínkouÿ je tøeba nahradit podmínku (ii), aby z pøed-

pokladu (i) plynula existence druhé dvojnásobné limity

lim

y!y

0

�

lim

x!x

0

f(x; y)

�

= z:
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1. Metrické prostory

(ii) Z existence dvojnásobné limity (1.5) existence dvojné limity (1.4) obecnì neplyne. Pokud

je v¹ak navíc limita lim

y!y

0

f(x; y) stejnomìrná (viz Poznámka 1.34) vzhledem k x z

nìjakého þredukovaného okolíÿ U

�

(x

0

) n fx

0

g;

� > 0, není tì¾ké dokázat existenci (1.4).

1.7 Separabilní a totálnì omezené

prostory

1.65 De�nice. (separabilní prostor) Metrický prostor se nazývá separabilní, jestli¾e

v nìm existuje spoèetná hustá podmno¾ina.

Je zøejmé, ¾e separabilita je topologický pojem. Pro práci s pojmem separabil-

ního prostoru je výhodné zavést pojem báze otevøených mno¾in.

1.66 De�nice. (báze otevøených mno¾in) Nech» B je systém otevøených podmno-

¾in metrického prostoru X . Øekneme, ¾e B je báze otevøených mno¾in prostoru X ,

jsou-li splnìny následující podmínky, které jsou ekvivalentní.

(i) Pro ka¾dou otevøenou mno¾inu G � X existuje systém B

�

� B takový, ¾e

G =

[

B

�

.

(ii) Je-li G � X otevøená mno¾ina a x 2 G, pak existuje H 2 B taková, ¾e

x 2 H � G.

1.67 Vìta. Metrický prostor je separabilní, právì kdy¾ existuje spoèetná báze

otevøených mno¾in prostoru X .

Z této charakterizace separabilních prostorù a z Tvrzení 1.22 napøíklad okam¾itì

dostáváme, ¾e podprostor separabilního metrického prostoru je opìt separabilní a

také následující hlub¹í vìtu.

1.68 Vìta. (separabilní metrický prostor je Lindelöfùv) Nech» (X; �) je separa-

bilní metrický prostor a X =

S

�2A

G

�

, kde v¹echny mno¾iny G

�

jsou otevøené.

Pak existuje spoèetná S � A taková, ¾e X =

S

�2S

G

�

. (Struènìji: z ka¾dého

otevøeného pokrytí separabilního prostoru lze vybrat spoèetné pokrytí.)

Dùkaz. (Náznak.) Nech» B je spoèetná báze otevøených mno¾in prostoru X a

B

�

je mno¾ina tìch B 2 B, které jsou èástí nìkteré mno¾iny G

�

, � 2 A. Pro

ka¾dé B 2 B

�

zvolme �

B

takové, ¾e B � G

�

B

. Je snadno vidìt, ¾e staèí polo¾it

S := f�

B

: B 2 B

�

g.
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1.69 Poznámka. Snadným dùsledkem pøedchozí vìty je toto její zesílení:

Z otevøeného pokrytí libovolné podmno¾iny separabilního metrického prostoru

lze vybrat spoèetné pokrytí této mno¾iny.

1.70 Tvrzení. Souèin X := X

1

� � � � � X

n

separabilních metrických prostorù

X

1

; : : :X

n

je opìt separabilní prostor.

1.71 De�nice. Nech» X je metrický prostor a A � X .

Jestli¾e A

0

= ;, øekneme, ¾e mno¾ina A je diskrétní.

Jestli¾e A

0

\ A = ;, øekneme, ¾e A je izolovaná.

1.72 Poznámka.

(a) Mno¾ina A je izolovaná, právì kdy¾ ka¾dý její bod je jejím izolovaným bodem. Mno¾ina

A je diskrétní, právì kdy¾ je izolovaná a uzavøená.

(b) Terminologie kolísá, dokonce nìkteøí autoøi diskrétní (resp. izolovanou) mno¾inu ve smyslu

De�nice 1.71 nazývají izolovanou (resp. diskrétní).

1.73 Tvrzení. Nech» X je metrický prostor. Pak následující tvrzení jsou ekviva-

lentní.

(i) Prostor X je separabilní.

(ii) Ka¾dá izolovaná mno¾ina A � X je spoèetná.

(iii) Ka¾dá diskrétní mno¾ina A � X je spoèetná.

(iv) Ka¾dý disjunktní systém otevøených neprázdných podmno¾in X je spoèetný.

1.74 De�nice. Nech» (X; �) je metrický prostor a " > 0. Øekneme, ¾e M � X je

"-sí» v X , jestli¾e pro ka¾dý bod x 2 X existuje bod y 2M takový, ¾e �(x; y) < ".

1.75 De�nice. (totálnì omezený prostor) Metrický prostor (X; �) se nazývá to-

tálnì omezený, jestli¾e pro ka¾dé " > 0 existuje koneèná "-sí» v X . Mno¾ina Y � X

se nazývá totálnì omezená, jestli¾e podprostor (Y; �) je totálnì omezený.

Není tì¾ké dokázat následující tvrzení.

1.76 Tvrzení. Nech» X je totálnì omezený metrický prostor. Pak platí:

(i) X je omezený prostor.

(ii) X je separabilní prostor.

(iii) Ka¾dá mno¾ina Y � X je totálnì omezená.

1.77 Tvrzení. Souèin X := X

1

�� � ��X

n

totálnì omezených metrických prostorù

X

1

; : : :X

n

je opìt totálnì omezený prostor.

Je snadno vidìt, ¾e pojem totálnì omezeného prostoru není topologický pojem,

nemìní se v¹ak pøi pøechodu k lipschitzovsky ekvivalentní metrice.
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1. Metrické prostory

1.8 Úplné metrické prostory

Pojem úplného prostoru je velmi dùle¾itý, zejména pøi práci s nekoneènì dimenzi-

onálními (Banachovými) prostory, kdy vìt¹inou nelze pou¾ít teorii (speciálnìj¹ích)

kompaktních prostorù. Zvlá¹» dùle¾ité jsou aplikace Banachovy vìty o kontrakci

(Vìta 1.87) a Baireovy vìty.

1.78 De�nice. Posloupnost (x

n

) bodù metrického prostoru (X; �) se nazývá cau-

chyovská, jestli¾e platí:

(1.6) 8" > 0 9n

0

2 N 8n;m 2 N: (n � n

0

;m � n

0

) =) �(x

n

; x

m

) < ":

1.79 Poznámka. Cauchyovské posloupnosti se øíká také fundamentální posloup-

nost. Podmínka (1.6) je Bolzano-Cauchyova podmínka.

Snadno je vidìt, ¾e pokud je posloupnost (x

n

) konvergentní v X , je také cau-

chyovská.

1.80 De�nice. (úplný prostor) Øekneme, ¾e metrický prostor X je úplný, jestli¾e

ka¾dá cauchyovská posloupnost bodù prostoru X je konvergentní v X .

1.81 Poznámka. Není tì¾ké nahlédnout, ¾e pojem úplného prostoru není topo-

logický pojem, nemìní se v¹ak pøi pøechodu k lipschitzovsky ekvivalentní metrice.

Èasto se u¾ívá následující snadné tvrzení.

1.82 Tvrzení. (úplnost podprostoru) Nech» (X; �) je metrický prostor aM � X .

Pak platí následující tvrzení.

(i) Je-li (M;�) úplný prostor, pak M je uzavøená podmno¾ina prostoru X .

(ii) Nech» (X; �) je úplný. Pak prostor (M;�) je úplný, právì kdy¾M je uzavøená

podmno¾ina prostoru X .

Snadný je i dùkaz této vìty:

1.83 Vìta. Souèin X := X

1

� � � � �X

n

úplných metrických prostorù X

1

; : : : X

n

je opìt úplný prostor.

1.84 Poznámka. Proto¾e R je úplný prostor, je podle pøedchozí vìty (R

n

; �

1

)

také úplný. Je tedy (viz Poznámka 1.81) úplný také eukleidovský prostor (R

n

; �

2

).

Metrický prostor C je zøejmì izometrický s (R

2

; �

2

), tak¾e je úplný. Proto¾e

metrika (indukovaná skalárním souèinem) na C

n

je lipschitzovsky ekvivalentní se

souèinovou (maximovou) metrikou na C

n

, je úplný i prostor C

n

. (Jiný argument:

C

n

je izometrický s R

2n

.)

Následující vìta je snadným zobecnìním klasického Cantorova principu vlo¾e-

ných intervalù.
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1.85 Vìta. Nech»X je úplný prostor a F

1

� F

2

� : : : je posloupnost neprázdných

uzavøených mno¾in v X , pro kterou lim

n!1

diamF

n

= 0. Pak

1

\

n=1

F

n

je jednobodová

mno¾ina.

Nyní uvedeme dùle¾itou Banachovu vìtu o pevném bodì (o kontrakci), která

je jistým þabstraktním zachycenímÿ metody postupných aproximací (ta se ov¹em

pou¾ívá v dùkazu vìty).

1.86 De�nice. (pevný bod, kontrakce)

(i) Øekneme, ¾e bod x je pevný bod zobrazení f :X ! X , jestli¾e f(x) = x.

(ii) Nech» (X; �) je metrický prostor. Øekneme, ¾e zobrazení f :X ! X je kon-

trakce, existuje-li èíslo 0 � q < 1 takové, ¾e pro ka¾dé dva body x; y 2 X

platí

�(f(x); f(y)) � q � �(x; y):

1.87 Vìta. (Banachova vìta o pevném bodì, princip kontrakce) Nech» (X; �) je

úplný prostor, X 6= ; a f : X ! X je kontrakce. Pak f má právì jeden pevný bod.

Abychom zformulovali þBaireovu vìtu o kategoriiÿ, potøebujeme zavést nìkolik

pojmù.

1.88 De�nice. Nech» (X; �) je metrický prostor. Øekneme, ¾e mno¾ina A � X je

øídká (v X), jestli¾e je mno¾ina X nA hustá.

1.89 Poznámka. Anglický termín pro øídkou mno¾inu je þnowhere dense setÿ.

Tato názornìj¹í terminologie odpovídá podmínce (iii) z následujícího tvrzení.

1.90 Tvrzení. Nech» A je podmno¾ina metrického prostoru (X; �). Pak následující

podmínky jsou ekvivalentní.

(i) A je øídká.

(ii) (A)

o

= ;.

(iii) Je-li G � X neprázdná otevøená mno¾ina, pak A \G není hustá v (G; �).

(iv) Je-li G � X neprázdná otevøená mno¾ina, pak existuje otevøená neprázdná

H � G taková, ¾e H \ A = ;.

Pomocí podmínky (iv) snadno dostáváme, ¾e koneèné sjednocení øídkých mno¾in

je øídká mno¾ina.

1.91 De�nice. Øekneme, ¾e podmno¾ina A metrického prostoru (X; �) je mno¾ina

1. kategorie (v X), je-li A sjednocením spoèetnì mnoha mno¾in øídkých v X .

Mno¾ina, která není 1. kategorie, se nazývá mno¾ina 2. kategorie. Doplnìk

(v X) mno¾iny 1. kategorie se nazývá reziduální mno¾ina.
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1.92 Vìta. (Baireova) Nech» X je úplný prostor a G 6= ; je otevøená podmno¾ina

X . Pak G není 1. kategorie v X (tj. G je 2. kategorie v X).

1.93 Poznámka.

(i) Snadno je vidìt, ¾e Baireovu vìtu lze ekvivalentnì formulovat takto: Rezi-

duální mno¾ina v úplném metrickém prostoru je hustá.

(ii) Baireova vìta se èasto formuluje ve slab¹í formì; tvrdí se, ¾e úplný metrický

prostor není (v sobì) 1. kategorie, tj. ka¾dá jeho reziduální podmno¾ina je

neprázdná. V této formì se také nejèastìji pou¾ívá v dùkazech existence

Baireovou metodou kategorií, ve kterých se postupuje tímto zpùsobem:

Chceme dokázat existenci objektu, který má vlastnost V . Zvolíme úplný

metrický prostor X (ten se vìt¹inou pøirozenì nabízí) a doká¾eme, ¾e mno-

¾ina fx 2 X : x má vlastnost V g je reziduální; tj. fx 2 X : x nemá vlastnost

V g je 1. kategorie. Podle Baireovy vìty pak víme, ¾e hledaný objekt existuje.

Tuto metodu lze pou¾ít napøíklad pro dùkaz existence spojité funkce na

[0; 1], která nemá v ¾ádném bodì derivaci, bere-li se za X prostor C[0; 1].

Pojem úplného prostoru je také velmi dùle¾itý pøi vy¹etøování existence limity

zobrazení a existence spojitého roz¹íøení zobrazení.

1.94 Vìta. Nech» f je zobrazení z metrického prostoru (X; �) do úplného metric-

kého prostoru (Y; �). Nech» A � X a a 2 A

0

. Pak limita lim

x!a;x2A

f(x) existuje,

právì kdy¾ je splnìna následující (Bolzano-Cauchyova) podmínka

(1.7) 8" > 0 9� > 0 8x; y 2 A \ (U

�

(a) n fag) : �(f(x); f(y)) < ":

Ní¾e (Vìta 6.8) je dokázáno zobecnìní pøedchozí vìty.

1.95 Vìta. Nech» (X; �), (Y; �) jsou metrické prostory, Y je úplný, A � X a

f : (A; �) ! (Y; �) je stejnomìrnì spojité zobrazení. Pak existuje právì jedno spo-

jité zobrazení f

�

: (A; �) ! (Y; �), které je roz¹íøením zobrazení f . Pøitom f

�

je

stejnomìrnì spojité.

Dùkaz. (Náznak.) Zobrazení f zøejmì splòuje v ka¾dém bodì a 2 A n A Bolzano-Cauchyovu

podmínku (1.7). Podle pøedchozí vìty tedy existuje lim

x!a;x2A

f(x) =: f

�

(a). Polo¾íme-li je¹tì

f

�

(x) := f(x) pro x 2 A, je snadné z de�nice ovìøit, ¾e f

�

je stejnomìrnì spojité roz¹íøení f .

Jednoznaènost je zøejmá.

1.96 De�nice. Øekneme, ¾e metrický prostor Q je úplným obalem metrického

prostoru P , jestli¾e

(i) P je podprostorem Q,

(ii) Q je úplný prostor a

(iii) P je hustý v Q.
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1.97 Poznámka.

(a) Úplnému obalu prostoru P se také øíká zúplnìní P .

(b) Je-li P podprostorem úplného prostoru Q

�

, je P

Q

�

zøejmì úplným obalem

P . Existence úplného obalu je tedy snadno ekvivalentní s existencí úplného

nadprostoru.

Následující vìta øíká, ¾e úplný obal existuje a je urèen (co do struktury) jedno-

znaènì.

1.98 Vìta. Ka¾dý metrický prostor má úplný obal. Jsou-li Q

1

a Q

2

úplné obaly

P , pak existuje izometrie f :Q

1

! Q

2

taková, ¾e f(x) = x pro ka¾dý bod x 2 P .

1.99 Poznámka. Prostor reálných èísel je ov¹em zúplnìním svého podprostoru

v¹ech racionálních èísel. Obvyklá konstrukce úplného obalu je zcela analogická Can-

torovì metodì konstrukce reálných èísel z èísel racionálních: prvky úplného obalu

prostoru P jsou tøídy ekvivalence cauchyovských posloupností v prostoru P .

Jinou mo¾ností je nalézt izometrii f :P ! Q

�

do vhodného úplného prostoruQ

�

;

není tì¾ké si rozmyslet, ¾e pak je sestrojení úplného obalu prostoru P snadné. (Je-li

P omezený prostor, lze f(x) de�novat jako funkci y 7! dist(y; x), která je prvkem

(úplného) prostoru v¹ech omezených funkcí na P se supremovou metrikou).

1.9 Kompaktní prostory

Kompaktní metrické prostory mají øadu dùle¾itých vlastností uzavøeného omeze-

ného intervalu. Dají se charakterizovat napøíklad svou vlastností, která je velmi

u¾iteèná pro aplikace: ka¾dá spojitá reálná funkce na kompaktním prostoru na-

bývá svého maxima a minima. Teorie kompaktních metrických prostorù má velmi

dùle¾ité aplikace zejména pøi práci s koneènì rozmìrnými prostory. V nekoneènì

rozmìrných prostorech se aplikuje úspì¹nì hlavnì pojem kompaktního topologic-

kého prostoru.

Nejobvyklej¹í je následující þpokrývacíÿ de�nice (pomocí které se de�nuje i

pojem kompaktního topologického prostoru).

1.100 De�nice. (kompaktní prostor) Øekneme, ¾e metrický prostor (X; �) je

kompaktní, jestli¾e z ka¾dého pokrytí prostoru X otevøenými mno¾inami lze vy-

brat koneèné pokrytí. Jinými slovy: jestli¾e X =

S

�2A

G

�

a v¹echny mno¾iny G

�

jsou otevøené, pak existuje koneèná mno¾ina K � A taková, ¾e X =

S

�2K

G

�

.

Øekneme, ¾e mno¾ina M � (X; �) je kompaktní, jestli¾e podprostor (M;�) je

kompaktní.
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Pojem kompaktního prostoru je zøejmì topologický pojem.

Z Tvrzení 1.22 okam¾itì plyne, ¾e M � (X; �) je kompaktní, právì kdy¾ z

ka¾dého pokrytí mno¾inyM mno¾inami otevøenými v X lze vybrat koneèné pokrytí.

Tato vlastnost kompaktní mno¾iny zobecòuje vlastnost intervalu [a; b] známou z

Borelovy vìty.

Èasto se u¾ívají vlastnosti ekvivalentní s kompaktností, které jsou obsa¾eny v

následující vìtì.

1.101 Vìta. Nech» (X; �) je metrický prostor. Pak následující tvrzení jsou ekvi-

valentní.

(i) Prostor X je kompaktní.

(ii) Z ka¾dé posloupnosti bodù z X lze vybrat konvergentní posloupnost.

(iii) Ka¾dá nekoneèná mno¾ina M � X má v X aspoò jeden hromadný bod

(tj. M

0

6= ;).

(iv) Je-li X � F

1

� F

2

� F

3

� : : : nerostoucí posloupnost neprázdných uzavøe-

ných mno¾in, pak

1

\

n=1

F

n

6= ;:

(v) Z ka¾dého spoèetného pokrytí prostoru X otevøenými mno¾inami lze vybrat

koneèné pokrytí.

1.102 Poznámka. V pøípadì topologického prostoru X podmínky (ii){(v) plynou

z kompaktnosti X , ale ne naopak. Topologické prostory splòující (ii) se nazývají

sekvenciálnì kompaktní.

Snadno je vidìt, ¾e podmno¾ina kompaktního prostoru je kompaktní, právì

kdy¾ je uzavøená. O nìco hlub¹í je následující vìta.

1.103 Vìta. Souèin X := X

1

� � � � � X

n

kompaktních metrických prostorù

X

1

; : : :X

n

je opìt kompaktní prostor.

Pro klasické aplikace kompaktnosti jsou dùle¾ité zejména následující dvì vìty.

1.104 Vìta. (kompaktní podmno¾iny R

n

) Mno¾ina M � R

n

je kompaktní právì

tehdy, je-li v R

n

uzavøená a omezená.

1.105 Vìta. Spojitá reálná funkce na neprázdném kompaktním metrickém pro-

storu nabývá svého maxima a minima (a je tudí¾ omezená).

Nejdùle¾itìj¹í vlastnosti spojitých zobrazení de�novaných na kompaktním pro-

storu jsou shrnuty v následující vìtì.

1.106 Vìta. Nech» f : (X; �) ! (Y; �) je spojité zobrazení a metrický prostor

(X; �) je kompaktní. Pak platí:
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(i) Zobrazení f je stejnomìrnì spojité.

(ii) Mno¾ina f(X) je kompaktní.

(iii) Je-li f bijekce, pak f je homeomor�smus.

Aplikujeme-li vlastnost (iii) na identické zobrazení, dostáváme:

1.107 Tvrzení. Nech» na kompaktním metrickém prostoru (X; �) je dána druhá

metrika �, která je slab¹í ne¾ �. Pak � a � jsou ekvivalentní.

Následující dvì vìty ukazují souvislost mezi kompaktností, úplností a totální

omezeností.

1.108 Vìta. Metrický prostor je kompaktní, právì kdy¾ je úplný a totálnì ome-

zený.

1.109 Vìta. Nech» X je úplný metrický prostor a A � X . Pak A je totálnì

omezená mno¾ina, právì kdy¾ A je kompaktní mno¾ina.

1.110 Poznámka. Podmno¾inì metrického prostoru se nìkdy øíká prekompaktní,

má-li kompaktní uzávìr. Pøedchozí vìta ukazuje, ¾e v úplných prostorech pojem

prekompaktní mno¾iny splývá s pojmem totálnì omezené mno¾iny.

1.10 Souvislé prostory

1.111 De�nice. Nech» (X; �) je metrický prostor. Øekneme, ¾e A � X je obojetná

mno¾ina, je-li zároveò otevøená i uzavøená.

1.112 Lemma. Nech» metrický prostor (X; �) je sjednocením disjunktních ne-

prázdných mno¾in A,B. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) A, B jsou otevøené mno¾iny.

(ii) A, B jsou uzavøené mno¾iny.

(iii) A je obojetná mno¾ina.

(iv) A \B = B \ A = ;.

(v) A \B = ;.

(vi) M � X je otevøená mno¾ina, právì kdy¾M \A je otevøená v (A; �) aM \B

je otevøená v (B; �).

(vii) Pro ka¾dý metrický prostor (Y; �) a ka¾dé zobrazení f :X ! Y je f spojité,

právì kdy¾ obì zobrazení f �

A

: (A; �)! Y , f �

B

: (B; �)! Y jsou spojitá.

(viii) Charakteristická funkce C

A

:X ! R mno¾iny A je spojitá.
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Zejména tvrzení (vi) a (vii) ukazují, ¾e za daných podmínek je prostor X roz-

lo¾en na dva prostory, které spolu þnesouvisíÿ. Následující de�nice je tedy zcela

pøirozená.

1.113 De�nice. Metrický prostor se nazývá souvislý, není-li sjednocením dvou

disjunktních otevøených neprázdných podmno¾in.

Ka¾dá z ekvivalentních podmínek z pøedchozího lemmatu vede ov¹em k ekvi-

valentní de�nici souvislého prostoru.

1.114 De�nice. Øekneme, ¾e podmno¾ina M metrického prostoru (X; �) je sou-

vislá, je-li souvislý podprostor (M;�).

Z Lemmatu 1.112 okam¾itì dostáváme následující charakterizaci souvislých

mno¾in, která neu¾ívá pojem podprostoru.

1.115 Tvrzení. Nech» (X; �) je metrický prostor aM � X . Pak následující tvrzení

jsou ekvivalentní.

(i) Mno¾ina M je souvislá.

(ii) Je-li M = A [ B a A \ B = B \A = ;, pak A = ; nebo B = ;.

(iii) Je-li M = A [ B a A \ B \M = ;, pak A = ; nebo B = ;.

1.116 Tvrzení. Neprázdná mno¾inaM � R je souvislá, právì kdy¾M je interval

nebo jednobodová mno¾ina.

Dùkaz. Nech» M je interval a pøedpokládejme, ¾e M není souvislá mno¾ina. Podle Lemmatu

1.112 (viii) existují disjunktní neprázdné mno¾iny A, B takové, ¾e

M = A [ B a charakteristická funkce C

A

je spojitá v M . Má tedy C

A

Darbouxovu vlastnost na

intervalu M . V nìkterém bodì proto nabývá hodnoty 1=2, a to je spor. Není-li M interval ani

jednobodová mno¾ina, polo¾me � := infM; � := supM . Proto¾e M není interval a � < �,

existuje èíslo c 2 (�; �) nM . Polo¾íme-li A := (�1; c) \M a B := (c;1) \M , pak zøejmì

M = A [ B, A 6= ;, B 6= ; a A \B \M = ;. Podle Tvrzení 1.115 (iii) není M souvislá mno¾ina,

co¾ je spor.

1.117 Vìta. Nech» (X; �) je metrický prostor. Pak platí:

(i) Je-li A � X souvislá a A �M � A, pak M je také souvislá.

(ii) Jsou-li A

!

; ! 2 
; souvislé podmno¾iny X a

\

!2


A

!

6= ;, pak mno¾ina

[

!2


A

!

je také souvislá.

1.118 Vìta. Nech» f : (X; �) ! (Y; �) je spojité zobrazení. Je-li X souvislý, pak

f(X) je souvislá mno¾ina.

1.119 De�nice. Øekneme, ¾e metrický prostorX je køivkovì (obloukovì) souvislý,

jestli¾e pro ka¾dé dva body a; b 2 X existuje spojité zobrazení ': [0; 1]! X takové,
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Lineární zobrazení mezi normovanými lineárními prostory 1.11

¾e '(0) = a a '(1) = b.

1.120 Tvrzení.

(i) Ka¾dý køivkovì souvislý metrický prostor je souvislý.

(ii) Je-li G � R

n

otevøená mno¾ina, pak G je souvislá, právì kdy¾ je køivkovì

souvislá.

Tvrzení (i) ihned vyplývá z Tvrzení 1.116 a Vìty 1.118. Tvrzení (ii) lze pøirozenì

zobecnit a zesílit: Ka¾dé dva body otevøené souvislé podmno¾iny G normovaného

lineárního prostoru lze spojit þlomenou èarouÿ le¾ící v G.

1.121 De�nice. Øekneme, ¾e mno¾ina C � X je komponenta (souvislosti) me-

trického prostoru (X; �), jestli¾e C je maximální souvislá mno¾ina v X (tj. v X

neexistuje její souvislá vlastní nadmno¾ina).

Komponentou mno¾iny M � X rozumíme komponentu podprostoru (M;�).

Z Vìty 1.117 snadno vyplývá následující tvrzení.

1.122 Tvrzení. Nech» X 6= ; je metrický prostor. Pak:

(i) Systém v¹ech komponent prostoruX tvoøí rozkladX na neprázdné uzavøené

souvislé mno¾iny.

(ii) Je-li G � R

n

otevøená mno¾ina, pak komponenty mno¾iny G jsou otevøené

mno¾iny.

Ka¾dý bod x 2 X tedy le¾í v právì jedné komponentì prostoru X ; té se nìkdy

øíká komponenta souvislosti bodu x.

1.11 Lineární zobrazení mezi

normovanými lineárními prostory

Nech» L:R

n

! R

k

je lineární zobrazení. Z lineární algebry víme, ¾e L je reprezen-

továno maticí typu k � n, která je urèena jednoznaènì (a kterou v této publikaci

oznaèujeme symbolem [L]). V maticovém zápisu (ve kterém prvek R

p

ztoto¾òujeme

s maticí typu 1� p a A

T

je matice transponovaná k matici A) platí

L(v)

T

= [L] � v

T

:

Je-li [L] = (a

ij

); i = 1; : : : ; k; j = 1; : : : ; n; a L = (L

1

; : : : ; L

k

), pak pro vektor

v = (v

1

; : : : ; v

n

) platí
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1. Metrické prostory

L

i

(v

1

; : : : ; v

n

) =

n

X

j=1

a

ij

v

j

; i = 1; : : : ; k:

Proto¾e projekce v 7! v

j

jsou spojité reálné funkce na R

n

, má zobrazení L

zøejmì spojité slo¾ky, a je tedy spojité. Zcela snadno jsme tedy dokázali tvrzení:

Ka¾dé lineární zobrazení L:R

n

! R

k

je spojité.

V tomto oddílu toto snadné tvrzení zesílíme a zobecníme | doká¾eme, ¾e zobra-

zení L je dokonce lipschitzovské a místo eukleidovských prostorù lze brát libovolné

koneènì dimenzionální normované lineární prostory. Nejdøíve v¹ak doká¾eme zá-

kladní vìtu o spojitých lineárních zobrazeních mezi zcela obecnými normovanými

lineárními prostory (nad stejným tìlesem). V její formulaci pou¾íváme úmluvu z

Poznámky 1.6.

1.123 Vìta. Nech» X;Y jsou normované lineární prostory a L:X ! Y je lineární

zobrazení. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(a) L je spojité v 0.

(b) L je spojité zobrazení.

(c) L je lipschitzovské zobrazení.

(d) Existuje taková konstanta C � 0, ¾e kL(x)k � Ckxk pro ka¾dý bod x 2 X .

(e) supfkL(x)k: kxk � 1g <1.

Pokud tyto podmínky platí, pak reálné èíslo kLk := supfkL(x)k: kxk � 1g se

nazývá norma lineárního zobrazení L. Pøitom kLk je nejmen¹í konstanta, s kterou

je L lipschitzovské. Dále platí nerovnost

(1.8) kL(x)k � kLk � kxk; x 2 X

a kLk je nejmen¹í èíslo, které má vlastnost èísla C z (d).

Dùkaz. Budeme postupovat podle schématu

(e) =) (d) =) (c) =) (b) =) (a) =) (e):

Nech» kLk := supfkL(x)k: kxk � 1g < 1 a x 2 X; x 6= 0. Proto¾e kx=kxkk = 1,

máme

kL(x)k =













kxk � L

�

x

kxk

�













= kxk �













L

�

x

kxk

�













� kxk � kLk;

tak¾e podmínka (d) platí s C := kLk.

Je-li splnìna podmínka (d) a jsou dány body a; b 2 X , pak

kL(b)� L(a)k = kL(b� a)k � Ckb� ak;

tak¾e L je lipschitzovské s konstantou C.

Implikace (c) =) (b) a (b) =) (a) jsou triviální.

Nech» platí podmínka (a). Proto¾e L(0) = 0, podle de�nice spojitosti mù¾eme

zvolit � > 0 takové, ¾e pro ka¾dé z 2 X platí implikace

kzk < � =) kL(z)k < 1:
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Je-li nyní x 2 X; 0 < kxk � 1, pak pro bod z :=

�

2

x platí kzk =

�

2

kxk < �, tak¾e

kL(x)k =













2

�

L

�

�

2

x

�













=

2

�

kL(z)k <

2

�

:

Platí tedy podmínka (e).

Z dùkazù implikací (e) =) (d) a (d) =) (c) vyplývá, ¾e pokud platí (e), pak

platí (1.8) a L je lipschitzovské s konstantou kLk.

Je-li L lipschitzovské s konstantou C, pak kL(x)k = kL(x) � L(0)k � Ckxk;

tak¾e C má vlastnost z (d). A má-li C tuto vlastnost, pak kL(x)k � C pro

x 2 X; kxk � 1, tak¾e kLk � C. Tím jsou dokázány obì charakterizace èísla kLk

z druhé èásti vìty.

1.124 Poznámka.

(i) Hodnota normy kLk zobrazení L se ov¹em mù¾e zmìnit, pokud zmìníme

normu na prostoru X nebo Y .

(ii) Je snadno vidìt, ¾e kLk = supfkL(x)k: kxk = 1g:

Z Vìty 1.123 snadno dostáváme:

1.125 Dùsledek. Nech» k � k

1

, k � k

2

jsou normy na lineárním prostoru X a �

1

, �

2

jsou jimi indukované metriky. Pak následující podmínky jsou ekvivalentní.

(i) Normy k � k

1

, k � k

2

jsou ekvivalentní.

(ii) Existují èísla K > 0; C > 0 taková, ¾e Kkxk

1

� kxk

2

� Ckxk

1

pro x 2 X .

(iii) Metriky �

1

, �

2

jsou ekvivalentní.

(iv) Metriky �

1

, �

2

jsou lipschitzovsky ekvivalentní.

1.126 Lemma. Nech» (Z; k � k) je reálný normovaný lineární prostor a nech»

F :R

n

! Z je lineární zobrazení. Uva¾ujme na R

n

eukleidovskou normu. Pak platí:

(i) Zobrazení F je spojité.

(ii) Je-li F bijekce, pak F je homeomor�smus.

Dùkaz. (i) Nech» x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2 R

n

; kxk � 1. Pak

kF (x)k = kF (x

1

e

1

+ � � �+ x

n

e

n

)k = kx

1

F (e

1

) + � � �+ x

n

F (e

n

)k �

� kx

1

F (e

1

)k+ � � �+ kx

n

F (e

n

)k = jx

1

j � kF (e

1

)k+ � � �+ jx

n

j � kF (e

n

)k �

� kF (e

1

)k+ � � �+ kF (e

n

)k:

Podle Vìty 1.123 je tedy zobrazení F spojité.

(ii) Proto¾e norma k � k je spojitá na Z, je také funkce ':x 7! kF (x)k spojitá

na R

n

. Proto¾e F je lineární bijekce, platí F (x) 6= 0, a tedy '(x) > 0 pro ka¾dý

bod x sféry S := fx 2 R

n

: kxk = 1g. Proto¾e S je zøejmì omezená a uzavøená,
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je podle Vìty 1.104 kompaktní. Podle Vìty 1.105 tedy ' na S v nìjakém bodì x

0

nabývá svého minima, tak¾e

c := minf'(x): x 2 Sg = '(x

0

) > 0:

Dostáváme tudí¾ pro ka¾dý bod 0 6= x 2 R

n

odhad

kF (x)k = kxk













F

�

x

kxk

�













� ckxk:

Je-li nyní 0 6= z 2 Z a polo¾íme x := F

�1

(z), máme

1

c

kzk � kF

�1

(z)k, tak¾e

zobrazení F

�1

je podle Vìty 1.123 spojité.

1.127 Poznámka. Není tì¾ké ukázat, ¾e tvrzení lemmatu platí i v pøípadì, ¾e Z

je komplexní prostor a místo R

n

uva¾ujeme C

n

.

1.128 De�nice. Nech» X , Y jsou normované lineární prostory a f :X ! Y je

bijekce. Øekneme, ¾e f je izomor�smus (normovaných lineárních prostorù), jestli¾e

je lineární a homeomorfní. Mno¾inu v¹ech izomor�smù f :X ! Y budeme zna-

èit symbolem Izom(X;Y ). Øekneme, ¾e X a Y jsou izomorfní, jestli¾e existuje

izomor�smus f :X ! Y .

Je zøejmé, ¾e bijekce f :X ! Y je izomor�smus, právì kdy¾ f

�1

:Y ! X je

izomor�smus.

1.129 Poznámka.

(i) Izomor�smus normovaných lineárních prostorù ov¹em nezachovává strukturu

normovaných lineárních prostorù, ale pouze lineární strukturu a topologii; v

tom je ustálená terminologie trochu zavádìjící. Izomor�smu se nìkdy (je¹tì

ménì logicky) øíká lineární izomor�smus. Nìkteøí autoøi tyto termíny nepo-

u¾ívají a hovoøí o lineárním homeomor�smu.

(ii) Jsou-li X a Y obecné normované lineární prostory a f :X ! Y je spojitá li-

neární bijekce, f

�1

nemusí být izomor�smus. (Napøíklad identické zobrazení

I : (C[a; b]; k � k

1

)! (C[a; b]; k � k

2

) je spojité, ale jeho inverze spojitá není,

viz Pøíklad 1.57).

Pokud v¹ak navíc X a Y jsou úplné (tj. jsou Banachovy), dosti hluboká

Banachova vìta dává, ¾e f je nutnì izomor�smus.

Bijekce f prostoru (X; k � k

1

) na (Y; k � k

2

) zachovává strukturu normovaných

prostorù, jestli¾e je lineární a zachovává normu, tj. kf(x)k

2

= kxk

1

pro ka¾dé x 2 X .

Tyto dvì vlastnosti platí, právì kdy¾ f je lineární izometrie.

To je vidìt z toho, ¾e pokud f je lineární a x; y 2 X , pak kf(x) � f(y)k

2

=

kf(x� y)k

2

a kf(x)k

2

= kf(x)� f(0)k

2

.

Øekneme, ¾e X a Y jsou izometricky izomorfní, jestli¾e existuje lineární izome-

trie f :X ! Y .
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1.130 Vìta. Nech» X;Y jsou normované lineární prostory, X je koneènì dimen-

zionální a L:X ! Y je lineární zobrazení. Pak L je spojité. Je-li L navíc bijekce,

pak L je izomor�smus.

Dùkaz. Dùkaz provedeme pouze pro pøípad reálných prostorù. Oznaème n :=

dimX a zvolme lineární bijekci ':R

n

! X. Pak podle Lemmatu 1.126 je ' ho-

meomor�smus. Polo¾me M := L � '. Zobrazení M :R

n

! Y je lineární, a proto

je podle Lemmatu 1.126 spojité. Proto¾e L = M � '

�1

, je spojité i L. Je-li L bi-

jekce, z lineární algebry víme, ¾e zobrazení L

�1

:Y ! X je lineární a Y je koneènì

dimenzionální. Podle první èásti vìty je tedy L

�1

spojité.

1.131 Dùsledek. Libovolné dva normované lineární prostory (nad stejným tìle-

sem) stejné koneèné dimenze jsou izomorfní.

U¾ijeme-li pøedchozí vìtu na identické zobrazení I : X ! X , dostáváme násle-

dující vìtu.

1.132 Vìta. Libovolné dvì normy na koneènì dimenzionálním lineárním prostoru

X jsou ekvivalentní.

Mno¾inu v¹ech spojitých lineárních zobrazení normovaného lineárního prostoru

X do normovaného lineárního prostoru Y budeme oznaèovat symbolem L(X;Y )

a polo¾íme L(X) := L(X;X). Ve funkcionální analýze se prvky L(X;Y ) èasto

nazývají spojité lineární operátory (nebo také omezené lineární operátory).

Je snadné dokázat, ¾e pokud f 2 L(X;Y ), g 2 L(X;Y ) a � 2 R, pak zobrazení

f + g : x 7! f(x) + g(x) a � � f : x 7! � � f(x) jsou také spojitá a lineární a

L(X;Y ) s tìmito operacemi tvoøí lineární prostor. Na L(X;Y ) v¾dy uva¾ujeme

kanonickou (þoperátorovouÿ) normu:

1.133 Vìta. Nech» X , Y jsou normované lineární prostory. Pak funkce

kLk = supfkL(x)k: kxk � 1g; L 2 L(X;Y );

je norma na L(X;Y ). Je-li prostor Y úplný, je úplný také prostor L(X;Y ).

Dùkaz. Podle Vìty 1.123 je k � k reálná funkce. Jestli¾e kLk = 0, pak podle (1.8)

je L identicky nulové zobrazení, tak¾e vlastnost (i) z De�nice 1.5 platí. Jsou-li L

1

,

L

2

prvky L(X;Y ) a � 2 R, pak

k� � Lk = supfk� � L(x)k: kxk � 1g = j�j � supfkL(x)k: kxk � 1g = j�j � kLk;

kL

1

+ L

2

k = supfkL

1

(x) + L

2

(x)k: kxk � 1g

� supfkL

1

(x)k+ kL

2

(x)k: kxk � 1g � kL

1

k+ kL

2

k;

tak¾e jsou splnìny i axiomy (ii), (iii).
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Dùkaz tvrzení o úplnosti nebudeme potøebovat a jen ho naznaèíme. Pøedpo-

kládejme, ¾e (L

n

) je cauchyovská posloupnost v prostoru L(X;Y ). Zvolme bod

x 2 X . Proto¾e pro n;m 2 N platí kL

n

(x) � L

m

(x)k � kL

n

� L

m

k � kxk, vidíme,

¾e posloupnost (L

n

(x)) je cauchyovská v úplném prostoru Y , a proto má limitu,

kterou oznaèíme L(x). Pøímoèaøe lze nyní dokázat, ¾e takto de�nované zobrazení

L:X ! Y patøí do L(X;Y ) a L

n

! L v L(X;Y ).

Je-li X reálný (resp. komplexní) normovaný lineární prostor, pak (Banachùv)

prostor X

�

:= L(X;R) (resp. X

�

:= L(X; C )) se nazývá (topologický) duální

prostor k prostoruX a jeho prvky se nazývají spojité lineární funkcionály, pøípadnì

spojité lineární formy.

1.134 Poznámka. V lineární algebøe se (algebraickým) duálním prostorem k line-

árnímu prostoru X rozumí lineární prostor v¹ech lineárních forem na X (a oznaèuje

se také nìkdy symbolem X

�

). Algebraický duální prostor v analýze oznaèujeme ji-

nak, napøíklad X

#

. Pro normovaný lineární prostor X platí X

�

= X

#

(rovnost

mno¾in), právì kdy¾ X je koneènì dimenzionální.

Uveïme je¹tì toto snadné, ale dùle¾ité tvrzení.

1.135 Tvrzení. Nech»X; Y Z jsou normované lineární prostory a nech» jsou dány

f 2 L(X;Y ); g 2 L(Y; Z). Pak

g � f 2 L(X;Z) a kg � fk � kgk � kfk:

Dùkaz. Tvrzení okam¾itì plyne z Vìty 1.123 a nerovností

k(g � f)(x)k � kgk � kf(x)k � kgk � kfk � kxk; x 2 X:

Na závìr tohoto oddílu uvedeme bez dùkazu dva ze základních výsledkù o spo-

jitých lineárních funkcionálech. Pak je¹tì pøipojíme dva pøíklady konkrétních spo-

jitých lineárních zobrazení.

1.136 Vìta. Nech»X je normovaný lineární prostor a x 2 X . Pak existuje lineární

funkcionál f 2 X

�

takový, ¾e kfk = 1 a f(x) = kxk.

V mnoha dùle¾itých Banachových prostorech existuje jednoduchý popis v¹ech

spojitých lineárních funkcionálù.

Je-li napøíklad X unitární prostor a x 2 X , z Cauchyovy nerovnosti snadno

vyplývá, ¾e f := h�; xi je spojitý lineární funkcionál na X a kfk = kxk. Podstatnì

tì¾¹í je dokázat následující (Rieszovu) vìtu þo reprezentaciÿ.

1.137 Vìta. Nech» X je Hilberùv prostor. Pak ka¾dý spojitý lineární funkcionál

f na X je tvaru f = h�; xi. Navíc zobrazení x 7! h�; xi je lineární izometrie prostoru

X na X

�

.

1.138 Pøíklad. Nech» g 2 C[0; 1]. Jestli¾e pro x 2 C[0; 1] polo¾íme F (x): = g � x
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(tj. F (x)(t) = g(t) � x(t)), je zøejmì F :C[0; 1]! C[0; 1] lineární zobrazení. Proto¾e

kF (x)k = sup

t2[0;1]

jg(t) � x(t)j � kgk � kxk;

je F také spojité (tak¾e F 2 L(C[0; 1])). Podle Vìty 1.123 platí kFk � kgk. Uá¾íme-

li, ¾e pro konstantní funkci x(t) = 1 platí kF (x)k = kgk, vidíme, ¾e kFk = kgk.

1.139 Pøíklad. Nech» g 2 C[0; 1]. Jestli¾e pro funkci x 2 C[0; 1] polo¾íme

f(x): =

Z

1

0

g(t)x(t) dt, je f zøejmì lineární forma na C[0; 1]. Proto¾e

�

�

�

�

Z

1

0

g(t)x(t) dt

�

�

�

�

� sup

t2[0;1]

jg(t)x(t)j � kgk � kxk;

je f spojitý lineární funkcionál na C[0; 1] (tj. f 2 (C[0; 1])

�

) a kfk � kgk. (Lze

ukázat, ¾e kfk =

Z

1

0

jg(t)j dt.)

Izometricky izomorfní normované lineární prostory mají stejné v¹echny metrické

vlastnosti. Izomorfní normované lineární prostory prostory mají stejné topologické

vlastnosti, ale i øadu jiných. Napøíklad platí:

1.140 Tvrzení. Nech» (X; k � k

1

) a (Y; k � k

2

) jsou izomorfní normované lineární

prostory. Pak X je úplný, právì kdy¾ je úplný Y .

Dùkaz. Nech» Y je úplný a f :X ! Y je izomor�smus. Pro x 2 X polo¾me kxk

3

:=

kf(x)k

2

. Snadno je vidìt, ¾e k � k

3

je norma na X a f : (X; k � k

3

) ! (Y; k � k

2

) je

lineární izometrie. Z toho vyplývá, ¾e (X; k � k

3

) je také úplný a identita

I : (X; k � k

1

) ! (X; k � k

3

) je izomor�smus. Podle Dùsledku 1.125 jsou metriky

indukované normami k � k

1

a k � k

3

lipschitzovsky ekvivalentní, tak¾e (viz Poznámka

1.81) (X; k � k

1

) je úplný.

Z Poznámky 1.84, Dùsledku 1.131 a Tvrzení 1.140 tedy ihned vyplývá:

1.141 Dùsledek. Ka¾dý koneènì dimenzionální normovaný prostor je úplný.

1.142 Tvrzení. Nech» X je n-rozmìrný reálný normovaný lineární prostor, (Y; �)

je metrický prostor a y 2 Y . Nech» '

1

; : : : ; '

n

je báze duálního prostoru X

�

. Pak

zobrazení f : (Y; �)! X je spojité v bodì y, právì kdy¾ v¹echny funkce

'

i

� f : (Y; �)! R; i = 1; : : : ; n;

jsou spojité v bodì y.

Dùkaz. Zobrazení ' = ('

1

; : : : ; '

n

):X ! R

n

je lineární bijekce (to plyne napøí-

klad z [Be; Vìta 21.25]; snadno se toti¾ ovìøí, ¾e þduální homomor�smusÿ k ' je

bijekce), tak¾e ' je izomor�smus podle Vìty 1.130. Je tedy f spojité v bodì y,

právì kdy¾ ' � f je spojité v bodì y, co¾ je podle Vìty 1.53 splnìno, právì kdy¾

v¹echny slo¾ky (' � f)

i

= '

i

� f : (Y; �)! R, i = 1; : : : ; n, jsou spojité v bodì y.
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1.12 Bilineární a multilineární zobrazení

Nech» (X

1

; k�k

1

); : : : ; (X

n

; k�k

n

) jsou normované lineární prostory (nad T). De�nujeme-

li na X := X

1

� � � � �X

n

sèítání a násobení èíslem � 2 T po slo¾kách, tj.

(x

1

; : : : ; x

n

) + (y

1

; : : : ; y

n

) := (x

1

+ y

1

; : : : ; x

n

+ y

n

),

� � (x

1

; : : : ; x

n

) := (�x

1

; : : : ; �x

n

);

pak X je zøejmì lineární prostor. Polo¾íme-li

kxk := max (kx

1

k

1

; : : : ; kx

n

k

n

) pro x = (x

1

; : : : ; x

n

),

je snadné ovìøit, ¾e k � k je norma na X . Tuto normu nazveme souèinovou normou

a lineární normovaný prostor (X; k � k) souèinem normovaných lineárních prostorù

(X

1

; k � k

1

); : : : ; (X

n

; k � k

n

).

1.143 Poznámka.

(i) Zavedená (maximová) souèinová norma není þkanonickáÿ. Stejnì dobøe lze

pou¾ít (souètovou) normu kxk

s

:= kx

1

k+ � � �+kx

n

k nebo (þeukleidovskouÿ)

normu kxk

e

:=

p

kx

1

k

2

+ � � �+ kx

n

k

2

, které jsou s (maximovou) souèinovou

normou lipschitzovsky ekvivalentní.

(ii) Metrický prostor X (s metrikou indukovanou souèinovou normou) je zøejmì

souèinem metrických prostorù X

1

; : : : ; X

n

(s metrikami indukovanými pøí-

slu¹nými normami).

(iii) Souèinová norma (resp. metrika) na R

n

= R � � � � � R je ov¹em maximová

norma (resp. metrika) na R

n

.

1.144 De�nice. Nech» X

1

; : : : ; X

n

, Y , (n � 2), jsou lineární prostory. Zobrazení

F :X

1

� � � � �X

n

! Y se nazývá multilineární (nebo n-lineární), jestli¾e je lineární

ve v¹ech promìnných, tj. jestli¾e v¹echna parciální zobrazení

F (a

1

; : : : ; a

i�1

; � ; a

i+1

; : : : ; a

n

), 1 � i � n, a

1

2 X

1

; : : : ; a

n

2 X

n

,

jsou lineární zobrazení.

Zobrazení, která jsou 2-lineární, se nazývají bilineární zobrazení. V pøípadì

X

1

= X

2

= � � � = X

n

=:X øíkáme, ¾e F je n-lineární zobrazení na X . Jestli¾e

Y = R (resp. Y = C ), místo o n-lineárním zobrazení hovoøíme o n-lineární (multi-

lineární) formì.

Pro multilineární zobrazení platí následující vìta analogická Vìtì 1.123 o line-

árních zobrazeních.

1.145 Vìta. Nech» X

1

, X

2

, : : : , X

n

, Y jsou normované lineární prostory,

X := X

1

�� � ��X

n

a F :X ! Y je multilineární zobrazení. Pak následující tvrzení

jsou ekvivalentní:

(a) F je spojité v 0.

(b) F je spojité zobrazení.
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(c) F je lipschitzovské na ka¾dé omezené mno¾inì A � X .

(d) Existuje taková konstantaC � 0, ¾e kF (x

1

; : : : ; x

n

)k � C�kx

1

k�kx

2

k � � � kx

n

k.

(e) supfkF (x)k: kxk � 1g <1.

Pokud tyto podmínky platí, pak reálné èíslo kFk := supfkF (x)k: kxk � 1g se

nazývá norma multilineárního zobrazení F . Platí nerovnost

(1.9) kF (x)k � kFk � kx

1

k � kx

2

k � � � kx

n

k; x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2 X

a kFk je nejmen¹í èíslo, které má vlastnost èísla C z (d).

Dùkaz. (Náznak.) Dùkazy implikací (a) =) (e) =) (d) jsou zcela analogické dù-

kazùm odpovídajících implikací z Vìty 1.123; staèí pøímoèaøe vyu¾ít multilinearitu

F .

K dùkazu implikace (d) =) (c) pøedpokládejme, ¾e C je èíslo z podmínky (d)

a kxk � L pro ka¾dé x 2 A. Uva¾ujme body x = (x

1

; : : : ; x

n

), h = (h

1

; : : : ; h

n

) z

X

1

� � � � �X

n

takové, ¾e x 2 A a x+ h 2 A. Máme tedy

(1.10) kxk � L a khk � kx+ hk+ k�xk � 2L:

Jestli¾e mnohonásobnì pou¾ijeme multilinearitu F pøi uprávì (þroznásobeníÿ) vý-

razu F (x + h) = F (x

1

+ h

1

; : : : ; x

n

+ h

n

), není tì¾ké nahlédnout, ¾e diference

D := F (x

1

+ h

1

; : : : ; x

n

+ h

n

)� F (x

1

; : : : ; x

n

) je souètem 2

n

� 1 prvkù Y , z nich¾

ka¾dý má normu nejvý¹e C(2L)

n�1

khk. Napøíklad pro n = 3 máme

D = F (x

1

; x

2

; h

3

) + F (x

1

; h

2

; x

3

) + F (x

1

; h

2

; h

3

)

+ F (h

1

; x

2

; x

3

) + F (h

1

; x

2

; h

3

) + F (h

1

; h

2

; x

3

) + F (h

1

; h

2

; h

3

);

tak¾e v tomto pøípadì uvedená vlastnost D snadno plyne z vlastnosti C a (1.10).

Dostáváme tedy kDk � (2

n

� 1)C(2L)

n�1

khk, tak¾e F je na A lipschitzovské s

konstantou (2

n

� 1)C(2L)

n�1

.

Implikace (b) =) (a) je zøejmá; implikace (c) =) (b) a tvrzení o minimalitì

kFk v (1.9) jsou snadná.

1.146 Poznámka.

(a) Platí zobecnìní Vìty 1.130: Jsou-liX

1

; : : : ;X

n

a Y normované lineární prostory,X

1

; : : : ; X

n

jsou koneènì dimenzionální a F :X

1

� � � � �X

n

! Y je multilineární zobrazení, pak F je

spojité.

(b) Je-li F :X

1

� � � � � X

n

! Y spojité multilineární zobrazení, z (1.9) ihned vyplývá, ¾e

ka¾dé parciální zobrazení F (a

1

; : : : ; a

i�1

; � ; a

i+1

; : : : ; a

n

) je spojité lineární.

Jsou-li X

1

; : : : ; X

n

a Y normované lineární prostory, budeme mno¾inu v¹ech

spojitých multilineárních zobrazení F :X

1

� � � � �X

n

! Y oznaèovat symbolem

L(X

1

; : : : ; X

n

;Y ).

V pøípadì X

1

= � � � = X

n

=:X klademe L

n

(X;Y ) := L(X

1

; : : : ; X

n

;Y ).
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Pro F 2 L(X

1

; : : : ; X

n

;Y ), G 2 L(X

1

; : : : ; X

n

;Y ) a � 2 T zobrazení

(F +G)(x) := F (x)+G(x) a (�F )(x) := �F (x) patøí zøejmì také do prostoru

L(X

1

; : : : ; X

n

;Y ). S tìmito operacemi je pak L(X

1

; : : : ; X

n

;Y ) lineární prostor.

Navíc zøejmì platí

kF +Gk = supfkF (x) +G(x)k: kxk � 1g � kFk+ kGk;

k�Fk = supfk�F (x)k: kxk � 1g = �kFk,

tak¾e snadno vidíme, ¾e norma k � k je skuteènì norma na L(X

1

; : : : ; X

n

;Y ).

Dále tedy chápeme L(X

1

; : : : ; X

n

;Y ) jako normovaný lineární prostor. Pokud

Y je úplný, není tì¾ké dokázat, ¾e také L(X

1

; : : : ; X

n

;Y ) je úplný.

V Kapitole 3 budeme potøebovat následující tvrzení.

1.147 Tvrzení. Nech» n � 2, X

1

; : : : ; X

n

a Y jsou normované lineární prostory

a F 2 L(X

1

;L(X

2

; X

3

; : : : ; X

n

;Y )). Pak zobrazení F

�

:X

1

� � � � � X

n

! Y dané

pøedpisem

F

�

(x

1

; : : : ; x

n

) = F (x

1

) (x

2

; : : : ; x

n

)

patøí do prostoru L(X

1

; : : : ; X

n

;Y ).

Navíc zobrazení ':F 7! F

�

je lineární izometrie prostoruL(X

1

;L(X

2

; : : : ; X

n

;Y ))

na prostor L(X

1

; : : : ; X

n

;Y ).

Dùkaz. (Náznak) Multilinearita F

�

je zøejmá. Je snadno vidìt, ¾e

kFk = sup

�

supfkF (x

1

) (x

2

; : : : ; x

n

)k: k(x

2

; : : : ; x

n

)k � 1g: kx

1

k � 1

	

= supfkF

�

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

)k: k(x

1

; : : : ; x

n

)k � 1g;

tak¾e F

�

2 L(X

1

; : : : ; X

n

;Y ) a ' zachovává normu. Linearita ' je zøejmá. Ovìøení

toho, ¾e ' je bijekce, je také zcela pøímoèaré.

Je obvyklé prostory L(X

1

;L(X

2

; : : : ; X

n

;Y )) a L(X

1

; : : : ; X

n

;Y ) pomocí line-

ární izometrie ' ztoto¾òovat (ztoto¾òujeme F a F

�

= '(F )). Pak mù¾eme psát

L(X

1

;L(X

2

; Y )) = L(X

1

; X

2

;Y ),

L(X

1

;L(X

2

;L(X

3

; Y ))) = L(X

1

;L(X

2

; X

3

;Y )) = L(X

1

; X

2

; X

3

;Y )

a obecnì

L(X

1

;L(X

2

; : : : ;L(X

n

; Y )) : : : ) = L(X

1

; : : : ; X

n

;Y ).

1.148 De�nice. Nech» X; Y jsou lineární prostory a F :X

n

! Y je n-lineární

zobrazení na X . Jestli¾e pro libovolné vektory x

1

; : : : ; x

n

a libovolné dva indexy

1 � i < j � n platí

F (x

1

; : : : ; x

i

; : : : ; x

j

; : : : ; x

n

) = F (x

1

; : : : ; x

j

; : : : ; x

i

; : : : ; x

n

),

øekneme, ¾e F je symetrické n-lineární zobrazení.

Platí-li v¾dy, ¾e

F (x

1

; : : : ; x

i

; : : : ; x

j

; : : : ; x

n

) = �F (x

1

; : : : ; x

j

; : : : ; x

i

; : : : ; x

n

),
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Bilineární a multilineární zobrazení 1.12

øekneme, ¾e F je antisymetrické n-lineární zobrazení.

1.149 Pøíklad. Nech» X je reálný unitární prostor. Potom skalární souèin

s: (x; y) 7! hx; yi je zøejmì (symetrická) bilineární forma na X . Podle Cauchyovy

nerovnosti js(x; y)j � kxk � kyk, tak¾e z Vìty 1.145 vyplývá, ¾e s 2 L

2

(X;R) a

ksk � 1. Je-li X 6= f0g, pro x 6= 0 platí js(x; x)j = kxk � kxk, tak¾e ksk = 1.

1.150 Pøíklad. Nech» X , Y , Z jsou normované lineární prostory. Pro x 2 X ,

f 2 L(X;Y ) a g 2 L(Y; Z) polo¾me

'

1

(x; f) := f(x) a '

2

(f; g) := g � f .

Pomocí nerovností (viz Vìta 1.123 a Tvrzení 1.135)

kf(x)k � kfk � kxk a kg � fk � kgk � kfk

snadno dostáváme, ¾e '

1

a '

2

jsou spojitá bilineární zobrazení:

'

1

2 L(X;L(X;Y );Y ) a '

2

2 L(L(X;Y );L(Y; Z);L(X;Z)).

1.151 Pøíklad. Funkce f(v

1

; : : : ; v

n

) := det[v

1

; : : : ; v

n

] je n-lineární forma na

R

n

. V lineární algebøe se dokazuje, ¾e f je jediná n-lineární forma na R

n

, která je

antisymetrická a pro kterou f(e

1

; : : : ; e

n

) = 1.
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2. Diferenciální poèet

funkcí více promìnných

2.1 Parciální derivace a totální

diferenciál reálné funkce

Nech» f je reálná funkce n reálných promìnných, která je de�novaná alespoò v bodì

a = (a

1

; : : : ; a

n

) 2 R

n

. Zvolme pevnì 1 � i � n a zkoumejme, jak þrychle se mìní

hodnoty funkce fÿ, mìníme-li málo pouze i-tou souøadnici bodu a. Jinými slovy,

vy¹etøujme þrychlost zmìny funkce f v bodì a ve smìru vektoru e

i

ÿ. Pøesnìji:

uva¾ujme þparciální diferenciÿ

f(a

1

; : : : ; a

i�1

; a

i

+ h; a

i+1

; : : : ; a

n

)� f(a

1

; : : : ; a

n

) = f(a+ he

i

)� f(a);

která odpovídá èásteèné (parciální) zmìnì bodu a (jen v i-té souøadnici), a ptejme

se, jak velká je tato diference ve srovnání s èíslem 0 6= h 2 R, které je (v absolutní

hodnotì) velmi malé. Tím jsme vedeni ke zkoumání limity

lim

h!0

f(a+ he

i

)� f(a)

h

= lim

h!0

f(a

1

; : : : ; a

i�1

; a

i

+ h; a

i+1

; : : : ; a

n

)� f(a

1

; : : : ; a

n

)

h

:

Tato limita v¹ak není nic jiného, ne¾ derivace funkce

g(x) := f(a

1

; : : : ; a

i�1

; x; a

i+1

; : : : ; a

n

) = f(a+ (x � a

i

)e

i

)

v bodì a

i

. Skuteènì,

g

0

(a

i

) = lim

h!0

g(a

i

+ h)� g(a

i

)

h

= lim

h!0

f(a

1

; : : : ; a

i�1

; a

i

+ h; a

i+1

; : : : ; a

n

)� f(a

1

; : : : ; a

n

)

h

:

O funkci g èasto mluvíme jako o (i-té) parciální funkci a nejèastìji pro ni pou¾íváme

zápis g = f(a

1

; : : : ; a

i�1

; �; a

i+1

; : : : ; a

n

) (srov. obr. 2.3).

Mìlo by být tedy jasné, proè v následující de�nici mluvíme o parciální derivaci.
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

Obr. 2.3. Znázornìní parciálních funkcí f(x

0

; �) a f(�; y

0

).

2.1 De�nice. Nech» f je reálná funkce n promìnných, a = (a

1

; : : : ; a

n

) 2 R

n

a

1 � i � n. Pak parciální derivaci funkce f podle i-té promìnné v bodì a de�nujeme

jako limitu

@f

@x

i

(a): = lim

h!0

f(a+ he

i

)� f(a)

h

= (f(a

1

; : : : ; a

i�1

; �; a

i+1

; : : : ; a

n

))

0

(a

i

)

= lim

h!0

f(a

1

; : : : ; a

i�1

; a

i

+ h; a

i+1

; : : : ; a

n

)� f(a

1

; : : : ; a

n

)

h

:

Symbolem

@f

@x

i

oznaèujeme parciální derivaci funkce f podle i-té promìnné: funkci

de�novanou pøedpisem

@f

@x

i

: x 7!

@f

@x

i

(x).

Jak je v¹eobecným zvykem, není-li výslovnì øeèen opak, pøipou¹tíme pouze

koneèné parciální derivace. De�nièním oborem funkce

@f

@x

i

je tedy mno¾ina bodù

x 2 R

n

, pro které

@f

@x

i

(x) existuje a je vlastní.

Znaèení parciálních derivací velmi kolísá. Pro zápis

@f

@x

i

(a) se pou¾ívají také

následující symboly:

@f(a)

@x

i

; D

i

f(a); f

0

i

(a); f

i

(a) ; f

x

i

(a); f

0

x

i

(a); @

i

f(a);

které budeme obèas pou¾ívat i my { zvlá¹» výhodný je krátký zápis f

i

(a) v pøípa-

dech, kdy nemù¾e dojít k nedorozumìní. Pro pøípad n = 1 je ov¹em

@f(a)

@x

1

obyèejná

derivace, tak¾e dáváme pøednost obvyklému zápisu f

0

(a) nebo

df(a)

dx

.
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Parciální derivace a totální diferenciál reálné funkce 2.1

Pøi praktických výpoètech jsou vìt¹inou jednotlivé promìnné oznaèeny písmeny,

které mají èasto svùj geometrický nebo fyzikální význam; tomu pak odpovídá i

znaèení parciálních derivací. Napøíklad pro funkci f(x; y; z) derivaci podle druhé

promìnné D

2

f èasto zapisujeme i tìmito symboly:

@f

@y

; D

y

f; f

0

y

; f

y

; @

y

f:

Pokud parciální derivace

@f

@x

i

(a) existuje, musí být ov¹em i-tá parciální funkce

de�novaná na nìjakém okolí bodu a

i

; jinými slovy: musí existovat � > 0 takové, ¾e

funkce f je de�novaná na otevøené úseèce fa + he

i

: h 2 (��; �)g. De�nièní obor

D

f

v¹ak nemusí obsahovat ¾ádné okolí bodu a a existence a hodnota

@f

@x

i

(a) závisí

jen na hodnotách funkce f na (jakkoliv malé) úseèce vý¹e uvedeného typu.

2.2 Pøíklad. Uva¾ujme funkci f(x; y) =

p

�x

2

y

2

. Snadno vidíme, ¾e de�nièní obor f je sjedno-

cením souøadnicových os, tj. D

f

= f(x; y): x = 0 nebo y = 0g; a funkce f je na D

f

nulová. Z

de�nice ihned vidíme, ¾e de�nièním oborem parciální derivace

@f

@x

je x-ová osa a

@f

@x

je na svém

de�nièním oboru nulová. V¹imnìme si, ¾e D

@f

@x

6= D

f

, (0; 0) 2 D

@f

@x

, ale neexistuje takové � > 0,

pro které U

�

(0; 0) � D

f

.

Proto¾e parciální derivace je derivace parciální funkce { co¾ je funkce jedné promìnné {

dovedeme snadno poèítat parciální derivace funkcí, které jsou explicitnì zadány þjednoduchou

formulíÿ.

2.3 Pøíklad. Vy¹etøujme parciální derivaci podle první promìnné funkce dvou promìnných f(x; y) = sin(xy

3

).

Zvolíme-li (x

0

; y

0

) 2 R

2

, je

@f

@x

(x

0

; y

0

) derivace parciální funkce g:x 7! sin(xy

3

0

) v bodì x

0

. Pro-

to¾e g

0

(x) = cos(xy

3

0

) y

3

0

, máme

@f

@x

(x

0

; y

0

) = g

0

(x

0

) = cos(x

0

y

3

0

) y

3

0

:

Je tedy

@f

@x

de�nována ve v¹ech bodech roviny a platí

@f

@x

(x; y) = cos(xy

3

)y

3

:

V praxi ov¹em místo (x

0

; y

0

) pí¹eme hned (x; y), tak¾e vzorec pro

@f

@x

(x; y) dostáváme formálním

derivováním výrazu sin(xy

3

), ve kterém x chápeme jako promìnnou a y jako konstantu. Podobnì

zpamìti snadno poèítáme

@f

@y

(x; y) = 3 cos(xy

3

) xy

2

:

2.4 Poznámka. Proto¾e parciální derivace je (obyèejná) derivace parciální funkce,

platí pro poèítání s parciálními derivacemi stejná pravidla, jako pro obyèejné deri-

vace. Napøíklad ka¾dá z rovností

@(f + g)

@x

i

(a) =

@f

@x

i

(a) +

@g

@x

i

(a);

@(cf)

@x

i

(a) = c

@f

@x

i

(a);
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

@(fg)

@x

i

(a) =

@f

@x

i

(a)g(a) +

@g

@x

i

(a)f(a)

platí, má-li její pravá strana smysl; tj. kdy¾ (koneèné) parciální derivace na pravé

stranì rovnosti existují.

Následující nepøesné úvahy mají za cíl motivovat de�nici totálního diferenciálu. Pojem di-

ferenciálu ji¾ ètenáø asi zná pro pøípad funkce jedné promìnné { v tom pøípadì v¹ak u¾iteènost

tohoto pojmu není zøejmá, tak¾e se jeho podstata ¹patnì chápe.

Zakladateli diferenciálního poètu byl diferenciál chápán jako þnekoneènì malá diferenceÿ co¾

byl pojem s velmi nejasným významem. Nyní se de�nuje diferenciál jako þhlavní lineární èást

diferenceÿ, co¾ je pojem, který je snadné de�novat jako lineární formu, která v jistém pøesnì

de�novaném smyslu dobøe aproximuje diferenci (pøírùstek funkce).

Uva¾ujme funkci dvou promìnných f(x; y) a bod (a; b) 2 R

2

. Pøi motivaci parciálních derivací

jsme hovoøili o parciálních diferencích funkce, které odpovídají parciální (èásteèné) zmìnì; tj.

zmìnì jen v jedné promìnné.

Vy¹etøujme nyní totální diferenci f(a+h; b+k)�f(a; b), která odpovídá malé zmìnì v obou

promìnných. Zkoumáme tedy chování funkce

�(h; k) := f(a + h; b+ k)� f(a; b)

v blízkosti bodu (0; 0). Podívejme se na konkrétní pøípad f(x; y) = x

2

y, (a; b) = (2; 2). Po dosazení

máme

�(h; k) = (2 + h)

2

(2 + k)� 8 = 8h+ 4k + 4hk + 2h

2

+ h

2

k:

Diference � sice v tomto pøípadì není lineární forma, zdá se ale, ¾e má þhlavní lineární èástÿ

8h+ 4k. To není náhoda. Uká¾eme, ¾e þhlavní lineární èástÿ mají diference vìt¹iny funkcí, které

nás zajímají. To souvisí s tím, ¾e vìt¹inou pracujeme s þhladkými funkcemiÿ. Nepøesný pojem

hladkosti lze precizovat rùznými zpùsoby; na¹e geometrická intuice nám v¹ak jistì napovídá, ¾e graf

hladké funkce dvou promìnných þlokálnì nerozeznáme od rovinyÿ. Jak uká¾eme dále pøi výkladu

o teèné nadrovinì, je tato vlastnost hladkých funkcí (po pøirozeném upøesnìní) ekvivalentní s

existencí diferenciálu (hlavní lineární èásti diference).

Pøesný význam pojmu þhlavní lineární èástiÿ diference (tj. diferenciálu) je dán

v následující de�nici.

2.5 De�nice. Nech» f je funkce n promìnných, a 2 R

n

a nech» L:R

n

! R je

lineární forma. Øekneme, ¾e L je totální diferenciál funkce f v bodì a (nebo také

derivace funkce f v bodì a), jestli¾e

lim

h!0

f(a+ h)� f(a)� L(h)

khk

= 0:

(Totálnímu diferenciálu budeme èasto øíkat pouze diferenciál.)

Velikost chyby, které se dopustíme, nahradíme-li diferenci f(a+h)�f(a) hodnotou diferenciálu

L(h), je tedy mnohem men¹í ne¾ velikost khk pøírùstku nezávisle promìnné, je-li khk velmi malé

èíslo.

Diferenciál (derivace) je lineární forma, tj. funkce tvaru

L(h

1

; : : : ; h

n

) = A

1

h

1

+ � � �+A

n

h

n

; kde A

1

; : : : ; A

n

2 R:
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Parciální derivace a totální diferenciál reálné funkce 2.1

Za chvíli doká¾eme (Dùsledek 2.11), ¾e pokud totální diferenciál funkce f v bodì a

existuje, je urèen jednoznaènì. Následující de�nice je tedy korektní.

2.6 De�nice. Existuje-li diferenciál funkce f v bodì a, oznaèujeme jej symbolem

df(a). Nìkdy jej také budeme oznaèovat f

0

(a); pøi tomto oznaèení mu budeme øíkat

derivace funkce f v bodì a.

Diferenciál df(a) = f

0

(a) je tedy lineární forma na R

n

. Hodnota této line-

ární formy v bodì h 2 R

n

se v literatuøe oznaèuje rùznými zpùsoby. Pøed zápisy

df(a)(h); f

0

(a)(h) se dává èasto pøednost pøehlednìj¹ím krat¹ím zápisùm

d

h

f(a); f

0

(a)h; f

0

(a;h);

které také budeme nìkdy pou¾ívat.

2.7 Poznámka.

(i) V klasické literatuøe se hovoøí o (totálním) diferenciálu, v moderní literatuøe pøevá¾nì

o derivaci. Pøirozené zobecnìní tohoto pojmu pro zobrazení mezi (nekoneènì dimenzio-

nálními) normovanými lineárními prostory se nazývá Fréchetova derivace (viz De�nice

3.3).

(ii) Øíkáme-li lineární formì L derivace, vzniká pro pøípad funkce z R do R jistá kolize s

klasickou terminologií, pøi které je derivace f

0

(a) funkce f v bodì a reálné èíslo. Tato

kolize se odstraní tím, ¾e þztoto¾òujemeÿ reálné èíslo A s lineární formou x 7! Ax. Proto¾e

víme (viz DI, kap. VIII, par. 4), ¾e A je derivací f v bodì a v klasickém smyslu, právì

kdy¾ lineární forma x 7! Ax je diferenciálem v klasickém smyslu (tj. derivací v moderním

smyslu), toto ztoto¾nìní nevede ke sporu.

(iii) Místo symbolu df(a) se èasto pou¾ívá také symbol Df(a).

(iv) Existuje-li diferenciál df(a), øíkáme, ¾e funkce f je diferencovatelná v bodì a.

(v) Z de�nice okam¾itì vidíme, ¾e pokud je f diferencovatelná v a, musí být de�novaná aspoò

na nìjakém okolí bodu a.

Je u¾iteèné výslovnì zformulovat následující tvrzení, které zcela jasnì ukazuje

pojetí diferenciálu jako þhlavní lineární èástiÿ diference a je jen snadným pøepisem

de�nice totálního diferenciálu.

2.8 Tvrzení. Nech» f je funkce n promìnných, a 2 R

n

a nech» L:R

n

! R je

lineární forma. Nech» r(h) je funkce urèená rovnicí

f(a+ h)� f(a) = L(h) + r(h):

Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) L je totální diferenciál funkce f v bodì a.

(ii) r(h) = o(khk); h! 0:

(iii) Existuje reálná funkce n promìnných ! spojitá v 0 2 R

n

, pro kterou platí

!(0) = 0 a r(h) = khk!(h).

Dùkaz. Rovnost f(a+h)�f(a) = L(h)+r(h) je ov¹em chápána jako rovnost funkcí

(promìnné h) a je ekvivalentní rovnosti r(h) = f(a + h) � f(a) � L(h). Je tedy
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

nulovost limity z De�nice 2.5 jen jiný zápis vztahu (ii). Platí-li (ii), je nutnì a 2 D

f

(jinak by funkce r mìla prázdný de�nièní obor), tak¾e r(0) = f(a)�f(a)�L(0) = 0.

Polo¾íme-li tedy !(h) := r(h)=khk pro h 6= 0 a !(0) := 0, vidíme, ¾e platí (iii).

Implikace (iii) =) (ii) je zøejmá.

2.9 Poznámka.

(i) Výrok (ii) z Tvrzení 2.8 se èasto zapisuje krátce takto:

f(a+ h)� f(a) = L(h) + o(khk); h! 0:

(ii) Výhodnost podmínky (iii) z 2.8 spoèívá v tom, ¾e pøi jejím u¾ití lze nìkdy výhodnì pou¾ít

vìtu o limitì slo¾ené funkce s pøedpokladem spojitosti vnìj¹í funkce. Poznamenejme je¹tì,

¾e funkce ! není (bez po¾adavku !(0) = 0) rovnicí f(a + h) � f(a) = L(h) + khk!(h)

urèena jednoznaènì; vadí bod h = 0.

(iii) Vìta 1.40 o limitì slo¾eného zobrazení (polo¾íme-li h = x � a) snadno dává, ¾e lineární

forma L na R

n

je diferenciálem f v bodì a, právì kdy¾

lim

x!a

f(x)� f(a) � L(x� a)

kx� ak

= 0;

jinými slovy

f(x) � f(a) = L(x� a) + o(kx� ak); x! a:

(iv) Uva¾ujme na R

n

dvì ekvivalentní normy k � k

1

; k � k

2

(tak¾e existují èíslaK > 0; C >

0 taková, ¾e K � khk

1

=khk

2

� C proh 6= 0; viz 1.125). Jestli¾e lim

h!0

r(h)=khk

1

= 0, je

také

lim

h!0

r(h)

khk

2

= lim

h!0

r(h)

khk

1

�

khk

1

khk

2

= 0:

Podobnì lim

h!0

r(h)=khk

1

= 0, jestli¾e lim

h!0

r(h)=khk

2

= 0. Smysl De�nice 2.5 by se

tedy nezmìnil, kdybychom v ní místo eukleidovské normy brali maximovou nebo souètovou

normu. (Podle Vìty 1.132 bychom dokonce mohli brát libovolnou normu na R

n

.)

(v) Jestli¾e f je a�nní funkce na R

n

, pak ji lze jednoznaènì zapsat ve tvaru f(x) = c+ L(x),

kde c 2 R a L je lineární forma. Proto¾e zøejmì platí rovnost f(a + h) � f(a) = L(h),

podle de�nice diferenciálu df(a) = L pro ka¾dý bod a 2 R

n

. Speciálnì pro konstantní

funkci f platí df(a) = 0 pro ka¾dý bod a 2 R

n

.

2.10 Vìta. Nech» L je diferenciál funkce f v bodì a 2 R

n

. Pak existují parciální

derivace

@f

@x

1

(a); : : :

@f

@x

n

(a) a platí

L(h

1

; : : : ; h

n

) =

@f

@x

1

(a)h

1

+ � � �+

@f

@x

n

(a)h

n

:

Dùkaz. Proto¾e L je lineární forma, je dána pøedpisem

L(h

1

; : : : ; h

n

) = A

1

h

1

+ � � �+A

n

h

n

;

kde A

1

= L(e

1

); : : : ; A

n

= L(e

n

). Podle Tvrzení 2.8(ii) mù¾eme psát rovnost

f(a+ h)� f(a) = L(h) + r(h), pøièem¾ r(h) = o(khk); h! 0: Máme tedy

@f

@x

i

(a) = lim

t!0

f(a+ te

i

)� f(a)

t

= lim

t!0

L(te

i

)

t

+ lim

t!0

r(te

i

)

t

= L(e

i

) + lim

t!0

r(te

i

)

kte

i

k

sgn(t) = A

i

:
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Pøi poslední úpravì jsme mohli pou¾ít Vìtu 1.40 o limitì slo¾eného zobrazení, pro-

to¾e pro zobrazení h(t) = te

i

platí lim

t!0

h(t) = 0 a h(t) 6= 0 pro t 6= 0.

2.11 Dùsledek. Existuje-li diferenciál funkce f v bodì a, je urèen jednoznaènì.

2.12 Poznámka. Nech» f je funkce n promìnných. Diferenciálem df pak rozumíme zobrazení z

R

n

do (R

n

)

�

, které bodùm x 2 R

n

, ve kterých f má totální diferenciál, pøiøazuje lineární formu

df(x). (Poznamenejme, ¾e ve star¹í literatuøe se symbol df chápal jako funkce z R

n

� R

n

do

R de�novaná pøedpisem df(x; h) := df(x)(h) pro ty body (x; h), pro které má pravá strana

rovnosti smysl.)

Existence v¹ech parciálních derivací funkce f v bodì a 2 R

n

je tedy nutnou

podmínkou pro existenci diferenciálu df(a). Mù¾e se v¹ak stát, ¾e f má v bodì a

v¹echny parciální derivace, a pøesto nemá totální diferenciál.

2.13 Pøíklad. Pro funkci f(x; y) =

p

�x

2

y

2

z Pøíkladu 2.2 existují obì parciální derivace

@f

@x

(0; 0);

@f

@y

(0; 0), ale f není de�novaná na ¾ádném okolí bodu (0; 0), tak¾e nemù¾e mít v bodì

(0; 0) totální diferenciál. Kdybychom funkci f dode�novali ve v¹ech bodech z R

2

n D

f

hodnotou

1, dostali bychom funkci

~

f de�novanou v celé rovinì, která má v bodì (0; 0) parciální derivace,

ale zøejmì není v tomto bodì spojitá. Následující snadná vìta ukazuje, ¾e

~

f nemá v bodì (0; 0)

diferenciál.

2.14 Vìta. Má-li funkce f v bodì a 2 R

n

totální diferenciál, je f v bodì a spojitá.

Dùkaz. Nech» L = df(a). Podle Tvrzení 2.8 (iii) mù¾eme psát

f(a+ h) = f(a) + L(h) + !(h)khk;

pøièem¾ lim

h!0

!(h) = 0. Proto¾e L je spojitá funkce a L(0) = 0, dostáváme

lim

h!0

f(a+ h) = f(a), tak¾e f je spojitá v bodì a.

Existence diferenciálu hovoøí o mo¾nosti þlokální aproximaceÿ pøírùstku (di-

ference) funkce lineární formou. Nyní uká¾eme, ¾e mo¾nost þlokální aproximaceÿ

funkce pomocí a�nní funkce je pouze snadnou þpøeformulacíÿ existence diferenciálu.

Poznamenejme, ¾e a�nní funkcí na R

n

rozumíme funkci A, která je tvaru A(x) = L(x) + c,

kde L je lineární forma na R

n

a c 2 R. (Takové funkce se pro n = 1 a nìkdy i pro n > 1 nazývají

þlineární funkceÿ.) Je snadno vidìt, ¾e L; c jsou a�nní funkcí A urèeny jednoznaènì a pro libovolný

bod a 2 R

n

platí A(x) = A(a) + L(x� a).

2.15 Tvrzení. Nech» a 2 R

n

a f je funkce n promìnných. Pak následující tvrzení

jsou ekvivalentní.

(i) Existuje df(a).

(ii) Existuje a�nní funkce A na R

n

taková, ¾e

(2.1) A(a) = f(a) a lim

x!a

f(x)�A(x)

kx� ak

= 0:
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Obr. 2.4. H je teèná nadrovina ke G

f

v bodì c = (a; f(a); grafem diferenciálu je

nadrovina H

�

Pokud tato tvrzení platí, pak podmínka (2.1) je splnìna pouze pro a�nní funkci

A(x) := f(a) + df(a)(x� a).

Dùkaz. Nech» platí (i); polo¾me A(x) := f(a)+df(a)(x� a). Pak zøejmì A(a) =

f(a) a druhá èást podmínky (2.1) platí podle Poznámky 2.9 (iii).

Dále pøedpokládejme, ¾e A je a�nní funkce splòující (2.1). Nech» L je lineární

forma, pro kterou A(x) = A(a) + L(x � a); proto¾e A(a) = f(a), platí A(x) =

f(a)+L(x�a). Proto¾e platí (2.1), podle Poznámky 2.9 (iii) dostáváme L = df(a).

Nech» f je funkce n promìnných, která je de�novaná na nìjakém okolí bodu

a = (a

1

; : : : ; a

n

) 2 R

n

. Uva¾ujme její graf

G

f

= f(x

1

; : : : ; x

n

; y) 2 R

n+1

: y = f(x

1

; : : : ; x

n

)g:

Polo¾me si otázku, zda existuje nadrovina v R

n+1

(tj. a�nní podprostor dimenze

n), která prochází bodem c := (a

1

; : : : ; a

n

; f(a)) a blízko bodu c se þvelmi tìsnì

pøimykáÿ ke grafu G

f

. V pøípadì, ¾e n = 1 a existuje f

0

(a) 2 R, taková þteèná

nadrovinaÿ (v tomto pøípadì pøímka) existuje; je to teèna ke G

f

v bodì c (s rovnicí

y = f(a) + f

0

(a)(x � a)). Na¹e geometrická intuice nám øíká, ¾e pokud n = 2 a

graf G

f

je þhladká plochaÿ, pak taková þteèná nadrovinaÿ existuje { stojíme-li na

hladké plo¹e, v na¹í tìsné blízkosti se nám tato plocha jeví jako rovina.

Pøedpokládejme nyní, ¾e n 2 N a existuje totální diferenciál df(a). Podle Tvr-

zení 2.15 pro a�nní funkci A(x) = f(a) + df(a)(x � a) platí

(2.2) f(x)�A(x) = o(kx� ak); x! a;

tak¾e a�nní funkce A þvelmi dobøe aproximujeÿ funkci f v blízkosti bodu a (srov.

obr. 2.4).

Graf H a�nní funkce A se tedy v jistém smyslu velmi tìsnì pøimyká ke grafu

funkce f v blízkosti bodu (a; f(a)). Tím jsme motivovali následující de�nici. (Pojem

teèné nadroviny více objasòuje Vìta 2.17.)
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Obr. 2.5. K dùkazu o geometrickém významu teèné nadroviny.

2.16 De�nice. Nech» funkce f má diferenciál v bodì a = (a

1

; : : : ; a

n

) 2 R

n

. Pak

de�nujeme teènou nadrovinu ke grafu funkce f v bodì (a

1

; : : : ; a

n

; f(a)) 2 R

n+1

jako graf a�nní funkce A(x) = f(a) + df(a)(x� a).

Z Vìty 2.10 vyplývá, ¾e tato teèná nadrovina má rovnici

x

n+1

= f(a) +

@f

@x

1

(a)(x

1

� a

1

) + � � �+

@f

@x

n

(a)(x

n

� a

n

):

2.17 Vìta. (geometrický smysl teèné nadroviny) Nech» f je funkce n promìnných,

která je de�nována aleaspoò na nìjakém okolí bodu a = (a

1

; : : : ; a

n

) 2 R

n

. Nech»

G

f

� R

n+1

je graf funkce f , c := (a; f(a)) 2 R

n+1

a nech» H � R

n+1

je nadrovina

(tj. a�nní podprostor dimenze n), která prochází bodem c a je grafem a�nní funkce

n promìnných. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) H je teèná nadrovina ke G

f

v bodì c.

(ii) lim

z!c;z2G

f

dist(z;H)

kz � ck

= 0:

Dùkaz. (Náznak.) V¹echny ní¾e pou¾ité normy a vzdálenosti (v R

n

i R

n+1

) jsou eukleidovské.

Nech» H je grafem a�nní funkce A:R

n

! R. Pøedpokládejme nejprve, ¾e platí (i). Podle De�nice

2.16 a Tvrzení 2.15 dostáváme

(2.3) lim

x!a

jf(x) �A(x)j

kx� ak

= 0:

Je-li z = (x; f(x)) 2 G

f

, pak v¾dy polo¾íme z

�

:= (x;A(x)). Zøejmì kx � ak � kz � ck a

dist(z;H) � kz � z

�

k = jf(x)� A(x)j. Dostáváme tedy nerovnost

dist(z;H)

kz � ck

�

jf(x)� A(x)j

kx� ak

;

která spolu s nerovností kx� ak � kz � ck a (2.3) snadno dává (ii).
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Dùkaz implikace (ii) =) (i) je zalo¾en na tom, ¾e existuje èíslo � > 0 nezávislé na x, pro které

(2.4) dist(z;H) = � jf(x) �A(x)j:

Platí � = j cos �j, kde � je úhel sevøený vektorem e

n+1

a normálovým vektorem k nadrovinì H.

To þje vidìtÿ z obr. 2.5, nebudeme to v¹ak formálnì dokazovat.

Z (ii) a (2.4) snadno vyplývá, ¾e existuje � > 0 takové, ¾e pokud z 2 G

f

a platí 0 < kz�ck < �,

pak kz � z

�

k < (1=2)kz � ck a tedy

kz � ck � kz

�

� ck+ kz � z

�

k � kz

�

� ck+

1

2

kz � ck;

tak¾e kz � ck � 2kz

�

� ck:

Proto¾e a�nní funkce A je lipschitzovská s nìjakou konstantou lipschitzovskosti K > 0, pro

taková z dostáváme

kz

�

� ck = k(x;A(x))� (a;A(a))k =

q

kx� ak

2

+ kA(x)� A(a)k

2

�

q

kx� ak

2

+K

2

kx� ak

2

� kx� ak

p

1 +K

2

;

tak¾e kz� ck � 2

p

1 +K

2

kx�ak: Z této nerovnosti, (2.4) a (ii) okam¾itì vyplývá platnost (2.3).

Podle Tvrzení 2.15 a De�nice 2.16 je H teèná nadrovina ke G

f

v bodì c.

2.18 Poznámka. Nech» n = 1, f(x) =

3

p

x, a = 0 a nadrovina H je osa y. Je

snadno vidìt, ¾e pak (ii) platí, ale (i) neplatí. V pøedchozí vìtì tedy nelze vynechat

pøedpoklad, ¾e H je grafem a�nní funkce.

V dal¹ím budeme potøebovat následující tvrzení, které lze chápat jako jisté zo-

becnìní Lagrangeovy vìty o pøírùstku funkce (první vìty o støední hodnotì). Vìtou

o pøírùstku funkce (støední hodnotì) pro funkce více promìnných se ale nazývá

jiná, dùle¾itej¹í vìta (Vìta 2.60), ve které za silnìj¹ích pøedpokladù odvodíme sil-

nìj¹í tvrzení.

2.19 Vìta. Nech» f je reálná funkce n promìnných, která má v¹echny parciální

derivace v ka¾dém bodì otevøeného intervalu I � R

n

, a nech» jsou dány body

a = (a

1

; : : : ; a

n

) 2 I; b = (b

1

; : : : ; b

n

) 2 I . Pak v intervalu I existují body �

1

; : : : ; �

n

,

pro které platí

f(b)� f(a) =

n

X

i=1

(b

i

� a

i

)

@f

@x

i

(�

i

):

Dùkaz. 1) Nejprve uva¾ujme pøípad n = 1. Pokud a = b, lze zvolit �

1

2 I libovolnì.

Pokud b > a, existuje hledaný bod �

1

2 (a; b) � I podle Lagrangeovy vìty o

pøírùstku funkce. Pokud b < a, tá¾ vìta dává existenci bodu �

1

2 (b; a) � I , pro

který f(a)� f(b) = (a� b)f

0

(�

1

), tak¾e f(b)� f(a) = (b� a)f

0

(�

1

).

2) Nyní provedeme (geometricky zcela jasný) dùkaz pro n = 2. Nech» I = I

1

�I

2

.

Uva¾ujme pomocný bod p := (b

1

; a

2

) (viz obr. 2.6).

Pak platí f(b)� f(a) = (f(p)� f(a)) + (f(b)� f(p)): Máme

f(p)� f(a) = f(b

1

; a

2

)� f(a

1

; a

2

) = f(�; a

2

)(b

1

)� f(�; a

2

)(a

1

):
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Obr. 2.6.

Podle kroku 1) existuje �

1

2 I

1

takové, ¾e

f(p)� f(a) = (f(�; a

2

))

0

(�

1

)(b

1

� a

1

) =

@f

@x

1

(�

1

; a

2

)(b

1

� a

1

):

Zcela obdobnì dostáváme, ¾e existuje èíslo �

2

2 I

2

takové, ¾e platí

f(b)� f(p) =

@f

@x

2

(b

1

; �

2

)(b

2

� a

2

): Mù¾eme tedy polo¾it �

1

:= (�

1

; a

2

)

a �

2

:= (b

1

; �

2

).

3) V obecném pøípadì uva¾ujme pro k = 0; 1; : : : ; n body

p

k

= a+

k

X

i=1

(b

i

� a

i

)e

i

= (b

1

; : : : ; b

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

):

Pak p

0

= a; p

n

= b a f(b)� f(a) =

P

n

k=1

(f(p

k

)� f(p

k�1

)): Zcela obdobnì jako

v kroku 2) dostáváme existenci bodù �

k

2 I; k = 1; : : : ; n takových, ¾e

f(p

k

)� f(p

k�1

) = f(p

k�1

+ (b

k

� a

k

)e

k

)� f(p

k�1

) =

@f

@x

k

(�

k

)(b

k

� a

k

);

co¾ dokazuje tvrzení.

2.20 Vìta. Nech» f je funkce n promìnných, a 2 R

n

a v¹echny parciální derivace

@f

@x

1

; : : : ;

@f

@x

n

jsou funkce spojité v bodì a. Pak f má v bodì a totální diferenciál.

Dùkaz. Podle Vìty 2.10 mù¾e být totálním diferenciálem df(a) jedinì funkce

L(h

1

; : : : ; h

n

) =

@f

@x

1

(a)h

1

+ � � �+

@f

@x

n

(a)h

n

:

Zda L je diferenciálem, budeme zji¹»ovat z de�nice, ve které tentokrát pou¾ijeme

souètovou normu khk

1

= jh

1

j + � � � + jh

n

j (co¾ podle Poznámky 2.9 (iv) mù¾eme

udìlat). Polo¾íme-li tedy

r(h) = f(a+ h)� f(a)�

�

@f

@x

1

(a)h

1

+ � � �+

@f

@x

n

(a)h

n

�

;
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chceme dokázat, ¾e lim

h!0

r(h)

khk

1

= 0; to provedeme z de�nice limity. Zvolme libovolné

" > 0. Proto¾e f má spojité parciální derivace v bodì a, mù¾eme najít � > 0

takové, ¾e pro ka¾dé 1 � i � n a x 2 I := (a

1

� �; a

1

+ �)� � � � � (a

n

� �; a

n

+ �)

platí

�

�

�

�

@f

@x

i

(x) �

@f

@x

i

(a)

�

�

�

�

< ": Je-li nyní h takový bod, ¾e 0 < khk

1

< �, je zøejmì

b := a+ h 2 I , tak¾e podle Vìty 2.19 existují body �

1

; : : : ; �

n

2 I , pro které platí

f(b)� f(a) =

n

X

i=1

(b

i

� a

i

)

@f

@x

i

(�

i

) =

n

X

i=1

@f

@x

i

(�

i

)h

i

:

Platí tedy

jr(h)j =

�

�

�

�

�

n

X

i=1

@f

@x

i

(�

i

)h

i

�

n

X

i=1

@f

@x

i

(a)h

i

�

�

�

�

�

�

n

X

i=1

jh

i

j

�

�

�

�

@f

@x

i

(�

i

)�

@f

@x

i

(a)

�

�

�

�

< "khk

1

;

tak¾e máme jr(h)=khk

1

j < " a dùkaz je dokonèen.

2.21 Poznámka. Existuje-li df(a), víme, ¾e platí

df(a)(h

1

; : : : ; h

n

) =

@f

@x

1

(a) h

1

+ � � �+

@f

@x

n

(a)h

n

:

Èasto se pou¾ívá zápis

(2.5) df(a) =

@f

@x

1

(a) dx

1

+ � � �+

@f

@x

n

(a)dx

n

:

Pùvodnì se þdiferenciályÿ dx

1

; : : : ;dx

n

chápaly jako þnekoneènì malé diference nezávisle promìn-

nýchÿ s nejasným významem. Vzorec má ale smysl i v souèasném pøesném pojetí (kdy diferen-

ciál chápeme jako lineární formu), domluvíme-li se, ¾e symbolem dx

i

rozumíme lineární formu

L

i

: (h

1

; : : : ; h

n

) 7! h

i

. Vzorec (2.5) pak hovoøí o rovnosti dvou lineárních forem n promìnných.

Má-li f v ka¾dém bodì svého de�nièního oboru diferenciál, lze pøi této úmluvì psát také (srov.

Poznámka 2.12)

(2.6) df =

@f

@x

1

dx

1

+ � � �+

@f

@x

n

dx

n

;

pak jde o rovnost dvou zobrazení, která ka¾dému bodu x 2 D

f

pøiøazují lineární formu R

n

! R

(rovnou df(x)). (Obecnì mù¾e mít ale zobrazení na pravé stranì vìt¹í de�nièní obor!)

Proto¾e v¹ak symbol df chápeme jako zobrazení x 7! df(x) a x

i

jako souøadnicovou funkci

(x

1

; : : : ; x

n

) 7! x

i

(tedy x

i

= L

i

), je pøirozenìj¹í symbol dx

i

chápat jako konstantní zobrazení

dx

i

:R

n

! (R

n

)

�

; x 7! dx

i

(x) = L

i

:

Pøi tomto obvyklém chápání symbolu dx

i

ov¹em vzorec (2.5) neplatí, vzorec (2.6) v¹ak stále platí.

Je-li funkce f oznaèena písmenem y, dostáváme klasický vzorec

dy =

@y

@x

1

dx

1

+ � � �+

@y

@x

n

dx

n

:

Pøibli¾ný výpoèet hodnoty diference funkce pomocí hodnoty diferenciálu (která

se poèítá mnohem pohodlnìji) se èasto s úspìchem pou¾ívá v aplikacích. Tam toti¾
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Parciální derivace a totální diferenciál reálné funkce 2.1

v roli diferencí nezávisle promìnných èasto vystupují chyby v mìøení, které bývají

velmi malé; viz následující pøíklad.

2.22 Pøíklad. Chceme zmìøit vzdálenost a bodù B, C v rovinì, mezi kterými není pøímá viditel-

nost; ta je v¹ak mezi body A, B i mezi body A, C. Známe-li vzdálenosti b = kC�Ak, c = kB�Ak

a úhel � sevøený vektory C�A a B�A, jsme schopni spoèítat vzdálenost a podle známého vzorce

a = a(b; c; �) =

p

b

2

+ c

2

� 2bc cos�.

Uva¾ujme konkrétní pøípad, kdy namìøené hodnoty jsou (délka je v kilometrech a úhel v radiánech)

b

n

= 5; c

n

= 8; �

n

= �=3, tak¾e nám vychází hodnota

a

n

=

p

25 + 64 � 80 � (1=2) = 7: Pøedpokládejme, ¾e víme, ¾e chyby, kterých jsme se pøi mìøení

dopustili, nepøesahují 1% namìøených hodnot, a ptejme se, jaké maximální chyby jsme se mohli

dopustit pøi výpoètu vzdálenosti a. Jinými slovy: chceme odhadnout velikost chyby j�aj = ja�a

n

j,

víme-li, ¾e j�bj = jb� b

n

j � 5 � 10

�2

;

j�cj = jc� c

n

j � 8 � 10

�2

; j��j = j�� �

n

j � (�=3) � 10

�2

:

Po výpoètu parciálních derivací funkce a(b; c;�) z Vìty 2.20 a Vìty 2.10 snadno dostáváme, ¾e

(2.7) � a := da(b

n

; c

n

; �

n

)(�b;�c;��) =

1

7

�b+

11

14

�c+

20

7

p

3��;

tak¾e

j� aj �

1

7

� 5 � 10

�2

+

11

14

� 8 � 10

�2

+

20

7

�

p

3 �

�

3

� 10

�2

� 12 � 10

�2

;

pøièem¾ lep¹í horní odhad zøejmì nelze dostat. Proto¾e èísla �b, �c a �� se zdají být þdostateènì

maláÿ, je pravdìpodobná domnìnka, ¾e pokud nahradíme diferenci �a diferenciálem � a, dopus-

tíme se þzanedbatelné chybyÿ. Ze vzorce (2.7) vidíme, ¾e chyba �c má na chybu �a (pøekvapivì)

více ne¾ pìtkrát vìt¹í vliv ne¾ chyba �b, co¾ lze jistì v praxi vyu¾ít.

Parciální derivaci

@f

@x

i

(a) lze interpretovat jako þrychlost zmìny funkce f v bodì

a ve smìru vektoru e

i

ÿ.

2.23 Poznámka. Smìrem zde rozumíme þorientovaný smìrÿ; dva vektory w; v mají (urèují) stejný

smìr, pokud w = �v; � > 0. Formálnì se (orientovaný) smìr urèený vektorem v de�nuje jako

mno¾ina f�v: � > 0g. Ka¾dý jednotkový vektor tedy urèuje právì jeden smìr a naopak.

Je ov¹em pøirozené zkoumat þrychlost zmìnyÿ i v jiných smìrech. Pak místo e

i

bereme obecný jednotkový vektor v a zkoumáme velikost zmìny f(a+ tv)� f(a)

v závislosti na t. Jsme tedy vedeni k následující de�nici, ve které ale nepøedpoklá-

dáme, ¾e v je jednotkový vektor.

2.24 De�nice. (derivace podle vektoru) Nech» f je funkce n promìnných, a 2 R

n

a v 2 R

n

. Pak derivací funkce f v bodì a podle vektoru v rozumíme (vlastní) limitu

D

v

f(a) := lim

t!0

f(a+ tv)� f(a)

t

:

Nìkdy se o derivaci podle vektoru hovoøí jako o þsmìrové derivaciÿ. Derivací

ve smìru v¹ak rozumíme derivaci podle jednotkového vektoru daného smìru. Tedy

derivace f v bodì a ve smìru vektoru w 6= 0 je rovna derivaci D

v

f(a) podle

jednotkového vektoru v := w=kwk. Terminologie kolísá.
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

2.25 Poznámka.

(i) Pokud D

v

f(a) existuje, musí být ov¹em nejen a 2 D

f

, ale D

f

musí obsahovat otevøenou

úseèku fa + tv: t 2 (��; �)g pro nìkteré � > 0.

(ii) Zøejmì D

e

i

f(a) =

@f

@x

i

(a):

(iii) Podobnì jako parciální derivace je derivací parciální funkce, platí zøejmì D

v

f(a) = g

0

(0),

kde g(t) := f(a + tv).

(iv) Místo D

v

f(a) se také èasto pí¹e

@f

@v

(a) nebo @

v

f(a).

(v) Je-li � 6= 0, pak D

�v

f(a) = �D

v

f(a), má-li jedna strana rovnosti smysl. To je snadno

vidìt po úpravì

D

�v

f(a) = lim

t!0

f(a + t�v) � f(a)

t

= lim

t!0

�

f(a + t�v) � f(a)

t�

:

Hledejme nyní þsmìr nejvìt¹ího rùstuÿ funkce f v bodì a; tj. zkoumejme, pro

který jednotkový vektor v je D

v

f(a) nejvìt¹í. Zaènìme s de�nicí gradientu.

2.26 De�nice. Nech» f je funkce n promìnných, a 2 R

n

a nech» f má totální

diferenciál v bodì a. Pak de�nujeme gradient funkce f v bodì a jako vektor

grad f(a) :=

�

@f

@x

1

(a); : : : ;

@f

@x

n

(a)

�

2 R

n

:

2.27 Poznámka.

(i) Místo gradf(a) se èasto pí¹e rf(a). Toto znaèení se pou¾ívá zejména ve

fyzice; symbol r se ète þnablaÿ.

(ii) Podle na¹í (v moderní literatuøe bì¾né) de�nice k existenci gradf(a) nestaèí

existence parciálních derivací f v a; musí existovat dokonce diferenciál funkce

f v a.

(iii) Z Vìty 2.10 okam¾itì vyplývá, ¾e df(a)(h) = hgrad f(a); hi, má-li jedna

strana rovnosti smysl.

2.28 Vìta. Nech» f je funkce n promìnných, a 2 R

n

a v 2 R

n

. Nech» existuje

df(a). Pak platí:

(i) D

v

f(a) = df(a)(v) = hgrad f(a); vi:

(ii) maxfD

v

f(a): kvk = 1g = k gradf(a)k.

Pokud grad f(a) 6= 0, pak se maxima nabývá jen pro vektor v =

grad f(a)

k grad f(a)k

:

Dùkaz. Oznaème L := df(a). Podle Tvrzení 2.8 (iii) mù¾eme psát

f(a+ h)� f(a) = L(h) + !(h)khk;

pøièem¾ lim

t!0

!(t) = !(0) = 0. Je tedy

D

v

f(a) = lim

t!0

f(a+ tv)� f(a)

t

= lim

t!0

�

L(tv)

t

+ !(tv)

ktvk

t

�

= L(v):
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Parciální derivace a totální diferenciál reálné funkce 2.1

Je-li gradf(a) = 0, je platnost (ii) zøejmá. Pokud grad f(a) 6= 0, u¾ijeme Cau-

chyovu nerovnost. Ta nám dává, ¾e kdykoliv kvk = 1, pak

jhgrad f(a); vij � k gradf(a)k � kvk = k gradf(a)k;

pøièem¾ rovnost platí, právì kdy¾ jsou vektory v; gradf(a) lineárnì závislé, tj. platí

(2.8) v =

gradf(a)

k gradf(a)k

nebo v = �

grad f(a)

k gradf(a)k

:

Platí tedy v¾dy hgrad f(a); vi � k gradf(a)k a rovnost mù¾e nastat jen tehdy, kdy¾

platí (2.8). Po dosazení ihned vidíme, ¾e vyhovuje pouze pøípad v =

grad f(a)

k grad f(a)k

.

2.29 Poznámka.

(i) Ukázali jsme, ¾e D

v

f(a) = d

v

f(a), má-li pravá strana rovnosti smysl. Mù¾e se ale stát,

¾e D

v

f(a) existuje, ale d

v

f(a) nikoliv (srov. Pøíklad 2.2 pro v = e

1

).

(ii) Z Vìty 2.28 okam¾itì vyplývá, ¾e kdf(a)k = k grad f(a)k, kde nalevo je norma df(a) jako

lineárního zobrazení (srov. Vìta 1.123) a napravo je eukleidovská norma vektoru grad f(a).

(iii) Známe-li de�nici a vlastnosti úhlu sevøeného dvìma nenulovými vektory v R

n

, mù¾eme

(ii) snadno a pøirozenì dokázat ze vzorce

D

v

f(a) = hgrad f(a); vi = k grad f(a)k � kvk cos� = k grad f(a)k cos�;

kde � je úhel sevøený vektory grad f(a) a v.

Ukázali jsme, ¾e (pokud grad f(a) 6= 0), funkce f v bodì a nejrychleji roste

ve smìru gradientu grad f(a); jeho smìr je tedy smìrem nejvìt¹ího rùstu. Pøitom

rychlost rùstu v tomto smìru je dána normou gradientu. V opaèném smìru funkce

nejrychleji klesá. Ve smìrech kolmých na gradient se funkce mìní þs nulovou rych-

lostíÿ. Je-li gradf(a) = 0, je ov¹em D

v

f(a) = 0 pro ka¾dé v. Proto je pøirozené

zavést následující terminologii.

2.30 De�nice. Nech» f je funkce n promìnných a a 2 R

n

. Øekneme, ¾e a je

stacionárním bodem funkce f , jestli¾e gradf(a) = 0.

Pro stacionární bod se nìkdy u¾ívá název kritický bod.

2.31 Poznámka. Následující tvrzení jsou zøejmì ekvivalentní:

(i) Bod a je stacionárním bodem funkce f .

(ii) Diferenciál df(a) je nulová lineární forma.

(iii) Diferenciál df(a) existuje a v¹echny parciální derivace f v bodì a jsou nulové.

2.32 Poznámka. Uva¾ujme mapu, na které máme zvoleny kartézské souøadnice, a þhladkouÿ

funkci f(x; y), která udává nadmoøskou vý¹ku bodu povrchu hornatého terénu, jeho¾ obraz na

mapì má souøadnice (x; y). Uva¾ujme obvyklé pøibli¾né znázornìní funkce f pomocí vrstevnic.

Jdeme-li þpo vrstevniciÿ, zøejmì nestoupáme ani neklesáme; pøíslu¹ná smìrová derivace (ve smìru

teèném k vrstevnici) je tedy nulová. Z toho usuzujeme, ¾e vektor grad f(a) je kolmý na vrstevnici
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

v bodì a. Pøesné matematické zachycení tìchto nepøesných názorných pøedstav bude provedeno

pozdìji (Vìta 2.161 (iii)).

Existuje-li df(a), pak D

v

f(a) = df(a)(v), tak¾e funkce v 7! D

v

f(a) je lineární

forma. Mù¾e se v¹ak stát, ¾e D

v

f(a) existuje pro ka¾dé v 2 R

n

, ale pøesto není

funkce v 7! D

v

f(a) lineární. Tuto vlastnost má tøeba funkce f(x; y), která je na

ose x de�novaná pøedpisem f(x; y) = x a jinak je nulová.

Následující pøíklad ukazuje, ¾e i kdy¾ funkce v 7! D

v

f(a) je lineární, nemusí

existovat df(a). V tomto pøíkladu bude dokonce D

v

f(a) = 0 pro ka¾dé v, ale bod

a nebude stacionární.

2.33 Pøíklad.

a) Nech» g(x; y) = 0, pokud y 6= x

2

a g(x; x

2

) = x pro ka¾dé x 2 R. Pak lze snadno dokázat,

¾e D

v

g(0; 0) = 0 pro ka¾dý vektor v 2 R

2

, g je v bodì (0; 0) spojitá, ale diferenciál dg(0; 0)

neexistuje.

b) Polo¾me g

�

(x; y) := sgn(g(x; y)). Opìt platí D

v

g

�

(0; 0) = 0 pro ka¾dý vektor v 2 R

2

, ale

g

�

není dokonce v bodì (0; 0) spojitá.

c) Polo¾íme-li h(0; 0) = 0 a

h(x; y) =

yx

2

p

x

2

+ y

2

y

2

+ x

4

pro (x; y) 6= (0; 0);

pak h je spojitá v ka¾dém bodì roviny, dh(a) existuje pro a 6= (0; 0), dh(0; 0) neexistuje a

D

v

h(0; 0) = 0 pro ka¾dý v 2 R

2

.

2.34 Poznámka. Podle terminologie z funkcionální analýzy (viz De�nice 3.7) øekneme, ¾e lineární

forma L:R

n

! R je Gâteauxova derivace funkce f v bodì a, jestli¾e pro ka¾dý vektor v 2 R

n

platí L(v) = D

v

f(a). Pøedchozí pøíklad ukazoval, ¾e z existence (þslabéÿ) Gâteauxovy derivace

v bodì a nevyplývá existence (þsilnéÿ) Fréchetovy derivace v bodì a a dokonce ani spojitost v

tomto bodì.

2.2 Derivace zobrazení mezi

eukleidovskými prostory

Pro zobrazení F budeme de�novat pojmy parciální derivace, derivace podle vektoru

i diferenciálu zcela obdobnì jako pro reálné funkce n promìnných. Z formálního

(nikoliv v¹ak didaktického) hlediska bylo tedy logiètìj¹í de�novat tyto pojmy jen

jednou rovnou pro zobrazení.

2.35 De�nice. Nech» F je zobrazení z R

n

do R

k

, i 2 f1; : : : ; ng; a 2 R

n

a v 2 R

n

.

Pak de�nujeme

@F

@x

i

(a) := lim

h!0

F (a+ he

i

)� F (a)

h

; D

v

F (a) := lim

h!0

F (a+ hv)� F (a)

h

:
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Derivace zobrazení mezi eukleidovskými prostory 2.2

Zøejmì

@F

@x

i

(a) = D

e

i

F (a): Je-li F = (F

1

; : : : ; F

k

), pak

F (a+ hv)� F (a)

h

=

�

F

1

(a+ hv)� F

1

(a)

h

; : : : ;

F

k

(a+ hv)� F

k

(a)

h

�

;

a proto¾e limita zobrazení do R

k

se þpoèítá po slo¾káchÿ (Vìta 1.53), ihned vidíme,

¾e

D

v

F (a) = (D

v

F

1

(a); : : : ; D

v

F

k

(a));

má-li jedna strana rovnosti smysl. Speciálnì

@F

@x

i

(a) =

�

@F

1

@x

i

(a); : : : ;

@F

k

@x

i

(a)

�

:

Nyní pøirozeným zpùsobem zobecníme pojem derivace (neboli diferenciálu) re-

álné funkce n promìnných na pojem derivace zobrazení mezi eukleidovskými pro-

story.

Zcela obdobnì se de�nuje pojem (Fréchetovy) derivace i pro zobrazení mezi (nekoneènì di-

menzionálními) normovanými lineárními prostory (viz De�nice 3.3 ní¾e). Zde jen poznamenejme,

¾e pro pøípad zobrazení F mezi nekoneènì dimenzionálními prostory je tøeba v de�nici po¾ado-

vat spojitost zobrazení L = F

0

(a), která pro zobrazení mezi koneènì dimenzionálními prostory

vyplývá z jeho linearity (Vìta 1.130).

Jak je zvykem, pro zobrazení budeme pou¾ívat moderní þderivaèní terminolo-

giiÿ; místo o diferenciálu hovoøíme o derivaci.

2.36 De�nice. Nech» F je zobrazení z R

n

do R

k

, a 2 R

n

a nech» L:R

n

! R

k

je

lineární zobrazení. Øekneme, ¾e L je derivace funkce F v bodì a, jestli¾e

(2.9) lim

h!0

F (a+ h)� F (a)� L(h)

khk

= 0:

Derivaci zobrazení F v bodì a oznaèujeme F

0

(a).

Oznaèení F

0

(a) bude ov¹em korektní, a¾ (za chvíli a snadno) doká¾eme jedno-

znaènost derivace. Existuje-li F

0

(a), øíkáme, ¾e zobrazení F je diferencovatelné v

bodì a.

2.37 Poznámka.

(i) V (2.9) symbol 0 má ov¹em dva rùzné významy { limitu provádíme v poèátku 0 2 R

n

a

její hodnota je 0 2 R

k

. Místo (2.9) lze zøejmì (þekvivalentnìÿ) psát

lim

h!0

kF (a + h)� F (a)� L(h)k

khk

= 0;

kde nyní hodnota limity je reálné èíslo 0, norma v èitateli je eukleidovská norma v R

k

a

ve jmenovateli eukleidovská norma v R

n

.
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(ii) I v nyní zkoumaném pøípadì, kdy F je zobrazení se pro derivaci F

0

(a) pou¾ívá nìkdy

název diferenciál a oznaèení dF (a) nebo DF (a).

(iii) V pøípadì, ¾e F je zobrazení z R do R

k

, symbolem F

0

(a) se bì¾nì oznaèuje vektor

lim

t!0

F (a+t)�F (a)

t

. (Tuté¾ limitu mù¾eme podle De�nice 2.35 zapsat také jako

@F

@x

1

(a).)

Vzniká tedy kolize { symbol F

0

(a) oznaèuje dva rùzné objekty. Tato kolize se odstraní

tím, ¾e ztoto¾òujeme vektor w 2 R

k

a lineární zobrazení L

w

:R ! R

k

dané pøedpisem

L

w

(t) = t w. Je snadno vidìt, ¾e zobrazení w 7! L

w

je lineární izometrie prostorù R

k

a

L(R;R

k

). Z Tvrzení 2.38 vyplývá, ¾e existence F

0

(a) v obou smyslech znamená toté¾.

(iv) Pøímo z de�nice derivace okam¾itì vyplývá, ¾e pokud F :R

n

! R

k

je lineární zobrazení,

pak F

0

(a) = F pro ka¾dý bod a 2 R

n

.

Následující tvrzení ukazuje, ¾e pojem derivace zobrazení se snadno pøevádí na

pojem derivace funkce { derivaci lze poèítat þpo slo¾káchÿ.

2.38 Tvrzení. Nech» F = (F

1

; : : : ; F

k

) je zobrazení z R

n

do R

k

, a 2 R

n

a nech»

L = (L

1

; : : : ; L

k

) je lineární zobrazení R

n

do R

k

. Pak L = F

0

(a), právì kdy¾ platí

L

1

= F

0

1

(a); : : : ; L

k

= F

0

k

(a):

Jinými slovy: F

0

(a) = (F

0

1

(a); : : : ; F

0

k

(a)), má-li jedna strana rovnosti smysl.

Existuje-li tedy derivace F

0

(a), je urèena jednoznaènì.

Dùkaz. Proto¾e

F (a+ h)� F (a)� L(h)

khk

=

=

�

F

1

(a+ h)� F

1

(a)� L

1

(h)

khk

; : : : ;

F

k

(a+ h)� F

k

(a)� L

k

(h)

khk

�

a limita zobrazení do R

k

se þpoèítá po slo¾káchÿ, (2.9) platí, právì kdy¾

lim

h!0

F

i

(a+ h)� F

i

(a)� L(h)

khk

= 0; tj. L

i

= F

0

i

(a); i = 1; : : : ; k:

Jednoznaènost derivace F

0

(a) nyní okam¾itì vyplývá z Dùsledku 2.11.

De�nici derivace pro zobrazení mù¾eme pøepsat zcela analogicky, jako jsme to

udìlali v Tvrzení 2.8 pro pøípad funkcí. Zcela obdobný snadný dùkaz vynecháme.

2.39 Tvrzení. Nech» F je zobrazení z R

n

do R

k

, a 2 R

n

a nech» L:R

n

! R

k

je

lineární zobrazení. Nech» r(h) je zobrazení urèené rovnicí

F (a+ h)� F (a) = L(h) + r(h):

Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) L = F

0

(a).

(ii) kr(h)k = o(khk); h! 0:

(iii) Existuje zobrazení ! z R

n

do R

k

, které je spojité v 0 2 R

n

, a pro které platí

!(0) = 0 a r(h) = khk!(h).
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2.40 Poznámka. Z Tvrzení 2.38 a Poznámky 2.9 (iv) vyplývá, ¾e pojem derivace

F

0

(a) zobrazení F z R

n

do R

k

nezávisí na volbì normy v R

n

. Proto¾e pojem limity

zobrazení do R

k

nezávisí na volbì normy v R

k

, nezávisí na volbì normy v R

k

ani

pojem derivace F

0

(a) (to vidíme pøímo z de�nice derivace).

Z Tvrzení 2.38 a Vìty 2.14 a Vìty 2.28 snadno dostáváme následující výsledek.

(Je ov¹em také mo¾no pou¾ít Tvrzení 2.39 a zopakovat dùkazy ji¾ provedené pro

funkce.)

2.41 Vìta. Nech» F je zobrazení z R

n

do R

k

, a 2 R

n

a nech» existuje F

0

(a). Pak

(i) F je spojité v bodì a.

(ii) Pro ka¾dé v 2 R

n

a i = 1; : : : ; n platí

D

v

F (a) = F

0

(a)v a

@F

@x

i

(a) = F

0

(a)e

i

:

2.42 De�nice. Nech» F = (F

1

; : : : ; F

k

) je zobrazení z R

n

do R

k

, a 2 R

n

a nech»

existuje F

0

(a). Pak matici [F

0

(a)] tohoto lineárního zobrazení nazýváme Jacobiho

matice zobrazení F v bodì a. Pokud k = n, pak se determinant Jacobiho matice

[F

0

(a)] nazývá Jacobiho determinant (krátce jacobián) zobrazení F v bodì a a

budeme jej oznaèovat symboly

J

F

(a);

D(F

1

; : : : ; F

n

)

D(x

1

; : : : ; x

n

)

(a):

2.43 Poznámka.

(i) Jacobián se èasto nazývá také funkèní determinant funkcí F

1

; : : : ; F

n

.

(ii) Znaèení Jacobiho matice a jacobiánu dosti kolísá. Nìkteøí autoøi ztoto¾òují

lineární zobrazení F

0

(a) a jeho matici [F

0

(a)]. Nìkdy se také Jacobiho matice

[F

0

(a)] oznaèuje podobným symbolem jako jacobián, napøíklad symbolem

D(F

1

; : : : ; F

k

)

D(x

1

; : : : ; x

n

)

(a):

Souvislost derivace F

0

(a) s parciálními derivacemi slo¾ek F

1

; : : : ; F

k

udává ná-

sledující vìta.

2.44 Vìta. Nech» F = (F

1

; : : : ; F

k

) je zobrazení z R

n

do R

k

, a 2 R

n

. Pak platí

následující tvrzení.

(i) Existuje-li F

0

(a), pak Jacobiho matice má tvar

(2.10) [F

0

(a)] =

0

B

B

B

@

@F

1

@x

1

(a) : : :

@F

1

@x

n

(a)

@F

2

@x

1

(a) : : :

@F

2

@x

n

(a)

.

.

.

.

.

.

@F

k

@x

1

(a) : : :

@F

k

@x

n

(a)

1

C

C

C

A

;
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neboli

[F

0

(a)] =

�

@F

i

@x

j

(a)

�

i=1;:::;k

j=1;:::;n

:

(ii) Nech» v¹echny parciální derivace

@F

i

@x

j

; i = 1; : : : ; k; j = 1; : : : ; n; jsou funkce

spojité v bodì a. Pak existuje F

0

(a).

Dùkaz. (i) Podle Tvrzení 2.38 platí F

0

(a) = (F

0

1

(a); : : : ; F

0

k

(a)), tak¾e podle

Vìty 2.10 existují parciální derivace

@F

i

@x

j

(a); i = 1; : : : ; k; j = 1; : : : ; n. Zvolme nyní

index j, 1 � j � n. Dostáváme

F

0

(a)e

j

= (F

0

1

(a)e

j

; : : : ; F

0

k

(a)e

j

) =

�

@F

1

@x

j

(a); : : : ;

@F

k

@x

j

(a)

�

:

Vektor

�

@F

1

@x

j

(a); : : : ;

@F

k

@x

j

(a)

�

=

@F

@x

j

(a) je tedy skuteènì j-tým sloupcovým vek-

torem Jacobiho matice [F

0

(a)].

(ii) Z pøedpokladù a Vìty 2.20 vyplývá existence derivací slo¾ek F

0

1

(a); : : : ; F

0

k

(a).

Podle Tvrzení 2.38 existuje také F

0

(a).

2.45 Poznámka.

(i) Nìkteøí autoøi de�nují Jacobiho matici (a jacobián) zobrazení F pomocí vzorce (2.10)

kdykoliv existují parciální derivace slo¾ek. My v¹ak v de�nici po¾adujeme { jak je nyní

obvyklej¹í { existenci derivace.

(ii) Proto¾e j-tý sloupcový vektor Jacobiho matice je roven

@F

@x

j

(a), platí

[F

0

(a)] =

�

@F

@x

1

(a); : : : ;

@F

@x

n

(a)

�

:

Proto¾e i-tý øádkový vektor [F

0

(a)] je gradient slo¾ky F

i

, nìkdy pí¹eme

[F

0

(a)] =

0

B

B

@

gradF

1

(a)

.

.

.

gradF

k

(a)

1

C

C

A

:

(iii) Je-li F zobrazení z R

n

do R

n

a a 2 R

n

, pak

D(F

1

; : : : ; F

n

)

D(x

1

; : : : ; x

n

)

(a) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

@F

1

@x

1

(a) : : :

@F

1

@x

n

(a)

@F

2

@x

1

(a) : : :

@F

2

@x

n

(a)

.

.

.

.

.

.

@F

n

@x

1

(a) : : :

@F

n

@x

n

(a)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

;

má-li levá strana rovnosti smysl.
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Je pøirozené a potøebné de�novat jacobián, i kdy¾ funkce F

1

; : : : ; F

k

závisí na

více ne¾ k souøadnicích.

Napøíklad jacobián

D(xyz; x

2

y

2

z)

D(x; z)

(1; 2; 3) pøirozenì poèítáme tak, ¾e y pova-

¾ujeme za konstantu (y = 2); tj. poèítáme jej jako

D(2xz; 4x

2

z)

D(x; z)

(1; 3). Následující

de�nice vypadá tedy slo¾itì jen kvùli nepøehlednosti pøesného formálního zápisu.

2.46 De�nice. (roz¹íøení pojmu Jacobiho determinantu) Nech» je dáno zobrazení

F = (F

1

; : : : ; F

k

) z R

n

do R

k

(k � n), bod a = (a

1

; : : : ; a

n

) 2 R

n

a pøirozená èísla

1 � i

1

< i

2

< � � � < i

k

� n. Uva¾ujme parciální zobrazení

F

�

(t

1

; : : : ; t

k

) := F (a

1

; : : : ; a

i

1

�1

; t

1

; a

i

1

+1

; : : : ; a

i

k

�1

; t

k

; a

i

k

+1

; : : : ; a

n

)

z R

k

do R

k

. Diferenciál (derivace) dF

�

(a

i

1

; : : : ; a

i

k

) parciálního zobrazení se nazývá

parciální diferenciál (derivace) zobrazení F v bodì a podle promìnných x

i

1

; : : : ; x

i

k

.

Pokud tento parciální diferenciál existuje, klademe

D(F

1

; : : : ; F

k

)

D(x

i

1

; : : : ; x

i

k

)

(a) := J

F

�

(a

i

1

; : : : ; a

i

k

):

2.47 Poznámka.

(i) Z de�nice diferenciálu je snadno vidìt, ¾e pokud existuje diferenciál dF (a), má F v bodì

a v¹echny parciální diferenciály. Ohlednì vztahu mezi diferenciálem a parciálními diferen-

ciály viz Poznámka 2.58 ní¾e.

(ii) Podle Vìty 2.44 (i) platí rovnost

D(F

1

; : : : ; F

k

)

D(x

i

1

; : : : ; x

i

k

)

(a) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

@F

1

@x

i

1

(a) : : :

@F

1

@x

i

k

(a)

@F

2

@x

i

1

(a) : : :

@F

2

@x

i

k

(a)

.

.

.

.

.

.

@F

k

@x

i

1

(a) : : :

@F

k

@x

i

k

(a)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

;

má-li levá strana rovnosti smysl.
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2.3 Derivace slo¾eného zobrazení

a slo¾ené funkce

Nyní zobecníme klasickou vìtu o derivaci slo¾ené funkce na pøípad zobrazení mezi

eukleidovskými prostory.

Nejdøíve provedeme (nepøesnou) heuristickou úvahu. Nech» f je zobrazení z R

n

do R

m

a g je

zobrazení z R

m

do R

s

. Nech» f má derivaci v bodì a 2 R

n

a nech» g má derivaci v bodì b := f(a).

Prvky v prostorech R

n

,R

m

,R

s

oznaèujme poøadì x; y; z. Malé zmìnì �x odpovídá malá zmìna

�y = f(a +�x)� f(a) � f

0

(a)(�x):

Této zmìnì pak odpovídá zmìna

�z = g(f(a +�x))� g(f(a)) = g(b+�y)� g(b)

� g

0

(b)(�y) � g

0

(b)

�

f

0

(a)(�x)

�

= g

0

(b) � f

0

(a)(�x):

Je tedy pøirozené se domnívat, ¾e derivace (g �f)

0

(a) existuje a rovná se slo¾ení derivací g

0

(f(a))�

f

0

(a). Pøesný dùkaz v¹ak dá trochu práce. Budeme potøebovat následující snadné tvrzení.

2.48 Tvrzení. Nech» f je zobrazení z R

n

do R

m

, které má derivaci f

0

(a) v bodì

a 2 R

n

. Pak

kf(a+ h)� f(a)k = O(khk); h! 0:

Dùkaz. Podle Tvrzení 2.39 lze psát f(a+h)� f(a) = f

0

(a)h+ r(h), kde kr(h)k =

o(khk); h! 0. Existuje tedy � > 0 takové, ¾e kr(h)k < khk kdykoliv 0 < khk < �.

Pro taková h tedy platí (u¾íváme (1.8) z Vìty 1.123)

kf(a+ h)� f(a)k = kf

0

(a)h+ r(h)k � kf

0

(a)k � khk+ kr(h)k � (kf

0

(a)k+ 1)khk:

2.49 Poznámka. Zopakujme, ¾e podmínka kf(a + h) � f(a)k = O(khk); h ! 0 podle de�nice

znamená, ¾e podíl kf(a+h)� f(a)k=khk je omezený na nìjakém redukovaném okolí bodu a. Jiný

ekvivalentní zápis této podmínky je

limsup

h!0

kf(a + h)� f(a)k

khk

<1:

Je-li tato podmínka { která je zøejmì silnìj¹í ne¾ spojitost funkce f v bodì a { splnìna, øíká se

nìkdy také, ¾e f je lipschitzovská v bodì a.

2.50 Vìta. (vìta o derivaci slo¾eného zobrazení) Nech» f je zobrazení z R

n

do

R

m

a g je zobrazení z R

m

do R

s

. Nech» f má derivaci v bodì a 2 R

n

a nech» g má

derivaci v bodì b := f(a). Pak zobrazení g � f má derivaci v bodì a a platí

(g � f)

0

(a) = g

0

(b) � f

0

(a):

70



Derivace slo¾eného zobrazení a slo¾ené funkce 2.3

Dùkaz. Podle Tvrzení 2.39 lze psát f(a+h)�f(a) = f

0

(a)h+ r

1

(h), kde r

1

(h) =

!

1

(h)khk a lim

h!0

!

1

(h) = !

1

(0) = 0. Podobnì g(b+ k) � g(b) = g

0

(b)k + r

2

(k),

kde r

2

(k) = !

2

(k)kkk a lim

k!0

!

2

(k) = !

2

(0) = 0.

Snadno dostáváme

(g � f)(a+ h)� (g � f)(a) = g(b+ (f(a+ h)� f(a)))� g(b)

= g

0

(b)(f(a+ h)� f(a)) + r

2

(f(a+ h)� f(a))

= g

0

(b)(f

0

(a)h+ r

1

(h)) + r

2

(f(a+ h)� f(a))

= g

0

(b) � f

0

(a)(h) + g

0

(b)(r

1

(h)) + r

2

(f(a+ h)� f(a)):

Podle Tvrzení 2.39 (ii) tedy staèí dokázat, ¾e pro

r(h) := g

0

(b)(r

1

(h)) + r

2

(f(a+ h)� f(a))

platí kr(h)k = o(khk); h ! 0. K tomu zøejmì staèí ovìøit, ¾e kg

0

(b)(r

1

(h))k =

o(khk); h ! 0 a také kr

2

(f(a + h) � f(a))k = o(khk); h ! 0. Podle Vìty 1.123

platí

kg

0

(b)(r

1

(h))k � kg

0

(b)k � kr

1

(h)k = kg

0

(b)k � k!

1

(h)k � khk;

tak¾e dostáváme kg

0

(b)(r

1

(h))k = o(khk); h! 0.

Podle Vìty 1.40 o limitì slo¾eného zobrazení (zde podstatnì pou¾íváme spojitost

zobrazení !

2

v 0) platí lim

h!0

!

2

(f(a+ h)� f(a)) = 0. S pomocí Tvrzení 2.48

(srov. Poznámka 2.49) dostáváme

lim

h!0

kr

2

(f(a+ h)� f(a)) k

khk

= lim

h!0

kf(a+ h)� f(a)k

khk

� k!

2

(f(a+ h)� f(a)) k = 0;

tak¾e také kr

2

(f(a+ h)� f(a))k = o(khk); h! 0.

2.51 Dùsledek. Nech» f = (f

1

; : : : ; f

m

) je zobrazení z R

n

do R

m

a g = (g

1

; : : : ; g

s

)

je zobrazení z R

m

do R

s

. Nech» f má derivaci v bodì a 2 R

n

a nech» g má derivaci

v bodì b := f(a). Polo¾me je¹tì h = (h

1

; : : : ; h

s

) := g � f . Pak platí

[h

0

(a)] = [g

0

(b)] � [f

0

(a)]; tj.

(2.11)

@h

i

@x

j

(a) =

m

X

k=1

@g

i

@y

k

(b)

@f

k

@x

j

(a); 1 � i � s; 1 � j � n:

Pokud n = m = s, pak

J

h

(a) = J

g

(b) � J

f

(a):

Dùkaz. Vzorec pro Jacobiho matici h plyne okam¾itì z rovnosti h

0

(a) = g

0

(b)�f

0

(a)

a z vìty o matici slo¾ení dvou lineárních zobrazení známé z lineární algebry. Podle

Vìty 2.44 (i) platí tedy rovnost

0

B

@

@h

1

@x

1

(a) : : :

@h

1

@x

n

(a)

.

.

.

.

.

.

@h

s

@x

1

(a) : : :

@h

s

@x

n

(a)

1

C

A

=

0

B

@

@g

1

@y

1

(b) : : :

@g

1

@y

m

(b)

.

.

.

.

.

.

@g

s

@y

1

(a) : : :

@g

s

@y

m

(b)

1

C

A

0

B

@

@f

1

@x

1

(a) : : :

@f

1

@x

n

(a)

.

.

.

.

.

.

@f

m

@x

1

(a) : : :

@f

m

@x

n

(a)

1

C

A

;
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

která je ekvivalentní s (2.11).

Poslední rovnost plyne z vìty o determinantu souèinu (ètvercových) matic.

2.52 Poznámka. Jestli¾e zobrazení F z R

n

do R

m

je diferencovatelné v bodì

a 2 R

n

a L:R

m

! R

s

je lineární, pak z Poznámky 2.37 (iv) a Vìty 2.50 okam¾itì

vyplývá rovnost (L � F )

0

(a) = L � F

0

(a).

2.53 Poznámka. Ve star¹ích uèebnicích se èasto pí¹e y(x

1

; : : : ; x

n

) místo f , z(y

1

; : : : ; y

m

) místo

g a z(x

1

; : : : ; x

n

) místo h. V pøípadì n = m = s se pak vzorec pro jacobián slo¾eného zobrazení

zapisuje ve tvaru

D(z

1

; : : : ; z

n

)

D(x

1

; : : : ; x

n

)

(a) =

D(z

1

; : : : ; z

n

)

D(y

1

; : : : ; y

n

)

(b)

D(y

1

; : : : ; y

n

)

D(x

1

; : : : ; x

n

)

(a);

který zobecòuje klasický vzorec

dz

dx

(a) =

dz

dy

(b)

dy

dx

(a) pro funkce jedné promìnné. Tento názorný

vzorec v¹ak není formálnì korektní: symbolem z = (z

1

; : : : ; z

n

) jsou oznaèeny dvì rùzná zobrazení

a symboly y

1

; : : : ; y

n

jsou oznaèeny jak nezávislé promìnné, tak funkce, které za nì dosazujeme.

Nejèastìji se vzorec (2.11) pou¾ívá v pøípadì s = 1, tj. kdy¾ vnìj¹í zobrazení

g je reálná funkce. Proto tento nejdùle¾itìj¹í speciální pøípad zformulujeme jako

samostatnou vìtu.

2.54 Vìta. (o derivaci slo¾ené funkce, þøetízkové pravidloÿ)

Nech» ka¾dá z funkcí f

1

(x

1

; : : : ; x

n

); : : : ; f

m

(x

1

; : : : ; x

n

) má totální diferenciál v

bodì a 2 R

n

a nech» funkce g(y

1

; : : : ; y

m

) má totální diferenciál v bodì

b := (f

1

(a); : : : ; f

m

(a)). Pak slo¾ená funkce

h(x) := g(f

1

(x); : : : ; f

m

(x))

má v bodì a totální diferenciál a platí

(2.12)

@h

@x

i

(a) =

@g

@y

1

(b)

@f

1

@x

i

(a) + � � �+

@g

@y

m

(b)

@f

m

@x

i

(a); i = 1; : : : ; n:

Dùkaz. Staèí polo¾it f := (f

1

; : : : ; f

m

), uvá¾it, ¾e f má derivaci v bodì a (Tvrzení

2.38) a pou¾ít (2.11) pro pøípad s = 1.

2.55 Poznámka. (þinvariantnost formy totálního diferenciáluÿ) Za pøedpokladù

pøedchozí vìty platí

(2.13) dh(a) =

@g

@y

1

(b) df

1

(a) + � � �+

@g

@y

m

(b) df

m

(a):

Tato jedna rovnost je ekvivalentní s n rovnostmi (2.12); jde toti¾ o rovnost dvou

lineárních forem (nezávisle promìnných k

1

; : : : ; k

n

)

n

X

i=1

@h

@x

i

(a) k

i

=

@g

@y

1

(b)

n

X

i=1

@f

1

@x

i

(a) k

i

+ � � �+

@g

@y

m

(b)

n

X

i=1

@f

m

@x

i

(a) k

i

;
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Vìta o pøírùstku funkce 2.4

pøièem¾ rovnost koe�cientù u k

i

tìchto dvou lineárních forem je i-tá rovnost z

(2.12).

Oznaème funkce f

1

; : : : ; f

m

symboly y

�

1

; : : : ; y

�

m

, funkci g symbolem z a funkci h symbolem

z

�

. Pak z

�

(x) = z(y

�

1

(x); : : : ; y

�

m

(x)) a rovnost (2.13) má formu

dz

�

(a) =

@z

@y

1

(b) dy

�

1

(a) + � � �+

@z

@y

m

(b) dy

�

m

(a);

která se velmi podobá formì zápisu totálního diferenciálu, ve kterém y

1

; : : : ; y

m

nejsou funkce,

ale nezávisle promìnné (srov. Poznámka 2.21). Ve star¹í literatuøe se èasto místo z

�

; y

�

i

psalo

(formálnì nekorektnì) z; y

i

a hovoøilo se o þinvariantnosti formy totálního diferenciáluÿ.

2.56 Poznámka. Èasto pou¾íváme þøetízkové pravidloÿ ve speciálním pøípadì,

kdy f = (f

1

; : : : ; f

m

) je zobrazení z R do R

m

a g je funkce z R

m

do R. Pokud a 2 R

a existují derivace f

0

(a) a g

0

(b) pro b := f(a), pak h := g � f je reálná funkce

reálné promìnné, která má v bodì a derivaci

h

0

(a) =

@g

@y

1

(b) f

0

1

(a) + � � �+

@g

@y

m

(b) f

0

m

(a):

Chápeme-li tedy f

0

(a) jako prvek R

m

(viz Poznámka 2.37 (iii)), mù¾eme psát

h

0

(a) = hgrad g(b); f

0

(a)i:

2.57 Pøíklad. Nech» reálné funkce reálné promìnné f

1

, f

2

mají derivaci v bodì a 2 R. Pak lze

psát

f

1

(x) � f

2

(x) = S(f

1

(x); f

2

(x)) = S(f(x));

kde f = (f

1

; f

2

) a S:R

2

! R, S(u; v) = uv. Podle pøedpokladù existuje

f

0

(a) = (f

0

1

(a); f

2

(a)). Proto¾e parciální derivace

@S

@u

= v a

@S

@v

= u jsou spojité na R

2

, je S na R

2

diferencovatelná. Polo¾íme-li b := f(a), platí gradS(b) = (f

2

(a); f

1

(a)), tak¾e podle pøedchozí

poznámky máme

(f � g)

0

(a) = h(f

2

(a); f

1

(a)); (f

0

1

(a); f

0

2

(a))i = f

0

1

(a) f

2

(a) + f

0

2

(a) f

1

(a):

Zcela analogicky lze odvodit vzorec pro derivaci podílu funkcí.

2.58 Poznámka. Nejèastìji se parciální diferenciály (viz De�nice 2.46) pou¾ívají, vy¹etøujeme-li

zobrazení f z R

n

� R

k

= R

n+k

do R

p

. Pro c = (a; b) 2 R

n

� R

k

uva¾ujme parciální diferenciály

f

0

x

(c) := d f(�; b)(a) = (f(�; b))

0

(a); f

0

y

(c) := d f(a; �)(b) = (f(a; �))

0

(b):

(Nìkdy se místo o parciálních diferenciálech hovoøí o parciálních derivacích a také se oznaèují sym-

boly

@f

@x

(c);

@f

@y

(c).) Existuje-li f

0

(c), pak z de�nice derivace snadno dostáváme, ¾e oba parciální

diferenciály v bodì c existují a pro h

1

2 R

n

, h

2

2 R

k

platí

f

0

x

(c)h

1

= f

0

(c)(h

1

; 0); f

0

y

(c)h

2

= f

0

(c)(0; h

2

)

a tedy

(2.14) f

0

(c)(h

1

; h

2

) = f

0

(c)(h

1

; 0) + f

0

(c)(0; h

2

) = f

0

x

(c)h

1

+ f

0

y

(c)h

2

:
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

Pøedpokládejme navíc, ¾e je dáno zobrazení ! = (!

1

; !

2

) z R

s

do R

n

� R

k

a bod

d 2 R

s

, pro který !(d) = c a existuje !

0

(d). Není tì¾ké dokázat, ¾e platí

!

0

(d) = (!

0

1

(d); !

0

2

(d)). Z Vìty 2.50 a ze vzorce (2.14) dostáváme

(2.15) (f � !)

0

(d) = f

0

x

(c) � !

0

1

(d) + f

0

y

(c) � !

0

2

(d):

2.4 Vìta o pøírùstku funkce

Následující tvrzení je snadným a pøímoèarým zobecnìním Lagrangeovy vìty.

2.59 Tvrzení. Nech» f je funkce n promìnných a a 6= b jsou dva body z R

n

.

Pøedpokládejme, ¾e f má smìrovou derivaci D

b�a

f(x) v ka¾dém bodì x otevøené

úseèky P := ab nfa; bg a je spojitá v bodech a; b vzhledem k úseèce ab. Pak existuje

bod � 2 P takový, ¾e

f(b)� f(a) = D

b�a

f(�):

Dùkaz. Polo¾me h := b� a a g(t) := f(a+ th), t 2 [0; 1]. Proto¾e zobrazení

': t 7! a + th je spojité na R, '(0) = a, '(1) = b a '([0; 1]) = ab, z Vìty 1.38

dostáváme, ¾e funkce g je spojitá v bodech a; b vzhledem k intervalu [0; 1] (tj.

zprava a zleva). Je-li t 2 (0; 1), máme

g

0

(t) = lim

u!0

g(t+ u)� g(t)

u

= lim

u!0

f(a+ th+ uh)� f(a+ th)

u

= D

h

f(a+ th):

Funkce g tedy splòuje na intervalu [0; 1] pøedpoklady Lagrangeovy vìty. Existuje

proto � 2 (0; 1) takové, ¾e g(1)� g(0) = g

0

(�), tak¾e

f(b)� f(a) = g(1)� g(0) = g

0

(�) = D

h

f(a+ �h):

Staèí tedy polo¾it � := a+ �h.

Vìta o pøírùstku funkce pro funkce více promìnných se vìt¹inou uvádí ve slab-

¹ích verzích, které jsou v¹ak vhodnìj¹í pro aplikace.

2.60 Vìta. (o pøírùstku funkce) Nech» f je funkce n promìnných, která má

diferenciál v ka¾dém bodì otevøené mno¾iny G. Nech» a; b 2 G jsou takové body,

¾e ab � G. Pak existuje bod � 2 ab, pro který

f(b)� f(a) = D

b�a

f(�) = d

b�a

f(�) = f

0

(�)(b� a) = hgrad f(�); b� ai:
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Vìta o pøírùstku funkce 2.4

Dùkaz. Je-li a = b, bod � := a = b má zøejmì po¾adované vlastnosti. Pokud

a 6= b, staèí aplikovat pøedchozí tvrzení (pøitom u¾íváme Vìty 2.14, 2.28).

Hlavní význam vìty o pøírùstku funkce spoèívá v tom, ¾e jsme schopni od-

hadnout shora velikost pøírùstku funkce pomocí derivace (diferenciálu, gradientu).

Jedním z okam¾itých dùsledkù je napøíklad následující tvrzení. Zopakujme (viz Po-

známka 2.29), ¾e pokud reálná funkce f je diferencovatelná v bodì x 2 R

n

, pak

k gradf(x)k = kf

0

(x)k.

2.61 Tvrzení. Nech» f je funkce n promìnných, která má totální diferenciál na

otevøené konvexní mno¾inì C � R

n

a nech»

supfkf

0

(x)k: x 2 Cg = supfk gradf(x)k: x 2 Cg =:K <1:

Pak f je lipschitzovská na C s konstantou K, tj.

jf(b)� f(a)j � K kb� ak; a; b 2 C:

Dùkaz. Nech» a; b 2 C. Proto¾e C je konvexní, platí ab � C. Podle Vìty 2.60

existuje tedy bod � 2 ab takový, ¾e f(b) � f(a) = hgrad f(�); b� ai. Z Cauchyovy

nerovnosti pak dostáváme

jf(b)� f(a)j = jhgrad f(�); b� aij � kb� ak � k gradf(�)k � Kkb� ak:

Aplikujeme-li pøedchozí tvrzení pro K = 0, dostáváme, ¾e ka¾dá funkce s nulo-

vým diferenciálem na otevøené konvexní mno¾inì C je na C konstantní.

Toto pozorování nyní snadno zobecníme z pøípadu otevøené konvexní mno¾iny

na pøípad souvislé otevøené mno¾iny.

2.62 Vìta. Nech» f je funkce n promìnných,G � R

n

je otevøená souvislá mno¾ina

a df(x) = 0 pro ka¾dý bod x 2 G. Pak funkce f je na mno¾inì G konstantní.

Dùkaz. Zvolme a 2 G a polo¾me

A := fx 2 G: f(x) = f(a)g; B := fx 2 G: f(x) 6= f(a)g:

Pøedpokládejme, ¾e f není na G konstantní, tj. B 6= ;. Proto¾e G je souvislá a

A [ B = G, existuje bod c 2 G \ A \ B (viz 1.115). Zvolme � > 0 tak malé, aby

C := U

�

(c) � G. Proto¾e C je konvexní, je f na C konstantní. To je ale spor,

proto¾e C \ A 6= ; i C \ B 6= ;.

Nyní se budeme zabývat otázkou, zda lze vìtu o pøírùstku funkce zobecnit na

pøípad vektorových funkcí více promìnných, tj. na pøípad, kdy f je zobrazení z R

n

do R

k

.
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

Následující pøirozený pøíklad ukazuje, ¾e tomu tak není { pøímoèaré zobecnìní

Vìty 2.60 neplatí ji¾ pro zobrazení z R do R

2

.

2.63 Pøíklad. Polo¾me f(t) := (cos t; sin t) pro t 2 R. Pak f :R ! R

2

je zøejmì

zobrazení tøídy C

1

a f

0

(t) = (� sin t; cos t). (Pøi tomto zápisu je derivací prvek

R

2

, který v¹ak ztoto¾òujeme s lineárním zobrazením L:R ! R

2

daným pøedpisem

L(h) = h(� sin t; cos t); viz Poznámka 2.37 (iii)). Zøejmì kf

0

(t)k = 1 pro ka¾dé

t 2 R. Pro body a = 0, b = 2� máme f(b) � f(a) = (1; 0) � (1; 0) = (0; 0). Pro

ka¾dý bod � 2 R v¹ak platí kf

0

(�)(b � a)k = 2�, tak¾e f(b)� f(a) = f

0

(�)(b � a)

neplatí pro ¾ádné � 2 R.

Tento pøíklad má názornou þkinematickouÿ interpretaci. Vektorová funkce f

toti¾ popisuje rovnomìrný pohyb hmotného bodu po kru¾nici (s jednotkovou rych-

lostí; kf

0

(t)k = 1). Kdyby platilo zobecnìní Vìty 2.60, musela by se þprùmìrná

(vektorová) rychlostÿ (f(b)� f(a))=(b� a) rovnat okam¾ité (vektorové) rychlosti

f

0

(�) v nìjakém bodì �. To v¹ak není mo¾né, proto¾e v na¹em pøípadì je prùmìrná

rychlost nulový vektor a okam¾itá rychlost je v¹ude jednotková.

Pøesto¾e pøímé zobecnìní Vìty 2.60 neplatí, lze snadno zobecnit její dùsledek {

Tvrzení 2.61, které hovoøí o odhadu shora velikosti pøírùstku funkce pomocí velikosti

její derivace.

2.64 Vìta. (vìta o pøírùstku funkce pro zobrazení) Nech» n; k 2 N, K 2 R,

C � R

n

je otevøená konvexní mno¾ina, F :C ! R

k

je zobrazení diferencovatelné na

mno¾inì C a nech»

supfkF

0

(x)k: x 2 Cg � K:

Pak F je na C lipschitzovské s konstantou K, tj.

kF (b)� F (a)k � K kb� ak; kdykoliv a; b 2 C:

Dùkaz. Jestli¾eF (a) = F (b), nerovnost kF (b)�F (a)k � Kkb�ak zøejmì platí. V

opaèném pøípadì polo¾me v :=

F (b)� F (a)

kF (b)� F (a)k

a uva¾ujme funkci f :C ! R danou

pøedpisem f(x) := hF (x); vi. Pak zøejmì

jf(b)� f(a)j = jhF (b)� F (a); vij = kF (b)� F (a)k:

Proto¾e funkce g := h�; vi je lineární na R

k

, podle Poznámky 2.52 pro x 2 C

existuje f

0

(x) a platí f

0

(x)h = hF

0

(x)h; vi. Jestli¾e khk � 1, dostáváme

jf

0

(x)hj = jhF

0

(x)h; vij � kF

0

(x)hk � kvk � kF

0

(x)k � K:

Je tedy kf

0

(x)k � K pro ka¾dý bod x 2 C, tak¾e podle Tvrzení 2.61 platí

kF (b)� F (a)k = jf(b)� f(a)j � Kkb� ak:
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Parciální derivace vy¹¹ích øádù a funkce tøídy C

k

2.5

2.65 Poznámka.

(i) Kdybychom Tvrzení 2.61 aplikovali pouze na funkce hF (x); e

j

i dané þzáklad-

ními souøadnicovými funkcemiÿ h�; e

j

i na R

k

, dostali bychom slab¹í odhad

kF (b) � F (a)k �

p

kKkb � ak. Idea dùkazu je v tom, ¾e se pou¾ijí i jiné

þsouøadnicové funkceÿ h�; vi pro vhodná v.

(ii) Není tì¾ké dokázat (napø. analogicky jako pøedchozí vìtu), ¾e pokud zobra-

zení F z R

n

do R

k

je spojité na úseèce ab a kD

b�a

F (x)k � K pro ka¾dé

x 2 ab n fa; bg, pak kF (b)� F (a)k � K. Dokonce lze dokázat (viz [Ca]), ¾e

místo x 2 abnfa; bg lze psát x 2 abnS, kde S je libovolná spoèetná mno¾ina.

2.5 Parciální derivace vy¹¹ích øádù a

funkce tøídy C

k

Nech» f je funkce n promìnných a nech» i; j 2 f1; : : : ; ng. Pak

@f

@x

i

je opìt funkcí

n promìnných (která mù¾e mít men¹í de�nièní obor ne¾ f).

Parciální derivaci této funkce podle j-té promìnné pak oznaèujeme symbolem

@

2

f

@x

j

@x

i

. Tato funkce se nazývá parciální derivací druhého øádu funkce f ; pokud

i 6= j, jde o tzv. smí¹enou parciální derivaci druhého øádu. Jinak øeèeno, pro a 2 R

n

klademe

@

2

f

@x

j

@x

i

(a) :=

@

�

@f

@x

i

�

@x

j

(a):

Obdobnì de�nujeme parciální derivace vy¹¹ích øádù, napøíklad parciální derivaci

tøetího øádu

@

3

f

@x

i

@x

j

@x

k

:=

@

�

@

2

f

@x

j

@x

k

�

@x

i

:

Obecnì je ka¾dá parciální derivace øádu k+1 parciální derivací (prvního øádu)

parciální derivace øádu k.

Parciální derivace vy¹¹ího øádu se oznaèují rùznými zpùsoby; napøíklad

@

2

f

@x

j

@x

i

se zapisuje èasto pomocí symbolù

D

ji

f; f

ji

; f

j;i

; f

00

ji

; f

x

j

x

i

; f

00

x

j

x

i

; @

ji

f:

Obdobná symbolika se pou¾ívá, jsou-li promìnné oznaèeny písmeny. Napøíklad pro

funkci f(x; y; z) se parciální derivace druhého øádu f

2;3

oznaèuje také symboly

@

2

f

@y@z

; D

yz

f; f

yz

; f

00

yz

; @

yz

f:
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Místo

@

3

f

@x

2

@x

2

@x

3

pí¹eme vìt¹inou

@

3

f

@x

2

2

@x

3

;

@

2

f

@y

2

@z

apod.

2.66 Poznámka. (dùle¾itá) V klasické literatuøe (vèetnì [D II]) se pou¾ívala odli¹ná symbolika s

þobráceným poøadím promìnnýchÿ, podle které napøíklad

@

2

f

@x@y

= f

xy

:=

@

�

@f

@x

�

@y

:

Zmìna symboliky (pomìrnì nedávná) asi souvisí s operátorovým zápisem parciálních derivací,

který je popsán ní¾e. Zmìnou symboliky bohu¾el vznikl zmatek, který v¹ak na¹tìstí nevede k

vá¾nìj¹ím chybám, proto¾e (jak záhy doká¾eme) v dùle¾itých pøípadech na poøadí derivování

nezále¾í.

Podobnì není v literatuøe jednotnost pøi de�nici symbolù f

00

yz

, f

00

(a)(h; k) (viz oddíl 2.7)

apod. Proto se v této publikaci øídíme jednotným pravidlem, ¾e operace, které odpovídají symbolùm

stojícím více napravo, se provádìjí døíve, které ve vìt¹inì pøípadù souhlasí se symbolikou, která

je v souèasnosti nejèastìj¹í.

Operátorem se vìt¹inou rozumí zobrazení, které funkcím pøiøazuje opìt funkce

(v moderní terminologii má pojem þoperátorÿ ¹ir¹í význam).

Zobrazení, které ka¾dé funkci n promìnných f pøiøazuje funkci

@f

@x

i

je nejjed-

nodu¹¹í parciální diferenciální operátor prvního øádu, který oznaèujeme symbolem

@

@x

i

. Mù¾eme tedy psát

@

@x

i

: f 7!

@f

@x

i

neboli

@

@x

i

(f) =

@f

@x

i

:

Operátor

@

@x

i

se také oznaèuje symbolem D

i

nebo @

i

. V operátorovém zápisu

zøejmì platí

(2.16)

@

@x

j

�

@

@x

i

(f)

�

=

@

2

f

@x

j

@x

i

:

Parciální diferenciální operátor druhého øádu

@

2

@x

j

@x

i

= D

ji

= @

ji

je ov¹em de�no-

ván jako zobrazení

f 7!

@

2

f

@x

j

@x

i

;

tak¾e platí

@

2

@x

j

@x

i

=

@

@x

j

�

@

@x

i

;

kde napravo stojí slo¾ení dvou zobrazení (operátorù).

2.67 Poznámka. Dùvodem zmìny klasické symboliky byla asi snaha, aby ve for-

muli (2.16) byl symbol @x

i

napravo od symbolu @x

j

na obou stranách rovnosti.

2.68 Poznámka. Pøi takto obecné de�nici ov¹em mù¾e být hodnotou parciálního

diferenciálního operátoru prázdná funkce. Vìt¹inou v¹ak tento operátor zu¾ujeme
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na takový prostor funkcí, ¾e po provedení operátoru na funkci z tohoto prostoru

dostáváme funkci se stejným de�nièním oborem.

2.69 Pøíklad. Uva¾ujme funkci f(x; y) =

p

�x

2

y

2

z Pøíkladu 2.2. Víme, ¾e

@f

@x

má de�nièní

obor men¹í ne¾ f ; de�nièním oborem funkce

@f

@x

je x-ová osa. Proto zøejmì

@

2

f

@y@x

neexistuje v

¾ádném bodì, tak¾e operátor

@

2

@y@x

zobrazuje funkci f na prázdnou funkci (s de�nièním oborem

;). Naproti tomu zøejmì

@

2

f

@x

2

=

@f

@x

.

Pøi výpoètech èasto pou¾íváme bì¾nou úmluvu, podle které napøíklad funkci f : (x; y) 7!

y

3

sin

2

x oznaèujeme symbolem y

3

sin

2

x, pokud je z kontextu jasné,

¾e jde o funkci dvou promìnných (a ne o èíslo nebo tøeba o parciální funkci x 7! y

3

sin

2

x).

2.70 Pøíklad. Funkce f(x; y) = x

y

= e

y lnx

má de�nièní obor G = (0;1)�R. Snadno poèítáme:

@x

y

@x

= x

y

y

x

= x

y�1

y;

@

2

(x

y

)

@y@x

= x

y�1

y lnx+ x

y�1

;

@x

y

@y

= x

y

lnx;

@

2

(x

y

)

@x@y

= x

y

y

x

lnx+ x

y

1

x

:

Vidíme tedy, ¾e

@

2

f

@y@x

=

@

2

f

@x@y

na G.

Brzy ale uvidíme (Pøíklad 2.78 ní¾e), ¾e þzámìnnost parciálních derivacíÿ ne-

nastává v¾dy.

Ve vìt¹inì dùle¾itých klasických vìt, které pracují s pojmem parciální derivace

p-tého øádu, se pøedpokládá, ¾e v¹echny parciální derivace a¾ do øádu p jsou spojité.

Proto zavádíme následující terminologii.

2.71 De�nice. Nech» G � R

n

je otevøená mno¾ina, je dána funkce f :G ! R a

p 2 N. Øekneme, ¾e f je tøídy C

p

, jestli¾e v¹echny parciální derivace funkce f a¾

do øádu p jsou spojité na G. Mno¾inu v¹ech funkcí f :G! R tøídy C

p

oznaèujeme

C

p

(G) a klademe C

1

(G) :=

T

1

p=1

C

p

(G): O funkci g øekneme, ¾e je tøídy C

p

na

G (p 2 N [ f1g), jestli¾e g �

G

2 C

p

(G).

2.72 Poznámka.

(i) C

1

(G) je tedy systém v¹ech funkcí na G, které mají na G spojité parciální

derivace v¹ech øádù.

(ii) Je-li f tøídy C

1

na G, má podle Vìty 2.20 diferenciál v ka¾dém bodì mno¾iny

G, speciálnì je na G spojitá.

(iii) Funkcemi tøídy C

0

na G se rozumí funkce spojité na G.

(iv) V de�nici funkce tøídy C

p

(G) ov¹em staèí po¾adovat, aby f mìla na G

spojité parciální derivace øádu p. Pak má ka¾dá parciální derivace øádu p�1

spojité parciální derivace a je tedy spojitá (srov. (ii)). Postupnì dostáváme

spojitost parciálních derivací v¹ech øádù 1 � k � p� 1.
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Pojem parciálních derivací vy¹¹ího øádu zobrazení z R

n

do R

k

(a následnì zobra-

zení tøídy C

p

) bychom mohli de�novat zcela obdobnì jako pro funkce. Tento pojem

ale nebudeme potøebovat a zobrazení tøídy C

p

budeme (ekvivalentnì) de�novat

þpo slo¾káchÿ.

2.73 De�nice. Nech» G � R

n

je otevøená mno¾ina, p 2 N[f1g a f = (f

1

; : : : ; f

k

)

je zobrazení f :G ! R

k

. Øekneme, ¾e f je zobrazení tøídy C

p

, jestli¾e jeho slo¾ky

f

1

; : : : ; f

k

jsou tøídy C

p

.

2.74 Poznámka. Podle Poznámky 2.72(ii) a Tvrzení 2.38 vidíme, ¾e ka¾dé zob-

razení tøídy C

p

(p � 1) na G má derivaci v ka¾dém bodì mno¾iny G.

2.75 Pøíklad. Funkce S(u; v) = uv je tøídy C

1

na R

2

. To plyne okam¾itì z toho,

¾e S

u

= v; S

v

= u; S

uv

= S

vu

= 1; S

uu

= S

vv

= 0 a parciální derivace tøetího a

vy¹¹ího øádu jsou nulové.

Z Vìty 2.50 okam¾itì vyplývá, ¾e slo¾ení dvou diferencovatelných zobrazení je

opìt diferencovatelné. Následující vìta øíká, ¾e þstabilita vzhledem ke skládáníÿ

platí i pro zobrazení tøídy C

p

.

2.76 Vìta. Nech» p 2 N [ f1g; A � R

n

; B � R

m

jsou otevøené mno¾iny,

f :A! R

m

; g:B ! R

s

jsou tøídy C

p

a platí f(A) � B. Pak zobrazení h := g � f

je tøídy C

p

.

Dùkaz. Nech» f = (f

1

; : : : ; f

m

), g = (g

1

; : : : ; g

s

), h = (h

1

; : : : ; h

s

). Zøejmì staèí

dùkaz provést pro p 2 N; budeme postupovat indukcí podle p.

Buï p = 1. Zvolme libovolný bod x 2 A. Podle Poznámky 2.74 existují derivace

f

0

(x), g

0

(f(x)) a tedy podle Vìty 2.50 a Dùsledku 2.51 existuje h

0

(x) a pro 1 � i � s

a 1 � j � n platí

(2.17)

@h

i

@x

j

(x) =

m

X

k=1

@g

i

@y

k

(f(x))

@f

k

@x

j

(x):

Proto¾e v¹echny funkce

@g

i

@y

k

jsou spojité na B, podle Vìty 1.38 jsou slo¾ené funkce

@g

i

@y

k

(f(x)) spojité na A. Jeliko¾ i v¹echny funkce

@f

k

@x

j

jsou spojité na A, z (2.17)

tedy dostáváme, ¾e funkce

@h

i

@x

j

jsou spojité na A. Jsou tedy h

1

; : : : ; h

s

, a tudí¾ i

zobrazení h, tøídy C

1

na A.

Nyní pøedpokládejme, ¾e p > 1 a vìta platí pro hodnotu p

�

= p�1. Proto¾e g

i

2

C

p

(B) pro 1 � i � s, máme

@g

i

@y

k

2 C

p�1

(B): Podle indukèního pøedpokladu tedy

dostáváme

@g

i

@y

k

� f 2 C

p�1

(A). Zøejmì také

@f

k

@x

j

2 C

p�1

(A). Dále si uvìdomíme,
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¾e z na¹eho indukèního pøedpokladu snadno plyne, ¾e souèin i souèet dvou funkcí

z C

p�1

(A) le¾í opìt v C

p�1

(A). Skuteènì, jsou-li ';  2 C

p�1

(A), pak ' �  =

S � (';  ), kde S:R

2

! R je zobrazení S(x; y) = xy. Proto¾e je snadno vidìt (viz

Pøíklad 2.75), ¾e S 2 C

1

(R

2

), indukèní pøedpoklad dává ' �  2 C

p�1

(A). Pøípad

souètu je zcela analogický. Ze vzorce (2.17) tedy dostáváme, ¾e ka¾dá z funkcí

@h

i

@x

j

je tøídy C

p�1

na A. Jsou tedy h

1

; : : : ; h

s

a tudí¾ i zobrazení h tøídy C

p

na A.

2.77 Poznámka. Z pøedchozí vìty snadno vyplývá, ¾e racionální funkce n pro-

mìnných jsou tøídy C

1

na svém de�nièním oboru (co¾ je otevøená mno¾ina). Raci-

onální funkce jsou toti¾ ty funkce, které lze þvyjádøit pomocí souøadnicových funkcí

x

1

; : : : ; x

n

, konstant, sèítání, násobení a dìleníÿ, pøièem¾ funkce s(x; y) = x + y,

S(x; y) = xy a p(x) = 1=x jsou tøídy C

1

na svých de�nièních oborech.

Bì¾nì se ov¹em racionální funkce n promìnných de�nují jako ty funkce, které

jsou podílem dvou polynomù n promìnných. Pøitom polynom n promìnných je

taková funkce, která je souètem koneènì mnoha funkcí tvaru

C � x

�

1

1

� � �x

�

n

n

;

kde C 2 R; �

i

= 0; 1; : : : , pøièem¾ klademe x

0

i

= 1. Jsou-li P (x), Q(x) dva takové

polynomy, je tedy racionální funkce P (x)=Q(x) tøídy C

1

na otevøené mno¾inì

fx 2 R

n

: Q(x) 6= 0g.

2.6 Zámìnnost parciálních derivací

Následující klasický pøíklad ukazuje, ¾e þzámìnnost parciálních derivacíÿ nenastává

v¾dy. Pøesnìji: pøi poèítání parciálních derivací vy¹¹ího øádu nelze obecnì zamìnit

poøadí promìnných, podle kterých se derivuje.

2.78 Pøíklad. Nech» f(x; y) = xy

x

2

�y

2

x

2

+y

2

pro (x; y) 6= (0; 0) a f(0; 0) = 0. Pak

@f

@x

(x; y) = y

�

x

2

� y

2

x

2

+ y

2

+

4x

2

y

2

(x

2

+ y

2

)

2

�

pro (x; y) 6= (0; 0)

a

@f

@x

(0; 0) = 0 (parciální funkce f(�; 0) je nulová). Proto¾e

@f

@x

(0; y) = �y (i pro

y = 0), je

@

2

f

@y@x

(0; 0) = �1. Zcela obdobnì dostáváme, ¾e

@

2

f

@x@y

(0; 0) = 1. Snadno

lze ovìøit, ¾e

@

2

f

@y@x

;

@

2

f

@x@y

existují a jsou si rovny v ostatních bodech roviny, ale

pøesto jsme dostali, ¾e

@

2

f

@y@x

(0; 0) 6=

@

2

f

@x@y

(0; 0):
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Chceme tedy odvodit pou¾itelné postaèující podmínky pro zámìnnost parci-

álních derivací. Zaèneme nejjednodu¹¹ím pøípadem smí¹ených parciálních derivací

druhého øádu funkce dvou promìnných.

Ne¾ pøistoupíme k formulaci a dùkazu tvrzení, provedeme pøedbì¾né úvahy,

které mají naznaèit, proè èasto na poøadí derivování nezále¾í. Výsledek tìchto úvah

pak dále pou¾ijeme. Uva¾ujme funkci dvou promìnných f(x; y), bod (a; b) 2 R

2

a

pøedpokládejme, ¾e

(2.18) parciální derivace

@f

@x

;

@f

@y

existují na nìjakém okolí bodu (a; b):

Podle de�nice

@

2

f

@y@x

(a; b) = lim

k!0

1

k

�

@f

@x

(a; b+ k)�

@f

@x

(a; b)

�

;

(má-li jedna strana smysl). Z (2.18) vyplývá existence � > 0 takového, ¾e

@f

@x

(a; b+k)

existuje, pokud jkj < �. Pro taková k platí

@f

@x

(a; b+k)�

@f

@x

(a; b) = lim

h!0

f(a+ h; b+ k)� f(a; b+ k)

h

� lim

h!0

f(a+ h; b)� f(a; b)

h

= lim

h!0

1

h

�

(f(a+ h; b+ k)� f(a; b+ k))� (f(a+ h; b)� f(a; b))

�

;

tak¾e rovnost

@

2

f

@y@x

(a; b) = lim

k!0

�

lim

h!0

1

hk

�

(f(a+ h; b+ k)� f(a; b+ k))� (f(a+ h; b)� f(a; b))

�

�

platí, má-li její jedna strana smysl. Zcela obdobnì dostáváme

@

2

f

@x@y

(a; b) = lim

h!0

�

lim

k!0

1

hk

�

(f(a+ h; b+ k)� f(a+ h; b))� (f(a; b+ k)� f(a; b))

�

�

:

Smí¹ené parciální derivace jsou tedy dvojnásobné (opakované) limity té¾e funkce

dvou promìnných; oznaèíme-li ji

W (h; k) :=

f(a+ h; b+ k) + f(a; b)� f(a+ h; b)� f(a; b+ k)

hk

;

dostáváme toto tvrzení:

2.79 Lemma. Za pøedpokladu (2.18)

(i) existuje � > 0 takové, ¾e lim

h!0

W (h; k) (resp. lim

k!0

W (h; k)) existuje,

pokud jkj < � (resp. jhj < �) a
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(ii) ka¾dá z rovností

@

2

f

@y@x

(a; b) = lim

k!0

�

lim

h!0

W (h; k)

�

;

@

2

f

@x@y

(a; b) = lim

h!0

�

lim

k!0

W (h; k)

�

platí, má-li jedna její strana smysl.

2.80 Poznámka. Kdysi se místo o limitách hovoøilo o nekoneènì malých a nekoneènì velkých

velièinách. Obì parciální derivace byly v tomto pojetí rovny hodnotì W (h;k) pro nekoneènì malé

pøírùstky h; k a jejich rovnost byla pova¾ována za samozøejmou. V dne¹ní terminologii: tehdy se

nerozli¹ovalo mezi dvojnou a dvojnásobnou limitou a pøedpokládalo se, ¾e limity v¾dy komutují.

Víme, ¾e poøadí limit jde skuteènì þvìt¹inouÿ zamìnit, ne v¹ak v¾dy. Mnoho hlubokých vìt z

analýzy spoèívá v tom, ¾e podávají postaèující podmínky pro mo¾nost zámìny dvou þlimitních

procesùÿ (napø. dvou limit, limity a derivace, limity a integrálu).

Funkce C(h; k) v èitateli výrazu z de�nice W (h; k) je tzv. diference druhého øádu funkce f v

bodì (a; b) s kroky v

1

= (h; 0); v

2

= (0; k). Diference prvního øádu funkce f s krokem v se de�nuje

jako funkce �

v

f :x 7! f(x + v) � f(x). Pak C(h; k) = �

2

f

(a; v

2

; v

1

) := (�

v

2

(�

v

1

f))(a). Pøi

dùkazu toho, ¾e smí¹ené parciální derivace jsou dvojnásobné limity té¾e funkce, jsme ji¾ de facto

u¾ili rovnost �

2

f

(a; v

1

; v

2

) = �

2

f

(a; v

2

; v

1

). þDùvodemÿ èasté zámìnnosti parciálních derivací je

tedy þzámìnnost diferencíÿ.

Poznamenejme je¹tì, ¾e symbol

@

2

f

@x@y

pùvodnì vyjadøoval, ¾e jde o podíl þnekoneènì malé

diference druhého øáduÿ závisle promìnné a souèinu þnekoneènì malých diferencíÿ nezávisle pro-

mìnných (symbol � se pou¾íval pro koneèné diference, zatímco symboly d a @ pro þnekoneènì

maléÿ diference).

2.81 Tvrzení. Nech» f(x; y) je funkce dvou promìnných, (a; b) 2 R

2

. Nech» dále

platí:

(i) lim

(x;y)!(a;b)

@

2

f

@y@x

(x; y) = A 2 R:

(ii) Parciální derivace

@f

@x

;

@f

@y

existují na nìjakém okolí bodu (a; b).

Pak v bodì (a; b) existují obì smí¹ené parciální derivace druhého øádu a platí

@

2

f

@x@y

(a; b) =

@

2

f

@y@x

(a; b) = A:

Dùkaz. Oznaème jako vý¹e

W (h; k) :=

f(a+ h; b+ k) + f(a; b)� f(a+ h; b)� f(a; b+ k)

hk

:

Doká¾eme-li, ¾e

(2.19) lim

(h;k)!(0;0); h 6=0; k 6=0

W (h; k) = A;
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Obr. 2.7. Znaménka + a � nad body a, a+ h se týkají de�nice W (h; k); nad bodem x

de�nice funkce '.

budeme hotovi. Pak toti¾ podle Lemmatu 2.79 (i) a Vìty 1.63 o dvojné a dvojná-

sobné limitì platí

lim

k!0

�

lim

h!0

W (h; k)

�

= lim

h!0

�

lim

k!0

W (h; k)

�

= A;

tak¾e staèí pou¾ít Lemma 2.79 (ii).

Rovnost (2.19) budeme dokazovat z de�nice; zvolíme tedy libovolné " > 0. Podle

pøedpokladù (i), (ii) existuje � > 0 takové, ¾e na U

1

�

(a; b) existují

@f

@x

,

@f

@y

a

(2.20)

�

�

�

�

@

2

f

@y@x

(z)�A

�

�

�

�

< " pro z 2 U

1

�

(a; b) n f(a; b)g:

Uva¾ujme nyní libovolná reálná h; k, 0 < jhj < �; 0 < jkj < � (viz obr. 2.7 pro

h; k > 0).

Zavedeme dále pomocnou funkci '(x) := f(x; b+ k)� f(x; b) a uvìdomíme si,

¾e W (h; k) =

1

hk

('(a+ h)� '(a)) : Podle volby � platí pro ka¾dé x 2 (a��; a+�)

'

0

(x) =

@f

@x

(x; b+ k)�

@f

@x

(x; b):

Podle Lagrangeovy vìty o pøírùstku funkce existuje tedy èíslo � 2 (a��; a+�)nfag

(dokonce mezi a a a+ h) takové, ¾e

'(a+ h)� '(a) = h'

0

(�) = h

�

@f

@x

(�; b+ k)�

@f

@x

(�; b)

�

:

Dostáváme tedyW (h; k) =

1

k

�

@f

@x

(�; b+ k)�

@f

@x

(�; b)

�

: Zaveïme je¹tì pomocnou

funkci  (y) :=

@f

@x

(�; y). Podle volby � pro ka¾dé y 2 (b� �; b+ �) zøejmì existuje
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0

(y) =

@

2

f

@y@x

(�; y): Podle Lagrangeovy vìty tedy existuje � 2 (b � �; b+ �) (mezi

b a b+ k) takové, ¾e

W (h; k) =

 (b+ k)�  (b)

k

=  

0

(�) =

@

2

f

@y@x

(�; �):

Proto¾e (�; �) 2 U

1

�

(a; b) n f(a; b)g, podle (2.20) dostáváme jW (h; k) � Aj < "

a dùkaz je hotov.

Jiná verze tvrzení o zámìnnosti parciálních derivací je tato:

2.82 Tvrzení. Nech» f(x; y) je funkce dvou promìnných, (a; b) 2 R

2

a obì parci-

ální derivace

@f

@x

,

@f

@y

mají totální diferenciál v bodì (a; b). Potom

@

2

f

@x@y

(a; b) =

@

2

f

@y@x

(a; b):

Dùkaz. (Náznak) Stejnì jako v dùkazu Tvrzení 2.81 mù¾eme najít � > 0 takové,

¾e pro libovolná reálná h; k, 0 < jhj < �; 0 < jkj < � platí

W (h; k) =

1

k

�

@f

@x

(�; b+ k)�

@f

@x

(�; b)

�

, kde bod � = �(h; k) le¾í mezi a a a + h.

Proto¾e

@f

@x

má v (a; b) diferenciál, platí

@f

@x

(a+ u; b+ v) =

@f

@x

(a; b) +

@

2

f

@x

2

(a; b) � u+

@

2

f

@y@x

(a; b) � v + r(u; v);

kde r(u; v) = o(k(u; v)k); (u; v)! (0; 0). Po dosazení máme

W (h; k) =

@

2

f

@y@x

(a; b) +

1

k

(r(� � a; k)� r(� � a; 0)):

Jestli¾e h = k, pak zøejmì k(� � a; k)k

1

� jkj, k(� � a; 0)k

1

� jkj, tak¾e

platí

lim

k!0

W (k; k) =

@

2

f

@y@x

(a; b): Postupujeme-li þsymetrickyÿ (nebo ji¾ dokázané pou¾i-

jeme na funkci f

�

(x; y) := f(y; x)), dostaneme lim

k!0

W (k; k) =

@

2

f

@x@y

(a; b), a tedy i

dokazovanou rovnost.

2.83 Poznámka. Tvrzení 2.81 se vìt¹inou formuluje v trochu slab¹ím tvaru: podmínka (i) je

nahrazena podmínkou

(i)

�

funkce

@

2

f

@y@x

je spojitá v bodì (a; b).

Pak ov¹em platí podmínka (i) pro A :=

@

2

f

@y@x

(a; b):

Obecnou vìtu ji¾ budeme formulovat v pøíslu¹né bì¾nìj¹í formì.
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2.84 Vìta. Nech» f je funkce n promìnných, c 2 R

n

, 1 � i; j � n, i 6= j a platí:

(i) Funkce

@

2

f

@x

j

@x

i

je spojitá v bodì c.

(ii) Funkce

@f

@x

j

je de�novaná na nìjakém okolí bodu c.

Pak existuje

@

2

f

@x

i

@x

j

(c) a

@

2

f

@x

i

@x

j

(c) =

@

2

f

@x

j

@x

i

(c):

Dùkaz. Nejprve si uvìdomíme, ¾e z pøedpokladu (i) okam¾itì plyne, ¾e funkce

@f

@x

i

je de�novaná na nìjakém okolí bodu c. Polo¾me a := c

i

, b := c

j

a de�nujme

(parciální) funkci dvou promìnných

g(x; y) := f(c+ (x� c

i

)e

i

+ (y � c

j

)e

j

);

sk

v pøípadì, ¾e i < j, je obvyklé psát

g(x; y) = f(c

1

; : : : ; c

i�1

; x; c

i+1

; : : : ; c

j�1

; y; c

j+1

; : : : ; c

n

):

Oznaème z(x; y) := c + (x � c

i

)e

i

+ (y � c

j

)e

j

. Je snadné dokázat, ¾e parciální

derivace

@g

@x

(x; y);

@g

@y

(x; y);

@

2

g

@x@y

(x; y);

@

2

g

@y@x

(x; y)

jsou (co do existence i hodnoty) toté¾, co

@f

@x

i

(z(x; y));

@f

@x

j

(z(x; y));

@

2

f

@x

i

@x

j

(z(x; y));

@

2

f

@x

j

@x

i

(z(x; y)):

Z toho pak snadno vyplývá, ¾e

@g

@x

;

@g

@y

existují na nìjakém okolí bodu (a; b) a funkce

@

2

g

@y@x

je spojitá v bodì (a; b). Z Tvrzení 2.81 (viz Poznámka 2.83) ji¾ okam¾itì plyne

tvrzení na¹í vìty.

Stejným postupem jako v pøedchozím dùkazu lze z Tvrzení 2.82 snadno odvodit

druhou verzi vìty o zámìnnosti parciálních derivací:

2.85 Vìta. Nech» f je funkce n promìnných, c 2 R

n

a 1 � i; j � n. Nech» obì

funkce

@f

@x

i

;

@f

@x

j

mají totální diferenciál v bodì c. Pak

@

2

f

@x

i

@x

j

(c) =

@

2

f

@x

j

@x

i

(c):

Jako dùsledek Vìty 2.84 dostáváme snadno tuto vìtu o zámìnnosti parciálních

derivací vy¹¹ích øádù.

2.86 Vìta. Nech» funkce f je tøídy C

k

(G) (k � 2), kde G � R

n

je otevøená

mno¾ina a nech» x 2 G. Pak hodnota

@

k

f

@x

i

k

: : : @x

i

1

(x) = f

i

k

;:::;i

1

(x)

86



Zámìnnost parciálních derivací 2.6

nezávisí na poøadí indexù i

1

; : : : ; i

k

2 f1; : : : ; ng.

Dùkaz. Zcela pøesnì øeèeno, máme dokázat, ¾e pokud (j

1

; : : : ; j

k

) je taková k-tice,

kterou lze dostat z k-tice (i

1

; : : : ; i

k

) pøerovnáním, pak

(2.21) f

j

k

;:::;j

1

(x) = f

i

k

;:::;i

1

(x):

Pro n = 3 a k = 5 má napøíklad platit f

1;2;3;3;2

(x) = f

2;2;3;1;3

(x). To, ¾e (j

1

; : : : ; j

k

)

lze dostat z (i

1

; : : : ; i

k

) pøerovnáním, lze formálnì vyjádøit takto: existuje permutace

(tj. bijekce) �: f1; : : : ; kg ! f1; : : : ; kg taková, ¾e i

1

= j

�(1)

; : : : ; i

k

= j

�(k)

.

Proto¾e libovolná permutace je slo¾ením koneènì mnoha þsousedních transpo-

zicÿ (srov. Poznámka 2.87 (ii)), staèí dokázat, ¾e pro ka¾dé p 2 f1; : : : ; k� 1g platí

f

i

k

;:::;i

p+2

;i

p+1

;i

p

;i

p�1

;:::;i

1

= f

i

k

;:::;i

p+2

;i

p

;i

p+1

;i

p�1

;:::;i

1

na G. (Zde jde o bì¾nou licenci { zápis pou¾íváme napøíklad i pro p = 1, kdy nemá,

pøesnì vzato, smysl. Jde jen o názorný zápis tvrzení, ¾e rovnost (2.21) platí, pokud

1 � p � k � 1, j

p

= i

p+1

, j

p+1

= i

p

a j

s

= i

s

pro s 2 f1; : : : ; kg n fp; p+ 1g:)

Polo¾me g := f

i

p�1

;:::;i

1

pro p > 1 a g := f pro p = 1. Pak zøejmì g 2 C

2

(G),

a proto podle Vìty 2.84 platí g

i

p

;i

p+1

(y) = g

i

p+1

;i

p

(y) pro ka¾dé y 2 G. Na G tedy

platí f

i

p+1

;i

p

;i

p�1

;:::;1

= f

i

p

;i

p+1

;i

p�1

;:::;1

a tudí¾ také

f

i

k

;:::;i

p+2

;i

p+1

;i

p

;i

p�1

;:::;i

1

=

�

f

i

p+1

;i

p

;i

p�1

;:::;i

1

�

i

k

;:::;i

p+2

=

�

f

i

p

;i

p+1

;i

p�1

;:::;i

1

�

i

k

;:::;i

p+2

= f

i

k

;:::;i

p+2

;i

p

;i

p+1

;i

p�1

;:::;i

1

:

2.87 Poznámka.

(i) V pøedchozí vìtì lze pøedpoklad f 2 C

k

(G) zeslabit: staèí pøedpokládat, ¾e

f má v bodì x derivaci k-tého øádu (pro de�nici viz str. 89 a Poznámka 2.94

ní¾e). Dùkaz (viz D II, Vìta 195) je zcela obdobný dùkazu pøedchozí vìty,

ale vychází z Vìty 2.85.

(ii) Transpozici èísel f1; : : : ; kg, která vymìòuje prvky i 6= j, oznaème T

i;j

; po-

kud jj � ij = 1, nazveme T

i;j

sousední transpozicí. Ka¾dému, kdo chvíli

experimentoval se sousedními transpozicemi, je jasné, ¾e ka¾dá permutace

je slo¾ením koneènì mnoha sousedních transpozic (a umìl by to asi indukcí

dokázat). Víme-li ji¾, ¾e ¾e ka¾dá permutace je slo¾ením koneènì mnoha

transpozic ([Be], [Bi]), plyne na¹e tvrzení ihned z toho, ¾e pro 1 � i < j � k

je zøejmì T

i;j

= T

j�1;j

� � � � � T

i+1;i+2

� T

i;i+1

.

Jinými slovy mù¾eme obsah Vìty 2.86 vyjádøit takto: Je-li f 2 C

k

(G), G � R

n

,

pak hodnota parciálních derivací øádu k zále¾í jen na tom, kolikrát se derivuje podle

x

1

, kolikrát podle x

2

atd., nikoliv v¹ak na poøadí, ve kterém se derivuje.

Ka¾dý parciální diferenciální operátor k-tého øádu f 7!

@

k

f

@x

i

k

: : : @x

i

1

chápaný jako zobrazení

C

k

(G)! C(G) lze tedy psát ve tvaru

(2.22) f 7!

@

k

f

(@x

1

)

�

1

: : : (@x

n

)

�

n

; 0 � �

i

;

n

X

I=1

�

i

= k:
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(Pokud �

i

= 0, znamená to, ¾e se podle promìnné x

i

nederivuje.)

Uspoøádaná n-tice celých nezáporných èísel � := (�

1

; : : : ; �

n

) se nazývá multiindex a dife-

renciální operátor tvaru (2.22) pøíslu¹ný multiindexu � se oznaèuje symbolem D

�

. Èíslo

P

n

i=1

�

i

se nazývá vý¹ka multiindexu �.

2.88 Poznámka. Z kombinatoriky je známo, ¾e poèet multiindexù (�

1

; : : : ; �

n

) vý¹ky k je

�

n+k�1

n�1

�

. Není tì¾ké ovìøit, ¾e D

�

6= D

�

, pokud � 6= �. Poèet rùzných parciálních operátorù

tvaru f 7!

@

k

f

@x

i

k

:::@x

i

1

na C

k

(G), kde G � R

n

je neprázdná otevøená mno¾ina, je tedy také

�

n+k�1

n�1

�

.

2.7 Diferenciály a derivace vy¹¹ího

øádu a Taylorova vìta

Pomìrnì obtí¾ný pojem derivace (diferenciálu) vy¹¹ího øádu je dùle¾itý v øadì teorií.

Pro základní teorii funkcí n promìnných tento pojem ji¾ tak dùle¾itý není. Proto

jej probereme jen struènì, pøièem¾ se ve vìtách o derivaci k-tého øádu omezíme na

nejdùle¾itìj¹í speciální pøípad funkcí tøídy C

k

, který je podstatnì sna¾¹í. (Podrobný

rozbor obecného pøípadu lze nalézt v [D II].)

Derivace a diferenciál prvního øádu reálné funkce jsou jen dva rùzné názvy pro

jeden objekt { lineární formu þdobøe aproximujícíÿ pøírùstek funkce. Derivace a

diferenciál druhého øádu v¹ak ji¾ pro nás budou dva rùzné objekty.

Druhá derivace f

00

(a) bude mít obvyklý moderní význam { bude to jistá bili-

neární forma na R

n

.

Druhý diferenciál d

2

f(a) v¹ak zde de�nujeme klasicky { jako kvadratickou formu

(pøíslu¹nou bilineární formì f

00

(a)).

Pro pøesnou de�nici tìchto pojmù pou¾ijeme klasický zápis hodnoty diferenci-

álu: má-li funkce f v bodì a 2 R

n

diferenciál a h = (h

1

; : : : ; h

n

) 2 R

n

, pak hodnotu

df(a)(h) budeme zapisovat jako d

h

f(a).

Pøi pevném h bude symbol d

h

oznaèovat diferenciální operátor, který funkci f

pøiøazuje funkci d

h

f :x 7! d

h

f(x). Funkce d

h

f je ov¹em de�novaná právì v tìch

bodech x, ve kterých má f diferenciál (þje diferencovatelnáÿ). V tìchto bodech se

podle Vìty 2.28 hodnota d

h

f(x) rovná derivaci D

h

f(x) podle vektoru h, která ale

mù¾e být de�novaná i v jiných bodech. Je-li x bodem diferencovatelnosti funkce f ,

mù¾eme také psát

d

h

f(x) = h

1

@f

@x

1

(x) + � � �+ h

n

@f

@x

n

(x):

Mù¾e se ov¹em stát, ¾e výraz napravo má smysl, ale výraz nalevo není de�nován.
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Diferenciály a derivace vy¹¹ího øádu a Taylorova vìta 2.7

Vidíme tedy, ¾e mezi operátorem d

h

a parciálními diferenciálními operátory

je úzký vztah. De�nujeme-li pøirozeným zpùsobem souèet operátorù a násobení

operátoru reálným èíslem, napøíklad

�

@

@x

+

@

@y

�

f :=

@

@x

f +

@

@y

f;

kde pravou stranu chápeme jako souèet funkcí, neplatí sice obecnì rovnost operátorù

d

h

= h

1

@

@x

1

+ � � �+ h

n

@

@x

n

;

oba operátory v¹ak pøiøazují tuté¾ funkci ka¾dé funkci, která je diferencovatelná na

svém de�nièním oboru.

2.89 Pøíklad. Nech» f(x; y) = x

2

y a h = (2; 3). Pak f

x

(x; y) = 2xy; f

y

(x; y) = x

2

. Obì parciální

derivace jsou spojité na R

2

, a proto je f v¹ude diferencovatelná. V ka¾dém bodì (x; y) platí

d

h

f(x; y) = 2 � 2xy + 3x

2

. Operátor d

h

funkci x

2

y pøiøazuje funkci 4xy + 3x

2

.

Nyní ji¾ mù¾eme de�novat derivaci a diferenciál øádu k funkce n promìnných;

pro názornost zaèneme pøípadem k = 2.

(i) Øekneme, ¾e funkce f má v bodì a 2 R

n

druhou derivaci f

00

(a), jestli¾e

funkce d

h

(d

k

f) = (d

h

� d

k

)f je de�novaná v bodì a pro ka¾dou dvojici

h 2 R

n

, k 2 R

n

. Druhá derivace funkce f v bodì a je pak funkce na R

n

�R

n

de�novaná pøedpisem

f

00

(a): (h; k) 7! (d

h

(d

k

f))(a):

(ii) Existuje-li f

00

(a), pak de�nujeme druhý diferenciál funkce f v bodì a jako

funkci d

2

f(a) na R

n

de�novanou pøedpisem d

2

f(a): h 7! (d

h

(d

h

f))(a), tj.

d

2

f(a)(h) := f

00

(h; h):

Místo d

2

f(a)(h) se èasto pí¹e d

2

h

f(a).

(iii) Obdobnì pro libovolné pøirozené k de�nujeme k-tou derivaci f

(k)

(a) funkce

f v bodì a 2 R

n

jako funkci na (R

n

)

k

de�novanou pøedpisem

f

(k)

(a) (v

1

; : : : ; v

k

) = (d

v

1

�d

v

2

�� � ��d

v

k

)f (a) pro ty body a, ve kterých má

pravá strana smysl pro v¹echny k-tice vektorù (v

1

; : : : ; v

k

) 2 (R

n

)

k

. Nìkdy

se také pí¹e f

(k)

(a; v

1

; : : : ; v

k

) místo f

(k)

(a) (v

1

; : : : ; v

k

).

(iv) Existuje-li f

(k)

(a), pak de�nujeme k-tý diferenciál funkce f v bodì a jako

funkci d

k

f(a) na R

n

de�novanou pøedpisem

d

k

f(a)(h) = f

(k)

(h; : : : ; h):

Místo d

k

f(a)(h) se také pí¹e d

k

h

f(a).
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

(v) Symboly f

(k)

(resp. d

k

f) budeme rozumìt zobrazení, které bodùm x 2 R

n

pøiøazuje funkci f

(k)

(x) (resp. d

k

f(x)), jsou-li ov¹em tyto funkce de�novány.

De�nièním oborem f

(k)

(a také d

k

f) je tedy mno¾ina tìch x 2 R

n

, ve kterých

existuje f

(k)

(x). (To je modernìj¹í pojetí; klasické pojetí bylo formálnì jiné.)

2.90 Poznámka. Èasto se u¾ívá symbolika, pøi které se k-násobné slo¾eníA�� � ��A

tého¾ operátoru (zobrazení) A oznaèuje symbolem A

k

. Existuje-li tedy d

k

f(a), pøi

pou¾ití tohoto þoperátorovéhoÿ zápisu platí rovnost

(2.23) d

k

h

f(a) =

�

(d

h

)

k

f

�

(a) =

 

�

h

1

@

@x

1

+ � � �+ h

n

@

@x

n

�

k

f

!

(a):

Slo¾itost pojmù derivace a diferenciálu øádu k > 1 spoèívá podstatnì v trochu

komplikovaném popisu bodù, ve kterých jsou f

(k)

a d

k

f de�novány. (Tyto body

popí¹eme bez dùkazu v Poznámce 2.94.) Omezíme se proto na nejdùle¾itìj¹í pøípad

funkcí tøídy C

k

, kdy tyto problémy nenastávají.

V dal¹ím najdeme vyjádøení derivace a diferenciálu vy¹¹ího øádu pomocí par-

ciálních derivací vy¹¹ího øádu. Nejdøíve probereme zvlá¹» nejjednodu¹¹í (a také

nejdùle¾itìj¹í) pøípad druhé derivace a diferenciálu. Uva¾ujme otevøenou mno¾inu

G � R

n

, funkci f 2 C

2

(G) a vektory h = (h

1

; : : : ; h

n

), k = (k

1

; : : : ; k

n

). Pak d

k

f

je funkce de�novaná na celém G a

d

k

f =

�

k

1

@

@x

1

+ � � �+ k

n

@

@x

n

�

f = k

1

@f

@x

1

+ � � �+ k

n

@f

@x

n

:

Na pravé stranì je tedy funkce tøídy C

1

na G, a proto existuje

d

h

(d

k

f) =

�

h

1

@

@x

1

+ � � �+ h

n

@

@x

n

�

�

�

k

1

@

@x

1

+ � � �+ k

n

@

@x

n

�

f

=

n

X

i=1

h

i

@

@x

i

0

@

n

X

j=1

k

j

@f

@x

j

1

A

=

n

X

i;j=1

@

2

f

@x

i

@x

j

h

i

k

j

:

V ka¾dém bodì a 2 G tedy existuje f

00

(a) a je to bilineární forma na R

n

daná

maticí

�

@

2

f

@x

i

@x

j

(a)

�

n

i;j=1

; v maticovém zápisu máme

f

00

(a)(h; k) = (h

1

; : : : ; h

n

)�

2

6

6

6

6

6

4

@

2

f

@x

2

1

(a)

@

2

f

@x

1

@x

2

(a) : : :

@

2

f

@x

1

@x

n

(a)

@

2

f

@x

2

@x

1

(a)

@

2

f

@x

2

2

(a) : : :

@

2

f

@x

2

@x

n

(a)

.

.

.

.

.

.

@

2

f

@x

n

@x

1

(a)

@

2

f

@x

n

@x

2

(a) : : :

@

2

f

@x

2

n

(a)

3

7

7

7

7

7

5

�(k

1

; : : : ; k

n

)

T

:
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Diferenciály a derivace vy¹¹ího øádu a Taylorova vìta 2.7

Existuje tedy i druhý diferenciál { kvadratická forma d

2

f(a) zadaná pøedpisem

(2.24) d

2

f(a)(h) =

n

X

i;j=1

@

2

f

@x

i

@x

j

(a)h

i

h

j

:

Matice bilineární formy f

00

(a) (a zároveò kvadratické formy d

2

f(a)) se nazývá Hes-

sova matice (a její determinant Hessùv determinant nebo také hessián). Proto¾e

f 2 C

2

(G) a a 2 G, z Vìty 2.84 o zámìnnosti parciálních derivací dostáváme, ¾e

Hessova matice je symetrická, tak¾e f

00

(a) je symetrická bilineární forma. Pøi pou-

¾ití èasté dohody o významu symbolu dx

i

(viz Poznámka 2.21; dx

i

= L

i

) mù¾eme

(2.24) pøepsat jako rovnost kvadratických forem:

(2.25) d

2

f(a) =

n

X

i;j=1

@

2

f

@x

i

@x

j

(a)dx

i

dx

j

:

2.91 Poznámka.

(i) Druhá derivace f

00

(a) je v¾dy (existuje-li) symetrická bilineární forma. Pokud

toti¾ f

00

(a) existuje, pak pro h := e

k

(1 � k � n) má d

h

f =

@f

@x

k

diferenciál

v bodì a, tak¾e podle Vìty 2.85 dostáváme, ¾e parciální derivace druhého

øádu funkce f v bodì a jsou zámìnné.

(ii) Kvùli kolísání zápisu derivací druhého øádu se Hessova matice èasto uvádí

v transponovaném tvaru; vzhledem ke své symetrii je to tá¾ matice.

Výsledek o druhé derivaci nyní snadno zobecníme na pøípad k-té derivace.

2.92 Vìta. Nech» k 2 N, G � R

n

je otevøená mno¾ina a f 2 C

k

(G). Pak f

(k)

(x)

a d

k

f(x) existují v ka¾dém bodì x 2 G, f

(k)

(x) je symetrická k-lineární forma na

R

n

a kdykoliv

v

(1)

= (v

(1)

1

; : : : ; v

(1)

n

); : : : ; v

(k)

= (v

(k)

1

; : : : ; v

(k)

n

) a h = (h

1

; : : : ; h

n

)

jsou vektory z R

n

, pak

(2.26) f

(k)

(x) (v

(1)

; : : : ; v

(k)

) =

n

X

i

1

;:::;i

k

=1

@

k

f(x)

@x

i

1

: : : @x

i

k

v

(1)

i

1

� v

(2)

i

2

� � � v

(k)

i

k

;

(2.27) d

k

h

f(x) =

n

X

i

1

;:::;i

k

=1

@

k

f(x)

@x

i

1

: : : @x

i

k

h

i

1

� h

i

2

� � �h

i

k

:

91



2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

Dùkaz. Budeme postupovat indukcí podle k. Pro k = 1 je tvrzení okam¾itým

dùsledkem Vìty 2.20 a Vìty 2.10. Dále pøedpokládejme, ¾e k > 1 a vìta platí pro

hodnotu k

�

= k � 1. Víme tedy, ¾e pro x 2 G platí

f

(k�1)

(x)(v

(2)

; : : : ; v

(k)

)

= (d

v

(2)

� � � � � d

v

(k)

)f (x) =

n

X

i

2

;:::;i

k

=1

@

k�1

f(x)

@x

i

2

: : : @x

i

k

v

(2)

i

2

� � � v

(k)

i

k

;

tak¾e s pomocí toho, ¾e f 2 C

k

(G), Vìty 2.20 a Vìty 2.10 dostáváme

(d

v

(1)

� d

v

2

� � � � � d

v

(k)

) f = d

v

(1)

0

@

n

X

i

2

;:::;i

k

=1

@

k�1

f

@x

i

2

: : : @x

i

k

v

(2)

i

2

� � � v

(k)

i

k

1

A

=

n

X

i

1

=1

v

(1)

i

1

@

@x

i

1

0

@

n

X

i

2

;:::;i

k

=1

@

k�1

f

@x

i

2

: : : @x

i

k

v

(2)

i

2

� � � v

(k)

i

k

1

A

=

n

X

i

1

;:::;i

k

=1

@

k

f

@x

i

1

: : : @x

i

k

v

(1)

i

1

� v

(2)

i

2

� � � v

(k)

i

k

:

Po dosazení x do obou stran rovnosti dostáváme vzorec pro f

(k)

(x)(v

(1)

; : : : ; v

(k)

)

z tvrzení vìty. Z nìho pak okam¾itì plyne vzorec pro d

k

h

f(x). To, ¾e f

(k)

(x) je

symetrická k-lineární forma na R

n

, plyne snadno z dokázaného vzorce pro f

(k)

(x)

a z Vìty 2.86 o zámìnì parciálních derivací vy¹¹ího øádu.

Není tì¾ké se pøesvìdèit, ¾e výpoèty z pøedchozího dùkazu ukazují i to, ¾e vzorce

(2.26), (2.27) platí, kdykoliv má jejich levá strana smysl.

2.93 Poznámka. Vzorec (2.27) lze upravit. S pomocí Poznámky 2.88 (a textu pøed ní) snadno

vidíme, ¾e ka¾dý sèítanec z (2.27) je roven hodnotì (h

0

i

:= 1)

(2.28)

@

k

f(x)

@x

k

1

1

: : : @x

k

n

n

� h

k

1

1

� � �h

k

n

n

pro jistý multiindex (k

1

; : : : ; k

n

) takový, ¾e k

1

� 0; : : : k

n

� 0 a k

1

+ : : : k

n

= k. Pomìrnì snadná

kombinatorická úvaha ukazuje, ¾e hodnota (2.28) se rovná

k!

k

1

! � � �k

n

!

sèítancùm v (2.27), tak¾e

(2.27) lze psát ve tvaru

d

k

h

f(x) =

X

k

1

�0;:::k

n

�0;k

1

+:::k

n

=k

k!

k

1

! � � � k

n

!

@

k

f(a)

@x

k

1

1

: : : @x

k

n

n

� h

k

1

1

� � �h

k

n

n

;

ve kterém je

�

n+k�1

n�1

�

sèítancù (viz Poznámka 2.88). Stejný vzorec ov¹em dostaneme, pokud pravou

stranu rovnosti (viz Poznámka 2.90)

d

k

h

f(x) =

�

h

1

@

@x

1

+ � � �+ h

n

@

@x

n

�

k

f (x)
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Diferenciály a derivace vy¹¹ího øádu a Taylorova vìta 2.7

þformálnì umocnímeÿ, pøièem¾ s operátory (symboly)

@

@x

i

pracujeme, jako by ¹lo o reálná èísla (a

souèin operátorù interpretujeme jako skládání operátorù). To je intuitivnì þjasnéÿ; pro formální

dùkaz lze u¾ít polynomickou vìtu (která dává vzorec pro (a

1

+ � � �+a

n

)

k

). Obecná teorie, ve které

se s operátory poèítá jako s reálnými èísly, se nazývá operátorový (døíve symbolický) poèet.

2.94 Poznámka. (o bodech existence f

(k)

a d

k

f) Není tì¾ké dokázat, ¾e f

(k)

(a)

existuje, právì kdy¾ v¹echny parciální derivace funkce f a¾ do øádu k � 2 mají

totální diferenciál na nìjakém okolí bodu a a v¹echny parciální derivace funkce f

øádu k � 1 mají totální diferenciál v bodì a. (Pøedpokládá se ov¹em, ¾e k � 2 a

parciální derivací øádu 0 se rozumí funkce f .)

Jako dùsledek dostáváme, ¾e pokud f

(k)

(a) existuje, pak f má v bodì a v¹echny

parciální derivace a¾ do øádu k a je tøídy C

k�2

na nìjakém okolí bodu a.

Podle na¹í de�nice diferenciál d

k

f(a) existuje, právì kdy¾ existuje derivace

f

(k)

(a). To platí i tehdy, pokud diferenciál d

k

f(a) de�nujeme (pøirozenìji) právì

tehdy, kdy¾ funkce (d

h

� � � � � d

h

)f (skládá se k-krát) je de�nována v bodì a pro

ka¾dý vektor h 2 R

k

. Dùkaz ([D II; Vìta 200]) není snadný.

Diferenciály vy¹¹ího øádu budeme potøebovat pouze v dùkazu Taylorovy vìty

pro funkce více promìnných a pøi vy¹etøování lokálních extrémù, kde hraje zásadní

roli diferenciál druhého øádu.

Pøitom budeme pracovat s diferenciály vy¹¹ího øádu slo¾ené funkce; ov¹em jen

ve dvou velmi speciálních pøípadech, které nyní vy¹etøíme. (Pro obecný pøípad viz

Pøíklad 3.44.)

2.95 Tvrzení. Nech» p 2 N, G � R

n

je otevøená mno¾ina a nech» f je reálná

funkce tøídy C

p

(G). Nech» dále a 2 R

n

, h = (h

1

; : : : ; h

n

) 2 R

n

a � < � jsou taková

reálná èísla, ¾e a+ th 2 G pro ka¾dé t 2 (�; �). Pak funkce g(t) := f(a+ th) má v

ka¾dém bodì t 2 (�; �) derivaci øádu p a platí g

(p)

(t) = d

p

h

f(a+ th):

Dùkaz. Dùkaz provedeme indukcí podle p. Je-li p = 1, mù¾eme na slo¾enou funkci

g(t) = f(a

1

+ th

1

; : : : ; a

n

+ th

n

) pou¾ít Vìtu 2.54, tak¾e pro v¹echna t 2 (�; �)

dostáváme

g

0

(t) =

@f

@x

1

(a+ th) � h

1

+ � � �+

@f

@x

n

(a+ th) � h

n

= d

h

f(a+ th):

Nyní pøedpokládejme, ¾e p > 1 a tvrzení þplatí pro p

�

= p � 1ÿ. Polo¾íme-li

f

�

:= d

p�1

h

f , pak z vyjádøení diferenciálu (zde øádu p � 1) pomocí parciálních

derivací (Vìta 2.92) vidíme, ¾e f

�

2 C

1

(G). Oznaèíme-li g

�

:= f

�

(a+ th), indukèní

pøedpoklad dává g

�

(t) = g

(p�1)

(t) pro t 2 (�; �)). U¾ijeme-li na¹e tvrzení na f

�

pro

(ji¾ dokázaný) pøípad p = 1, dostáváme

g

(p)

(t) = (g

�

)

0

(t) = d

h

f

�

(a+ th) = d

h

(d

p�1

h

f)(a+ th) = d

p

h

f(a+ th):

2.96 Tvrzení. Nech» H � R

k

, G � R

n

jsou otevøené mno¾iny, f :G! R

a ' = ('

1

; : : : ; '

n

):H ! R

n

jsou tøídy C

2

a platí '(H) � G. Nech» a 2 H a pøed-

pokládejme, ¾e bod b := '(a) je stacionárním bodem funkce f . Pak pro slo¾enou

93



2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

funkci g := f �' (tj. g(t) = f('

1

(t); : : : ; '

n

(t))) platí rovnost kvadratických forem

d

2

g(a) =

n

X

p;q=1

@

2

f

@x

p

@x

q

(b) d'

p

(a) d'

q

(a):

Dùkaz. Podle Vìty 2.76 je funkce g tøídy C

2

na H , tak¾e podle Vìty 2.92 d

2

g(a)

existuje a pro ka¾dé h = (h

1

; : : : ; h

k

) 2 R

k

platí

d

2

h

g(a) =

k

X

i;j=1

@

2

g

@t

i

@t

j

(a)h

i

h

j

:

Podle Vìty 2.54 o derivaci slo¾ené funkce a vzorce pro parciální derivaci souètu a

souèinu funkcí (viz Poznámka 2.4) dostáváme pro i; j = 1; : : : ; k a t 2 H rovnosti

@g

@t

j

(t) =

n

X

q=1

@f

@x

q

('

1

(t); : : : ; '

n

(t))

@'

q

@t

j

(t);

@

2

g

@t

i

@t

j

(t) =

n

X

q=1

 

n

X

p=1

@

2

f

@x

p

@x

q

('(t))

@'

p

@t

i

(t)

@'

q

@t

j

(t) +

@f

@x

q

('(t))

@

2

'

q

@t

i

@t

j

(t)

!

:

Proto¾e pøedpokládáme, ¾e b = '(a) je stacionární bod f , dostáváme

@

2

g

@t

i

@t

j

(a) =

n

X

p;q=1

@

2

f

@x

p

@x

q

(b)

@'

p

@t

i

(a)

@'

q

@t

j

(a);

a tedy také

d

2

h

g(a) =

k

X

i;j=1

n

X

p;q=1

�

@

2

f

@x

p

@x

q

(b)

@'

p

@t

i

(a)

@'

q

@t

j

(a)

�

h

i

h

j

=

n

X

p;q=1

@

2

f

@x

p

@x

q

(b)

 

k

X

i=1

@'

p

@t

i

(a)h

i

!

0

@

k

X

j=1

@'

q

@t

j

(a)h

j

1

A

:

Tím je dùkaz proveden.

2.97 Poznámka. Ukázali jsme, ¾e ve velmi speciálním pøípadì platí jakási þin-

variantnost formy druhého diferenciáluÿ (srov. (2.25)). Z dùkazu je také patrno, ¾e

obecnì tato þinvariantnostÿ neplatí (srov. Pøíklad 3.44).

2.98 Vìta. (Taylorova vìta s Lagrangeovým tvarem zbytku) Nech» jsou dána

celá èísla p � 0; n � 0, otevøená mno¾ina G � R

p

a funkce f 2 C

n+1

(G). Nech»
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Diferenciály a derivace vy¹¹ího øádu a Taylorova vìta 2.7

a 2 G; x 2 G; a 6= x a nech» G obsahuje uzavøenou úseèku ax. Pak existuje bod �

tvaru � = a+ �(x� a), � 2 (0; 1), takový, ¾e

f(x) = f(a) +

n

X

k=1

1

k!

d

k

x�a

f(a) +

1

(n+ 1)!

d

n+1

x�a

f(�):

Polo¾íme-li h := x� a, mù¾eme ekvivalentnì psát

f(a+ h) = f(a) +

1

1!

�

h

1

@

@x

1

+ � � �+ h

p

@

@x

p

�

f (a) + : : :

+

1

n!

�

h

1

@

@x

1

+ � � �+ h

p

@

@x

p

�

n

f (a)+

+

1

(n+ 1)!

�

h

1

@

@x

1

+ � � �+ h

p

@

@x

p

�

n+1

f (a+ �h):

Dùkaz. Polo¾me g(t) := f(a + th). Proto¾e zobrazení ': t 7! a + th je spojité,

'(0) = a; '(1) = x a G je otevøená, zøejmì existuje interval (�; �) � [0; 1] takový,

¾e a+ th = '(t) 2 G pro ka¾dé t 2 (�; �). Z Tvrzení 2.95 dostáváme, ¾e pro ka¾dé

k 2 f1; : : : ; n+ 1g a t 2 (�; �) platí

(2.29) g

(k)

(t) = d

k

h

f(a+ th):

Podle Taylorovy vìty s Lagrangeovým tvarem zbytku pro funkce jedné promìnné

(viz [D I], Vìta 153) existuje èíslo � 2 (0; 1), pro které

g(1) = g(0) +

n

X

k=1

g

(k)

(0)

k!

+

g

(k+1)

(�)

(k + 1)!

:

Proto¾eg(0) = f(a) a g(1) = f(x), podle (2.29) platí

f(x) = f(a) +

n

X

k=1

1

k!

d

k

x�a

f(a) +

1

(n+ 1)!

d

n+1

x�a

f(a+ �h);

tak¾e staèí polo¾it � := a+ �h.

Polynom p promìnných

T

f;a

n

(x) := f(a) +

n

X

k=1

1

k!

d

k

x�a

f(a)

budeme nazývat Taylorùv polynom n-tého øádu funkce f v bodì a. Pøi u¾ití této

terminologie má vzorec z Vìty 2.98 tvar

f(x) = T

f;a

n

(x) +

1

(n+ 1)!

d

n+1

x�a

f(�):
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

2.99 Poznámka. Nìkdy se de�nuje d

0

h

f(a) := f(a); pøi této úmluvì lze psát

T

f;a

n

(x) =

P

n

k=0

1

k!

d

k

x�a

f(a).

Následující vìta ukazuje, ¾e Taylorùv polynom T

f;a

n

velmi dobøe aproximuje

funkci f v blízkosti bodu a, je-li f na nìjakém okolí bodu a dostateènì hladká.

2.100 Vìta. (Taylorova vìta s Peanovým tvarem zbytku) Je-li funkce f tøídy C

n

(n � 1) na nìjakém okolí bodu a 2 R

p

, pak

f(x) = T

f;a

n

(x) + o (kx� ak

n

) ; x! a:

Dùkaz. Zvolme � > 0 tak malé, aby funkce f byla tøídy C

n

na G := U

�

(a).

U¾ijeme-li pøedchozí vìtu pro þn

�

= n�1ÿ, dostáváme, ¾e pro ka¾dé x 2 G existuje

bod � = �(x) 2 ax n fa; xg takový, ¾e

f(x) = T

f;a

n�1

(x) +

1

n!

d

n

x�a

f(�):

Podle de�nice Taylorova polynomu

T

f;a

n

(x) = T

f;a

n�1

(x) +

1

n!

d

n

x�a

f(a);

tak¾e odeètením rovností dostáváme

C(x) := f(x)� T

f;a

n

(x) =

1

n!

�

d

n

x�a

f(�)� d

n

x�a

f(a)

�

:

Oznaèíme-li je¹tì h = (h

1

; : : : ; h

p

) := x � a a pou¾ijeme Vìtu 2.92 o vyjádøení

n-tého diferenciálu pomocí parciálních derivací, dostáváme

C(x) =

1

n!

p

X

i

1

;:::;i

n

(f

i

1

;:::;i

n

(�) � f

i

1

;:::;i

n

(a)) h

i

1

h

i

2

� � �h

i

n

;

jC(x)j

kx� ak

n

�

1

n!khk

n

p

X

i

1

;:::;i

n

jf

i

1

;:::;i

n

(�(x)) � f

i

1

;:::;i

n

(a)j � jh

i

1

j � jh

i

2

j � � � jh

i

n

j �

�

1

n!

p

X

i

1

;:::;i

n

jf

i

1

;:::;i

n

(�(x)) � f

i

1

;:::;i

n

(a)j :

Proto¾e v¹echny funkce f

i

1

;:::;i

n

jsou spojité v bodì a a lim

x!a

�(x) = a, podle

Vìty 1.40 o limitì slo¾ené funkce dostáváme lim

x!a

jC(x)j � kx � ak

�n

= 0, tj.

f(x)� T

f;a

n

(x) = o (kx� ak

n

) ; x! a, co¾ jsme chtìli dokázat.
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Lokální extrémy 2.8

2.101 Poznámka. Pøedpoklad pøedchozí vìty lze zeslabit { staèí pøedpokládat,

¾e existuje f

(n)

(a) (viz [D II], Cvièení 2-4 za Vìtou 203). Pro pøípad funkcí jedné

promìnné je to známo z pøedná¹ek pro 1. roèník (srov. [D I], poslední úvaha kap.

XI).

2.8 Lokální extrémy

2.102 De�nice. (lokální extrém) Nech» f je funkce n promìnných. Øekneme, ¾e

f má v bodì a lokální maximum, existuje-li � > 0 takové, ¾e pro ka¾dý bod

x 2 U

�

(a) n fag platí f(x) � f(a). Lze-li nerovnost f(x) � f(a) nahradit do-

konce ostrou nerovností f(x) < f(a), øekneme, ¾e f má v bodì a ostré lokální

maximum. Zcela obdobnì de�nujeme pojmy lokálního minima i ostrého lokálního

minima funkce.

Je vhodné ji¾ zde de�novat obecnìj¹í pojem relativního lokálního extrému, kte-

rým se v¹ak budeme podrobnì zabývat a¾ pozdìji.

2.103 De�nice. (relativní lokální extrém) Nech» je dána reálná funkce n promìn-

ných f , mno¾ina M � R

n

a bod a 2 M \ D

f

. Øekneme, ¾e f má v bodì a

lokální maximum vzhledem k mno¾inì M , existuje-li � > 0 takové, ¾e pro ka¾dé

x 2 (U

�

(a) n fag) \M platí f(x) � f(a). Lze-li nerovnost f(x) � f(a) nahradit

dokonce ostrou nerovností f(x) < f(a), øekneme, ¾e f má v bodì a ostré lokální

maximum vzhledem k M . Zcela obdobnì de�nujeme pojmy lokálního minima i

ostrého lokálního minima funkce vzhledem ke mno¾inì.

2.104 Poznámka.

(i) þLokální extrémÿ je spoleèný název pro lokální maximum a lokální minimum.

(ii) Je-li a vnitøním bodem mno¾inyM , pak pojem lokálního extrému vzhledem

k mno¾inì M ov¹em splývá s pojmem lokálního extrému.

Základní nutná podmínka pro lokální extrémy funkcí více promìnných snadno

vyplývá z pøíslu¹né nutné podmínky pro funkce jedné promìnné.

2.105 Vìta. Nech» funkce n promìnných f má v bodì a 2 R

n

lokální extrém.

Potom platí:

(i) Je-li i 2 f1; : : : ; ng a existuje parciální derivace

@f

@x

i

(a), pak

@f

@x

i

(a) = 0.
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

(ii) Má-li funkce f diferenciál v bodì a, pak bod a je stacionárním bodem funkce

f , tj. df(a) = 0.

Dùkaz. Nech» a = (a

1

; : : : ; a

n

) a je dáno i 2 f1; : : : ; ng. Snadno vidíme, ¾e par-

ciální funkce ' := f(a

1

; : : : ; a

i�1

; �; a

i+1

; : : : ; a

n

) má v bodì a

i

lokální extrém,

tak¾e nutnì (srov. [D I], Vìta 140) '

0

(a

i

) =

@f

@x

i

(a) = 0. Tím je dokázáno tvrzení

(i); z nìj pak okam¾itì plyne tvrzení (ii).

Pøi hledání lokálních extrémù funkce f tedy staèí vy¹etøovat její stacionární

body a body, ve kterých f nemá diferenciál.

O tom, zda ve svém stacionárním bodì a má funkce f lokální extrém, mù¾eme

èasto rozhodnout pomocí druhého diferenciálu d

2

f(a).

Pro dùkaz pøíslu¹ného výsledku potøebujeme nìkterá fakta o kvadratických for-

mách. Nejdøíve pøipomeòme, ¾e funkce Q(x) na R

n

je kvadratická forma, právì

kdy¾ ji lze psát ve tvaru

Q(x) =

n

X

i;j=1

a

ij

x

i

x

j

, kde a

ij

2 R a x = (x

1

; : : : ; x

n

):

Ka¾dá kvadratická forma je zøejmì homogenní funkce stupnì 2, tj. Q(tx) =

t

2

Q(x) kdykoliv x 2 R

n

a t 2 R.

Je-li Q(x) > 0 pro v¹echna 0 6= x 2 R

n

, nazývá se kvadratická forma pozitivnì

de�nitní. Platí-li Q(x) � 0 pro v¹echna x a Q(x) = 0 pro nìjaké x 6= 0, øíkáme, ¾e

Q je pozitivnì semide�nitní.

Obdobnì se de�nují pojmy negativnì de�nitní a negativnì semide�nitní kvad-

ratické formy.

Existují-li x 2 R

n

; y 2 R

n

takové, ¾e Q(x) > 0 a Q(y) < 0, nazývá se Q

inde�nitní kvadratická forma.

Pro kvadratické formy na obecném vektorovém prostoru (srov. [Be], [Bi]) se

jejich þde�nitnostÿde�nuje zcela analogicky.

2.106 Poznámka. Terminologie kolísá; nìkdy se pozitivnì semide�nitní formou

rozumí forma, která je v¹ude nezáporná.

Lineární algebra zná rùzné metody, jak urèit, kterého z tìchto typù je daná

kvadratická forma na R

n

. Jedna elementární metoda je vylo¾ena v [D II] (za Vìtou

216). Známé Sylvestrovo pravidlo ([Bi, Dùsledek 13.17.]) udává jednoduchou nut-

nou a postaèující podmínku pro to, aby kvadratická forma byla pozitivnì de�nitní

(v¹echny hlavní subdeterminanty její matice jsou kladné).

2.107 Lemma. Nech» kvadratická forma Q na R

n

je pozitivnì de�nitní. Pak

existuje reálné èíslo K > 0 takové, ¾e Q(h) � Kkhk

2

pro ka¾dý bod h 2 R

n

.

Dùkaz. Proto¾e jednotková (eukleidovská) sféra S := fx 2 R

n

: kxk = 1g je

uzavøená a omezená, a tedy kompaktní, a funkce Q je zøejmì spojitá na R

n

, nabývá
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Q na S svého minima. Proto¾e Q je pozitivnì de�nitní a 0 =2 S, je nutnì K :=

minfQ(h): h 2 Sg > 0. Pro h 6= 0 tedy máme

Q(h) = Q

�

khk

h

khk

�

= khk

2

Q

�

h

khk

�

� Kkhk

2

:

Proto¾e Q(0) = 0 = Kk0k

2

, je dùkaz proveden.

Nyní ji¾ mù¾eme dokázat hlavní vìtu o lokálních extrémech, která mj. udává

postaèující podmínky pro lokální extrémy.

2.108 Vìta. (lokální extrémy a druhý diferenciál) Nech» funkce n promìnných f

je tøídy C

2

na nìjakém otevøeném okolí bodu a 2 R

n

. Nech» a je stacionární bod

funkce f . Polo¾me

Q(h) := d

2

h

f(a) =

n

X

i;j=1

@

2

f(a)

@x

i

@x

j

h

i

h

j

:

Pak platí:

(i) Je-li kvadratická forma Q pozitivnì de�nitní, má funkce f v bodì a ostré

lokální minimum.

(ii) Je-li Q negativnì de�nitní, má funkce f v bodì a ostré lokální maximum.

(iii) Je-li Q inde�nitní, pak f nemá v bodì a lokální extrém.

Dùkaz. Proto¾e a je stacionární bod funkce f , je df(a) = 0. Podle Taylorovy vìty

s Peanovým tvarem zbytku (Vìta 2.100)

f(a+ h)� f(a) =

1

2

Q(h) + o

�

khk

2

�

; h! 0:

Jinými slovy, pro funkci � danou pøedpisem �(h) := f(a+h)� f(a)�

1

2

Q(h) platí

lim

h!0

�(h) khk

�2

= 0:

Pøedpokládejme nyní, ¾e Q je pozitivnì de�nitní. Podle Lemmatu 2.107 mù¾eme

zvolit K > 0 tak, aby platilo Q(h) � Kkhk

2

. Platí tedy

f(a+ h)� f(a) �

1

2

Kkhk

2

+ �(h) = khk

2

�

1

2

K + �(h)khk

�2

�

:

Proto¾e

lim

h!0

�

1

2

K + �(h)khk

�2

�

=

1

2

K > 0;

existuje � > 0 takové, ¾e f(a+ h)� f(a) > 0, kdykoliv 0 < khk < �. Funkce f má

tedy v bodì a ostré lokální minimum.
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

Je-li Q negativnì negativní, pak polo¾íme f

�

:= �f a Q

�

:= d

2

f

�

(a). Proto¾e

Q

�

= �Q je pozitivnì de�nitní, má funkce f

�

v bodì a lokální minimum a tedy f

má v a lokální maximum.

Je-li Q inde�nitní, mù¾eme zvolit h

1

; h

2

2 R

n

tak, ¾e Q(h

1

) > 0 a Q(h

2

) < 0.

Pak pro t 6= 0 máme

f(a+ th

1

)� f(a) =

1

2

Q(th

1

) + �(th

1

) = t

2

�

1

2

Q(h

1

) +

�(th

1

)

kth

1

k

2

� kh

1

k

2

�

:

Proto¾e pro t! 0 má výraz v závorce limitu

1

2

Q(h

1

) > 0, existuje � > 0 takové, ¾e

f(a+ th

1

) � f(a) > 0 pro ka¾dé t 2 (��; �) n f0g. Snadno tedy vidíme, ¾e f má v

bodì a ostré relativní lokální minimum vzhledem k pøímce fa+ th

1

: t 2 Rg. Zcela

obdobnì dostáváme, ¾e f má v bodì a ostré relativní lokální maximum vzhledem

k pøímce fa+ th

2

: t 2 Rg. Proto je zøejmé, ¾e f nemá v bodì a lokální extrém.

2.109 Poznámka.

(i) Pokud je Q semide�nitní kvadratická forma, nemù¾eme obecnì usoudit,

zda f má v bodì a lokální extrém; to ji¾ známe v pøípadì funkce jedné pro-

mìnné (kdy jde o pøípad f

0

(a) = f

00

(a) = 0). K dal¹ímu vy¹etøování þsemide-

�nitního pøípaduÿ pomocí Taylorovy vìty bychom potøebovali znát derivace

vy¹¹ích øádù.

(ii) Dùkaz pro þinde�nitní pøípadÿ jsme mohli vést u¾itím Tvrzení 2.95 na funkce

g

1

(t) = f(a+ th

1

), g

2

(t) = f(a+ th

2

) a aplikací vìty o souvislosti lokálních

extrémù a druhé derivace pro funkce jedné promìnné. Pøímoèaré u¾ití této

metody na þde�nitní pøípadÿ selhává. To ilustruje následující pøíklad.

2.110 Pøíklad. Nech» f(x; y) = 1, pokud y 6= x

2

, f(0; 0) = 0 a f(x; x

2

) = �1 pro

ka¾dé x 2 R n f0g. Je snadno vidìt, ¾e f má v bodì (0; 0) ostré relativní lokální

minimum vzhledem k libovolné pøímce procházející bodem (0; 0), ale nemá v bodì

(0; 0) lokální extrém.
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Obr. 2.8.

2.9 Vìta o implicitních funkcích

Nech» g(x; y) je funkce dvou promìnných a uva¾ujme rovnici

(2.30) g(x; y) = 0:

Ptejme se, zda z rovnice (2.30) lze þjednoznaènì vypoèítat y pomocí xÿ. Je-li tomu

tak, øíkáme, ¾e takto zadaná funkce y(x) je implicitnì zadána rovnicí (2.30). Ji-

nými slovy a pøesnìji: (2.30) pova¾ujeme za rovnici s parametrem x a neznámou

y; implicitnì zadaná (þimplicitníÿ) funkce y(x) pak vyjadøuje závislost (jediného)

koøene y na parametru x. Jejím de�nièním oborem je ov¹em mno¾ina parametrù x,

pro které má (2.30) øe¹ení.

Je-li napøíklad g(x; y) = 4x

2

+ 2y, potom pro ka¾dý parametr x 2 R existuje

právì jeden koøen y(x) = �2x

2

; rovnicí (2.30) je tedy implicitnì zadána funkce

x 7! �2x

2

; x 2 R.

Je-li v¹ak g(x; y) = x

2

+ y

2

� 1, pak rovnicí (2.30) není implicitnì zadána

¾ádná funkce: pro ka¾dý parametr x 2 (�1; 1) má toti¾ rovnice (2.30) dva koøeny

y = �

p

1� x

2

.

Podíváme-li se na problém geometricky, vidíme, ¾e rovnice (2.30) jednoznaènì

urèuje þimplicitní funkciÿ právì tehdy, kdy¾ mno¾ina

N

g

:= f(x; y): g(x; y) = 0g

je grafem funkce. V posledním pøípadì N

g

grafem funkce není; ptejme se tedy, zda

N

g

je aspoò þlokálnì grafem funkceÿ. Pøesnìji: pro které body c 2 N

g

existuje okolí

U = U

�

(c) takové, ¾e N

g

\ U je grafem funkce? Na obr. 2.8 vlevo vidíme, ¾e to je

pravda pro c = e, ale ne pro c = d. Po krátké úvaze vidíme, ¾e to platí pro v¹echny

body c 2 N

g

s výjimkou bodù (�1; 0) a (1; 0).

Zdá se tedy, ¾e pro þvìt¹inu pìkných funkcíÿ g by odpovìï na na¹i otázku mohla

být kladná pro þvìt¹inuÿ bodù c 2 N

g

. Uveïme pro to je¹tì þalgebraický dùvodÿ:

Je-li c = (x

0

; y

0

) 2 N

g

, má rovnice g(x

0

; y) = 0 koøen y

0

. Ze zku¹enosti víme,

¾e þvìt¹ina obvyklých rovnicÿ má jen koneènì mnoho koøenù, tak¾e je þdosti vì-

rohodnéÿ, ¾e existuje � > 0 takové, ¾e v intervalu (y

0

� �; y

0

+ �) tato rovnice
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pouze koøen y

0

. Pokud platí, ¾e

@g(c)

@y

= (g(x

0

; �))

0

(y

0

) 6= 0, pak existenci takového

� > 0 snadno umíme dokázat: parciální funkce g(x

0

; �) je pak toti¾ v bodì y

0

rostoucí nebo klesající. Zdá se také, ¾e pro þpìknéÿ funkce g bude mít velmi malá

zmìna parametru jen malý vliv na øe¹ení rovnice, tak¾e pro parametry x velmi

blízké parametru x

0

bude mít rovnice (2.30) v nìjakém okolí bodu y

0

také právì

jeden koøen.

V¹imnìme si je¹tì výjimeèných bodù (�1; 0); (0; 1) z pøedchozího pøíkladu: jsou

to jediné dva body (x; y) 2 N

g

, ve kterých je

@g(x;y)

@y

= 2y nulová. Zdá se tedy, ¾e

ji¾ uva¾ovaná podmínka

@g(c)

@y

6= 0 míøí k podstatì problému.

Uveïme je¹tì heuristickou úvahu naznaèující, ¾e hladká þvazbová funkceÿ g(x; y) by mìla

þzpravidlaÿ rovnicí (2.30) þlokálnìÿ de�novat hladké þimplicitní funkceÿ: Ztoto¾níme-li body (x; y)

a (x; y; 0), pak N

g

je prùnikem hladké plochy o rovnici z = g(x; y) a roviny o rovnici z = 0.

Je tedy pøirozené oèekávat, ¾e N

g

bude hladká køivka. Hladká køivka pak bývá obvykle þlokálnìÿ

grafem hladké funkce.

2.111 Poznámka. Tradièní termín þimplicitní funkceÿ neoznaèuje ov¹em vlastnost

této funkce, ale hovoøí o zpùsobu, jakým byla funkce zadána (nikoliv þexplicitnì

vzorcemÿ, ale þimplicitnì rovnicíÿ).

Pokud uva¾ujeme rovnici g(x

1

; : : : ; x

n

; y) = 0 s neznámou y a s n parame-

try, je situace zcela analogická. Na¹e nepøesné úvahy ji¾ tedy èásteènì pøedjímají

následující vìtu.

V ní uva¾ujeme na v¹ech eukleidovských prostorech maximovou metriku; spe-

ciálnì U

�

(x) := U

1

�

(x). Pro x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2 R

n

a y 2 R ztoto¾òujeme bod

(x; y) 2 R

n

� R s bodem (x

1

; : : : ; x

n

; y) 2 R

n+1

. Platí tedy

U

�

(x; y) = U

�

(x) � U

�

(y) =

= (x

1

� �; x

1

+ �)� � � � � (x

n

� �; x

n

+ �)� (y � �; y + �):

Tvrzení vìty je znázornìno na obr. 2.8 vpravo.

2.112 Vìta. (o implicitní funkci) Nech» n; p jsou pøirozená èísla, a 2 R

n

, b 2 R a

g(x

1

; : : : ; x

n

; y) = g(x; y) je funkce (n+ 1) promìnných. Nech» dále platí:

(i) Rovnice g(x; y) = 0 je splnìna pro x = a 2 R

n

a y = b 2 R (tj. g(a; b) = 0).

(ii) Funkce g je tøídy C

p

na nìjakém otevøeném okolí V bodu c := (a; b) 2 R

n+1

.

(iii)

@g

@y

(c) 6= 0.

Pak existují èísla � > 0 a � > 0 taková, ¾e platí:

(a) U

�

(a)� U

�

(b) � V .

(b) Pro ka¾dý bod x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2 U

�

(a) = (a

1

��; a

1

+�)�� � ��(a

n

��; a

n

+�)

existuje v intervalu (b��; b+�) právì jedno èíslo y =: f(x), pro které je

splnìna rovnice g(x; y) = 0.

(c) Takto de�novaná funkce f je tøídy C

p

na svém de�nièním oboru U

�

(a).
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Obr. 2.9.

2.113 Poznámka. Tvrzení vìty o implicitní funkci lze formulovat rùznými zpù-

soby. Napøíklad místo dvou tvrzení (b) a (c) lze psát struènì pouze

(d) Mno¾ina f(x; y) 2 U

�

(a) � U

�

(b): g(x; y) = 0g je grafem funkce, která je

tøídy C

p

na U

�

(a).

Tvrzení (d) lze ekvivalentnì formulovat také takto:

(d

�

) Existuje funkce f :U

�

(a) ! R tøídy C

p

taková, ¾e (pro ka¾dý bod (x; y) 2

R

n+1

) platí ekvivalence

(x 2 U

�

(a) ^ y 2 (b��; b+�) ^ g(x; y) = 0) () y = f(x):

Nìkdy se také vynechává tvrzení (a); tím se dostane þformálnì slab¹íÿ vìta, z

které lze v¹ak snadno odvodit vìtu ve vý¹e uvedené formì.

Dùkaz Vìty 2.112 provedeme ve 4 krocích.

V 1. kroku doká¾eme, ¾e z pøedpokladù vìty plyne její tvrzení bez bodu (c). Bez

újmy na obecnosti mù¾eme pøedpokládat

@g

@y

(c) > 0 (v opaèném pøípadì bychom

mohli polo¾it g

�

:= �g a øe¹it rovnici g

�

(x; y) = 0, která je ekvivalentní s rovnicí

g(x; y) = 0). Proto¾e funkce

@g

@y

je spojitá na V , mù¾eme najít � > 0 takové, ¾e

U

2�

(c) = U

2�

(a) � (b � 2�; b + 2�) � V a

@g

@y

(z) > 0 pro ka¾dý bod z 2 U

2�

(c)

(srov. obr. 2.9).

Z vìty o souvislosti znaménka derivace a monotonie funkce jedné promìnné pak

vyplývá, ¾e pro ka¾dé x 2 U

�

(a) je parciální funkce g(x; �) rostoucí na intervalu

(b� 2�; b+2�). Speciálnì platí, ¾e g(a; b+�) > 0 a g(a; b��) < 0. Ze spojitosti

funkce g v bodech (a; b+�) 2 V; (a; b��) 2 V plyne existence èísla 0 < � < �

takového, ¾e g(x; b+�) > 0 a g(x; b��) < 0 pro ka¾dé x 2 U

�

(a).

Zvolme nyní libovolnì x 2 U

�

(a). Proto¾e funkce g

x

:= g(x; �) je spojitá a

rostoucí na intervalu [b��; b+�], pøièem¾ g

x

(b��) < 0, g

x

(b+�) > 0, existuje
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v intervalu (b��; b+�) právì jedno èíslo y =: f(x), pro které platí rovnost

g

x

(y) = g(x; y) = 0. Dokázali jsme tedy, ¾e z pøedpokladù vìty plyne existence èísel

� > 0, � > 0, pro která platí (a) a (b).

Ve 2. kroku pou¾ijeme právì dokázané tvrzení k dùkazu, ¾e vý¹e nalezená funkce

f(x) je spojitá na U

�

(a). Zvolíme tedy libovolné a

�

2 U

�

(a) a " > 0. (Je vhodné

si kreslit obrázek, na kterém jsou znázornìny body a okolí, nikoliv v¹ak funkce.)

Potøebujeme nalézt okolíW bodu a

�

takové, ¾e jf(x)�f(a

�

)j < " pro ka¾dé x 2W .

Oznaème b

�

:= f(a

�

), zvolme 0 < � < " takové, ¾e U

�

(a

�

; b

�

) � U

�

(a) � U

�

(b) a

polo¾me

V

�

:= U

�

(a

�

; b

�

). Pak zøejmì g(a

�

; b

�

) = 0, g je tøídy C

p

na okolí V

�

bodu

c

�

:= (a

�

; b

�

) a

@g

@y

(c

�

) 6= 0. Podle 1. kroku existují èísla �

�

> 0, �

�

> 0 taková,

¾e

U

�

�

(a

�

) � U

�

�

(b

�

) � V

�

(tj. �

�

< �; �

�

< �) a pro ka¾dé x 2 U

�

�

(a

�

) existuje v

U

�

�

(b

�

) právì jeden bod y, pro který platí g(x; y) = 0. Proto¾e x 2 U

�

�

(a

�

) � U

�

(a)

a y 2 U

�

�

(b

�

) � U

�

(b), je podle de�nice funkce f nutnì f(x) = y. Proto¾e y 2

U

�

�

(b

�

) � U

"

(b

�

), dostáváme jf(x)� f(a

�

)j < ". Staèí tedy polo¾it W := U

�

�

(a

�

).

Ve 3. kroku doká¾eme i tvrzení (c) v pøípadì, ¾e p = 1. Pøedpokládáme tedy, ¾e

g je tøídy C

1

na V a chceme dokázat, ¾e f je tøídy C

1

na U

�

(a). Zvolme libovolnì

x 2 U

�

(a), 1 � i � n a poèítejme

@f

@x

i

(x), tj. limitu

lim

h!0

f(x+ he

i

)� f(x)

h

:

Zøejmì existuje h

0

> 0 takové, ¾e x + he

i

2 U

�

(a), kdykoliv 0 < jhj < h

0

; jedno

takové h uva¾ujme. Polo¾me u := (x; f(x)); v = v(h) := (x + he

i

; f(x + he

i

)).

Podle de�nice funkce f platí g(u) = g(v) = 0. Proto¾e oba body u; v le¾í v ote-

vøené konvexní mno¾inì U

�

(a)�U

�

(b) a g je tøídy C

1

na této mno¾inì, podle vìty

o pøírùstku funkce (Vìta 2.60) existuje bod � = �(h) 2 uv n fu; vg, pro který platí

0 = g(v)� g(u) = (grad g(�(h)); (he

i

; f(x+ he

i

)� f(x))) =

=

@g

@x

i

(�(h))h +

@g

@y

(�(h))(f(x + he

i

)� f(x)):

Po úpravì dostáváme

f(x+ he

i

)� f(x)

h

= �

@g

@x

i

(�(h))

@g

@y

(�(h))

:

Proto¾e f je spojitá v bodì x, platí lim

h!0

v(h) = u a tedy i lim

h!0

�(h) = u. Ze

spojitosti funkcí

@g

@x

i

,

@g

@y

v bodì u = (x; f(x)), vìty o limitì slo¾eného zobrazení

(Vìta 1.40) a vìty o limitì podílu funkcí dostáváme

(2.31)

@f

@x

i

(x) = lim

h!0

f(x+ he

i

)� f(x)

h

= �

@g

@x

i

(x; f(x))

@g

@y

(x; f(x))

:
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Proto¾e funkce

@g

@x

i

,

@g

@y

jsou spojité na U

�

(a)�U

�

(b) a zobrazení h(x) := (x; f(x));

h:U

�

(a)! U

�

(a)� U

�

(b) je spojité zobrazení, dostáváme, ¾e ka¾dá z funkcí

@f

@x

i

;

i = 1; : : : ; n, je spojitá na U

�

(a), tak¾e f je tøídy C

1

na U

�

(a).

Ve ètvrtém, posledním kroku doká¾eme platnost (c) v pøípadì p > 1. Nech»

V (k) je výrok, ¾e f je tøídy C

k

na U

�

(a). Ve 3. kroku jsme dokázali, ¾e platí V (1).

Pøedpokládejme nyní, ¾e V (k) platí pro nìjaké pøirozené èíslo k < p. Pak je i

zobrazení h(x) := (x; f(x)) tøídy C

k

na U

�

(a). Proto¾e funkce

@g

@x

i

,

@g

@y

jsou tøídy

C

p�1

(a tedy i tøídy C

k

) na U

�

(a)� U

�

(b), rovnost (2.31) a Vìta 2.76 (o skládání

zobrazení tøídy C

k

) dává, ¾e funkce

@f

@x

i

; i = 1; : : : ; n, jsou tøídy C

k

na U

�

(a).

Platí tedy V (k + 1). Indukcí pak snadno dostáváme, ¾e platí V (p).

Nyní uva¾ujme obecnìj¹í pøípad, kdy místo jedné rovnice je dáno nìkolik rovnic

(2.32)

g

1

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k

) = 0

: : :

g

k

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k

) = 0:

Pova¾ujeme-li y

1

; : : : ; y

k

za neznámé a x

1

; : : : ; x

n

za parametry, jde o systém k

rovnic s k neznámými a n parametry. Na¹e zku¹enost s rovnicemi nám øíká, ¾e

þpomìrnì èastoÿ nastává pøípad, ¾e k rovnic o k neznámých má právì jedno øe¹ení.

(Z lineární algebry je napø. dobøe známo, kdy tento pøípad nastává pro systém

lineárních rovnic.) Pokud tento pøípad jednoznaèné øe¹itelnosti nastává, je ke ka¾dé

n-tici parametrù x

1

; : : : ; x

n

pøiøazena k-tice koøenù y

1

; : : : ; y

k

; tímto pøedpisem je

pak urèeno k funkcí o n promìnných y

1

(x

1

; : : : ; x

n

); : : : ; y

k

(x

1

; : : : ; x

n

). Struènìji:

z rovnic (2.32) jsme schopni jednoznaènì vypoèítat y

1

; : : : ; y

k

pomocí x

1

; : : : ; x

k

.

Jednou z nejdùle¾itìj¹ích vìt matematické analýzy je následující þvìta o im-

plicitních funkcíchÿ, která ukazuje, ¾e výsledek o jednoznaèné øe¹itelnosti systémù

lineárních rovnic se dá do jisté míry zobecnit na nelineární pøípad, pokud jsou

v¹echny funkce g

1

; : : : ; g

k

hladké. þDùvodemÿ je to, ¾e hladké funkce jsou þlokálnì

témìø a�nníÿ. Pøíslu¹ná vìta má ov¹em nutnì také lokální charakter. Základní pod-

mínkou bude - stejnì jako v teorii lineárních rovnic - þpodmínka regularityÿ, která

po¾aduje, aby jistá matice byla regulární.

2.114 Vìta. (klasický slo¾kový zápis vìty o implicitních funkcích) Nech» n; k; p

jsou pøirozená èísla. Pøedpokládejme, ¾e:

(i) Je dán bod c = (a

1

; : : : ; a

n

; b

1

; : : : ; b

k

) 2 R

n+k

a k funkcín+ k promìnných

g

1

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k

); : : : ; g

k

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k

);

které jsou tøídy C

p

na nìjakém otevøeném okolí bodu c.
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(ii) Rovnice

(2.33)

g

1

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k

) = 0

: : :

g

k

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k

) = 0

jsou splnìny pro (x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k

) = (a

1

; : : : ; a

n

; b

1

; : : : ; b

k

) = c.

(iii)

D(g

1

; : : : ; g

k

)

D(y

1

; : : : ; y

k

)

(c) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

@g

1

@y

1

(c) : : :

@g

1

@y

k

(c)

@g

2

@y

1

(c) : : :

@g

2

@y

k

(c)

.

.

.

.

.

.

@g

k

@y

1

(c) : : :

@g

k

@y

k

(c)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

6= 0:

Pak existují èísla �

1

> 0, �

2

> 0 s tìmito vlastnostmi:

(a) Pro ka¾dý bod (x

1

; : : : ; x

n

) takový, ¾e

jx

1

� a

1

j < �

1

; : : : ; jx

n

� a

n

j < �

1

existuje právì jeden bod

(y

1

; : : : ; y

k

) =: (f

1

(x

1

; : : : ; x

n

); : : : ; f

k

(x

1

; : : : ; x

n

));

pro který platí nerovnosti jy

1

� b

1

j < �

2

; : : : ; jy

k

� b

k

j < �

2

a rovnice (2.33).

(b) Takto de�nované funkce f

1

(x

1

; : : : ; x

n

); : : : ; f

k

(x

1

; : : : ; x

n

) jsou tøídy C

p

na

intervalu (a

1

� �

1

; a

1

+ �

1

)� � � � � (a

n

� �

1

; a

n

+ �

1

).

Døíve ne¾ vìtu o implicitních funkcích doká¾eme, uvedeme ji je¹tì v jiném,

þbezslo¾kovémÿ tvaru.

2.115 Vìta. (moderní zápis vìty o implicitních funkcích) Nech» n; k; p jsou pøi-

rozená èísla; na prostorech X = R

n

; Y = R

k

; X � Y = R

n+k

uva¾ujme maximovou

normu k � k

1

. Pøedpokládejme toto:

(i)

�

Je dáno zobrazení g zX � Y do Y , které je tøídy C

p

na nìjakém otevøeném

okolí bodu c = (a; b) 2 X � Y .

(ii)

�

g(a; b) = 0.

(iii)

�

Parciální diferenciál g

0

y

(c) = (g(a; �))

0

(b) je lineární bijekce Y na Y .

Pak existují èísla �

1

> 0, �

2

> 0 s tìmito vlastnostmi:

(a)

�

Existuje zobrazení f :U

�

1

(a)! U

�

2

(b), pro které platí ekvivalence

(g(x; y) = 0 ^ (x; y) 2 U

�

1

(a)� U

�

2

(b)) () y = f(x):

(b)

�

Toto zobrazení f je tøídy C

p

na U

�

1

(a).

106



Vìta o implicitních funkcích 2.9

Je snadno vidìt, ¾e pokud polo¾íme g := (g

1

; : : : ; g

k

), f := (f

1

; : : : ; f

k

),

a := (a

1

; : : : ; a

k

), b := (b

1

; : : : ; b

k

), jsou podmínky (i)

�

; (ii)

�

; (iii)

�

; (a)

�

; (b)

�

po-

øadì ekvivalentní s podmínkami (i), (ii), (iii), (a), (b).

V této modernìj¹í formulaci (pøi vhodném zobecnìní pojmù derivace a zobrazení

tøídy C

p

) vìta platí i v pøípadì, ¾e X;Y jsou obecné (nekoneènì dimenzionální)

Banachovy prostory (viz Vìta 3.52).

Dùkaz. Idea klasického dùkazu je pøirozená a elementární; postupujeme známou

dosazovací metodou. Z poslední rovnice systému (2.33) vypoèítáme (þlokálnìÿ) ne-

známou y

k

pomocí ostatních neznámých y

1

; : : : ; y

k�1

a parametrù x

1

; : : : ; x

n

; k

tomu podle Vìty 2.112 potøebujeme vìdìt, ¾e

@g

k

@y

k

(c) 6= 0, co¾ lze zaøídit pøípad-

ným pøeèíslováním funkcí g

1

; : : : ; g

k

. Kdy¾ toto vyjádøení dosadíme do pøedchozích

k � 1 rovnic, dostaneme systém k � 1 rovnic o k � 1 neznámých a n paramet-

rech. Abychom mohli postupovat stejným zpùsobem dále, potøebujeme dokázat,

¾e vzniklá soustava rovnic opìt splòuje podmínku regularity (iii). Tento krok si

podstatnì usnadníme, uvìdomíme-li si, ¾e tvrzení vìty staèí dokázat, zamìníme-li

podmínku regularity (iii) silnìj¹í podmínkou:

(iii)

s

Matice

�

@g

i

@y

j

(c)

�

k

i;j=1

je jednotková; tj.

@g

i

@y

j

(c) = �

ij

,

(kde �

ij

je Kroneckerùv symbol). To je vidìt z této jednoduché úvahy: Oznaème

g := (g

1

; : : : ; g

k

). Víme, ¾e L := (g(a; �))

0

(b) je lineární bijekce R

k

na R

k

. Polo¾me

nyní g

�

:= L

�1

� g. Pak g

�

je zøejmì tøídy C

p

na V , g

�

(c) = 0 a

(g

�

(a; �))

0

(b) = (L

�1

� g(a; �))

0

(b) = L

�1

� (g(a; �))

0

(b) = I;

kde I :R

k

! R

k

je identické zobrazení. Je tedy

@g

�

i

@y

j

(c) = �

ij

. Nyní si staèí uvìdomit,

¾e g(x; y) = 0 platí, právì kdy¾ g

�

(x; y) = 0.

Zmínìnou dosazovací metodu uplatníme tak, ¾e dùkaz provedeme indukcí vzhle-

dem ke k. Nejprve pevnì zvolíme libovolná pøirozená èísla p a n. Dále pro ka¾dé

pøirozené èíslo k oznaèíme symbolem V (k) tvrzení, ¾e z pøedpokladù (i), (ii), (iii)

s

vyplývá existence èísel �

1

> 0, �

2

> 0 s vlastnostmi (a) a (b). Víme, ¾e staèí dokázat

platnost V (k) pro v¹echna pøirozená k.

Je-li k = 1, pak (2.33) je pouze jedna rovnice g

1

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

) = 0: Z pod-

mínky (iii)

s

plyne, ¾e

@g

1

@y

1

(c) = 1. Vìta 2.112 o implicitní funkci pak okam¾itì dává

platnost V (1).

Nyní pøedpokládejme, ¾e je dáno pøirozené èíslo k > 1 a tvrzení V (k� 1) platí.

Abychom dokázali V (k), uva¾ujme systém rovnic (2.33) a pøedpokládejme platnost

podmínek (i), (ii), (iii)

s

. Proto¾e

@g

k

@y

k

(c) = 1 6= 0, podle Vìty 2.112 existuje funkce

n + k � 1 promìnných  tøídy C

p

de�novaná na nìjakém otevøeném okolí bodu
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

~c := (a

1

; : : : ; a

n

; b

1

; : : : ; b

k�1

) a otevøené okolí

e

V bodu c takové, ¾e platí tato

ekvivalence:

�

g

k

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k

) = 0 ^ (x; y) 2

e

V

�

()(2.34)

() y

k

=  (x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k�1

):

Jsou tedy ekvivalentní následující dvì podmínky:

(A) (x; y) 2

e

V a jsou splnìny rovnice (2.33).

(B) y

k

=  (x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k�1

) a je splnìna tato soustava k � 1 rovnic:

h

1

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k�1

) :=(2.35)

= g

1

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k�1

;  (x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k�1

)) = 0

: : :

h

k�1

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k�1

) :=

= g

k�1

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k�1

;  (x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k�1

)) = 0:

Proto¾e pro (x; y) = c = (a; b) je splnìna levá strana ekvivalence (2.34), její

pravá strana dává  (~c) = b

k

. Z Vìty 2.76 snadno dostáváme, ¾e

(i)

0

funkce h

1

; : : : ; h

k�1

jsou tøídy C

p

na nìjakém otevøeném okolí bodu ~c

a podle (ii) platí

(ii)

0

h

1

(~c) = 0; : : : ; h

k�1

(~c) = 0.

Podle Vìty 2.54 dostáváme pro ka¾dé 1 � i; j � k � 1

@h

i

@y

j

(~c) =

@g

i

@y

j

(c) +

@g

i

@y

k

(c)

@ 

@y

j

(~c):

Proto¾e podle (iii)

s

je

@g

i

@y

k

(c) = 0 a

@g

i

@y

j

(c) = �

ij

, máme

(iii)

0

@h

i

@y

j

(~c) = �

ij

; 1 � i; j � k � 1:

Na soustavu rovnic (2.35) mù¾eme tedy pou¾ít indukèní pøedpoklad (platnost

V (k�1)) a dostaneme okolíW bodu ~c a funkce '

1

(x

1

; : : : ; x

n

); : : : ; '

k�1

(x

1

; : : : ; x

n

),

které jsou tøídy C

p

na nìjakém otevøeném okolí bodu a takové, ¾e následující pod-

mínky jsou ekvivalentní:

(C) (x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k�1

) 2W a platí (2.35),

(D) y

1

= '

1

(x

1

; : : : ; x

n

), : : : , y

k�1

= '

k�1

(x

1

; : : : ; x

n

).

Uvìdomíme si je¹tì, ¾e pro ka¾dé dva body x 2 R

n

a y 2 R

k

je podmínka

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k�1

) 2 W ekvivalentní podmínce (x; y) 2 W � R. Pak ji¾

snadno dostáváme, ¾e (pro (x; y) 2 R

n+k

) platí tato ekvivalence:

�

(2.33) ^ (x; y) 2

e

V \ (W � R)

�

()(2.36)

() ((D) ^ y

k

=  (x

1

; : : : ; x

n

; '

1

(x

1

; : : : ; x

n

); : : : ; '

k�1

(x

1

; : : : ; x

n

))) :
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Vìta o implicitních funkcích 2.9

Podrobné zdùvodnìní: Platí-li podmínka nalevo, platí podmínka (A) a tedy i (B). Proto platí také

podmínky (C) a (D). Dosadíme-li nyní rovnosti (D) do rovnosti y

k

=  (x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k�1

),

dostáváme podmínku napravo. Dále pøedpokládejme, ¾e platí podmínka napravo. Po dosazení (D)

do druhé èásti této podmínky máme y

k

=  (x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k�1

). Z (D) dostáváme (C) a tedy

také (x; y) 2 W � R a (2.35). Vzhledem k rovnosti y

k

=  (x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k�1

) dostáváme

(B) a tedy i (A). Platí tudí¾ podmínka nalevo.

Z ekvivalence (2.36) vidíme, ¾e þv blízkosti bodu cÿ lze z rovnic (2.33) vypoèítat

y

1

; : : : ; y

k

pomocí x

1

; : : : ; x

n

. Abychom v¹ak dostali pøesné tvrzení vìty, musíme

uèinit dal¹í snadné, ale trochu nepøehledné úvahy:

Polo¾me U :=

e

V \ (W � R); vidíme, ¾e U je otevøené okolí bodu c v R

n+k

.

Dále polo¾me

'

k

(x

1

; : : : ; x

n

) :=  (x

1

; : : : ; x

n

; '

1

(x

1

; : : : ; x

n

); : : : ; '

k�1

(x

1

; : : : ; x

n

)):

Proto¾e pro bod (x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k�1

) = (a

1

; : : : ; a

k

; b

1

; : : : ; b

k�1

) = ~c je spl-

nìna podmínka (C), je pro nìj (podle (ii)

�

) splnìna i podmínka (D), tak¾e platí

'

1

(a) = b

1

; : : : ; '

k�1

(a) = b

k�1

. Z Vìty 2.76 o skládání funkcí tøídy C

p

pak

snadno dostáváme, ¾e '

k

je tøídy C

p

na nìjakém okolí bodu a. Polo¾íme-li nyní

' := ('

1

; : : : ; '

k

), je '(a) = b a ' je tøídy C

p

na nìjakém otevøeném okolí Z � R

n

bodu a. Ekvivalenci (2.36) mù¾eme nyní pøepsat ve tvaru

(2.37) ((2.33) ^ (x; y) 2 U) () y = '(x):

Zvolme nyní �

2

> 0 tak, aby

U

�

2

(c) = U

�

2

(a)� U

�

2

(b) � U:

Proto¾e zobrazení ' je spojité v bodì a, lze zvolit �

1

> 0 tak malé, aby platilo

U

�

1

(a) � Z \U

�

2

(a) a '(U

�

1

(a)) � U

�

2

(b). Restrikce f := ' �

U

�

1

(a)

je pak zobra-

zení f :U

�

1

(a)! U

�

2

(b), pro které zøejmì platí podmínka (b)

�

. Proto¾e platí

U

�

1

(a)� U

�

2

(b) � U , z (2.37) okam¾itì vyplývá platnost ekvivalence z (a)

�

.

2.116 Poznámka. Intuitivnì je jasné, ¾e ve vìtì o implicitních funkcích þuspoøádání souøadnic

nehraje roliÿ, tak¾e platí následující tvrzení:

Nech» 1 � k < n jsou pøirozená èísla a zobrazení g = (g

1

; : : : ; g

n�k

) je tøídy C

1

na nìjakém

otevøeném okolí V bodu c 2 R

n

. Nech» (i

1

; : : : ; i

k

; j

1

; : : : ; j

n�k

) je pøerovnání èísel (1; : : : ; n)

takové, ¾e

D(g

1

; : : : ; g

n�k

)

D(x

j

1

; : : : ; x

j

n�k

)

(c) 6= 0. Pak existuje otevøené okolí U bodu (c

i

1

; : : : ; c

i

k

), otevøené

okolí W bodu (c

j

1

; : : : ; c

j

n�k

) a zobrazení f :U !W tøídy C

1

takové, ¾e pro x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2

R

n

platí ekvivalence

(g(x) = 0 ^ (x

i

1

; : : : ; x

i

k

) 2 U ^ (x

j

1

; : : : ; x

j

n�k

) 2W ) () (x

j

1

; : : : ; x

j

n�k

) = f(x

i

1

; : : : ; x

i

k

):

Pro dùkaz staèí þpøeèíslovat souøadnice ÿ. Formálnì: de�nujeme zobrazení

s:R

n

! R

n

pøedpisem s(x

1

; : : : ; x

n

) = (x

i

1

; : : : ; x

i

k

; x

j

1

; : : : ; x

j

n�k

), polo¾íme

g

�

:= g � s

�1

a pou¾ijeme Vìtu 2.115 na øe¹ení rovnice g

�

(x) = 0.

2.117 Poznámka. Závìr Vìty 2.115 o implicitních funkcích, tj. tvrzení, ¾e existují �

1

> 0; �

2

> 0,

pro která platí (a

�

) a (b

�

), je ekvivalentní následujícímu þformálnì slab¹ímuÿ tvrzení:
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

(S) Existují otevøené okolí W bodu c a zobrazení h z R

n

do R

k

takové, ¾e h je tøídy C

p

na

nìjakém otevøeném okolí bodu a a platí ekvivalence:

(g(x; y) = 0 ^ (x; y) 2W ) () y = h(x):

Platí-li toti¾ (S), lze snadno nalézt �

2

> 0 tak malé, aby h bylo tøídy C

p

na U

�

2

(a) a platilo

U

�

2

(a)�U

�

2

(b) �W . Proto¾e h je spojité v a, lze zvolit 0 < �

1

< �

2

, pro které h(U

�

1

(a)) � U

�

2

(b).

Je snadno vidìt, ¾e pro tato �

1

, �

2

platí (a

�

) i (b

�

).

Tuto úvahu, kterou jsme ji¾ vlastnì provedli v pøedchozím dùkazu, budeme je¹tì potøebovat.

Nìkdy se ve formulaci vìty o implicitních funkcích uvádí také to, jak se poèítá

diferenciál implicitnì zadaného zobrazení f pomocí parciálních diferenciálù þvaz-

bovéhoÿ zobrazení g. Tento vzorec nyní struènì odvodíme, pøièem¾ budeme u¾ívat

znaèení z pøede¹lé vìty.

Nejprve si uvìdomíme, ¾e jacobián J(x) :=

D(g

1

; : : : ; g

k

)

D(y

1

; : : : ; y

k

)

(x) je funkce spojitá

v bodì c; to vyplývá z vyjádøení determinantu pomocí slo¾ek matice. Proto¾e

J(c) 6= 0, je jacobián J nenulový na nìjakém okolí Z bodu c. Mù¾eme tedy zvolit

otevøené okolí U � U

�

1

(a) bodu a takové, ¾e !(x) := (x; f(x)) 2 Z pro x 2 U .

Proto¾e g(x; f(x)) = 0 pro x 2 U , platí pro tato x podle Poznámky 2.58, (2.15)

(g � !)

0

(x) = g

0

x

(x; f(x)) + g

0

y

(x; f(x)) � f

0

(x) = 0:

Proto¾e parciální diferenciál g

0

y

(x; f(x)) je pro x 2 U lineární bijekce R

n

na R

n

,

dostáváme pro x 2 U vzorec

(2.38) f

0

(x) = �

�

g

0

y

(x; f(x))

�

�1

� g

0

x

(x; f(x)):

Derivaci f

0

(x) tedy umíme spoèítat pomocí f(x) (tuto hodnotu jsme ov¹em

schopni spoèítat èasto jen pro x = a). Vzorec (2.38), který jsme odvodili nepøíli¹

podrobnì, si v¹ak není nutno pamatovat. V pøípadech potøeby jej snadno odvodíme

a v konkrétních poèetních pøíkladech se neu¾ívá: staèí si pamatovat následující

pøirozenou metodu výpoètu.

Pro implicitnì zadané zobrazení f :U

�

1

(a) ! U

�

2

(b), f = (f

1

; : : : ; f

k

), z Vìty

2.114 je na U

�

1

(a) splnìna rovnice g(x; f(x)) = 0, tj. je splnìn systém k rovnic

g

1

(x

1

; : : : ; x

n

; f

1

(x

1

; : : : ; x

n

); : : : ; f

k

(x

1

; : : : ; x

n

)) = 0

: : :

g

k

(x

1

; : : : ; x

n

; f

1

(x

1

; : : : ; x

n

); : : : ; f

k

(x

1

; : : : ; x

n

)) = 0:

Funkce n promìnných stojící na levých stranách tìchto rovností jsou tedy nulové

na U

�

1

(a), tak¾e mají na této mno¾inì nulové v¹echny parciální derivace.

Chceme-li vypoèítat napøíklad

@f

i

@x

1

(x) pro i = 1; : : : ; k, derivujeme podle øetíz-

kového pravidla levé strany rovnic podle x

1

, èím¾ dostaneme soustavu k rovnic o k

neznámých (pro x 2 U nutnì s regulární maticí soustavy), kterou vyøe¹íme.
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Pro výpoèet derivací druhého øádu funkcí f

i

pak staèí derivovat nalezené vzorce

pro derivace prvního øádu atd. Nejlépe je osvìtlit vìc na konkrétním pøíkladu.

2.118 Pøíklad. Uva¾ujme systém tøí rovnic

x = u+ ln v y = v � lnu z = 2u+ 2v:

Tyto rovnice (þvazbové podmínkyÿ) jsou splnìny pro (x; y; z; u; v) = (1; 1; 4; 1; 1).

Chápejme nyní x; y jako parametry a z; u; v jako neznámé. Pro hodnotu parametrù (x; y) = (1; 1)

má na¹e soustava rovnic aspoò jedno øe¹ení (z; u; v) = (4; 1; 1).

Ptejme se nyní, zda pro parametry (x; y) blízké bodu (1; 1) bude mít na¹e soustava opìt øe¹ení

(blízké bodu (4; 1; 1)), a pokud ano, co lze øíci o závislosti øe¹ení (z; u; v) na parametrech (x; y);

tj. jaké vlastnosti mají funkce z(x; y); u(x; y); v(x; y).

Odpovìdi na tyto otázky nám dává Vìta 2.114 o implicitních funkcích: vazbové podmínky

mù¾eme napsat ve tvaru

g

1

(x; y; z; u; v) = x� u� ln v = 0

g

2

(x; y; z; u; v) = y � v + lnu = 0

g

3

(x; y; z; u; v) = z � 2u� 2v = 0:

Je tedy k = 3, n = 2 a pí¹eme zde (x; y) místo (x

1

; x

2

) a (z; u; v) místo (y

1

; y

2

; y

3

).

Podmínku (ii) z Vìty 2.114 jsme ji¾ (pro a = (1; 1), b = (4; 1; 1); c = (1; 1; 4; 1; 1)) ovìøili a

podmínka (i) je splnìna pro p =1: není tì¾ké ovìøit, ¾e vazbové funkce g

1

; g

2

; g

3

jsou tøídy C

1

na R� R� R� (0;1)� (0;1).

þPodmínka regularityÿ (iii) také platí:

D(g

1

; g

2

; g

3

)

D(z; u; v)

(c) =

�

�

�

�

�

�

0 �1 �1

0 1 �1

1 �2 �2

�

�

�

�

�

�

= 2 6= 0:

Existují tedy èísla �

1

> 0; �

2

> 0 taková, ¾e pro parametry (x; y) 2 U

�

1

(1; 1) má v U

�

2

(4; 1; 1)

systém rovnic právì jedno øe¹ení (z; u; v), pøièem¾ takto de�nivané funkce z(x; y), u(x; y), v(x; y)

jsou na U

�

1

(1; 1) tøídy C

1

. Pro ka¾dý bod (x; y) 2 U

�

1

(1; 1) tedy platí

x� u(x; y)� ln v(x; y) = 0

y � v(x; y) + lnu(x; y) = 0

z(x; y) � 2u(x; y)� 2v(x; y) = 0

Parciální derivace funkcí na levých stranách jsou tedy na U

�

1

(1; 1) nulové, tak¾e na tomto okolí

platí tyto systémy rovnic (*) :

1� u

x

�

v

x

v

= 0 �u

y

�

v

y

v

= 0

0� v

x

+

u

x

u

= 0 1� v

y

+

u

y

u

= 0

z

x

� 2u

x

� 2v

x

= 0 z

y

� 2u

y

� 2v

y

= 0

Dosadíme-li (x; y) = (1; 1) a pou¾ijeme u(1; 1) = v(1; 1) = 1, snadno spoèteme

u

x

(1; 1) = v

x

(1; 1) = 1=2; z

x

(1; 1) = 2; u

y

(1; 1) = �1=2; v

y

(1; 1) = 1=2; z

y

(1; 1) = 0:

Mù¾eme tedy napøíklad psát (viz Poznámka 2.21)

(2.39) u

0

(1; 1) = du(1; 1) =

1

2

dx�

1

2

dy:
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

Z rovnic (*) mù¾eme vypoèítat parciální derivace prvního øádu funkcí u, v, z na nìjakém

otevøeném okolí bodu (1; 1) (pøípadnì men¹ím, ne¾ je U

�

1

(1; 1)) pomocí funkcí u, v, z. Derivováním

tìchto vzorcù pak postupnì mù¾eme (na nìjakém otevøeném okolí bodu (1; 1)) vyjádøit parciální

derivace v¹ech øádù funkcí u, v, z pomocí funkcí u, v, z; speciálnì tedy mù¾eme najít hodnoty

v¹ech parciálních derivací tìchto funkcí v bodì (1; 1).

Z rovnic (*) napøíklad dostáváme, ¾e u

x

=

uv

1 + uv

na nìjakém otevøeném okolí bodu (1; 1).

(Takové okolí existuje, proto¾e funkce 1+uv je v bodì (1; 1) nenulová a je v tomto bodì spojitá.)

Na tomto okolí tedy platí

u

yx

=

�

1�

1

1 + uv

�

y

=

u

y

v + uv

y

(1 + uv)

2

:

Vypoèteme-li z rovnic (*) u

y

a v

y

(pøípadnì na je¹tì men¹ím otevøeném okolí bodu (1; 1)), po

dosazení dostáváme na tomto okolí vyjádøení funkce u

yx

pomocí funkcí u; v; z.

Ná základì znalosti diferenciálù dz(1; 1), du(1; 1), dv(1; 1) jsme schopni vyslovit þvìrohodnou

domnìnkuÿ o pøibli¾né hodnotì øe¹ení z

�

; u

�

; v

�

pro parametry (x

�

; y

�

) þvelmi blízkéÿ (1; 1),

napøíklad pro hodnoty x

�

= 1 + 4 � 10

�6

; y

�

= 1 � 2 � 10

�6

. Proto¾e èísla 4 � 10

�6

;�2 � 10

�6

se zdají být þdostateènì maláÿ, jsme napøíklad vedeni k pøibli¾nému výpoètu podle (2.39) (ve

kterém nahrazujeme diferenci pøíslu¹nou hodnotou diferenciálu)

u

�

:= u(1 + 4 � 10

�6

; 1� 2 � 10

�6

) � u(1; 1) + du(1; 1)(4 � 10

�6

;�2 � 10

�6

)

= 1 +

1

2

4 � 10

�6

�

1

2

(�2 � 10

�6

) = 1 + 3 � 10

�6

:

To je ov¹em pouze þvìrohodná domnìnkaÿ; ve skuteènosti (bez dodateèných úvah) nevíme, zda

k(4 � 10

�6

;�2 � 10

�6

)k < �

1

, tak¾e ani nevíme, zda je vùbec hodnota u(1 + 4 � 10

�6

; 1� 2 � 10

�6

)

de�novaná, nato¾ abychom byli schopni udìlat odhad chyby.

Pokud spoèteme i druhé diferenciály funkcí z; u; v v bodì (1; 1), jsme schopni pou¾ít Taylorovu

formuli pro je¹tì lep¹í (ale stále pouze þpravdìpodobnýÿ) odhad hodnot z

�

; u

�

; v

�

.

2.10 Difeomor�smus a regulární

zobrazení

2.119 De�nice. Øekneme, ¾e zobrazení F z R

n

do R

n

je difeomor�smus, jestli¾e

F je taková bijekce otevøené mno¾iny U � R

n

na otevøenou mno¾inu V � R

n

, ¾e

F 2 C

1

(U) a F

�1

2 C

1

(V ).

Obecnìji, jestli¾e platí, ¾e F 2 C

p

(U) a F

�1

2 C

p

(V ), (kde p 2 N [ f1g),

øekneme, ¾e F je difeomor�smus tøídy C

p

.

2.120 Poznámka.

(i) Pojmy þdifeomor�smus tøídy C

1

ÿ a þdifeomor�smusÿ jsou toto¾né.
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(ii) Z Vìty 2.126 ní¾e ihned vyplývá, ¾e F je difeomor�smus tøídy C

p

, právì kdy¾

zobrazení F je difeomor�smus a zároveò je tøídy C

p

. Zavedená terminologie

tedy nemù¾e vést k nedorozumìní.

(iii) Zatímco homeomor�smus (otevøené mno¾iny U � R

n

na otevøenou mno¾inu V � R

n

) lze

intuitivnì chápat jako þspojitou deformaciÿ èásti prostoru, u difeomor�smu jde o jakousi

þhladkouÿ deformaci. Speciálnì þhladké køivkyÿ se difeomor�smem pøevádìjí na þhladké

køivkyÿ a þhladké plochy dimenze kÿ na þhladké plochy dimenze kÿ (srov. Poznámka

2.155 (ii)).

2.121 Vìta. (o inverzním zobrazení, o lokálním difeomor�smu) Nech» F je zob-

razení z R

n

do R

n

, a 2 R

n

, p 2 N [ f0g a platí:

(i) F je tøídy C

p

na nìjakém otevøeném okolí bodu a.

(ii) F

0

(a) je lineární bijekce R

n

na R

n

(tj. J

F

(a) 6= 0).

Pak existují otevøené okolí U bodu a, na kterém je F difeomor�smus tøídy C

p

(tj. F �

U

je difeomor�smus tøídy C

p

).

Dùkaz. Hrubá my¹lenka dùkazu je jednoduchá: inverzní zobrazení F

�1

(y) = x

poèítáme z rovnice y = F (x), která je ekvivalentní rovnici h(y; x) := y�F (x) = 0.

To, ¾e z této rovnice lze (lokálnì) skuteènì poèítat x pomocí y, nám umo¾ní Vìta

2.112 o implicitních funkcích. Provedení pøesného dùkazu je poèetnì trivální, ale

my¹lenkovì pomìrnì nároèné.

Na R

n

budeme opìt pracovat s maximovou metrikou. Zvolme otevøené okolí

e

U

bodu a, na kterém je F tøídy C

p

. Pro (y; x) 2 R

n

�

e

U polo¾me h(y; x) := y�F (x).

Proto¾e

(i)

�

h(b; a) = 0,

(ii)

�

h je tøídy C

p

na R

n

�

e

U ,

(iii)

�

(h(b; �))

0

(a) = (b� F (�))

0

(a) = �F

0

(a) je lineární bijekce R

n

na R

n

,

lze aplikovat Vìtu 2.112 o implicitních funkcích. Existují tedy èísla �

1

> 0; �

2

> 0

a zobrazení G:U

�

1

(b)! U

�

2

(a) tøídy C

p

takové, ¾e U

�

1

(b)� U

�

2

(a) � R

n

�

e

U

(tak¾e U

�

2

(a) �

e

U) a

(2.40) (h(y; x) = 0 ^ (y; x) 2 U

�

1

(b)� U

�

2

(a)) () x = G(y):

Polo¾me V := U

�

1

(b) a U := G(V ); zøejmì U � U

�

2

(a). Je-li nyní y 2 V a

x = G(y), podle (2.40) máme h(y; x) = 0, tak¾e F (x) = y. Zobrazení G:V ! U

je surjektivní a F (G(y)) = y pro ka¾dé y 2 V . Je tedy G prosté a G

�1

= F �

U

,

tak¾e G = (F �

U

)

�1

; dále zøejmì V = F (U) a a 2 U . Proto¾e G je tøídy C

p

na V ,

F 2 C

p

(

e

U) a U �

e

U , zbývá jen ovìøit, ¾e U je otevøená mno¾ina. K tomu uká¾eme,

¾e

(2.41) U = fx 2 U

�

2

(a): F (x) 2 V g:

Proto¾e F (U) = V a U � U

�

2

(a), je U èástí mno¾iny napravo. Naopak, le¾í-li bod

x v mno¾inì napravo a polo¾íme y := F (x), platí podle (2.40) x = G(y), a tedy

113



2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

x 2 U . Proto¾e zobrazení F je spojité na U

�

2

(a), z rovnosti (2.41) plyne, ¾e U je

relativnì otevøená mno¾ina v otevøené mno¾inì U

�

2

(a), a proto je otevøená v R

n

(srov. Tvrzení 1.22).

2.122 Poznámka. þZ lineární algebry víme, ¾e podmínka regularityÿ (ii) z Vìty

2.121 je ekvivalentní regularitì Jacobiho matice [F

0

(a)] a tedy také nenulovosti

jacobiánu J

F

(a).

Dùle¾itým zobecnìním difeomor�smù jsou regulární zobrazení.

2.123 De�nice. (regulární zobrazení) Nech» G � R

n

je otevøená mno¾ina a je

dáno zobrazení F :G! R

n

. Øekneme, ¾e F je regulární zobrazení, jestli¾e

(i) F 2 C

1

(G) a

(ii) J

F

(x) 6= 0 pro ka¾dý bod x 2 G.

2.124 Tvrzení. Nech» F je regulární zobrazení (tøídy C

p

) na otevøené mno¾inì

G � R

n

. Pak platí:

(i) Pro ka¾dý bod a 2 G existuje jeho otevøené okolí U � G takové, ¾e restrikce

F �

U

je difeomor�smus (tøídy C

p

).

(ii) F (G) je otevøená mno¾ina.

Dùkaz. Tvrzení (i) je okam¾itým dùsledkem Vìty 2.121 (srov. Poznámka 2.122).

Zvolme nyní libovolný bod b 2 F (G). Naleznìme a 2 G, pro který F (a) = b

a jeho otevøené okolí U podle (i). Pak F (U) = (F �

U

)(U) je otevøená mno¾ina a

b 2 F (U) � F (G), tak¾e b je vnitøním bodem mno¾iny F (G).

2.125 Poznámka. Nìkteøí autoøi formulují vìtu o inverzním zobrazení jako Tvrzení 2.124. Z

tohoto tvrzení snadno plyne i zde uvedená verze (Vìta 2.121). Z toho, ¾e J

F

(a) 6= 0 a F je tøídy

C

1

na okolí bodu a toti¾ snadno vyplývá (ze spojitosti funkce J

F

), ¾e jacobián J

F

je nenulový i

na nìjakém okolí bodu a.

Následující snadný dùsledek Vìty 2.121 dává velmi u¾iteènou charakterizaci

difeomor�smù.

2.126 Vìta. Nech» je dána otevøená mno¾ina G � R

n

, zobrazení F :G ! R

n

a

p 2 N [ f1g. Potom platí:

(i) Zobrazení F je difeomor�smus, právì kdy¾ je regulární a prosté.

(ii) Zobrazení F je difeomor�smus tøídy C

p

, právì kdy¾ je regulární, prosté

a tøídy C

p

.

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e F je difeomor�smus. Proto¾e F

�1

� F je identické

zobrazení I :G! G, pro ka¾dý bod x 2 G podle Dùsledku 2.51 platí

1 = J

I

(x) = J

F

�1
(F (x)) � J

F

(x);

114



Difeomor�smus a regulární zobrazení 2.10

tak¾e J

F

(x) 6= 0. Ka¾dý difeomor�smus je tedy regulární zobrazení.

Nyní pøedpokládejme, ¾e F je regulární, prosté a tøídy C

p

. Podle Tvrzení 2.124

je H := F (G) otevøená mno¾ina. Pro libovolný bod b 2 H oznaème a := F

�1

(b) a

najdìme otevøenou mno¾inu U , a 2 U � G podle Tvrzení 2.124 (i). Pak zobrazení

(F �

U

)

�1

= F

�1

�

F (U)

je tøídy C

p

na otevøené mno¾inì F (U), která obsahuje bod

b. Je tedy F

�1

lokálnì tøídy C

p

, a proto je také (þglobálnìÿ) tøídy C

p

. Tím jsou

obì tvrzení (i), (ii) dokázána.

V aplikacích se èasto vyskytují zobrazení, která jsou regulární, ale nejsou prostá.

Typickým pøíkladem je zobrazení F : (r; ') 7! (r cos'; r sin'), které se pou¾ívá pøi

zavádìní polárních souøadnic (viz Pøíklad 2.130). Toto zobrazení je na mno¾inì

(0;1)� R regulární, ale není na ní prosté.

Vìtu o inverzním zobrazení jsme dostali jako pomìrnì snadný dùsledek vìty

o implicitních funkcích. Je v¹ak mo¾ný i opaèný postup: lze nejprve dokázat vìtu

o inverzním zobrazení a z ní pak pomìrnì snadno odvodit vìtu o implicitních funk-

cích.

V Kapitole 3 zobecníme vìtu o inverzním zobrazení na pøípad zobrazení mezi

Banachovými prostory. Její dùkaz je mo¾ná sna¾¹í ne¾ (detailní) dùkaz Vìty 2.114

o implicitních funkcích, i kdy¾ je ménì elementární (je zalo¾en na pou¾ití Banachovy

vìty o kontrakci). Pøitom lze tento dùkaz èíst (v podstatì bez jakýchkoliv znalostí

teorie Banachových prostorù; viz Poznámka 3.51) jako dùkaz Vìty 2.121 o inverzním

zobrazení mezi eukleidovskými prostory.

Proto nyní uká¾eme, jak lze Vìtu 2.114 snadno dokázat pomocí Vìty 2.121;

ètenáø pak bude mít k dispozici také moderní dùkaz obou vìt.

Dùkaz vìty o implicitních funkcích pomocí vìty o inverzním zobrazení.

Nech» jsou splnìny pøedpoklady vìty 2.114. Zvolme otevøené okolí V bodu

c = (a; b), na kterém je zobrazení g = (g

1

; : : : ; g

k

) tøídy C

p

a uva¾ujme zobrazení

r:V ! R

n

� R

k

, r(x; y) = (x; g(x; y)), tj.

r(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k

) =

= (x

1

; : : : ; x

n

; g

1

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k

); : : : ; g

k

(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

k

)):

Podle Vìty 2.76 je zobrazení r tøídy C

p

na V a jeho Jacobiho matice (v jejím¾

zápisu hvìzdièky oznaèují zcela libovolná reálná èísla)

[r

0

(c)] =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

1 0 : : : 0 0 : : : 0

0 1 : : : 0 0 : : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 : : : 1 0 : : : 0

� : : : : : : �

@g

1

@y

1

(c) : : :

@g

1

@y

k

(c)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

� : : : : : : �

@g

k

@y

1

(c) : : :

@g

k

@y

k

(c)

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5
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je zøejmì regulární. (Snadno napø. ovìøíme, ¾e její øádky jsou lineárnì nezávislé.)

Podle Vìty 2.121 o inverzním zobrazení existuje otevøené okolí U bodu c, na kterém

je r difeomor�smus tøídy C

p

.

Tedy s := (r �

U

)

�1

je zobrazení tøídy C

p

de�nované na nìjakém otevøeném

okolí W bodu d := r(c) = (a; g(c)) = (a; 0). Je-li (x; y) 2W a (u; v) = s(x; y), pak

(x; y) = r(u; v) = (u; g(u; v)), tak¾e u = x. Zobrazení s je tedy tvaru

s(x; y) = (x; h(x; y)); (x; y) 2W;

kde h:W ! R

k

je tøídy C

p

. Proto¾e s = (r �

U

)

�1

, jsou (pro x 2 R

n

, y 2 R

k

)

následující tvrzení ekvivalentní.

(i) (x; y) 2 U; g(x; y) = 0,

(ii) (x; y) 2 U; r(x; y) = (x; 0),

(iii) (x; 0) 2 W; s(x; 0) = (x; y),

(iv) (x; 0) 2W; h(x; 0) = y.

Polo¾me Z := fx 2 R

n

: (x; 0) 2Wg; f(x): = h(x; 0); x 2 Z:

Zøejmì a 2 Z, Z je otevøená mno¾ina a f 2 C

p

(Z). Z ekvivalence (i) () (iv)

ihned dostáváme, ¾e

((x; y) 2 U ^ g(x; y) = 0) () y = f(x):

Z této ekvivalence a Poznámky 2.117 vyplývá závìr Vìty 2.114 o implicitních funk-

cích (platnost tvrzení (a), (b), resp. (a)

�

, (b)

�

).

2.11 Køivoèaré souøadnice

Øekneme, ¾e na mno¾inì M je zadán souøadnicový systém (pøípadnì souøadný sys-

tém, souøadný systém dimenze n, apod.), je-li zadáno prosté zobrazení s:M ! R

n

.

Pí¹eme-li s(x) = (s

1

(x); : : : ; s

n

(x)) pro x 2M , øíkáme èíslùm s

1

(x); : : : ; s

n

(x) sou-

øadnice bodu x a funkce s

1

; : : : ; s

n

se nazývají souøadnicové funkce (nebo také

krátce þsouøadniceÿ).

Nás zde bude zajímat jen pøípad, kdyM � R

n

je otevøená mno¾ina a zobrazení

s je difeomor�smus.

2.127 De�nice. Nech» G � R

n

je otevøená mno¾ina. Øekneme, ¾e jsme na G za-

vedli køivoèaré souøadnice, jestli¾e jsme naG zadali souøadný systém s = (s

1

; : : : ; s

n

),

s:G! R

n

, který je difeomor�smus. Souøadnice s

1

(x); : : : ; s

n

(x) pak nazýváme køi-

voèarými souøadnicemi bodu x 2 G.
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2.128 Poznámka.

(i) Název þkøivoèaré souøadniceÿ odpovídá tomu, ¾e mno¾iny bodù, na kterých

se mìní jen jedna souøadnice a ostatní jsou konstantní, tedy (neprázdné)

mno¾iny tvaru

K = fx 2 G: s

k

(x) = c

k

g pro v¹echna k 2 f1; : : : ; ng n fig;

jsou pro 1 � i � n a c

k

2 R þkøivé èáryÿ(v terminologii oddílu 2.13 to jsou

1-rozmìrné C

1

plochy). Je-li s kartézský (nebo a�nní) souøadný systém, pak

jsou mno¾iny tohoto tvaru þrovné èáryÿ tj. èásti pøímek. (To se ale mù¾e pøi-

hodit i pro jiné difeomor�smy s, napø. s(x; y) := (x

2

; y

2

); (x; y) 2 (0;1)

2

.

(ii) Ji¾ nyní poznamenejme, ¾e v aplikacích bývají køivoèaré souøadnice èasto

urèeny explicitním zadáním inverzního zobrazení s

�1

, pøièem¾ s výpoètem

vzorcù pro zobrazení s bývají problémy a pøi aplikaci je èasto vùbec nepotøe-

bujeme. Tak je tomu pøi aplikaci dùle¾itých køivoèarých souøadnic, kterými

jsou polární souøadnice (v R

2

), válcové souøadnice (v R

3

) a sférické souøad-

nice (v R

3

); viz Pøíklady 2.130, 2.131, 2.132.

Zavádìní vhodných køivoèarých souøadnic je velmi dùle¾ité: bez jejich zavedení

bychom èasto nebyli schopni spoèítat vícerozmìrný integrál èi vyøe¹it parciální di-

ferenciální rovnici. V tìchto aplikacích pou¾íváme køivoèaré souøadnice jako þnové

nezávislé promìnné pro reálné funkceÿ.

O co jde a proè to bývá výhodné, osvìtlí snad následující þfyzikálníÿ pøíklad.

2.129 Pøíklad. Zaveïme v prostoru kartézské souøadnice a do poèátku umístìme zdroj tepla

(bodový s konstantní intenzitou). Pøedpokládejme, ¾e zbytek prostoru je vyplnìn homogenním

prostøedím (napø. vzduchem) a teplota se ji¾ ustálila. Pak mù¾eme uva¾ovat funkci T (x; y; z) na

mno¾inì G := R

3

nf(0; 0; 0)g, která má význam teploty v bodì o souøadnicích (x; y; z). Intuitivnì

je jasné, ¾e funkce T je þrotaènì symetrickáÿ tj. závisí jen na vzdálenosti od poèátku: je tvaru

T (x; y; z) = f(

p

x

2

+ y

2

+ z

2

). Zdá se být tedy výhodné zavést na G køivoèaré souøadnice s

1

; s

2

; s

3

tak aby jedna z nich mìla význam vzdálenosti od poèátku; napøíklad s

1

(x; y; z) =

p

x

2

+ y

2

+ z

2

.

V tomto a podobných þrotaènì symetrických pøípadechÿ se èasto pou¾ívají sférické souøadnice

(r; �; �), pro které platí

r(x; y; z) =

p

x

2

+ y

2

+ z

2

. Funkce T

�

(r; �; �) := T (s

�1

(r; �; �)) (která se èasto a ne zcela ko-

rektnì zapisuje jako T (r; �; �); popisuje toti¾ závislost þteploty Tÿ v bodì na jeho sférických

souøadnicích) pak závisí pouze na jedné promìnné: T

�

(r; �; �) = f(r). Není tedy divu, ¾e èasto

bývá jednodu¹¹í pracovat s funkcí T

�

ne¾ s funkcí T .

Pro studium funkcí H(x; y; z), které závisí pouze na vzdálenosti od osy z

(tj. H(x; y; z) = h

�

p

x

2

+ y

2

�

) je zase vhodné pou¾ít tzv. válcové souøadnice, jedna z válcových

souøadnic je toti¾ r(x; y; z) =

p

x

2

+ y

2

.

(V pøedchozí úvaze jsme situaci úmyslnì trochu zjednodu¹ili | sférické souøadnice bohu¾el

nelze zavést na celé mno¾inì G; srov. Pøíklad 2.132.)

V následujících pøíkladech pojednáme o dùle¾itých køivoèarých souøadnicích:

polárních, válcových, sférických a polárních v R

n

.

2.130 Pøíklad. (polární souøadnice) Uva¾ujme zobrazení F :R

2

! R

2

dané pøedpisem

F (r; ') = (x; y), kde x = r cos', y = r sin'. Je snadno vidìt, ¾e F je tøídy C

1

(dokonce tøídy
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C

1

) a

J

F

(r; ') =

D(x; y)

D(r; ')

(r; ') =

�

�

�

�

cos' �r sin'

sin' r cos'

�

�

�

�

= r cos

2

'+ r sin

2

' = r:

Zobrazení F tedy není regulární na R

2

; nejvìt¹í otevøená mno¾ina, na které je regulární, je R

2

n

(f0g � R). Pøi zavádìní polárních souøadnic v¹ak F uva¾ujeme pouze na otevøené polorovinì

H := (0;1)� R. Pro (r; ') 2 H zøejmì platí

r =

p

x

2

+ y

2

, tj. r je vzdálenost bodu (x; y) := F (r; ') od poèátku.

Vidíme tedy, ¾e poèátek (0; 0) nepatøí do mno¾iny F (H); kterýkoliv jiný bod

z = (x; y) 2 R

2

nf(0; 0)g ji¾ ale v F (H) le¾í. Ztoto¾níme-li z s komplexním èíslem x + iy a

zapí¹eme-li je v goniometrickém tvaru, máme z = r(cos' + i sin'), tj. (x; y) = F (r; '). Víme,

¾e r =

p

x

2

+ y

2

, ale argument (amplituda) ' není urèen jednoznaènì; jednoznaènì (podmínkou

' 2 (��; �]) je v¹ak urèena jeho þhlavní hodnotaÿ Arg z.

Ka¾dý bod z = (x; y) 2 R

2

n f(0; 0)g má nekoneènì mnoho vzorù:

F

�1

(fzg) = f(jzj;Arg z + 2k�): k 2 Zg:

Regulární zobrazení F �

H

tedy není prosté. Jestli¾e zú¾íme F na mno¾inu P := (0;1)� [0; 2�),

je F �

P

prosté zobrazení, které má obor hodnot R

2

n f(0; 0)g; jeho de�nièní obor v¹ak není

otevøená mno¾ina. Dokonce lze dokázat, ¾e neexistuje otevøená mno¾ina G � H, na které je F

prosté a F (G) = R

2

n f(0; 0)g.

Jestli¾e zú¾íme F na otevøenou mno¾inu P

�

= (0;1)� (0; 2�), je výsledné zobrazení F

�

=

F �

P

�

difeomor�smus, ale jeho obor hodnot je pouze R

2

nA, kde A = [0;1)�f0g. Pøi aplikacích

v torii integrálu staèí pracovat se zú¾ením F

�

, proto¾e polopøímka A je z hlediska teorie míry

zanedbatelná: její Lebesgueova míra je nulová.

Pro aplikace v diferenciálním poètu nám v¹ak vadí, ¾e zobrazení F

�

neurèuje køivoèaré (po-

lární) souøadnice na okolí bodù mno¾iny A. V tìchto aplikacích v¹ak pracujeme s lokálními pojmy,

a proto nám staèí zavést polární souøadnice v okolí ka¾dého bodu z 2 R

2

n f(0; 0)g. Tím se ro-

zumí toto: zvolíme nìkterý z bodù u = (r; ') 2 F

�1

(fzg) \H, podle Vìty 2.121 zvolíme okolí U

bodu u, pro který je F �

U

difeomor�smus, a na okolí V := F (U) bodu z pak zavedeme køivo-

èaré þpolární souøadniceÿ pomocí souøadného systému s := (F �

U

)

�1

. Konkrétní volba u a U

(a následnì s) nemá na výpoèty vliv. Oznaèíme-li s(x; y) =: (r(x; y); '(x; y)), máme ov¹em v¾dy

r(x; y) =

p

x

2

+ y

2

, ale explicitní vzorec pro '(x; y) vìt¹inou nepotøebujeme. V pøípadì potøeby

mù¾eme u¾ít následující vzorce:

'(x; y) = arctg

y

x

= arcsin

y

p

x

2

+y

2

pro x > 0 (tj. pro (x; y) 2 (0;1)� R),

'(x; y) = arctg

y

x

+ � = � � arcsin

y

p

x

2

+y

2

pro x < 0,

'(x; y) = arccotg

x

y

= arccos

x

p

x

2

+y

2

pro y > 0

'(x; y) = arccotg

x

y

� � = � arccos

x

p

x

2

+y

2

pro y < 0.

2.131 Pøíklad. (válcové souøadnice) Válcové souøadnice (r; ';Z) se zavádìjí rovnicemi

x = r cos'; y = r sin'; z = Z:

Názornì øeèeno: souøadnici z nemìníme (jen z formálních dùvodù pro þnovouÿ souøadnici pou¾í-

váme písmeno Z) a souøadnice x; y þmìníme na pøíslu¹né polární souøadniceÿ.

Je snadno vidìt, ¾e zobrazení F (r; ';Z) = (r cos'; r sin';Z) je tøídy C

1

. Jeho jacobián je

pochopitelnì þstejnýÿ jako u polárních souøadnic:

J

F

(r; '; Z) =

�

�

�

�

�

�

cos' �r sin' 0

sin' r cos' 0

0 0 1

�

�

�

�

�

�

= r:
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Obr. 2.10. Sférické souøadnice.

Zú¾ení zobrazení F na mno¾inu P := (0;1) � R � R je tedy regulární; z pøedchozího pøíkladu

(o polárních souøadnicích) vidíme, ¾e F (P ) = R

3

n L, kde L = f0g � f0g � R je osa z. Na okolí

ka¾dého bodu a 2 R

3

n L lze zavést válcové souøadnice tímto zpùsobem: zvolíme nìkterý z bodù

u = (r; '; Z) 2 F

�1

(fag), pro který r > 0, podle Vìty 2.121 zvolíme okolí U bodu u, pro který je

F �

U

difeomor�smus, a na otevøeném okolí V := F (U) bodu a pak zavedeme válcové souøadnice

pomocí souøadného systému s := (F �

U

)

�1

. Pro aplikace v integrálním poètu staèí pracovat se

zú¾ením zobrazení F na mno¾inu G := (0;1)� (0; 2�)� R, které je difeomor�smem mno¾iny G

na R

3

n ([0;1)� f0g � R).

2.132 Pøíklad. (sférické souøadnice) Tyto køivoèaré souøadnice jsou v podstatì v¹eobecnì

známy ze zemìpisu. Nech» je dán bod a = (x; y; z) 2 R

3

, pro který (x; y) 6= (0; 0).

Jeho první sférická souøadnice rmá význam jeho vzdálenosti od poèátku, tedy r :=

p

x

2

+ y

2

+ z

2

.

Nyní uva¾ujeme sféru S

r

= fw 2 R

3

: kwk = rg, kterou si pøedstavíme jako þpovrch zemìkouleÿ

(viz obr. 2.10), a to tak, ¾e

(i) rovina xy je rovina rovníku, (0; 0; r) je severní pól a (0; 0;�r) je pól ji¾ní,

(ii) uzavøená polorovina P := [0;1)� f0g � R je þpolorovina nultého poledníkuÿ a

(iii) východní zemìpisná délka bodu (0; r; 0) (v obloukové míøe) je �=2.

Pøi této interpretaci je druhá sférická souøadnice � 2 [��=2; �=2] bodu a dána jeho þzemì-

pisnou ¹íøkouÿ, pøièem¾ znaménko + (resp. �) pøíslu¹í severní (resp. ji¾ní) ¹íøce.

Podobnì je tøetí sférická souøadnice � 2 (��; �] bodu a dána jeho zemìpisnou délkou, pøièem¾

znaménko + pøíslu¹í východní délce.

Kolmá projekce a

�

bodu a do roviny xy má pak vzdálenost od poèátku r cos �, tak¾e x-ová

souøadnice bodu a

�

i bodu a je x = r cos� cos � a jejich y-ová souøadnice je y = r cos� sin �.

Pøitom z-ová souøadnice bodu a je zøejmì z = r sin �.

Místo úhlu � 2 [��=2; �=2] se ale èastìji pou¾ívá úhel � := �=2�� 2 [0; �]; tak¾e sin � = cos�

a cos � = sin �. Navíc úhel � je zvykem oznaèovat písemenem ' a uva¾ovat jej vìt¹inou v intervalu

[0; 2�).

Pøi zavádìní sférických souøadnic (neboli polárních souøadnic v prostoru) tedy uva¾ujeme
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sobrazení

S

�

: (r; �; �) 7! (r cos � cos �; r cos� sin �; r sin�);

nebo èastìji

S: (r; �; ') 7! (r sin � cos'; r sin � sin'; r cos �):

Z geometrického názoru je vidìt (a lze snadno dokázat), ¾e S([0;1) � [0; �] � [0; 2�)) = R

3

.

Snadný výpoèet dává

J

S

�

(r; �; �) = �r

2

cos�; J

S

(r; �; ') = r

2

sin �:

(Toto vyjádøení jacobiánu lze také snadno odvodit ze znalosti þ jacobiánu pro polární souøad-

niceÿ; viz následující poznámka.)

Pomocí zobrazení S lze tedy zavést sférické souøadnice na okolí ka¾dého bodu, který nele¾í

na ose z. Pro aplikace v integrálním poètu staèí pracovat se zú¾ením zobrazení S na mno¾inu

G := (0;1)� (0; �)� (0; 2�), které je difeomor�smem mno¾iny G na R

3

n ([0;1)� f0g � R).

2.133 Poznámka. Vzorec pro jacobián zobrazení S z pøedchozího pøíkladu lze jednodu¹e

získat, uvìdomíme-li si, ¾e zobrazení S je v podstatì slo¾ením dvou zobrazení, které jsme u¾ili v

Pøíkladu 2.131 pøi zavádìní válcových souøadnic. Polo¾íme-li toti¾ P (x; y; z) := (y; z; x),

F (r; �; ') := (r cos �; r sin �; '); F

�

(u; v; w) := (u; v cosw; v sinw);

pak snadno vidíme, ¾e S = P � F

�

� F , J

F

(r; �; ') = r, J

F

�

(u; v; w) = v a J

P

(u; v; w) = 1, tak¾e

podle Dùsledku 2.51

J

S

(r; �; ') = 1 � J

F

�

(F (r; �; ')) � J

F

(r; �; ') = (r sin �) � r = r

2

sin �:

2.134 Pøíklad. (polární souøadnice v R

n

) Na pozorování z pøedchozí poznámky je za-

lo¾ena de�nice polárních (sférických) souøadnic v R

n

, (n � 3) pøi jejich¾ zavádìní uva¾ujeme

zobrazení

S: (r; '

1

; : : : ; '

n�1

) 7! (x

1

; : : : ; x

n

)

zadané takto:

x

1

= r cos'

1

x

2

= r sin'

1

cos'

2

x

3

= r sin'

1

sin'

2

cos'

3

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

x

n�2

= r sin'

1

� � � sin'

n�3

cos'

n�2

x

n�1

= r sin'

1

� � � sin'

n�3

sin'

n�2

cos'

n�1

x

n

= r sin'

1

� � � sin'

n�3

sin'

n�2

sin'

n�1

:

Je snadno vidìt, ¾e

S = V

n�1;n

� V

n�2;n�1

� � � � � V

2;3

� V

1;2

;

kde V

i;i+1

je zobrazení, pøi kterém se na dvojici souøadnic (t

i

; t

i+1

) aplikuje zobrazení F , kterým

se zavádìjí polární souøadnice, a ostatní souøadnice se nemìní, tj.

V

i;i+1

(t

1

; : : : ; t

i

; t

i+1

; : : : ; t

n

) := (t

1

; : : : ; t

i

cos t

i+1

; t

i

sin t

i+1

; : : : ; t

n

):

Z tohoto vyjádøení pak dostáváme

J

S

(r; '

1

; : : : ; '

n�1

) = r � (r sin'

1

) � (r sin'

1

sin'

2

) � (r sin'

1

� � � sin'

n�3

sin'

n�2

)

= r

n�1

sin

n�2

'

1

sin

n�3

'

2

� � � sin'

n�2

:
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Pro aplikace v integrálním poètu staèí uva¾ovat (difeomorfní) zú¾ení zobrazení S na mno¾inu

(0;1)�(0; �)

n�2

�(0; 2�). Pro aplikace v diferenciálním poètu lze pomocí zobrazení S zavést þn-

rozmìrnéÿ polární souøadnice v okolí ka¾dého bodu x 2 R

n

, který je tvaru x = S(r; '

1

; : : : ; '

n�1

),

kde J

S

(r; '

1

; : : : ; '

n�1

) 6= 0.

2.12 Zámìna promìnných

Pøedpokládejme, ¾e na otevøené mno¾inì G � R

n

je zadán souøadný systém (tj.

difeomor�smus) S = (S

1

; : : : ; S

n

), S:G ! R

n

. Pak H := S(G) je otevøená mno-

¾ina. Difeomor�smus S

�1

udává závislost þstarýchÿ kartézských souøadnic (které

znaèíme x

1

; : : : ; x

n

) na þnovýchÿ køivoèarých souøadnnicích s

1

; : : : ; s

n

; jeho slo¾ky

je proto pøirozené oznaèovat X

1

(s

1

; : : : ; s

n

); : : : ; X

n

(s

1

; : : : ; s

n

): (Pro pøesnost vý-

kladu zde souøadnicové funkce znaèíme velkými písmeny, abychom je v dal¹ím,

pomìrnì slo¾itém výkladu, odli¹ili od pøíslu¹ných souøadnic konkrétních bodù.

V poèetní praxi souøadnicové funkce a souøadnice zpravidla oznaèujeme stejnými

písmeny.)

Kdykoliv je nyní z:G! R reálná funkce, budeme symbolem z

�

oznaèovat funkci

z

�

:= z � S

�1

. Funkce z

�

:H ! R je tedy zadána pøedpisem

z

�

(s

1

; : : : ; s

n

) = z (X

1

(s

1

; : : : ; s

n

); : : : ; X

n

(s

1

; : : : ; s

n

)) :

Pokud n = 3 a z(x

1

; : : : ; x

n

) má význam velikosti nìjaké fyzikální velièiny (tøeba

teploty) v bodì (x

1

; : : : ; x

n

), vyjadøuje funkce z

�

závislost této velièiny na køivoèa-

rých souøadnicích s

1

; : : : ; s

n

tohoto bodu. Fyzici, a nìkdy i matematici, proto (ne

zcela korektnì) pí¹í z(s

1

; : : : ; s

n

) místo z

�

(s

1

; : : : ; s

n

).

Fyzikální zákony lze velmi èasto formulovat ve tvaru parciálních diferenciálních

rovnic. V obecné parciální diferenciální rovnici k-tého øádu pro neznámou funkci

z(x) = z(x

1

; : : : ; x

n

) se kromì hodnoty z(x) a èísel x

1

; : : : ; x

n

mohou vyskytovat

i hodnoty parciálních derivací funkce z v bodì x a¾ do øádu k.

Obecné parciální diferenciální rovnice prvního a k-tého øádu mají tvar

f

�

x

1

; : : : ; x

n

; z(x);

@z

@x

1

(x); : : : ;

@z

@x

n

(x)

�

= 0

a

(2.42) F

�

x

1

; : : : ; x

n

; z(x);

@z

@x

1

(x); : : : ;

@z

@x

n

(x);

@

2

z

@x

2

1

(x); : : : ;

@

k

z

@x

k

n

(x)

�

= 0

Má-li napøíklad z(x) význam ustálené teploty v bodì x, lze ukázat, ¾e funkce z

musí splòovat (Laplaceovu) parciální diferenciání rovnici druhého øádu

@

2

z

@x

2

1

(x) +

@

2

z

@x

2

2

(x) +

@

2

z

@x

2

3

(x) = 0
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v ka¾dém bodì mno¾iny G.

Je pøirozené oèekávat, ¾e parciální diferenciální rovnici (2.42) pro funkci z lze

þekvivalentnì pøevéstÿ na parciální diferenciální rovnici pro funkci z

�

. Abychom

pøíslu¹nou rovnici pro z

�

napsali, potøebujeme vypoèítat souøadnice x

1

; : : : ; x

n

bodu

x, hodnotu z(x) a hodnoty parciálních derivací (a¾ do øádu k) funkce z v bodì x

pomocí køivoèarých souøadnic S

1

(x); : : : ; S

n

(x) bodu x, hodnoty z

�

(S(x)) a hodnot

parciálních derivací funkce z

�

v bodì S(x). Pak ji¾ staèí tato vyjádøení dosadit do

(2.42), místo S

i

(x) psát s

i

a dostaneme pøíslu¹nou rovnici pro z

�

.

Dále budeme pøedpokládat, ¾e máme v þexplicitním tvaruÿ zadáno zobrazení

S

�1

, tj. jsou dány vzorce pro funkce X

1

(s

1

; : : : ; s

n

); : : : ; X

n

(s

1

; : : : ; s

n

). (Pak ov¹em

mù¾eme þexplicitnì vyjádøitÿ také v¹echny parciální derivace funkcí X

1

; : : : ; X

n

.)

Tak tomu bývá v nejdùle¾itìj¹ích pøípadech (u¾ití polárních, válcových a sférických

souøadnic) a navíc: pokud se v rovnici (2.42) vyskytují slo¾ky x (tj. funkce F závisí

na x

1

; : : : ; x

n

), pak vzorce pro S

�1

nutnì potøebujeme.

Pøedpokládejme nyní, ¾e funkce z (a tedy i z

�

, viz Vìta 2.76) je tøídy C

1

. Pak

mù¾eme vypoèítat parciální derivace prvního øádu funkce z pomocí parciálních

derivací prvního øádu funkce z

�

, tj. získat þexplicitní vyjádøeníÿ

(2.43)

@z

@x

i

(x) = h

i

�

S

1

(x); : : : ; S

n

(x);

@z

�

@s

1

(S(x)); : : : ;

@z

�

@s

n

(S(x))

�

následujícím zpùsobem.

Derivováním rovnice z

�

(s

1

; : : : ; s

n

) = z(X

1

(s

1

; : : : ; s

n

); : : : ; X

n

(s

1

; : : : ; s

n

)) podle

promìnných s

1

; : : : ; s

n

získáme systém n rovnic (ve kterých znaèíme s = (s

1

; : : : ; s

n

)

a x = (X

1

(s); : : : ; X

n

(s)))

@z

�

@s

1

(s) =

@z

@x

1

(x)

@X

1

@s

1

(s) + � � �+

@z

@x

n

(x)

@X

n

@s

1

(s)

: : :

@z

�

@s

n

(s) =

@z

@x

1

(x)

@X

1

@s

n

(s) + � � �+

@z

@x

n

(x)

@X

n

@s

n

(s);

z nich¾ vypoèítáme (napøíklad pomocí Cramerova pravidla; matice soustavy je

zøejmì regulární) þneznáméÿ

@z

@x

1

(x); : : : ;

@z

@x

n

(x).

Za pøedpokladu, ¾e souøadný systém S i funkce z (a tedy i z

�

) jsou tøídy C

2

,

bychom mohli ka¾dou z tìchto n rovnic derivovat podle s

1

; : : : ; s

n

a z obdr¾ených

n

2

rovnic nalézt vhodné vyjádøení pro parciální derivace druhého øádu funkce z.

Na¹tìstí je vìc podstatnì jednodu¹¹í, proto¾e mù¾eme pou¾ít následující þtrikÿ,

který spoèívá v tom, ¾e pou¾ijeme vzorec (2.43) na funkci

@z

@x

j

(x) místo na funkci

z(x). (Na tomto místì lze doporuèit ètenáøi, aby se pøed dal¹ím ètením seznámil

s pou¾itím tohoto triku na konkrétním pøíkladì 2.135.)

Pak pro i = 1; : : : ; n dostáváme
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(2.44)

@

2

z

@x

i

@x

j

(x) = h

i

0

B

@

S

1

(x); : : : ; S

n

(x);

@

��

@z

@x

j

�

�

�

@s

1

(S(x)); : : : ;

@

��

@z

@x

j

�

�

�

@s

n

(S(x))

1

C

A

:

U¾ijeme-li (2.43) pro i = j a x = S

�1

(s), dostaneme pro funkci

�

@z

@x

j

�

�

následující

vzorec:

�

@z

@x

j

�

�

(s) =

@z

@x

j

�

S

�1

(s)

�

= h

j

�

@z

�

@s

1

(s); : : : ;

@z

�

@s

n

(s); s

1

; : : : ; s

n

�

:

Po zderivování posledního výrazu a dosazení do (2.44) zøejmì dostaneme vyjádøení

tvaru

@

2

z

@x

i

@x

j

(x) = h

ij

�

S

1

(x); : : : ; S

n

(x);

@z

�

@s

1

(S(x)); : : : ;

@z

�

@s

n

(S(x));

@

2

z

�

@s

2

1

(S(x));

@

2

z

�

@s

2

@s

1

(S(x)); : : :

@

2

z

�

@s

2

n

(S(x));

�

;(2.45)

kde funkce h

ij

dovedeme explicitnì spoèítat.

Postupujeme-li stejnou metodou dále, dostaneme (za pøedpokladu, ¾e S je tøídy

C

k

) pro funkce z 2 C

k

(G) hledané vyjádøení parciálních derivací a¾ do øádu k.

Pokud je napøíklad z tøídy C

3

, pou¾ijeme þtrikÿ pro výpoèet

@

3

z

@x

k

@x

i

@x

j

tak, ¾e

aplikujeme vzorec (2.43) na funkci

@

2

z

@x

i

@x

j

místo na funkci z, pøièem¾ pro vyjádøení

funkce

�

@

2

z

@x

i

@x

j

�

�

pou¾ijeme vzorec (2.45), ve kterém polo¾íme x = S

�1

(s).

Právì provedená odvozování si není nutno pamatovat, staèí si osvojit metodu

výpoètu na následujícím typickém pøíkladì, ve kterém ji¾ pou¾íváme obvyklé þli-

cenceÿ: pí¹eme z místo z

�

a nepí¹eme body, ve kterých se parciální derivace poèítají.

2.135 Pøíklad. Nech» je dána funkce z(x; y), která je tøídy C

1

na nìjaké otevøené

mno¾inì M � R

2

n f(0; 0)g. Je-li c 2 M , existuje jeho okolí G � M , na kterém

mù¾eme zavést polární souøadnice difeomor�smem S. Na H := S(G) pak platí

S

�1

(r; ') = (r cos'; r sin'). Derivujeme-li rovnici

z(r; ') := z

�

(r; ') := z(r cos'; r sin')

podle r a také podle ', dostáváme

(2.46)

@z

@r

=

@z

@x

cos'+

@z

@y

sin';

@z

@'

= �

@z

@x

r sin'+

@z

@y

r cos':
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(Poznamenejme, ¾e pøesný zápis 1. rovnice z (2.46) je

@z

�

@r

(r; ') =

@z

@x

(r cos'; r sin') cos'+

@z

@y

(r cos'; r sin') sin'; (r; ') 2 H:)

Øe¹ením soustavy (2.46) vzhledem k neznámým

@z

@x

,

@z

@y

dostáváme

(2.47)

@z

@x

=

@z

@r

cos'�

1

r

@z

@'

sin';

@z

@y

=

@z

@r

sin'+

1

r

@z

@'

cos':

Dále pøedpokládáme, ¾e z je tøídy C

2

na G; pak mù¾eme pou¾ít vý¹e popsaný

þtrikÿ: první vzorec z (2.47) pou¾ijeme na funkci

@z

@x

místo na funkci z. Pøitom

funkci

@z

@x

vyjádøíme pomocí prvního vzorce z (2.47). Dostáváme

@

2

z

@x

2

=

@

�

@z

@x

�

@x

=

@

�

@z

@x

�

@r

cos'�

1

r

@

�

@z

@x

�

@'

sin' =

=

@

@r

�

@z

@r

cos'�

1

r

@z

@'

sin'

�

cos'�

1

r

@

@'

�

@z

@r

cos'�

1

r

@z

@'

sin'

�

sin' =

=

@

2

z

@r

2

cos

2

'�

2

r

@

2

z

@' @r

cos' sin'+

1

r

2

@

2

z

@'

2

sin

2

'+

+

1

r

@z

@r

sin

2

'+

2

r

2

@z

@'

sin' cos':

Zcela obdobnì lze vypoèítat

@

2

z

@x @y

a

@

2

z

@y

2

a odvodit napøíklad vzorec

@

2

z

@x

2

+

@

2

z

@y

2

=

@

2

z

@r

2

+

1

r

2

@

2

z

@'

2

+

1

r

@z

@r

:

Z nìho vyplývá, ¾e funkce z spòuje na G dùle¾itou Laplaceovu rovnici

(2.48)

@

2

z

@x

2

+

@

2

z

@y

2

= 0;

právì kdy¾ funkce z

�

splòuje na H rovnici

(2.49)

@

2

z

�

@r

2

+

1

r

2

@

2

z

�

@'

2

+

1

r

@z

�

@r

= 0:

Z toho mù¾eme také usoudit, ¾e funkce z 2 C

2

(M) splòuje naM Laplaceovu rovnici,

právì kdy¾ funkce z

�

(r; ') := z(r cos'; r sin') splòuje na (0;1)�R rovnici (2.49).
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Hladké k-rozmìrné plochy v R

n

2.13

2.13 Hladké k-rozmìrné plochy v R

n

2.13.1 Úvodní úvahy

Vylo¾íme pouze základní fakta teorie k-rozmìrných ploch, která umo¾òují pøirozený

a elegantní výklad teorie þvázaných extrémùÿ.

Zaènìme þorientaèníÿ diskuzí následující otázky: Které podmno¾iny R

2

je pøi-

rozené pova¾ovat za hladké 1-rozmìrné plochy (þkøivé èáryÿ) v R

2

?

Na¹í intuitivní pøedstavì jistì vyhovuje libovolná pøímka; dále také asi graf

þhladkéÿ funkce f (tedy mno¾ina f(x; y): y = f(x)g a také þgrafÿ hladké funkce

x = g(y) (pøesnìji: mno¾ina f(x; y): x = g(y)g). Na¹í pøedstavì v¹ak také asi

vyhovuje kru¾nice f(x; y): x

2

+ y

2

= 1g. Ta v¹ak není ani grafem funkce y = f(x)

ani þgrafemÿ funkce x = g(y), je v¹ak þlokálnìÿ jednoho z tìchto typù.

Jako pøirozená se tedy jeví þlokální de�niceÿ: hladkou 1-rozmìrnou plochu bu-

deme de�novat jako takovou mno¾inu M � R

2

, pro její¾ ka¾dý bod x 2M existuje

otevøené okolí U bodu x takové, ¾e U \M je þspeciální kus hladké 1-rozmìrné plo-

chyÿ: þhladce zdeformovaná otevøená úseèkaÿ. Pod tímto pojmem mù¾eme rozumìt

mno¾inu, která je grafem funkce y = f(x); x 2 (a; b) nebo x = g(y), y 2 (c; d); jsou

v¹ak mo¾né i jiné pøirozené de�nice (napøíklad obraz úseèky pøi þhladké deformaci

rovinyÿ nebo obraz intervalu (a; b) pøi vhodném hladkém zobrazení ': (a; b)! R

2

).

Tyto pøístupy v obecném pøípadì vedou k rùzným pojmùm þkusu k-rozmìrné

C

p

plochyÿ v R

n

. Je dùle¾itou a zajímavou skuteèností, ¾e tyto rùzné pøístupy vedou

ke stejnému pojmu k-rozmìrné C

p

plochy v R

n

.

Úmluva Pou¾ijeme-li kdekoliv v dal¹ím výkladu symbol C

p

, rozumí se, ¾e p 2

N [ f1g je libovolné pevnì zvolené èíslo. Není-li øeèeno jinak, jsou v dal¹ím k, n

pøirozená èísla, pro která k < n.

2.13.2 Rùzné typy þkusù plochÿ

Explicitnì zadaný kus plochy

Zhruba øeèeno, jde o mno¾inu, která je zadaná jako þgraf funkce (zobrazení)ÿ.

Jinak a trochu pøesnìji: pro urèení bodu v explicitnì zadaném kusu k-rozmìrné

plochy staèí znát jeho jistých k souøadnic; ostatních n� k souøadnic pak mù¾eme

jednoznaènì dopoèítat.

2.136 De�nice. Mno¾inaM � R

n

je explicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy

v R

n

(1 � k < n), jestli¾e existují pøirozená èísla 1 � i

1

< i

2

< � � � < i

k

� n;

neprázdná otevøená mno¾ina G � R

k

a zobrazení f : G ! R

n�k

tøídy C

p

takové,

¾e

M = f(x

1

; : : : ; x

n

): (x

j

1

; : : : ; x

j

n�k

) = f(x

i

1

; : : : ; x

i

k

)g;
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Obr. 2.11.

kde x

j

1

; : : : ; x

j

n�k

jsou þzbylé souøadniceÿ, pøesnìji: j

1

< j

2

< � � � < j

n�k

a

fj

1

; : : : ; j

n�k

g = f1; : : : ; ng n fi

1

; : : : ; i

k

g:

2.137 Pøíklad.

a) Horní polosféra f(x; y; z): x

2

+ y

2

< 1; z =

p

1� x

2

� y

2

g znázornìná na

obr. 2.11 vlevo je explicitnì zadaný kus 2-rozmìrné C

1

plochy v R

3

.

b) ©roubovice f(x; y; z): x = r cos cz; y = r sin czg (r > 0; c 6= 0) (srov.

obr. 2.11 vpravo) je explicitnì zadaný kus 1-rozmìrné C

1

plochy v R

3

.

c) Nech» G je libovolná otevøená neprázdná podmno¾ina R

2

. Pak mno¾ina

M = f(x; y; z; t): (y; t) 2 G; x = y

2

t; z = sin(y + t)g

je explicitnì zadaný kus 2-rozmìrné C

1

plochy v R

4

.

d) Mno¾ina

S

1

n=1

(n; n + 1=2)� f1g je podle na¹í de�nice explicitnì zadaný

kus 1-rozmìrné C

1

plochy v R

2

, i kdy¾ není souvislá { souvislost kusu plochy jsme

v de�nici nepo¾adovali.

c) Kru¾nice f(x; y): x

2

+ y

2

= 1g není explicitnì zadaný kus 1-rozmìrné C

1

plochy v R

2

, ale je sjednocením 4 takových kusù:

f(x; y): x 2 (�1; 1); y =

p

1� x

2

g; f(x; y): x 2 (�1; 1); y = �

p

1� x

2

g;

f(x; y): y 2 (�1; 1); x =

p

1� y

2

g; f(x; y): y 2 (�1; 1); x = �

p

1� y

2

g:

Parametricky zadaný kus plochy

My¹lenka parametrického zadání plochy je analogická obvyklé de�nici køivky:

bod k-rozmìrné plochy P � R

n

by mìl být urèen zadáním k reálných parametrù,

tj. P = '(G), kde G � R

k

a ' je þrozumné zobrazeníÿ.

Pro þparametrické zadáníÿ kusu k-rozmìrné C

p

plochy v R

n

(1 � k < n), je

pøirozené uva¾ovat otevøenou mno¾inu G � R

k

a prosté zobrazení ': G! R

n

tøídy
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C

p

. Hlub¹í rozbor ukazuje, ¾e je vhodné pøipou¹tìt pouze zobrazení ', která splòují

dal¹í dodateèné po¾adavky (srov. Pøíklad 2.143).

2.138 De�nice. Nech» 1 � k < n jsou pøirozená èísla, G � R

k

je neprázdná

otevøená mno¾ina a ': G! R

n

je zobrazení. Øekneme, ¾e ': G! R

n

je regulární

homeomor�smus z R

k

do R

n

, jestli¾e platí:

(i) Zobrazení ' je tøídy C

1

na G.

(ii) Derivace '

0

(a): R

k

! R

n

je prosté zobrazení pro ka¾dý bod a 2 G.

(iii) Zobrazení ': G! '(G) je homeomor�smus.

2.139 De�nice. Nech» 1 � k < n. Øekneme, ¾e M � R

n

je parametricky zadaný

kus k-rozmìrné C

p

plochy v R

n

, jestli¾e existuje neprázdná otevøená mno¾ina

G � R

k

a regulární homeomor�smus ': G! R

n

tøídy C

p

takový, ¾e M = '(G).

2.140 Poznámka.

(a) Pokud G je navíc souvislá mno¾ina (pøípadnì mno¾ina homeomorfní s otevøenou koulí v

R

k

), pou¾ívá se v literatuøe pro '(G) nìkdy název þjednoduchá plochaÿ nebo þelementární

plochaÿ.

(b) Podmínka (ii) z De�nice 2.138 je podmínka regularity. Z lineární algebry je

známo, ¾e tuto podmínku lze ekvivalentnì psát i v jiných formách:

(ii)

�

dim

�

'

0

(a)(R

k

)

�

= k pro ka¾dý bod a 2 G.

(ii)

��

Hodnost Jacobiho matice zobrazení ' je v ka¾dém bodì a 2 G rovna k.

Regulárními zobrazeními z R

k

do R

n

(k < n) se èasto rozumí zobra-

zení s vlastnostmi (i) a (ii). My tento pojem nebudeme zavádìt; þregulární

homeomor�smusÿje pro nás þnedìlitelný termínÿ.

(c) Vzhledem k tomu, ¾e z podmínky (i) vyplývá spojitost ', lze podmínku (iii)

(ekvivalentnì) nahradit kteroukoliv z následujících dvou podmínek, které

jsou ekvivalentní spojitosti '

�1

:

(iii)

�

Zobrazení ' je prosté a pro ka¾dou otevøenou mno¾inu H � G je '(H)

mno¾ina (relativnì) otevøená ve '(G).

(iii)

��

Zobrazení ' je prosté a pro ka¾dou posloupnost (t

n

) v G a t 2 G platí

implikace '(t

n

)! '(t) =) t

n

! t.

(d) Pokud k = n a G � R

n

, pak zobrazení ': G! R

n

splòuje podmínky (i), (ii), (iii), právì

kdy¾ ' je difeomor�smus. To plyne okam¾itì z Tvrzení 2.124.

Následující pøíklad (a také Pøíklad (?)) ukazuje, ¾e kdybychom v De�nici 2.138

vynechali podmínku regularity (ii), plocha '(G) by nemusela být þhladkáÿ.

2.141 Pøíklad. Nech» ': R ! R

2

, '(x) = (x

3

; jx

3

j). Pak '(R) je grafem funkce

f(x) = kxk, tak¾e to není þhladkáÿ 1-rozmìrná plocha. Pøedpoklady (i) a (iii) se snadno

ovìøí; podmínka (ii) v¹ak není splnìna pro a = 0.

2.142 Pøíklad. Pøedpokládejme, ¾e ': R

k

! R

n

; (1 � k < n) je lineární zobrazení.

Pak '

0

(a) = ' pro ka¾dý bod a 2 R

k

. Podmínka regularity (ii) je tedy splnìna právì
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Obr. 2.12.

tehdy, kdy¾ ' je prosté. V tom pøípadì je v¹ak v¾dy splnìna i podmínka (iii). To mù¾eme

zdùvodnit tak, ¾e '(R

k

) je koneènì rozmìrný normovaný lineární podprostor R

n

, a proto¾e

zobrazení '

�1

: '(R

k

)! R

k

je lineární, je nutnì spojité (viz Vìta 1.130). Zcela analogický

je pøípad, kdy ' je zú¾ení lineárního (resp. a�nního) zobrazení na neprázdnou otevøenou

mno¾inu G � R

n

.

Následující pøíklad v¹ak ukazuje, ¾e obecnì nelze podmínku (iii) z de�nice re-

gulárního difeomor�smu nahradit pøedpokladem prostoty '.

2.143 Pøíklad. (Srov. obr. 2.12).

Uva¾ujme mno¾inu

M := ((�2; 0)� f�1g) [ f(x; y): x

2

+ y

2

= 1g:

Polo¾íme nyní G := (�2; 2�) a budeme uva¾ovat prostou parametrizaci ': G!M , která

popisuje pohyb bodu, který v þèasovém intervaluÿ (�2; 0) (jednotkovou rychlostí) probíhá

úseèku (�2; 0)�f�1g þzleva dopravaÿ a pak v þèasovém intervaluÿ [0; 2�] probíhá kru¾nici

f(x; y): x

2

+ y

2

= 1g v kladném smyslu. Pøesnìji:

'(t) = (t;�1); t 2 (�2; 0); '(t) = (cos(��=2 + t); sin(��=2 + t)); t 2 [0; 2�):

Elementární výpoèet ukazuje, ¾e ' splòuje podmínky (i) a (ii). Navíc je ' zøejmì

prosté; není v¹ak regulárním homeomor�smem z R do R

2

, proto¾e '

�1

: M ! G není

spojité. To uká¾eme pomocí podmínky (iii)

��

z Poznámky 2.140: klademe-li t

k

= 2��1=k

a t = 0, platí '(t

k

) ! '(t) = (0;�1), ale neplatí t

k

! t. Lze ukázat, ¾e M vùbec není

parametricky zadaný kus 1-rozmìrné C

p

plochy v R

2

. þVadíÿ v¹ak pouze bod (0;�1):

zú¾ení ' na otevøenou mno¾inu (�2; 0) [ (0; 2�) je regulární homeomor�smus z R do R

2

,

tak¾e M

�

: =M n f(0;�1)g je parametricky zadaný kus 1-rozmìrné C

1

plochy v R

2

.

S pøesným ovìøováním spojitosti '

�1

mohou být potí¾e i tehdy, kdy¾ se vìc zdá

být z geometrického názoru zcela jasná. V pøípadì, ¾e G je omezená mno¾ina, lze

èasto u¾ít následující tvrzení.

2.144 Tvrzení. Nech» 1 � k < n, G � R

k

je neprázdná omezená otevøená

mno¾ina a ': G ! R

n

je prosté spojité zobrazení. Pøedpokládejme, ¾e existuje
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spojité zobrazení e': G ! R

n

, které roz¹iøuje zobrazení '. Pak ': G ! '(G) je

homeomor�smus, právì kdy¾ platí podmínka

(2.50) e'(@G) \ '(G) = ;:

Dùkaz. Pøedpokládejme nejprve, ¾e platí podmínka (2.50). Víme, ¾e zobrazení

'

�1

: '(G) ! G je spojité, právì kdy¾ vzor ('

�1

)

�1

(A) = '(A) je (relativnì) uzavøená

mno¾ina ve '(G) pro ka¾dou (relativnì) uzavøenou mno¾inu A v G. Nech» tedy A je

relativnì uzavøená v G, tj. A = A \ G. Proto¾e G je omezená, je podle Vìty 1.104 A

kompaktní. Podle Vìty 1.106 je tedy mno¾ina e'(A) kompaktní, a proto je uzavøená v R

n

.

Proto¾e zøejmì A = A [ (A \ @G), podle podmínky (2.50) platí

e'(A) \ '(G) = '(A) [

�

e'(A \ @G) \ '(G))

�

= '(A);

tak¾e dostáváme, ¾e '(A) je (relativnì) uzavøená mno¾ina ve '(G), co¾ jsme mìli dokázat.

Nyní pøedpokládejme, ¾e podmínka (2.50) neplatí. Existují tedy body t 2 G a t

�

2 @G,

pro které '(t) = e'(t

�

). Zvolíme-li nyní posloupnost (t

n

) bodù z G konvergující k t

�

,

dostáváme, ¾e '(t

n

)! '(t), tak¾e neplatí podmínka (iii)

��

z Poznámky 2.140 a ': G!

'(G) není homeomor�smus.

2.145 Pøíklad. Nech» S: R

3

! R

3

je zobrazení þzavádìjící sférické souøadniceÿ z Pøí-

kladu 2.132. Uva¾ujme zobrazení

	: R

2

! R

3

; 	(�; ') = S(1; �; ') = (sin � cos'; sin � sin'; cos �)

Z vlastností S vyplývá, ¾e 	(R

2

) = f(x; y; z): x

2

+ y

2

+ z

2

= 1g. Zøejmì 	 je tøídy

C

1

na R

2

a úvahou nebo výpoètem snadno dostáváme, ¾e platí rovnost 	

0

(�; ') (h; k) =

S

0

(1; �; ') (0; h; k). Proto¾e J

S

(1; �; ') = sin �, je lineární zobrazení 	

0

(�; ') prosté, pokud

sin � 6= 0. Polo¾íme-li G: = (0; �)� (0; 2�) a �: = 	 �

G

, splòuje tedy � podmínky (i) a

(ii) z De�nice 2.138. Z geometrického názoru þje vidìtÿ a snadno se pøesnì doká¾e, ¾e �

je prosté a �(G) je jednotková sféra bez þnultého poledníkuÿ, tj.

�(G) = P : = f(x; y; z): x

2

+ y

2

+ z

2

= 1g n f(x; y; z): y = 0; x � 0; x

2

+ z

2

= 1g.

Zobrazení

e

�: = 	 �

G

je zøejmì spojité roz¹íøení � a je snadné ovìøit platnost pod-

mínky (2.50). Zobrazení � je tedy regulární homeomor�smus aM je parametricky zadaný

kus dvourozmìrné C

1

plochy.

Kus k-rozmìrné C

p

plochy zadaný difeomor�smem.

2.146 De�nice. Nech» 1 � k < n. Øekneme, ¾e ; 6= M � R

n

je kus k-rozmìrné

C

p

plochy zadaný difeomor�smem, jestli¾e existuje otevøená mno¾ina H � R

n

a

difeomor�smus  : H ! R

n

tøídy C

p

takový, ¾e

M =  (H \ f(x

1

; : : : ; x

n

): x

k+1

= x

k+2

= � � � = x

n

= 0g):

2.147 Poznámka. Kdybychom v de�nici místo lineárního k-rozmìrného prostoru f(x

1

; : : : ; x

n

): x

k+1

=

x

k+2

= � � � = x

n

= 0g pøipou¹tìli libovolný k-rozmìrný a�nní podprostor R

n

, dostali
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bychom stejný pojem. To je snadno vidìt z toho, ¾e libovolné dva k-rozmìrné a�nní pod-

prostory R

n

lze na sebe pøevést (a�nním) difeomor�smem, který zobrazuje R

n

na R

n

.

Implicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy.

2.148 De�nice. Nech» 1 � k < n. Øekneme, ¾e ; 6=M � R

n

je implicitnì zadaný

kus k-rozmìrné C

p

plochy v R

n

, existuje-li otevøená mno¾ina G � R

n

a zobrazení

g: G! R

n�k

takové, ¾e g je tøídy C

p

v G, Jacobiho matice [g

0

(x)] zobrazení g má

v ka¾dém bodì x 2 G hodnost n� k a

M = fx 2 G: g(x) = 0g:

Dále budeme potøebovat následující snadné vztahy mezi právì de�novanými

pojmy.

2.149 Tvrzení. Nech» 1 � k < n a M � R

n

. Uva¾ujme následující výroky.

(i) M je explicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy.

(ii) M je parametricky zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy.

(iii) M je implicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy.

(iv) M je kus k-rozmìrné C

p

plochy zadaný difeomor�smem.

Pak platí následující implikace:

(i)) (ii); (i)) (iii); (i)) (iv); (iv)) (ii):

Dùkaz. þ(i) ) (ii)ÿ: Pøedpokládejme, ¾e M je explicitnì zadaný kus k-rozmìrné

C

p

plochy. Pro vìt¹í pøehlednost pøedpokládejme, ¾e pro indexy i

1

; : : : ; i

k

z De-

�nice 2.136 platí i

1

= 1; : : : ; i

k

= k. Pak existuje neprázdná otevøená mno¾ina

G � R

k

a zobrazení f : G! R

n�k

tøídy C

p

takové, ¾e

M = f(x

1

; : : : ; x

n

): (x

k+1

; : : : ; x

n

) = f(x

1

; : : : ; x

k

)g:

Je snadno vidìt, ¾e zobrazení ': G ! R

n

dané pøedpisem '(t) = (t; f(t)) je regu-

lární homeomor�smus z R

k

do R

n

a '(G) =M . Mno¾ina M je tedy parametricky

zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy. Je zøejmé, ¾e pøípad obecných indexù i

1

; : : : ; i

k

je zcela obdobný, jen formální zápis je ménì pøehledný.

þ(i) ) (iii)ÿ: Opìt pøedpokládáme, ¾e i

1

= 1; : : : ; i

k

= k, a G, f mají stejný

smysl jako vý¹e. Polo¾me G

�

:= G � R

n�k

a de�nujme zobrazení g: G

�

! R

n�k

pøedpisem g(t; u): = u � f(t). Snadno vidíme, ¾e g 2 C

1

(G

�

), Jacobiho matice

zobrazení g má v ka¾dém bodì (t; u) 2 G

�

hodnost n� k a

g(t; u) = 0() u = f(t)() (t; u) 2M;

tak¾e M je skuteènì implicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy.

130



Hladké k-rozmìrné plochy v R

n

2.13

þ(i) ) (iv)ÿ: Stále pøedpokládáme, ¾e i

1

= 1; : : : ; i

k

= k a G; f jsou jako

vý¹e. Polo¾me H : = G � R

n�k

a  (t; u) := (t; u + f(t)) pro (t; u) 2 H . Zøejmì

 

�1

(�; v) = (�; v � f(�)); (�; v) 2 H , tak¾e  je difeomor�smus H na H . Tvrzení

(iv) vyplývá z rovností

 (H \ f(x

1

; : : : ; x

n

): x

k+1

= x

k+2

= � � � = x

n

= 0g) = f(t; f(t): t 2 Gg =M:

þ(iv) ) (ii)ÿ: Nech» M je kus k-rozmìrné C

p

plochy zadaný difeomor�smem.

Existuje tedy otevøená mno¾ina H � R

n

a difeomor�smus  : H ! R

n

takový, ¾e

M =  (H \ f(x

1

; : : : ; x

n

): x

k+1

= x

k+2

= � � � = x

n

= 0g) :

Nech» G := f(t

1

; : : : ; t

k

) 2 R

k

: (t

1

; : : : ; t

k

; 0; : : : ; 0) 2 Hg a pro t = (t

1

; : : : ; t

k

) 2 G

polo¾me '(t) =  (t

1

; : : : ; t

k

; 0; : : : ; 0). Zøejmì '(G) = M a snadno lze ovìøit, ¾e

' je regulární homeomor�smus z R

k

do R

n

. Je tedy M parametricky zadaný kus

k-rozmìrné C

p

plochy.

Obtí¾nìj¹í je následující dùle¾ité tvrzení, a proto je doká¾eme podrobnìji.

2.150 Tvrzení. Nech» 1 � k < n,M � R

n

je parametricky zadaný kus k-roz-

mìrné C

p

plochy a a 2M . Pak existuje otevøené okolí U bodu a takové, ¾e U \M

je explicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy.

Dùkaz. Podle de�nice existuje otevøená mno¾ina G � R

k

a regulární homeomor-

�smus ' = ('

1

; : : : ; '

n

): G ! R

n

takový, ¾e M = '(G). Oznaème t

0

:= '

�1

(a).

Proto¾e hodnost Jacobiho matice zobrazení ' v bodì t

0

je podle pøedpokladu k a

øádky této matice jsou

grad'

1

(t

0

); : : : ; grad'

n

(t

0

);

existují indexy 1 � i

1

< i

2

< � � � < i

k

� n takové, ¾e vektory

grad'

i

1

(t

0

); : : : ; grad'

i

k

(t

0

)

jsou lineárnì nezávislé. Polo¾íme-li !(t): = ('

i

1

(t); : : : ; '

i

k

(t)); t 2 G;

dostáváme, ¾e !: G ! R

k

je zobrazení tøídy C

p

na G, jeho¾ Jacobiho matice v

bodì t

0

je regulární. Podle Vìty 2.121 o inverzním zobrazení existuje otevøené okolí

V bodu t

0

takové, ¾e zú¾ení � : = ! �

V

je difeomor�smus. Je tedy W := �(V )

otevøená podmno¾ina R

k

a �

�1

je difeomor�smus W na V . De�nujme je¹tì

 (t) := ('

j

1

(t); : : : ; '

j

n�k

(t)); t 2 G;

kde j

1

< � � � < j

n�k

jsou þzbylé indexyÿ, (fj

1

; : : : ; j

n�k

g = f1; : : : ; ngnfi

1

; : : : ; i

k

g).

Polo¾íme-li f :=  � �

�1

, je f : W ! R

n�k

tøídy C

p

a snadno vidíme, ¾e

(2.51) '(V ) = f(x

1

; : : : ; x

n

): (x

j

1

; : : : ; x

j

n�k

) = f(x

i

1

; : : : ; x

i

k

)g:

Skuteènì, je-li (x

1

; : : : ; x

n

) = '(t) pro nìjaký bod t 2 V , pak podle de�nice zobrazení �;  je

(x

i

1

; : : : ; x

i

k

) = �(t) 2W a (x

j

1

; : : : ; x

j

n�k

) =  (t), tak¾e
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(x

j

1

; : : : ; x

j

n�k

) =  (�

�1

(x

i

1

; : : : ; x

i

k

)) = f(x

i

1

; : : : ; x

i

k

):

Jestli¾e naopak pro bod (x

1

; : : : ; x

n

) platí (x

j

1

; : : : ; x

j

n�k

) = f(x

i

1

; : : : ; x

i

k

), pak pro t :=

�

�1

(x

i

1

; : : : ; x

i

k

) platí (x

i

1

; : : : ; x

i

k

) = �(t) a (x

j

1

; : : : ; x

j

n�k

) =  (�

�1

(x

i

1

; : : : ; x

i

k

)) =  (t),

tak¾e (x

1

; : : : ; x

n

) = '(t) 2 '(V ).

Proto¾e ': G ! R

n

je regulární homeomor�smus z R

k

do R

n

, je obraz '(V )

otevøené mno¾iny V mno¾ina relativnì otevøená v M = '(G). Existuje tudí¾ ote-

vøená mno¾ina U � R

n

taková, ¾e U \M = '(V ). Podle (2.51) je tedy U \M

explicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy.

Analogické tvrzení pro implicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy je vlastnì

jen jinou formulací vìty o implicitních funkcích.

2.151 Tvrzení. Nech» 1 � k < n , M � R

n

je implicitnì zadaný kus k-rozmìrné

C

p

plochy a a 2 M . Pak existuje otevøené okolí U bodu a takové, ¾e U \M je

explicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy.

Dùkaz. Podle De�nice 2.148 mù¾eme najít otevøenou mno¾inu G � R

n

a zobrazení

g = (g

1

; : : : ; g

n�k

): G! R

n�k

takové, ¾e g je tøídy C

p

v G, Jacobiho matice [g

0

(a)]

má v ka¾dém bodì x 2 G hodnost n� k aM = fx 2 G: g(x) = 0g. Proto¾e matice

[g

0

(a)] má hodnost n� k, existují indexy 1 � j

1

< � � � < j

n�k

� n takové, ¾e

D(g

1

; : : : ; g

n�k

)

D(x

j

1

; : : : ; x

j

n�k

)

(a) 6= 0:

Oznaème þzbylé indexyÿ i

1

< � � � < i

k

(fi

1

; : : : ; i

k

g [ fj

1

; : : : ; j

n�k

g = f1; : : : ; ng):

Podle vìty o implicitních funkcích dostáváme (viz. Poznámka 2.116), ¾e existují

otevøené okolí U � G bodu a a zobrazení f z R

k

do R

n�k

, které je de�nované a

tøídy C

p

na nìjakém otevøeném okolí bodu (a

i

1

; : : : ; a

i

k

), takové, ¾e

M \ U = fx 2 U : g(x) = 0g = f(x

1

; : : : ; x

n

): (x

j

1

; : : : ; x

j

n�k

) = f(x

i

1

; : : : ; x

i

k

)g:

Je tedy U \M explicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy.

2.152 Poznámka. Lze snadno dokázat, ¾e pokud M je kus k-rozmìrné C

p

plochy v

R

n

zadaný parametricky (implicitnì, difeomor�smem) a  : R

n

! R

n

je difeomor�smus,

pak  (M) je opìt kus plochy stejného druhu. Speciálnì tyto pojmy þkusù plochÿ jsou þge-

ometrické ÿ | nezávisí na zvoleném systému kartézských (dokonce i a�nních) souøadnic.

Mù¾eme tedy tyto pojmy de�novat i v obecném eukleidovském èi a�nním prostoru (kde

¾ádný souøadnicový systém není pøedem zadán). Jinak je tomu s pojmem explicitnì zada-

ného kusu plochy, který není invariantní ani vùèi zmìnì kartézských souøadnic. Uva¾ujme

napøíklad þhorní pùlkru¾niciÿ

M = f(x; y): x

2

+ y

2

= 1; y > 0g, která je zøejmì explicitnì zadaný kus 1-rozmìrné C

1

plochy v R

2

. Otoèíme-li ale mno¾inuM kolem poèátku v kladném smyslu o �=4, výsledná

mno¾ina ji¾ takovým explicitnì zadaným kusem plochy nebude.
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2.153 Vìta. Nech» 1 � k < n a P � R

n

je neprázdná mno¾ina. Pak následující

vlastnosti mno¾iny P jsou ekvivalentní.

(i) Pro ka¾dý bod a 2 P existuje otevøené okolí U bodu a takové, ¾e U \ P je

explicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy.

(ii) Pro ka¾dý bod a 2 P existuje otevøené okolí U bodu a takové, ¾e U \ P je

parametricky zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy.

(iii) Pro ka¾dý bod a 2 P existuje otevøené okolí U bodu a takové, ¾e U \ P je

implicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy.

(iv) Pro ka¾dý bod a 2 P existuje otevøené okolí U bodu a takové, ¾e U \ P je

kus k-rozmìrné C

p

plochy zadaný difeomor�smem.

Dùkaz. Implikace (i) =) (ii); (i) =) (iii); (i) =) (iv) a (iv) ) (ii) plynou

okam¾itì z Tvrzení 2.149. Staèí tedy dokázat implikace (ii)) (i) a (iii)) (i).

K dùkazu prvé z nich zvolme libovolný bod a 2 P . Podle (ii) existuje otevøené

okolí V bodu a, pro které je V \P parametricky zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy.

Podle Tvrzení 2.150 existuje otevøené okolí V

�

bodu a takové, ¾e V

�

\ (V \ P ) je

explicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy. Polo¾íme-li U := V \ V

�

, dostáváme

platnost (i).

Dùkaz implikace (iii)) (i) dostáváme stejným zpùsobem z Tvrzení 2.151.

Nyní mù¾eme vyslovit základní de�nici tohoto oddílu.

2.154 De�nice. Nech» 1 � k < n. Neprázdnou mno¾inu P � R

n

budeme nazývát

k-rozmìrnou C

p

plochou, jsou-li splnìny (ekvivalentní) podmínky (i)-(iv) z Vìty

2.153.

2.155 Poznámka.

(i) Je snadné ovìøit, ¾e ka¾dý z vý¹e de�novaných typù kusù k-rozmìrných C

p

ploch je k-rozmìrná C

p

plocha. Speciálnì (viz Pøíklad 2.137 d)) vidíme, ¾e

k-rozmìrná C

p

plocha nemusí být souvislá mno¾ina.

(ii) Je-li  difeomor�smus R

n

do R

n

tøídy C

p

a M � R

n

je k-rozmìrná C

p

plocha, pak (srov. Poznámka 2.152)  (M) je opìt k-rozmìrná C

p

plocha.

(iii) Je-li M � R

n

k-rozmìrná C

p

plocha a G � R

n

je otevøená mno¾ina protí-

nající M , pak M \G je zøejmì opìt k-rozmìrná C

p

plocha.

Autoøi uèebnic berou za základ pøi de�nici k-rozmìrné C

p

plochy v R

n

rùzné

podmínky (vìt¹inou nìkterou z podmínek (i)-(iv) z Vìty 2.153). Nìkdy se v de�nici

pøedpokládá souvislost plochy; nìkdy se místo o k-rozmìrné C

p

plo¹e hovoøí o k-

rozmìrné varietì tøídy C

p

v R

n

. Poznamenejme, ¾e pojem variety, který je základem

moderní diferenciální geometrie, je velmi obecný | prvky (body) variety mohou být

libovolné objekty. Pojem k-rozmìrné C

p

plochy lze pøirozeným zpùsobem ztoto¾nit

(srov. [Kow; Vìta 2.27]) s pojmem k-rozmìrné variety tøídy C

p

, která je vlastní

podvarietou prostoru R

n

.

133



2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

Na pøirozenou otázku po velikosti k-rozmìrných ploch odpovídá následující tvr-

zení.

2.156 Tvrzení. Nech» 1 � k < n a P � R

n

je k-rozmìrná C

1

plocha. Pak P je

øídká, lebesgueovsky nulová a borelovská mno¾ina.

Dùkaz. Zvolme libovolný bod a 2 P . Pak existuje jeho otevøené okolí U

a

takové, ¾e

P

�

:= P \ U je kus k-rozmìrné plochy zadaný difeomor�smem.

Existuje tedy otevøená mno¾ina H � R

n

a difeomor�smus  : H ! R

n

tøídy C

p

takový, ¾e P

�

=  (H \ A), kde A = f(x

1

; : : : ; x

n

): x

k+1

= x

k+2

= � � � = x

n

= 0g:

Mno¾ina H \A je zøejmì øídká v H a �

n

(H \A) = 0.

Proto¾e  H !  (H) je homeomor�smus, je P

�

øídká v otevøené mno¾inì  (H), tak¾e

je øídká (v R

n

). Je tedy P lokálnì øídká, z èeho¾ snadno vyplývá (napø. pomocí podmínky

(iv) z Tvrzení 1.90), ¾e je øídká.

Z vìty o substituci (Vìta 6.34) okam¾itì vyplývá, ¾e �

n

(P

�

) = 0. Pomocí Poznámky

1.69 snadno dostáváme�

n

(P ) = 0.

Proto¾e mno¾ina H \A je mno¾ina uzavøená v H, je P

�

uzavøená v otevøené mno¾inì

 (H), a proto je také uzavøená v otevøené mno¾inì V := U \  (H) � P

�

= P \ V , tj.

P \ V \ V = P \ V . Proto¾e zøejmì P \ V \ V = P \ V , snadno tedy vidíme, ¾e a je

vnitøním bodem mno¾iny P v prostoru P . Tím jsme dokázali, ¾e P je otevøená podmno¾ina

P . Podle Tvrzení 1.22 platí P = P \G pro nìjakou otevøenou mno¾inu G � R

n

; P je tedy

borelovská mno¾ina.

2.157 Poznámka. Je zøejmé, ¾e k-rozmìrná C

1

plocha v R

n

nemusí (ale mù¾e) být uzavøená

podmno¾ina R

n

. Otevøená v¹ak být nemù¾e (to by nebyla øídká).

??? Dat do wint? Následující tvrzení okam¾itì plyne z de�nice k-plochy a Po-

známky 1.69.

2.158 Tvrzení. Nech» P � R

n

je k-plocha. Pak P je spoèetným sjednocením

explicitnì zadaných kusù k-rozmìrných C

1

ploch.

2.13.3 Teèný prostor ke k-rozmìrné C

p

plo¹e

Velmi dùle¾itý je pojem teèného prostoru k plo¹e P v bodì a 2 P . A�nním teèným

prostorem T

af

a

(P ) ke plo¹e P v bodì a rozumíme, zhruba øeèeno, jediný a�nní k-

rozmìrný prostor

A � R

n

, který obsahuje bod a a v blízkosti bodu a se ke plo¹e P þvelmi tìsnì

pøimykáÿ. Tento smysl je mo¾no rùznými zpùsoby pøesnì de�novat (viz Poznámka

?? ní¾e). Velmi zhruba lze øíci, ¾e v dostateènì malém okolí bodu a ji¾ þod sebe

plochu P a a�nní prostor A nerozeznámeÿ.

Pojem a�nního teèného prostoru bude ov¹em zobecòovat ji¾ de�novaný pojem

teèné nadroviny ke grafu funkce: Je-li f : R

n�1

! R funkce tøídy C

1

, pak graf

P = f(x

1

; : : : ; x

n

): x

n

= f(x

1

; : : : ; x

n�1

)g funkce f je (n� 1)-rozmìrná C

1

plocha
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Obr. 2.13. Teèný vektor v ke plo¹e P .

v R

n

; a�nním teèným prostorem k P v bodì a 2 P pak bude teèná nadrovina k P

v tomto bodì.

Základním geometrickým pojmem v teorii ploch v¹ak není pojem a�nního teè-

ného prostoru, ale pojem (vektorového) teèného prostoru T

a

(P ), který je zamìøe-

ním a�nního teèného prostoru. Jinými slovy, T

a

(P ) je ten (k-rozmìrný) vektorový

podprostor R

n

, pro který

T

af

a

(P ) = a+ T

a

(P ):

Probíhá-li v vektorový teèný prostor, vyplní body a+ v celý a�nní teèný prostor.

Teèný vektorový prostor ke plo¹e se èasto de�nuje následujícím zpùsobem (srov.

obr. 2.13) pomocí derivací zobrazení z R do R

n

(þcestÿ).

2.159 De�nice. Nech» P � R

n

je k-rozmìrná C

p

plocha a je dán bod a 2 P . Pak

vektor v 2 R

n

nazveme teèným vektorem ke plo¹e P v bodì a, existuje-li � > 0 a

spojité zobrazení 
: (��; �)! P takové, ¾e 
(0) = a a 


0

(0) = v. Mno¾inu v¹ech

teèných vektorù ke plo¹e P v bodì a oznaèujeme T

a

(P ) a nazýváme ji (vektorovým)

teèným prostorem ke plo¹e P v bodì a.

2.160 Poznámka.

(i) Je vhodné si uvìdomit toto: Je-li U otevøené okolí bodu a, pak P

�

= P \U

je opìt k-rozmìrná C

p

plocha a T

a

(P

�

) = T

a

(P ). To plyne okam¾itì z toho,

¾e pro ka¾dou spojitou þcestuÿ 
: (��; �)! P , pro kterou 
(0) = a, zøejmì

existuje �

�

> 0 takové, ¾e 
((��

�

; �

�

)) � P

�

.

(ii) I kdybychom v De�nici 2.159 nepo¾adovali spojitost þcestyÿ
, dostali bychom

stejný pojem (to je vidìt z dùkazu následující vìty).

V následující vìtì doká¾eme, ¾e T

a

(P ) je skuteènì vektorový prostor (dimenze k),

a uká¾eme, jak jej v konkrétních pøípadech mù¾eme snadno urèit.

2.161 Vìta. Nech» P � R

n

je k-rozmìrná C

p

plocha a je dán bod a 2 P . Pak

platí následující tvrzení.

(i) T

a

(P ) je k-rozmìrný vektorový prostor.
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(ii) Je-li P parametricky zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy a ': H ! R

n

je

pøíslu¹ný regulární homeomor�smus z R

k

do R

n

, pro který '(H) = P a

a = '(u

0

), pak

T

a

(P ) = Im('

0

(u

0

)):

(iii) Nech» P je implicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy, tj.

P = fx 2 G: g

1

(x) = 0; : : : ; g

n�k

(x) = 0g;

kde g

i

; i = 1; : : : ; n � k; jsou funkce tøídy C

p

na nìjaké otevøené mno¾inì

G � R

n

takové, ¾e gradienty gradg

1

(x); : : : ; gradg

n�k

(x) jsou lineárnì

nezávislé pro ka¾dé x 2 G. Pak

T

a

(P ) = (Linfgrad g

1

(a); : : : ; grad g

n�k

(a)g)

?

:

Dùkaz. Dùkaz provedeme ve ètyøech krocích. (Na obr. 2.14 je zobrazen pøípad,

kdy k = 2, n = 3 a jsou splnìny pøedpoklady (ii), (iii).)

1. krok: Nejdøíve doká¾eme inkluzi Im('

0

(u

0

)) � T

a

(P ) z (ii). Zvolme tedy

libovolný vektor w 2 Im('

0

(u

0

)); nech» v 2 H je ten vektor, pro který '

0

(u

0

)(v) =

w. Uva¾ujme funkci 
(t) := '(u

0

+ tv): Zøejmì mù¾eme zvolit � > 0 tak malé, aby

funkce 
 byla de�nována na celém intervalu (��; �); pak ov¹em 
((��; �)) � P .

Proto¾e




0

(0) = lim

t!0

'(u

0

+ tv)� '(u

0

)

t

= D

v

'(u

0

) = '

0

(u

0

)(v) = w;

dokázali jsme, ¾e w 2 T

a

(P ).

2. krok: Nyní doká¾eme inkluzi T

a

(P ) � (Linfgradg

1

(a); : : : ; grad g

n�k

(a)g)

?

z podmínky (iii). Pro libovolný vektor w 2 T

a

(P ) najdìme � > 0 a spojitou cestu


: (��; �)! P takovou, ¾e 
(0) = a a 


0

(0) = w. Pro ka¾dé t 2 (��; �) platí

g

1

(
(t)) = 0; : : : ; g

n�k

(
(t)) = 0:

Pro ka¾dé i 2 f1; : : : ; n � kg tedy podle vìty o derivaci slo¾ené funkce (srov. Po-

známka 2.56) dostáváme

(g

i

� 
)

0

(0) = hgrad g

i

(a); 


0

(0)i = 0;

tak¾e skuteènì w 2 (Linfgradg

1

(a); : : : ; gradg

n�k

(a)g)

?

:

3. krok: Uva¾ujme obecnou k-rozmìrnou C

p

plochu P . Zvolme otevøené okolí U

bodu a, pro které je U \ P parametricky zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy. Podle

1. kroku dùkazu a Poznámky 2.160(i) dostáváme, ¾e T

a

(P ) obsahuje k-rozmìrný

vektorový podprostor R

n

, toti¾ V := Im('

0

(u

0

)). Existuje v¹ak také otevøené okolí

U

�

bodu a, pro které je U

�

\P implicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy. Podle
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Obr. 2.14.

2. kroku dùkazu a Poznámky 2.160(i) dostáváme, ¾e T

a

(P ) je obsa¾en v k-rozmìrném

vektorovém podprostoru R

n

; toti¾ v ortogonálním doplòku

W := (Linfgradg

1

(a); : : : ; grad g

n�k

(a)g)

?

(n� k)-rozmìrného prostoru Linfgradg

1

(a); : : : ; grad g

n�k

(a)g. Platí tedy

V � T

a

(P ) �W . Proto¾e dimV = dimW , snadno vidíme, ¾e V =W , tak¾e

T

a

(P ) = V =W je skuteènì k-rozmìrný vektorový podprostor R

n

.

4. krok: Teï ji¾ mù¾eme dokonèit dùkaz (ii) a (iii). Proto¾e u¾ víme, ¾e T

a

(P )

je v obou pøípadech k-rozmìrný vektorový prostor, z ji¾ dokázaných inkluzí mezi

k-rozmìrnými vektorovými prostory vyplývá, ¾e je lze nahradit rovnostmi.

2.162 De�nice. Nech» P � R

n

je k-rozmìrná C

p

plocha a je dán bod a 2 P . Pak

ortogonální doplnìk (T

a

(P ))

?

k teènému prostoru ke plo¹e P v bodì a se nazývá

normálový prostor k plo¹e P v bodì a. Jeho prvky se nazývají normálové vektory

k plo¹e P v bodì a.

2.163 Poznámka.

(a) Je-li P implicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

plochy jako v (iii), pak normá-

lový prostor k plo¹e P v bodì a je Linfgradg

1

(a); : : : ; gradg

n�k

(a)g.

(b) V situaci na obr. 2.14 je normálový prostor k plo¹e P v bodì a jednorozmìrný.

Teèný prostor T

a

(P ) = Im('

0

(u

0

)) je lineárním obalem vektorù

@'

@t

1

(u

0

),

@'

@t

2

(u

0

).

Nakonec je¹tì doká¾eme dùle¾ité tvrzení, které budeme potøebovat v teorii plo¹-

ného integrálu.

2.164 Tvrzení. Nech» P je parametricky zadaný kus k-rozmìrnéC

1

plochy

v R

n

, A � R

k

, B � R

k

jsou otevøené mno¾iny a �: A ! R

n

, �: B ! R

n

jsou
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

regulární homeomor�smy takové, ¾e �(A) = �(B) = P . Pak existuje (bijektivní)

difeomor�smus !: A! B takový, ¾e � = � � !.

Dùkaz. Staèí zøejmì dokázat, ¾e ! := �

�1

�� je difeomor�smus. Zvolme libovolný

bod a 2 A a polo¾me p := �(a), b := �

�1

(p). Podle Vìty 2.153 existuje otevøené

okolí U bodu p takové, ¾e P \ U je kus k-rozmìrné C

1

plochy zadaný difeomor�s-

mem. Existuje tedy otevøená mno¾ina H � R

n

a difeomor�smus  : H ! R

n

tøídy

C

1

takový, ¾e

(2.52) P \ U =  (H \ f(x

1

; : : : ; x

n

): x

k+1

= x

k+2

= � � � = x

n

= 0g):

Oznaème A

�

:= �

�1

(P \ U); B

�

:= �

�1

(P \ U) a

�

�

:= � �

A

�

; �

�

:= � �

B

�

; � :=  

�1

� �

�

; � :=  

�1

� �

�

:

Zøejmì A

�

, B

�

jsou poøadì otevøená okolí bodù a, b a �, � jsou prostá zobrazení

tøídy C

1

. Z (2.52) vyplývá, ¾e � = (�

1

; : : : ; �

k

; 0; : : : ; 0), tak¾e také e� := (�

1

; : : : ; �

k

)

je prosté a tøídy C

1

. Pro ka¾dé t 2 A

�

platí �

0

(t) = ( 

�1

)

0

(�(t)) � �

0

(t). Proto¾e

( 

�1

)

0

(�(t)) je lineární bijekce R

n

na R

n

, platí

dim(Linfgrad(�

1

(t)); dots; grad(�

k

(t)))g) = h([�

0

(t)]) = dim(Im�

0

(t)) = dim(Im�

0

(t)) = k;

tak¾e [(e�)

0

(t)] je regulární matice. Zobrazení e�: A

�

! R

k

je tedy prosté regulární

zobrazení, tak¾e je podle Vìty 2.126 difeomor�smus.

Zcela obdobnì dostáváme, ¾e e� := (�

1

; : : : ; �

k

) je difeomor�smus. Na základì

(2.52) snadno nahlédneme, ¾e ! �

A

�

= (�

�

)

�1

� �

�

= (e�)

�1

� e�, tak¾e ! �

A

�

je

regulární zobrazení. Z toho ihned vyplývá, ¾e ! je regulární, a proto¾e je prosté, je

difeomor�smus.

2.14 Vázané extrémy

Problém hledání bodù relativního lokálního extrému (viz. De�nice 2.103) funkce n

promìnných f (vzhledem k mno¾inì M � R

n

) je dùle¾itý pro matematiku i její

aplikace (napø. fyziku).

V matematice tento problém pøirozenì vzniká pøi vy¹etøování globálních ex-

trémù funkce. Ve fyzice je pojem lokálního (vázaného) extrému dùle¾itý napøíklad

pøi vy¹etøování otázek stability.

Budeme se zabývat pro aplikace dùle¾itým pøípadem, kdy mno¾inaM je zadána

pomocí þvazbových podmínekÿ (èasto je M implicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

1

plochy). V tom pøípadì se o lokálních relativních extrémech (vzhledem kM) hovoøí

jako o þvázaných extrémechÿ. Pokud lze M jednoduchým zpùsobem parametrizo-

vat, ke zji¹»ování relativních lokálních extrémù funkce f vzhledem k mno¾inì M

zpravidla ¾ádnou speciální teorii nepotøebujeme; problém se snadno pøevádí na
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Vázané extrémy 2.14

hledání lokálních extrémù jisté funkce k promìnných. Mù¾eme toti¾ vyjít z násle-

dujícího témìø zøejmého tvrzení.

2.165 Tvrzení. Nech» je dána reálná funkce n promìnných f , mno¾ina M � R

n

a bod a 2 M \ D

f

. Nech» H � R

k

je otevøená mno¾ina, c 2 H a ': H ! M je

zobrazení, pro které '(c) = a. Pak platí:

(i) Je-li ' spojité v bodì c a f má v bodì a lokální maximum vzhledem k mno-

¾inì M , pak funkce f � ' má v bodì c lokální maximum.

(ii) Existuje-li okolí U bodu a takové, ¾e ' je homeomor�smus mezi mno¾inami

H a M \ U , pak f má lokální maximum (resp. ostré lokální maximum)

vzhledem k M v bodì a, právì kdy¾ f � ' má v bodì c lokální maximum

(resp. ostré lokální maximum).

2.166 Pøíklad. Nech» f(x; y) = x

2

+xy aM = f(x; y): x

2

+y

2

= 1g. Zkoumejme,

ve kterých bodech má funkce f lokální relativní extrémy vzhledem k mno¾inì M .

Máme-li u¾ít pøedchozí tvrzení, musíme hledat vhodné parametrizaceM (resp. èástí

M). Nabízejí se dva pøirozené pøístupy:

a) Mù¾eme pou¾ít dvì parametrizace '(x) = (x;�

p

1� x

2

) otevøených pùlkru¾-

nic, které ná¹ problém pøevádìjí (podle Tvrzení 2.165 (ii)) na vy¹etøování lokálních

extrémù funkcí f('(x)) = x

2

� x

p

1� x

2

.

Zbývají ov¹em body (1; 0); (�1; 0); pro vy¹etøení, zda v nich má f lokální ex-

trém, mù¾eme pou¾ít dal¹í parametrizace  (y) = (y;�

p

1� y

2

).

b) Najednou mù¾eme parametrizovatM pomocí zobrazení '(�) := (cos�; sin�),

� 2 R, které ov¹em není prosté. Má-li v¹ak funkce f v bodì '(t) lokální extrém

vzhledem k M , má podle Tvrzení 2.165 (i) funkce g(t) := f('(t)) lokální extrém

v bodì t, tak¾e g

0

(t) = �2 cos t sin t� sin

2

t+ cos

2

t = cos 2t� sin 2t = 0; a proto

sin 2t = cos 2t; 2t = �=4 + k�; t = �=8 + k�=2 (k 2 Z). Proto¾e g(t) = 1=2 �

(1 + cos 2t + sin 2t), je buï (pro sudá k) g(t) = 1=2 � (1 +

p

2) nebo (pro lichá k)

g(t) = 1=2 � (1 �

p

2). V této konkrétní speciální úloze ji¾ uèinìné výpoèty staèí

k úplnému øe¹ení. Proto¾e funkce f je spojitá na kompaktní mno¾inì M , nutnì

na ní nabývá v nìkterých bodech svého maxima a minima; v tìchto bodech má

ov¹em f také lokální extrém vzhledem k mno¾inì M . Z toho ji¾ vyplývá, ¾e funkce

f nabývá na M svého maxima (a tedy i ostrého relativního lokálního maxima)

1=2 � (1 +

p

2) ve dvou bodech (cos�=8; sin�=8); (cos(�=8 + �); sin(�=8 + �)) a

svého minima (a tedy i ostrého relativního lokálního minima) 1=2 � (1�

p

2) v bo-

dech (cos(�=8 + �=2); sin(�=8 + �=2)); (cos(�=8 + 3�=2); sin(�=8 + 3�=2)).

V pøedchozím pøíkladu jsme hledali þvázané extrémyÿ tak, ¾e jsme se sna¾ili

vypoèítat parametrizaci mno¾iny M a pou¾ít Tvrzení 2.165. Následující dùle¾itá

vìta mj. ukazuje, jak se pøi hledání þvázaných extrémùÿ obejít bez výpoètu jaké-

koliv parametrizace. Tím se nìkdy vyhneme pracnému rozli¹ování pøípadù (jako v

postupu a) Pøíkladu 2.166) a výpoèty se èasto podstatnì zjednodu¹¹í. V nìkterých

slo¾itìj¹ích pøípadech nelze vhodnou parametrizaci vùbec vypoèítat (nebo to není

snadné).
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

2.167 Vìta. (nutné podmínky pro vázaný extrém, 1. èást vìty o Lagrangeových

multiplikátorech) Nech» G � R

n

je otevøená mno¾ina, f a g

1

; : : : ; g

s

(1 � s < n)

jsou funkce tøídy C

1

na G a nech» v ka¾dém bodì x 2 G má (Jacobiho) matice

0

B

B

B

B

@

@g

1

@x

1

(x) : : :

@g

1

@x

n

(x)

.

.

.

.

.

.

@g

s

@x

1

(x) : : :

@g

s

@x

n

(x)

1

C

C

C

C

A

hodnost s. Nech»

M = fz 2 G: g

1

(z) = 0; : : : ; g

s

(z) = 0g

a funkce f má v bodì a 2 M lokální extrém vzhledem k M . Pak existuje právì

jedna s-tice reálných èísel (�

1

; : : : ; �

s

) taková, ¾e a je stacionárním bodem funkce

L(x) = f(x) +

s

X

i=1

�

i

g

i

(x):

Ne¾ pøistoupíme k dùkazu vìty, je vhodné udìlat nìkolik poznámek a snadných

úvah.

2.168 Poznámka.

(i) Rovnicím g

1

(z) = 0; : : : ; g

s

(z) = 0 se èasto øíká þvazbové podmínkyÿ a

funkcím g

1

; : : : ; g

s

þvazbové funkceÿ.

(ii) Èíslùm �

1

; : : : ; �

s

se øíká þLagrangeovy multiplikátoryÿ a funkce L se na-

zývá þLagrangeova funkceÿ. Nìkteøí autoøi øíkají þLagrangeovy multipliká-

toryÿ èíslùm �

�

i

:= ��

i

; Lagrangeova funkce má pak tvar L(x) = f(x) �

P

s

i=1

�

�

i

g

i

(x):

(iii) Bod a je stacionárním bodem funkce L, právì kdy¾ gradL(a) = 0, co¾ je

toté¾ jako

� gradf(a) =

s

X

i=1

�

i

gradg

i

(a):

Z þpodmínky regularityÿ hovoøící o hodnosti Jacobiho matice vyplývá, ¾e

vektory

gradg

1

(a); : : : ; gradg

s

(a)

jsou lineárnì nezávislé. Z toho vidíme, ¾e pokud èísla �

1

; : : : ; �

s

(Lagrange-

ovy multiplikátory) existují, jsou urèena jednoznaènì. Dále: existence èísel

�

1

; : : : ; �

s

je ekvivalentní tomu, ¾e vektor gradf(a) je lineární kombinací

vektorù gradg

1

(a); : : : ; grad g

s

(a). Závìr vìty o vázaných extrémech lze tedy

ekvivalentnì pøepsat podstatnì jednodu¹eji: vektor gradf(a) je lineární kom-

binací vektorù grad g

1

(a); : : : ; gradg

s

(a).
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Zdá se tedy divné, proè se pojem Lagrangeovy funkce zavádí. To má ale své

dobré dùvody. Ve Vìtì 2.171 napøíklad uvidíme, jak elegantnì se postaèující pod-

mínky pro vázané extrémy formulují pomocí Lagrangeovy funkce.

Dùkaz. Podstatnì u¾ijeme teorii k-rozmìrných ploch a jejich teèných prostorù.

Pøednì si uvìdomíme, ¾e M je implicitnì zadaný kus (n� s)-rozmìrné C

1

plochy.

Uva¾ujme nyní libovolný teèný vektor v 2 T

a

(M). Podle de�nice tedy existuje

spojité zobrazení 
: (��; �)!M takové, ¾e 
(0) = a a 


0

(0) = v. Proto¾e f má v

bodì a lokální extrém vzhledem k M , má reálná funkce f � 
: (��; �)! R lokální

extrém v bodì 0 (Tvrzení 2.165 (i)), tak¾e (viz Poznámka 2.56)

(f � 
)

0

(0) = hgrad f(a); 


0

(0)i = hgradf(a); vi = 0:

Dokázali jsme tedy, ¾e gradf(a) je normálový vektor ke plo¹e M v bodì a. Z Vìty

2.161 (iii) (srov. Poznámka 2.163 (a)) dostáváme, ¾e

gradf(a) 2 Linfgradg

1

(a); : : : ; gradg

s

(a)g:

Existují tudí¾ (jednoznaènì urèená) èísla �

1

; : : : ; �

s

, pro která nastává rovnost

� gradf(a) =

P

s

i=1

�

i

grad g

i

(a), která je ekvivalentní s tím, ¾e a je stacionárním

bodem Lagrangeovy funkce L = f +

P

s

i=1

�

i

g

i

(srov. Poznámka 2.168 (iii)).

Následující verze vìty o Lagrangeových multiplikátorech (která snadno plyne

z pøedchozí verze) se hodí v poèetní praxi, kdy vazbové funkce nìkdy nesplòují

podmínku regularity.

2.169 Vìta. Nech» H � R

n

je otevøená mno¾ina a f; g

1

; : : : ; g

s

(s < n) jsou

funkce tøídy C

1

na H . Nech»

M = fz 2 H : g

1

(z) = 0; : : : ; g

s

(z) = 0g

a funkce f má v bodì a 2 M lokální extrém vzhledem k M . Pak jsou vektory

gradg

1

(a); : : : ; grad g

s

(a) lineárnì závislé nebo existují èísla (�

1

; : : : ; �

s

) taková, ¾e

a je stacionárním bodem Lagrangeovy funkce L(x) = f(x) +

P

s

i=1

�

i

g

i

(x):

Dùkaz. Jsou-li vektory gradg

1

(a); : : : ; grad g

s

(a) lineárnì závislé, je tvrzení vìty

splnìno. V opaèném pøípadì jsou vektory grad g

1

(x); : : : ; grad g

s

(x) lineárnì nezá-

vislé i na nìjakém otevøeném okolí G � H bodu a. To nahlédneme napøíklad takto:

Proto¾e øádky grad g

1

(a); : : : ; gradg

s

(a) Jacobiho matice zobrazení g = (g

1

; : : : ; g

s

)

v bodì a jsou nezávislé, má tato matice nenulový subdeterminant øádu s. Jinými

slovy, existují indexy 1 � i

1

< i

2

< � � � < i

s

� n takové, ¾e Jacobiho determinant

J(x) :=

D(g

1

; : : : ; g

s

)

D(x

i

1

; : : : ; x

i

s

)

(x) je nenulový v bodì a. Proto¾e determinant matice lze

vyjádøit pomocí vzorce, který pou¾ívá pouze prvky této matice a operace násobení,

sèítání a odèítání, je funkce J spojitá na H , a proto je nenulová na nìjakém ote-

vøeném okolí G � H bodu a. Jsou tedy vektory gradg

1

(x); : : : ; gradg

s

(x) lineárnì

nezávislé v ka¾dém bodì x 2 G. Nyní ji¾ mù¾eme na G a M

�

:= M \ G pou¾ít

Vìtu 2.167, tak¾e dostáváme existenci hledaných èísel �

1

; : : : ; �

s

.
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2.170 Poznámka. Závìr pøedchozí vìty lze ov¹em formulovat také takto:

Pak jsou vektory gradg

1

(a); : : : ; grad g

s

(a); grad f(a) lineárnì závislé.

V praxi je v¹ak èasto výhodnìj¹í postupovat podle komplikovanìj¹ího znìní

Vìty theTheoremvaex2. Jedním z dùvodù je to, pokud chceme pou¾ít následující

vìtu, Lagrangeovu funkci nutnì potøebujeme.

Pomocí Vìty 2.167 lze èasto najít koneènou mno¾inu v¹ech bodù þpodezøelýchÿ

z toho, ¾e v nich má funkce relativní lokální extrém. Na otázku, které z tìchto bodù

jsou skuteènì body relativního lokálního extrému, nám èasto dá odpovìï následující

vìta, která poskytuje mj. úèinné postaèující podmínky pro vázané extrémy.

2.171 Vìta. (2. èást vìty o Lagrangeových multiplikátorech) Nech» G � R

n

je

otevøená mno¾ina, f; g

1

; : : : ; g

s

(s < n) jsou funkce tøídy C

2

na G, nech» v ka¾dém

bodì x 2 G má (Jacobiho) matice

0

B

@

@g

1

@x

1

(x) : : :

@g

1

@x

n

(x)

.

.

.

.

.

.

@g

s

@x

1

(x) : : :

@g

s

@x

n

(x)

1

C

A

hodnost s a nech»

M = fz 2 G: g

1

(z) = 0; : : : ; g

s

(z) = 0g:

Nech» a 2M , (�

1

; : : : ; �

s

) 2 R

s

a nech» a je stacionárním bodem funkce

L(x) = f(x) +

s

X

i=1

�

i

g

i

(x):

Pak platí:

(i) Je-li kvadratická forma Q := d

2

L(a) positivnì de�nitní na T

a

(M) (tj. je-li

kvadratická forma Q �

T

a

(M)

pozitivnì de�nitní), pak f má v bodì a ostré

lokální minimum vzhledem k mno¾inì M .

(ii) Je-li Q := d

2

L(a) negativnì de�nitní na T

a

(M), pak f má v bodì a ostré

lokální maximum vzhledem k mno¾inì M .

(iii) Je-li Q := d

2

L(a) inde�nitní na T

a

(M), pak f nemá v bodì a lokální extrém

vzhledem k mno¾inì M .

Dùkaz. Proto¾eM je (n�s)-rozmìrná C

2

plocha, podle de�nice existuje otevøené

okolí U bodu a takové, ¾e U \M je parametricky zadaný kus (n � s)-rozmìrné

C

2

plochy. Nech» ': H ! R

n

; ' = ('

1

; : : : ; '

n

) je pøíslu¹ná parametrizace, tj.

H � R

n�s

je otevøená mno¾ina, ' je regulární homeomor�smus a '(H) = U \M .

Zøejmì f má v bodì a (ostrý) lokální extrém vzhledem k M , právì kdy¾ g := f �'

má v bodì c := '

�1

(a) (ostrý) lokální extrém stejného typu (Tvrzení 2.165 (ii)).

Proto¾e f = L na M , platí g = L � '. Jeliko¾ g

0

(c) = L

0

(a) � '

0

(c) a L

0

(a) = 0,
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je c stacionárním bodem funkce g. Funkce g je tøídy C

2

na H (Vìta 2.76), tak¾e

na ni mù¾eme aplikovat Vìtu 2.108. Budeme tedy vy¹etøovat kvadratickou formu

Q

�

:= d

2

g(c). Proto¾e a je stacionárním bodem L, podle Tvrzení 2.96 platí

d

2

g(c) =

n

X

p;q=1

@

2

L

@x

p

@x

q

(a) d'

p

(c) d'

q

(c) = d

2

L(a) � '

0

(c):

Pro h 2 R

n�s

je tedy Q

�

(h) = Q('

0

(c)h). Pøitom víme (Vìta 2.161(ii)), ¾e vektory

'

0

(c)h vyplní teèný prostor T

a

(M), kdy¾ h probíhá prostor R

n�s

, a rovnost '

0

(c)h =

0 platí pouze pro h = 0. Je tedy Q

�

positivnì de�nitní (resp. negativnì de�nitní,

resp. inde�nitní), právì kdy¾ Q je positivnì de�nitní (resp. negativnì de�nitní, resp.

inde�nitní) na T

a

(M). Z Vìty 2.108 pak ji¾ okam¾itì plyne tvrzení dokazované vìty.

2.172 Poznámka.

(i) Pokud je Q = d

2

L(a) pozitivnì (negativnì) semide�nitní na T

a

(M), nemù-

¾eme obecnì udìlat ¾ádný závìr.

(ii) þDe�nitnostÿ kvadratické formy Q na T

a

(M) lze zji¹»ovat takto: Paramet-

rizujeme T

a

(M) lineární bijekcí A: R

n�s

! T

a

(M) a zjistíme, jakého druhu

je kvadratická forma Q

�

:= Q �A na R

n�s

.

Teèný prostor T

a

(M) lze v¾dy parametrizovat pomocí vhodných (n� s)

kartézských souøadnic h

i

1

; : : : ; h

i

n�s

tak, ¾e z rovnic

hgrad g

1

(a); (h

1

; : : : ; h

n

)i = 0; : : : ; hgrad g

s

(a); (h

1

; : : : ; h

n

)i = 0

vypoèítáme zbylé souøadnice.

2.15 Vìta o hodnosti; funkce závislé

a nezávislé

Výsledky tohoto odstavce odpovídají na tøi pøirozené otázky, které spolu velmi úzce

souvisí.

Nech» f je zobrazení z R

n

do R

m

, které je tøídy C

1

na nìjakém okolí bodu

a 2 R

n

. První ze zmínìných otázek se ptá, co lze øíci o povaze mno¾iny f(U), kde

U je þdostateènì maléÿ otevøené okolí bodu a. Na základì pøedchozích výsledkù

mù¾eme ji¾ nyní dát uspokojivou odpovìï na tuto otázku ve dvou speciálních pøí-

padech.

(i) Pokud n = m a J

f

(a) 6= 0, z Vìty 2.121 vyplývá, ¾e pro v¹echna dostateènì

malá otevøená okolí U bodu a je f(U) otevøená podmno¾ina R

m

.

(ii) Pøedpokládejme, ¾e n < m a hodnost Jacobiho matice [f

0

(a)] je rovna n (je

tedy þmaximální mo¾náÿ). Z dùkazu Tvrzení 2.150 je mo¾no nahlédnout,
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¾e pro v¹echna dostateènì malá otevøená okolí U bodu a je f(U) explicitnì

zadaný kus n-rozmìrné C

1

plochy.

V tìchto pøípadech je tedy þdimenzeÿ f(U) (pro dostateènì malá otevøená okolí

U bodu a) rovna hodnosti Jacobiho matice [f

0

(a)] (tj. dimenzi oboru hodnot line-

árního zobrazení f

0

(a)). Uká¾eme, ¾e toté¾ platí v¾dy, kdy hodnost h([f

0

(x)]) je

konstantní na nìjakém okolí bodu a.

Bez tohoto pøedpokladu to v¹ak obecnì pravda být nemusí: ji¾ pro n = m = 1

a f(x) = x

2

sinx je h([f

0

(0)]) = 0, ale obraz f(U) ka¾dého otevøeného okolí U

bodu a má zøejmì neprázdný vnitøek, tak¾e má dimenzi 1 (pøi ka¾dé þrozumnéÿ

de�nici dimenze).

Je¹tì uveïme jeden konkrétní netriviální pøíklad, kdy hodnost h([f

0

(x)]) je kon-

stantní. Nech» f : R

2

! R

2

má slo¾ky f

1

(x; y) = x+2y; f

2

(x; y) = x

2

+4y

2

+4xy�

x� 2y. Pak

[f

0

(x; y)] =

�

1 2

2x+ 4y � 1 4x+ 8y � 2

�

;

tak¾e h[f

0

(x; y)] = 1 v ka¾dém bodì (x; y) 2 R

2

. Proto¾e f

2

(x; y) = (f

1

(x; y))

2

�

f

1

(x; y), snadno vidíme, ¾e f(R

2

) je parabola f(u; v): v = u

2

� ug; navíc není

tì¾ké dokázat, ¾e f(U) je explicitnì zadaný kus 1-rozmìrné C

1

plochy pro ka¾dou

neprázdnou otevøenou mno¾inu U � R

2

.

Skuteènost, ¾e obor hodnot tohoto zobrazení f : R

2

! R

2

je þjednorozmìrnýÿ,

souvisí s tím, ¾e jeho slo¾ky f

1

; f

2

nejsou þnezávisléÿ: hodnotu f

2

(x; y) lze vypoèítat,

známe-li hodnotu f

1

(x; y); tj. f

2

þje funkcíÿ f

1

. Tak jsme vedeni k následující

de�nici.

2.173 De�nice. Nech» f

1

; f

2

; : : : ; f

k

; g jsou reálné funkce na mno¾inì M . Øek-

neme, ¾e funkce g je (funkènì) závislá na funkcích f

1

; : : : ; f

k

(nebo také, ¾e g je

funkcí f

1

; : : : ; f

k

), existuje-li funkce k promìnných h(y

1

; : : : ; y

k

) taková, ¾e

g(x) = h(f

1

(x); : : : ; f

k

(x)); x 2M:

Lze-li h zvolit tak, ¾e je tøídy C

p

(p 2 N[f1g) na svém de�nièním oboru, øekneme,

¾e funkce g je C

p

-závislá na funkcích f

1

; : : : ; f

k

.

2.174 Poznámka. Terminologie ohlednì þfunkèní závislosti a nezávislostiÿ v literatuøe velmi

kolísá a èasto se zavádìjí i dal¹í pojmy. Nìkdy se napøíklad øíká, ¾e funkce f

1

; : : : ; f

k

na otevøené

podmno¾inì G eukleidovského prostoru jsou funkènì závislé, jestli¾e nìkterá z nich je závislá

(pøípadnì C

1

-závislá) na ostatních k� 1 funkcích. Pak je tato de�nice zøejmým roz¹íøením pojmu

lineární závislosti funkcí (kde za funkce h pøipou¹tíme jen funkce lineární). O funkcích f

1

; : : : ; f

k

se také èasto øíká, ¾e jsou funkènì nezávislé, jestli¾e nejsou funkènì závislé na ¾ádné neprázdné

otevøené mno¾inì G

�

� G.

Èastý je pøípad, kdy funkce g(x

1

; : : : ; x

n

) na M � R

n

je závislá na nìkolika

souøadnicových funkcích, napø. na f

1

(x

1

; : : : ; x

n

) = x

1

, : : : ,f

k

(x

1

; : : : ; x

n

) = x

k

.

Pak ov¹em pou¾íváme frázi þfunkce g závisí pouze na souøadnicích x

1

; : : : ; x

k

ÿ.

Budeme potøebovat následující snadné tvzení.
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2.175 Tvrzení. Nech» p 2 N [ f1g, 1 � k < n a g je funkce na otevøeném

intervalu I = I

1

� � � � � I

n

� R

n

. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) g je C

p

-závislá na funkcích x

1

, : : : , x

k

.

(ii) Existuje funkce h 2 C

p

(I

1

�� � ��I

k

) taková, ¾e g(x

1

; : : : ; x

n

) = h(x

1

; : : : ; x

k

)

pro (x

1

; : : : ; x

n

) 2 I .

(iii)

@g

@x

j

(x) = 0 pro k < j � n a x 2 I .

Dùkaz. Podmínky (i) a (ii) jsou zøejmì ekvivalentní a implikace (ii) =) (iii) je

zøejmá. Jestli¾e platí (iii), pak pro ka¾dý bod (x

1

; : : : ; x

k

) 2 I

1

� � � � � I

k

je podle

Vìty 2.62 parciální funkce (x

k+1

; : : : ; x

n

) 7! g(x

1

; : : : ; x

n

) konstantní na intervalu

I

k+1

� � � � � I

n

. Zvolíme-li tedy bod a

k+1

2 I

k+1

; : : : ; a

n

2 I

n

a polo¾íme-li

h(x

1

; : : : ; x

k

) := g(x

1

; : : : ; x

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

), potom zøejmì h 2 C

p

(I

1

� � � � � I

k

)

a g(x

1

; : : : ; x

n

) = g(x

1

; : : : ; x

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

) = h(x

1

; : : : ; x

k

) pro (x

1

; : : : ; x

n

) 2 I .

2.176 Poznámka. Není tì¾ké dokázat (i) () (iii) i v pøípadì, ¾e I � R

n

je

obecná konvexní otevøená mno¾ina; pøedpoklad otevøenosti a souvislosti I v¹ak

nestaèí.

Pøedpokládejme nyní, ¾e funkce f

1

; : : : ; f

k

jsou tøídy C

1

na nìjakém otevøe-

ném okolí bodu a 2 R

n

. Naskýtá se pøirozená otázka, jak zjistit, zda na nìjakém

otevøeném okolí bodu a je nìkterá z tìchto funkcí závislá na ostatních funkcích.

Tato druhá otázka ov¹em velmi úzce souvisí s na¹í první otázkou. Existuje-li na-

pøíklad pro f z R

n

do R

m

èíslo 1 � k < m a otevøené okolí U bodu a, pro které

je f(U) explicitnì zadaný k-rozmìrný kus C

1

plochy, pak zøejmì existují indexy

1 � i

1

< i

2

< � � � < i

k

� m takové, ¾e ka¾dá slo¾ka f

j

, j 2 f1; : : : ;mg n fi

1

; : : : ; i

k

g,

je na U C

1

-závislá na slo¾kách f

i

1

; : : : ; f

i

k

.

Pro formulaci tøetí otázky opìt uva¾ujme zobrazení f z R

n

do R

m

, které je tøídy

C

1

na nìjakém otevøeném okolí bodu a. Ptejme se nyní zda lze zvolit na nìjakém

otevøeném okolí bodu a køivoèaré souøadnice s

1

; : : : ; s

n

a na nìjakém otevøeném

okolí bodu f(a) køivoèaré souøadnice q

1

; : : : ; q

m

tak, aby vyjádøení (zú¾ení) zobrazení

f pomocí tìchto souøadnic mìlo velmi jednoduchý þkanonickýÿ tvar.

Uká¾eme, ¾e pokud hodnost h([f

0

(x)]) je konstantní (rovna k) na nìjakém okolí

bodu a, pak to mo¾né je: f má lokálnì vzhledem ke vhodným køivoèarým souøad-

nicím tvar

(s

1

; : : : ; s

n

) 7! (q

1

; : : : ; q

m

) = (s

1

; : : : ; s

k

; 0; : : : ; 0):

Pøesná formulace odpovìdí na v¹echny tøi otázky je obsa¾ena v následující vìtì.

2.177 Vìta. (vìta o hodnosti) Nech» f = (f

1

; : : : ; f

m

) je zobrazení z R

n

do R

m

,

které je tøídy C

p

(p 2 N [ f1g) na nìjakém otevøeném okolí bodu a 2 R

n

. Nech»

hodnost h([f

0

(x)]) je rovna k � 1 na nìjakém okolí bodu a. Potom:

(i) Existují indexy 1 � j

1

< � � � < j

k

� m a okolí U bodu a takové, ¾e

(a) zobrazení x 7! (f

j

1

(x); : : : ; f

j

k

(x)); x 2 U zobrazuje ka¾dou otevøenou

mno¾inu G � U na otevøenou podmno¾inu R

k

a
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Obr. 2.15.

(b) ka¾dá z funkcí f

j

, j 2 f1; : : : ;mg n fj

1

; : : : ; j

k

g je na U C

p

-závislá na

funkcích f

j

1

; : : : ; f

j

k

.

(ii) Existuje otevøené okolí U bodu a takové, ¾e pro ka¾dou otevøenou mno¾inu

; 6= G � U platí, ¾e

(c) f(G) je otevøená, jestli¾e k = m;

(d) f(G) je explicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

p

-plochy, jestli¾e k < m.

(iii) Existují otevøené okolí U � D

f

bodu a, otevøená mno¾ina V � f(U) a

difeomor�smy tøídy C

p

S: U ! R

n

, Q: V ! R

m

takové, ¾e zobrazení

f

�

:= Q � f � S

�1

; f

�

: S(U)! R

m

je dáno pøedpisem

f

�

(s

1

; : : : ; s

n

) = (s

1

; : : : ; s

k

; 0; : : : ; 0):

Dùkaz. (Pro èásteèné znázornìní tvrzení (iii) viz obr. 2.15.)

Podle pøedpokladu má Jacobiho matice [f

0

(a)] aspoò jeden nenulový subdeter-

minant øádu k, tj. existují indexy 1 � i

1

< � � � < i

k

� n, 1 � j

1

< � � � < j

k

� m

takové, ¾e

D(f

j

1

; : : : ; f

j

k

)

D(x

i

1

; : : : ; x

i

k

)

(a) 6= 0. Aby zápisy byly pøehlednìj¹í a dùkaz pocho-

pitelnìj¹í, budeme dále bez újmy na obecnosti pøedpokládat, ¾e i

p

= j

p

= p, tj.

D(f

1

; : : : ; f

k

)

D(x

1

; : : : ; x

k

)

(a) 6= 0. (Obecný pøípad lze na tento speciální zøejmì pøevést þpøe-

èíslovánímÿ souøadnic bodu x a slo¾ek zobrazení f .)

Klíèem k dùkazu vìty je zavedení zobrazení

e

S z R

n

do R

n

pøedpisem

e

S(x

1

; : : : ; x

n

) = (f

1

(x); : : : ; f

k

(x); x

k+1

; : : : ; x

n

); x 2 D

f

:

Zobrazení

e

S je zøejmì tøídy C

p

na nìjakém otevøeném okolí bodu a a Jacobiho

matice zobrazení

e

S v bodì a má tvar (ve kterém hvìzdièky oznaèují libovolná reálná
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èísla)

[

e

S

0

(a)] =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

@f

1

@x

1

(a) : : :

@f

1

@x

k

(a) � : : : : : : �

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

@f

k

@x

1

(a) : : :

@f

k

@x

k

(a) � : : : : : : �

0 : : : 0 1 0 : : : 0

0 : : : 0 0 1 : : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 : : : 0 0 0 : : : 1

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

a je tedy regulární. (Snadno napø. ovìøíme, ¾e její øádky jsou lineárnì nezávislé.)

Podle Vìty 2.121 o inverzním zobrazení existuje otevøené okolí U bodu a takové ¾e

S :=

e

S �

U

je difeomor�smus tøídy C

p

. Pøípadným vhodným zmen¹ením mno¾iny

U mù¾eme zøejmì dosáhnout toho, ¾e mno¾ina U

�

:= S(U) je otevøený interval a

h([f

0

(x)]) = k pro ka¾dý bod x 2 U .

Proto¾e S je difeomor�smus, pro ka¾dou otevøenou mno¾inu G � U je mno¾ina

S(G) otevøená, tak¾e je otevøená i projekce mno¾iny S(G) na prostor prvních k

souøadnic. Tím je dokázáno tvrzení (a).

Zobrazení g := f � S

�1

, g: U

�

! R

m

je zøejmì tøídy C

p

na U

�

. Polo¾íme-li

x = (x

1

; : : : ; x

n

) := S

�1

(s) pro libovolný bod s = (s

1

; : : : ; s

n

) 2 U

�

, zøejmì platí

(2.53) g

j

(s) = f

j

(x); j = 1; : : : ;m; g

j

(s) = f

j

(x) = s

j

; j = 1; : : : ; k:

Jacobiho matice [g

0

(s)] zobrazení g v bodì s má tedy tvar

(2.54) [g

0

(s)] =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

1 0 : : : 0 0 : : : 0

0 1 : : : 0 0 : : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 : : : 1 0 : : : 0

� : : : : : : �

@g

k+1

(s)

@s

k+1

: : :

@g

k+1

(s)

@s

n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

� : : : : : : �

@g

m

(s)

@s

k+1

: : :

@g

m

(s)

@s

n

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

Pomocí souøadnicového systému S jsme zavedli na U køivoèaré souøadnice;

nyní pomocí Tvrzení 2.175 doká¾eme, ¾e þzobrazení f závisí jen na prvních k z

nichÿ. Pøesnìji: uká¾eme, ¾e (slo¾ky) g(s

1

; : : : ; s

n

) závisí pouze na s

1

; : : : ; s

k

. Pro-

to¾e (S

�1

)

0

(s) je lineární bijekce R

n

na R

n

a g

0

(s) = f

0

(x) � (S

�1

)

0

(s), dostáváme

h([g

0

(s)]) = dim (Im(g

0

(s))) = dim (Im(f

0

(x))) = h([f

0

(x)]) = k:

Z tvaru (2.54) matice [g

0

(s)] tedy okam¾itì vidíme, ¾e

@g

j

(s)

@s

i

= 0; pro k + 1 � i � n; k + 1 � j � m s 2 U

�

:
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2. Diferenciální poèet funkcí více promìnných

Proto¾e U

�

je interval, je tvaru U

�

= I

1

� � � � � I

n

, kde I

j

� R jsou otevøené

intervaly. Z Tvrzení 2.175 vyplývá, ¾e existují funkce '

j

; j = k+1; : : : ;m tøídy C

p

na I

1

� � � � � I

k

takové, ¾e

g

j

(s) = '

j

(s

1

; : : : ; s

k

); s 2 U

�

; j = k + 1; : : : ;m:

Podle (2.53) tedy pro ka¾dé k + 1 � j � m platí

f

j

(x) = '

j

(f

1

(x); : : : ; f

k

(x)); x 2 U:

Tím je dokázáno i tvrzení (b).

Z tvrzení (a), (b) ji¾ okam¾itì vyplývá, ¾e pro vý¹e uvedené U platí také tvrzení

(c) a (d).

Zbývá dokázat (iii). Víme, ¾e zobrazení g = f � S

�1

je tvaru

g(s

1

; : : : ; s

n

) = (s

1

; : : : ; s

k

; '

k+1

(s

1

; : : : ; s

k

); : : : ; '

m

(s

1

; : : : ; s

k

)):

Otevøená mno¾ina V := I

1

� � � � � I

k

� R

m�k

zøejmì obsahuje mno¾inu f(U).

Polo¾íme-li pro y = (y

1

; : : : ; y

m

) 2 V

Q(y

1

; : : : ; y

m

) := (y

1

; : : : ; y

k

; y

k+1

� '

k+1

(y

1

; : : : ; y

k

); : : : ; y

m

� '

m

(y

1

; : : : ; y

k

));

je snadno vidìt, ¾e Q: V ! V je difeomor�smus tøídy C

p

a zobrazení

f

�

:= Q � f � S

�1

= Q � g; f

�

: S(U) = U

�

! R

m

má ¾ádaný (þkanonickýÿ) tvar

f

�

(s

1

; : : : ; s

n

) = (s

1

; : : : ; s

k

; 0; : : : ; 0):

2.178 Poznámka.

(�) Je-li h([f

0

(x)]) = 0 na nìjakém okolí bodu a, pak z Vìty 2.62 snadno

vyplývá, ¾e f je konstantní na nìjakém okolí bodu a.

(�) Z (a) snadno vyplývá, ¾e ¾ádná z funkcí f

j

1

; : : : ; f

j

k

není funkènì závislá

na ostatních na ¾ádné otevøené mno¾inì ; 6= G � U . (V tomto smyslu jsou tedy

f

j

1

; : : : ; f

j

k

þnezávislé na Gÿ.)

(
) Z (d) vyplývá (napø. podle Tvrzení 2.156), ¾e f(G) je øídká a lebesgueovsky

nulová v R

m

.
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3. Úvod do diferenciálního

poètu v Banachových

prostorech

Smyslem tohoto krátkého úvodu je seznámit ètenáøe s nìkterými základními po-

jmy, metodami a výsledky této teorie (nìkdy bez dùkazu nebo pouze s náznakem

dùkazu). Konkrétní cíle jsou ètyøi:

(i) Podat úplný dùkaz vìty o inverzním zobrazení (pro C

1

zobrazení mezi Ba-

nachovými prostory). V Kapitole 2 je pøesnì ukázáno, jak lze odtud snadno

vyvodit klasickou vìtu o implicitních funkcích. Dùkaz vìty o implicitním

zobrazení mezi Banachovými prostory je pouze naznaèen.

(ii) Ukázat moderní de�nici derivací zobrazení vy¹¹ího øádu, pøi které napøíklad

chápeme druhou derivaci x 7! F

00

(x) jako derivaci zobrazení x 7! F

0

(x).

Druhá derivace je tedy opìt (stejnì jako v pøípadì funkcí jedné promìnné)

de�novaná jako derivace derivace. Po jistém þpøirozeném ztoto¾nìníÿ je pøi

této de�nici druhá derivace bilineární zobrazení, které je pro pøípad zobra-

zení F : R

n

! R druhou derivací ve smyslu Kapitoly 2.

(iii) Ukázat, ¾e toto moderní pojetí vy¹¹ích derivací mù¾e být u¾iteèné i pro

diferenciální poèet v eukleidovských prostorech. Jako pøíklad uvádíme þbez-

souøadnicovýÿ výpoèet derivací druhého a tøetího øádu slo¾ené funkce, pøi

kterém si u¹etøíme psaní pomìrnì dlouhých vzorcù { ov¹em za cenu (my¹-

lenkovì nároèné) práce v abstraktních prostorech.

(iv) Na konkrétních pøíkladech ukázat, jak v þabstraktním kalkuluÿ pøebírá roli

souèinu obecné bilineární (resp. multilineární) zobrazení a roli reálné funkce

x 7! 1=x zobrazení S 7! S

�1

(kde S: X ! X je izomor�smus normovaného

lineárního prostoru na sebe).

V této kapitole budeme nìkdy pro pøehlednost zápisu (zmen¹ení poètu závorek)

pou¾ívat znak � pro þoperaci evaluaceÿ. Napøíklad místo f(x) budeme nìkdy psát

f �x. V jednoduchých pøípadech v¹ak vynecháváme závorku i znak � ; napøíklad jako

obvykle pí¹eme f

0

(x)h.

149



3. Úvod do diferenciálního poètu v Banachových prostorech

3.1 Fréchetova a Gâteauxova derivace;

derivace slo¾eného zobrazení

V tomto oddíle budeme pøedpokládat, ¾e X (dimX � 1) a Y jsou normované line-

ární prostory a f je zobrazení z X do Y . V ka¾dé vìtì jsou buï v¹echny normované

lineární prostory reálné nebo jsou komplexní. Ètenáøi lze doporuèit, aby si v¾dy

pøedstavoval þreálný pøípadÿ, který je pochopitelnìj¹í.

Èasto se teorie buduje pouze pro pøípad Banachových prostorù, který má nejdùle¾itìj¹í apli-

kace, a ve kterém platí hlub¹í vìty; pro základní de�nice a nejjednodu¹¹í de�nice v¹ak pøedpoklad

úplnosti není nutný.

Pojem derivace podle vektoru se ve variaèním poètu fakticky pou¾íval pod-

statnì døíve, ne¾ vznikla teorie normovaných lineárních prostorù. Jde o pøímoèaré

zobecnìní de�nice v klasickém pøípadì.

3.1 De�nice. Derivací zobrazení f v bodì a 2 X podle vektoru v 2 X rozumíme

limitu

D

v

f(a) := lim

t!0

f(a+ tv)� f(a)

t

:

3.2 Poznámka.

(i) Pro zápis derivace podle vektoru se nìkdy pou¾ívají také symboly

@

v

f(a); f

0

(a; v); �

v

f(a):

(ii) Pro derivaci podle vektoru se pou¾ívá i název smìrová derivace nebo (pøi

u¾ití zápisu �

v

f(a)) Gâteauxova (nebo Lagrangeova) variace. Èasto se místo

þderivace podle vektoru vÿ u¾ívá fráze þderivace ve smìru vÿ

(iii) V nìkterých aplikacích má velký význam i pojem jednostranné derivace

podle vektoru, de�nované pøedpisem

D

+

v

f(a) := lim

t!0+

f(a+ tv)� f(a)

t

:

Pojem parciální derivace zobrazení f nelze obecnì rozumnì de�novat. Pøirozené

zobecnìní pojmu parciální derivace pro zobrazení z kartézského souèinu normova-

ných lineárních prostorù je podáno ní¾e (De�nice 3.28).

Základním pojmem diferenciálního poètu v normovaných lineárních prostorech

je pojem Fréchetovy derivace, který pøirozenì zobecòuje klasický pojem totálního

diferenciálu.

3.3 De�nice. Nech» f je zobrazení z normovaného lineárního prostoru X do

normovaného lineárního prostoru Y a nech» L: X ! Y je spojité lineární zobrazení.

Øekneme, ¾e L je Fréchetova derivace zobrazení f v bodì a, jestli¾e

(3.1) lim

h!0

f(a+ h)� f(a)� L(h)

khk

= 0:

150



Fréchetova a Gâteauxova derivace; derivace slo¾eného zobrazení 3.1

Fréchetovu derivaci zobrazení f v bodì a budeme znaèit symbolem f

0

(a) a nìkdy

ji budeme nazývat pouze derivace.

Fréchetovì derivaci se také øíká Fréchetùv diferenciál a místo f

0

(a) se èasto

pí¹e Df(a). Existuje-li f

0

(a) (resp. f

0

(x) pro ka¾dé x z otevøené mno¾iny G � X),

øíkáme, ¾e f je diferencovatelné v a (resp. na G).

Pro korektnost de�nice je ov¹em tøeba vìdìt, ¾e derivace zobrazení f v bodì a

existuje nejvý¹e jedna; to plyne ihned z Tvrzení 3.6.

3.4 Poznámka.

(i) Aby mìl pojem Fréchetovy derivace u¾iteèné vlasnosti, je tøeba po¾adovat nejen

linearitu zobrazení f

0

(a), ale také jeho spojitost.

Pro pøípad X = R

n

, Y = R

m

je ov¹em (viz oddíl 1.11) ka¾dé lineární zobrazení

L: X ! Y spojité, tak¾e De�nice 3.3 je skuteènì zobecnìním de�nice z Kapitoly

2.

(ii) Snadno je vidìt, ¾e pokud f je spojité v a a pro lineární zobrazení L: X ! Y platí

(3.1), je L spojité.

(iii) Pøímo z de�nice okam¾itì vyplývá, ¾e pokud f : X ! Y je spojité lineární zobra-

zení, pak f

0

(a) = f pro ka¾dý bod a 2 X.

(iv) Je-li f : X ! Y konstantní na otevøené mno¾inì G � X, pak zøejmì platí

f

0

(a) = 0 2 L(X;Y ) pro ka¾dý bod a 2 G.

(iv) Snadno je vidìt, ¾e pokud v X a Y pøejdeme k ekvivalentním normám, pojem

Fréchetovy derivace se nezmìní.

Zcela stejným zpùsobem, jakým jsme dokázali v klasickém pøípadì Tvrzení 2.8,

Vìtu 2.14 a rovnost D

v

f(a) = df(a)(v) (z Vìty 2.28), lze snadno dokázat tato

jejich zobecnìní.

3.5 Tvrzení. Nech» L: X ! Y je spojité lineární zobrazení a r(h) je zobrazení

urèené rovnicí

f(a+ h)� f(a) = L(h) + r(h):

Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) f

0

(a) = L.

(ii) kr(h)k = o(khk); h! 0:

(iii) Existuje zobrazení ! z X do Y , které je spojité v 0 2 X , a pro které platí

!(0) = 0 a r(h) = khk!(h).

3.6 Tvrzení. Nech» existuje Fréchetova derivace f

0

(a). Pak f je spojité v bodì a

a pro ka¾dý vektor v 2 X platí

D

v

f(a) = f

0

(a)v:

Èasto se u¾ívá i následující (ménì dùle¾itý) pojem Gâteauxovy derivace.
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3. Úvod do diferenciálního poètu v Banachových prostorech

3.7 De�nice. Øekneme, ¾e spojité lineární zobrazení L: X ! Y je Gâteauxova

derivace zobrazení f v bodì a 2 X , jestli¾e pro ka¾dý vektor v 2 X platí rovnost

L(v) = D

v

f(a): Gâteauxovu derivaci budeme dále oznaèovat symbolem f

0

G

(a).

Zobrazení f má tedy Gâteauxovu derivaci v bodì a, právì kdy¾ existují v¹echny

smìrové derivace D

v

f(a) a zobrazení v 7! D

v

f(a) je lineární a spojité; toto zobra-

zení je pak f

0

G

(a). Jednoznaènost Gâteauxovy derivace je tedy zøejmá.

Z Tvrzení 3.6 okam¾itì vyplývá, ¾e pojem Gâteauxovy derivace je slab¹í ne¾

pojem Fréchetovy derivace:

Existuje-li f

0

(a), existuje i f

0

G

(a) a platí f

0

(a) = f

0

G

(a).

Nìkdy se proto Gâteauxova derivace nazývá þslabá derivaceÿ a Fréchetova derivace

þsilná derivaceÿ.

3.8 Poznámka. V pøípadì, ¾e f je reálná funkce na reálném Hilbertovì prostoru

X , a 2 X a existuje f

0

(a), pak je pøirozené de�novat gradient grad f(a) 2 X jako

jediný prvek X , pro který f

0

(a) = h�; grad f(a)i (srov. Vìta 1.137). Pøi této de�nici

platí zobecnìní Vìty 2.28, speciálnì grad f(a) urèuje smìr nejvìt¹ího rùstu funkce.

Poznamenejme je¹tì, ¾e nìkteøí autoøi pøi de�nici gradientu pracují s f

0

G

(a) místo

f

0

(a) a ¾e i pak platí zobecnìní Vìty 2.28.

U¾iteèné je následující snadné tvrzení, které více objasòuje vztah mezi Gâteauxovou

a Fréchetovou derivací, a které lze také chápat jako alternativní de�nici Fréchetovy

derivace.

3.9 Tvrzení. Fréchetova derivace f

0

(a) existuje právì tehdy, existuje-li Gâteauxova

derivace f

0

G

(a) a limita

(3.2) lim

t!0

f(a+ tv)� f(a)

t

= D

v

f(a) = f

0

G

(a)v

je stejnomìrná vzhledem k vektorùm v z jednotkové sféry S := fv 2 X : kvk = 1g.

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e existuje L := f

0

G

(a). Pak zmínìná stejnomìrnost

limity (3.2) ov¹em znamená toto (viz Poznámka 1.34):

(3.3) 8" > 0 9� > 0 8v 2 S 8t 2 R: (0 < jtj < �) =)













f(a+ tv)� f(a)

t

� L(v)













< ":

Podle de�nice platí L = f

0

(a), právì kdy¾

(3.4) 8" > 0 9� > 0 8h 2 X: (0 < khk < �) =)

kf(a+ h)� f(a)� L(h)k

khk

< ":

Polo¾íme-li h := tv pro v 2 S a t 6= 0, pak khk = jtj a L(h) = t L(v), tak¾e













f(a+ tv)� f(a)

t

� L(v)













=

kf(a+ h)� f(a)� L(h)k

khk
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Fréchetova a Gâteauxova derivace; derivace slo¾eného zobrazení 3.1

Uvá¾íme-li je¹tì, ¾e ka¾dý vektor 0 6= h 2 X lze psát ve tvaru h = t v, kde t = khk

a v = h=khk 2 S, pak snadno vidíme, ¾e tvrzení (3.3) a (3.4) jsou ekvivalentní.

3.10 Poznámka.

(i) Z pøedchozího dùkazu je zøejmé, ¾e pokud v (3.2) uva¾ujeme jednostrannou limitu

(lim

t!0+

), tvrzení opìt platí.

(ii) Je snadné ukázat, ¾e Gâteauxova derivace f

0

G

(a je Fréchetovou derivací, právì kdy¾

je splnìna nìkterá ze dvou podmínek

(a) Existuje okolí U bodu 0 2 X takové, ¾e limita (3.2) je stejnomìrná

vzhledem k v 2 U .

(b) Pro ka¾dou omezenou mno¾inu M � X je limita (3.2) stejnomìrná

vzhledem k v 2M .

Nìkdy je vy¹etøení existence Gâteauxovy derivace snaz¹í ne¾ vy¹etøení Fréche-

tovy derivace. V tìchto pøípadech je dùle¾itá následující vìta, kterou uvedeme bez

dùkazu. Poznamenejme jen, ¾e v klasickém pøípadì (X = R

n

, Y = R

m

) snadno

vyplývá z Vìty 2.20 a v obecném pøípadì se snadno doká¾e z Vìty 3.19 o pøírùstku

vektorové funkce.

3.11 Vìta. Nech» X , Y jsou normované lineární prostory, a 2 X a f je zobrazení

z X do Y . Jestli¾e f má Gâteauxovu derivaci v ka¾dém bodì nìjakého okolí bodu

a a Gâteauxova derivace x 7! f

0

G

(x) (zobrazení z X do L(X;Y )) je spojitá v bodì

a, pak existuje Fréchetova derivace f

0

(a).

Pro Fréchetovu derivaci platí také pøirozené zobecnìní Tvrzení 2.48:

Existuje-li Fréchetova derivace f

0

(a), pak kf(a+h)�f(a)k = O(khk); h! 0:

Pou¾ijeme-li toto tvrzení a Tvrzení 3.5, mù¾eme postupovat zcela stejnì jako pøi

dùkazu Vìty 2.50 o derivaci slo¾eného zobrazení a dokázat její pøirozené zobecnìní.

3.12 Vìta. (vìta o Fréchetovì derivaci slo¾eného zobrazení) Nech» X;Y; Z jsou

normované lineární prostory, f je zobrazení z X do Y a g je zobrazení z Y do Z.

Nech» f má Fréchetovu derivaci v bodì a 2 X a nech» g má Fréchetovu derivaci v

bodì b := f(a). Pak zobrazení g � f má Fréchetovu derivaci v bodì a a platí

(g � f)

0

(a) = g

0

(b) � f

0

(a):

Dùle¾itým speciálním pøípadem je následující tvrzení.

3.13 Dùsledek. Nech» X;Y; Z jsou normované lineární prostory, f je zobrazení

z X do Y a L 2 L(Y; Z). Má-li f Fréchetovu derivaci v bodì a 2 X , pak zobrazení

L � f má Fréchetovu derivaci v bodì a a platí (L � f)

0

(a) = L � f

0

(a):

Z nìj pak snadno plyne:
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3. Úvod do diferenciálního poètu v Banachových prostorech

3.14 Dùsledek. Nech» X , Y

1

, Y

2

jsou normované lineární prostory, Y

1

a Y

2

jsou

izomorfní a ': Y

1

! Y

2

je izomor�smus. Nech» f je zobrazení z X do Y

1

, a a 2 X .

Polo¾me f

�

:= ' � f . Pak platí rovnost (f

�

)

0

(a) = ' � f

0

(a), jakmile má jedna

její strana smysl.

Snadným dùsledkem vìty o derivaci slo¾eného zobrazení je následující tvrzení.

3.15 Dùsledek. Nech» X;Y; Z jsou normované lineární prostory, f je zobrazení

z X do Y a g je zobrazení z Y do Z. Pak platí následující tvrzení.

(i) Jestli¾e a; v 2 X a existují D

v

f(a) a g

0

(f(a)), pak existuje D

v

(g � f)(a) a

platí

D

v

(g � f)(a) = g

0

(f(a)) �D

v

f(a):

(ii) Nech» f má Gâteauxovu derivaci v bodì a 2 X a nech» g má Fréchetovu

derivaci v bodì b := f(a). Pak zobrazení g�f má Gâteauxovu derivaci v bodì

a a platí

(g � f)

0

G

(a) = g

0

(b) � f

0

G

(a):

Dùkaz. (Náznak.) Tvrzení (i) snadno dostáváme, aplikujeme-li Vìtu 3.12 na zob-

razení f

�

z R do Y de�nované pøedpisem f

�

(t) := f(a+ tv), zobrazení g a na bod

a

�

:= 0 2 R. Tvrzení (ii) je pak okam¾itým dùsledkem tvrzení (i) a toho, ¾e slo¾ení

g

0

(b) � f

0

G

(a) dvou spojitých lineárních zobrazení je spojité lineární zobrazení.

3.16 Poznámka. Nech» X;Y; Z; f; g jsou jako ve Vìtì 3.12. Existuje-li f

0

(a) a g

0

G

(f(a)),

nemusí obecnì existovat (g�f)

0

G

(a), a ani v pøípadì, ¾e existuje, nemusí platit (g�f)

0

G

(a) =

g

0

G

(f(a)) � f

0

G

(a) (Staèí volit X = R, Y = R

2

, Z = R, f(x) = (x; x

2

), a = 0 a za

g vzít po øadì funkce g

�

, g z Pøíkladu 2.33). Pøedpokládáme-li v¹ak, ¾e zobrazení g je

lipschitzovské na nìjakém okolí bodu f(a), pak z existence Gâteauxových derivací f

0

G

(a),

g

0

G

(f(a)) lze (pomìrnì snadno) dokázat existenci Gâteauxovy derivace (g � f)

0

G

(a) a rov-

nost (g � f)

0

G

(a) = g

0

G

(f(a)) � f

0

G

(a).

Zcela analogicky jako bylo dokázáno Tvrzení 2.38, lze dokázat jeho následující

zobecnìní.

3.17 Vìta. Nech» f = (f

1

; : : : ; f

n

) je zobrazení z normovaného lineárního prostoru

Y do souèinu X := X

1

�� � ��X

n

normovaných lineárních prostorù a nech» a 2 Y .

Pak

f

0

(a) = (f

0

1

(a); : : : ; f

0

n

(a)),

má-li jedna strana rovnosti smysl.

Velmi u¾iteèné je také následující tvrzení.

3.18 Tvrzení. Nech» X je n-rozmìrný normovaný lineární prostor, Z je normo-

vaný lineární prostor a nech» ('

1

; : : : ; '

n

) je báze duálního prostoru X

�

. Nech» f je
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Fréchetova a Gâteauxova derivace; derivace slo¾eného zobrazení 3.1

zobrazení ze Z do X . Pak f má derivaci v bodì a 2 Z, právì kdy¾ v¹echny reálné

(resp. komplexní) funkce '

i

� f mají derivaci v bodì a.

Dùkaz. (Struèný.) Nech» X a Z jsou reálné (komplexní pøípad je zcela obdobný).

Pak zobrazení ' = ('

1

; : : : ; '

n

): X ! R

n

je lineární bijekce, tak¾e je to podle Vìty

1.130 izomor�smus (na R

n

uva¾ujeme maximovou normu). Podle Dùsledku 3.14 má

f v bodì a derivaci, právì kdy¾ ' � f má v tomto bodì derivaci. A to podle Vìty

3.17 nastane právì tehdy, kdy¾ v¹echny funkce '

i

� f mají derivaci v bodì a.

3.19 Vìta. Nech» X , Y jsou normované lineární prostory, C � X je otevøená

konvexní mno¾ina, F : C ! Y je zobrazení diferencovatelné na mno¾inì C a nech»

supfkF

0

(x)k: x 2 Cg � K:

Pak zobrazení F je na C lipschitzovské s konstantou K, tj.

(3.5) kF (b)� F (a)k � K kb� ak; kdykoliv a; b 2 C:

Dùkaz. (Náznak.) Naznaèíme dvì mo¾nosti dùkazu.

První mo¾nost (kterou uká¾eme jen v pøípadì reálných prostorù X , Y ) je zalo-

¾ena na u¾ití Lagrangeovy vìty podobnì jako v dùkazu Vìty 2.64. Zvolíme libovolnì

a, b 2 C a pou¾ijeme Vìtu 1.136 (kterou jsme uvedli bez dùkazu) k nalezení funk-

cionálu  2 Y

�

takového, ¾e platí k k = 1 a  (F (b) � F (a)) = kF (b) � F (a)k.

Pou¾ijeme-li Lagrangeovu vìtu na reálnou funkci f(t) =  (F (a+ t(b�a))) na [0; 1],

dostáváme

kF (b)� F (a)k =  (F (b))�  (F (a)) = f(1)� f(0) = f

0

(�);

kde � 2 (0; 1). Lagrangeovu vìtu lze pou¾ít, proto¾e podle Vìty 3.12 má f v ka¾dém

bodì t 2 [0; 1] derivaci f

0

(t) 2 L(R;R) a f

0

(t) =  � F

0

(a + t(b � a)) � L, kde

L 2 L(R; X), L(h) = h(b� a). Platí tedy nerovnosti (srov. Tvrzení 1.135)

kf

0

(�)k � k k � kF

0

(a+ �(b� a))k � kb� ak � Kkb� ak:

Chápeme-li f

0

(�) klasicky jako reálné èíslo, dostáváme nerovnost (srov. Poznámka

2.37 (iii)) jf

0

(�)j � Kkb� ak, tak¾e (3.5) platí.

Druhá mo¾nost je zcela pøímoèará. Pro body a; b 2 C a " > 0 polo¾me

M := ft 2 [0; 1]: kF (a+ t(b� a))� F (a)k � (K + ")tkb� akg.

Zøejmì 0 2M a ze spojitosti F dostáváme, ¾e � := supM 2M . Pokud � < 1,

z de�nice derivace snadno vyplývá existence èísla t 2 (�; 1), pro které platí

kF (a+ t(b� a))� F (a+ �(b� a))k � (K + ")(t� �)kb� ak. Pak ale

kF (a+t(b�a))�F (a)k � kF (a+�(b�a))�F (a)k+kF (a+t(b�a))�F (a+�(b�a))k

� (K + ")�kb� ak+ (K + ")(t� �)kb� ak = (K + ")tkb� ak;
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3. Úvod do diferenciálního poètu v Banachových prostorech

tak¾e t 2 M , co¾ je spor. Je tedy � = 1 2M , tj. kF (b)� F (a)k � (K + ")kb� ak.

Proto¾e " bylo libovolné, platí (3.5).

3.20 Poznámka. Pro odhad kF (b) � F (a)k jsme vyu¾ili pouze odhad velikosti

derivace na úseèce ab. Platí zobecnìní tvrzení z Poznámky 2.65 (ii).

Nìkdy se pou¾ívá také pojem striktní (ostré, silné) derivace, který je silnìj¹í ne¾ pojem

Fréchetovy derivace.

Nech» X, Y jsou normované lineární prostory a f je zobrazení z X do Y . Øekneme, ¾e

L 2 L(X;Y ) je striktní derivace zobrazení f v bodì a, jestli¾e pro ka¾dé " > 0 existuje okolí U

bodu a takové, ¾e zobrazení f � L je na U lipschitzovské s konstantou ".

Je snadno vidìt, ¾e L je striktní derivace f v a, právì kdy¾ L = f

0

(a) a navíc

lim

(x;y)!(a;a);x 6=y

f(x)� f(y) � f

0

(a)(x � y)

kx� yk

= 0:

Tento pojem derivace pro funkce z R do R de�noval ji¾ koncem 19. století Peano. Pozname-

nejme je¹tì toto: a) Z pøedpokladù Vìty 3.11 vyplývá, ¾e f

0

(a) je striktní derivace. b) Je-li

X normovaný lineární prostor, f : X ! R je spojitá konvexní funkce, a 2 X a existuje f

0

(a), pak

f

0

(a) je striktní derivace. c) Jsou-li ve Vìtì 3.12 o derivaci slo¾eného zobrazení derivace f

0

(a),

g

0

(b) striktní, pak je také (g � f)

0

(a) striktní derivace.

3.2 Zobrazení tøídy C

1

3.21 De�nice. Nech» X , Y jsou normované lineární prostory a G � X je otevøená

mno¾ina. Øekneme, ¾e zobrazení f : G! Y je tøídy C

1

(je spojitì diferencovatelné),

jestli¾e má Fréchetovu derivaci v ka¾dém bodì a zobrazení f

0

: x 7! f

0

(x) je spojité

zobrazení mno¾iny G do prostoru L(X;Y ).

Mno¾inu v¹ech takových zobrazení oznaèujeme symbolem C

1

(G;Y ); v pøípadì

Y = R pouze C

1

(G).

3.22 Poznámka.

(i) Pozdìji budeme de�novat i pro p > 1 (p 2 N) mno¾inu C

p

(G;Y ) zobrazení

G do Y , která jsou p-krát spojitì diferencovatelná.

(ii) Z Vìty 3.11 ihned vyplývá, ¾e f 2 C

1

(G;Y ), právì kdy¾ Gâteauxova derivace

f

0

G

: x 7! f

0

G

(x) je spojitá na G.

Pojem zobrazení tøídy C

1

jsme ji¾ de�novali pro zobrazení f : R

n

! R

m

. Mu-

síme tedy ukázat, ¾e nová de�nice není ve sporu se starou. To okam¾itì vyplývá

z následujícího snadného tvrzení.
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Zobrazení ze souèinu prostorù 3.3

3.23 Tvrzení. Nech» G � R

n

je otevøená mno¾ina a nech» je dáno zobrazení

f = (f

1

; : : : ; f

m

): G! R

m

. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Zobrazení f

0

: x 7! f

0

(x) je spojité na G.

(ii) V¹echny funkce

@f

j

@x

i

; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ;m, jsou spojité na G.

Dùkaz. Nejprve si uvìdomíme (pro názorný dùkaz lze þztoto¾nitÿ L(R

n

;R

m

)

s prostorem matic typu m� n pomocí lineární bijekce L 7! [L]), ¾e lineární formy

'

i;j

2 (L(R

n

;R

m

))

�

; i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n; dané pøedpisem

'

i;j

(L) = hL(e

j

); e

i

i; L 2 L(R

n

;R

m

)

tvoøí bázi prostoru (L(R

n

;R

m

))

�

.

Platí-li (i), víme (viz (2.10)), ¾e

@f

i

@x

j

(x) = hf

0

(x)e

j

; e

i

i = '

i;j

(f

0

(x)) pro x 2 G,

tak¾e v¹echny funkce

@f

i

@x

j

= '

i;j

� f

0

jsou spojité.

Nech» platí (ii). Pak podle Vìty 2.44 existuje f

0

(x) pro ka¾dé x 2 G. Proto¾e

funkce '

i;j

� f

0

; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ;m, jsou spojité, je podle Tvrzení 1.142

spojitá i derivace f

0

: G! L(R

n

;R

m

).

Zcela analogicky jako v klasickém pøípadì se de�nuje pojem difeomor�smu.

3.24 De�nice. Nech» X , Y jsou normované lineární prostory a f je zobrazení z

X do Y . Øekneme, ¾e f je difeomor�smus, jestli¾e f je bijekce otevøené mno¾iny

G � X na otevøenou mno¾inu H � Y a zobrazení f; f

�1

jsou tøídy C

1

.

3.3 Zobrazení ze souèinu prostorù

V diferenciálním poètu v normovaných lineárních prostorech hraje pojem spojitého

bilineárního zobrazení roli þzobecnìného souèinuÿ. To uvidíme zejména ve Vìtì

3.26.

3.25 Vìta. Nech» X;Y; Z jsou normované lineární prostory a B: X � Y ! Z

je spojité bilineární zobrazení. Pak B má Fréchetovu derivaci v ka¾dém bodì

(a; b) 2 X � Y a platí

B

0

(a; b) � (h; k) = B(h; b) +B(a; k):

Dùkaz. Platí

B(a+ h; b+ k)�B(a; b) = B(h; b) +B(a; k) +B(h; k);
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3. Úvod do diferenciálního poètu v Banachových prostorech

a zobrazení (h; k) 7! B(h; b) + B(a; k) je prvkem prostoru L(X � Y; Z) (srov. Po-

známka 1.146). Staèí tedy dokázat, ¾e

kB(h; k)k = o(k(h; k)k); (h; k)! 0:

Tento vztah v¹ak okam¾itì plyne z nerovností

kB(h; k)k � kBk � khk � kkk � kBk � k(h; k)k

2

:

Jako dùsledek ov¹em dostáváme vìtu o derivaci þzobecnìného souèinuÿ dvou

zobrazení.

3.26 Vìta. Nech» X , Y

1

, Y

2

a Z jsou normované lineární prostory, a 2 X a

B: Y

1

� Y

2

! Z je spojité bilineární zobrazení. Nech» zobrazení f

1

z X do Y

1

a f

2

z X do Y

2

jsou diferencovatelná v bodì a 2 X . Pak zobrazení g := B � (f

1

; f

2

) má

derivaci v bodì a, pøièem¾

(3.6) g

0

(a)h = B(f

0

1

(a)h; f

2

(a)) +B(f

1

(a); f

0

2

(a)h); h 2 X:

Dùkaz. Staèí si uvìdomit, ¾e g = B � f , kde f := (f

1

; f

2

) je zobrazení z X do

Y

1

� Y

2

, pou¾ít Vìtu 3.12 o derivaci slo¾eného zobrazení a pøedchozí Vìtu 3.25.

Podle Vìty 3.17 f

0

(a) = (f

0

1

(a); f

0

2

(a)), tak¾e existuje g

0

(a) a

g

0

(a)h = (B

0

(f

1

(a); f

2

(a)) � f

0

(a)) h = B

0

(f

1

(a); f

2

(a)) � (f

0

1

(a)h; f

0

2

(a)h)

= B(f

0

1

(a)h; f

2

(a)) +B(f

1

(a); f

0

2

(a)h):

Zcela analogicky jako Vìtu 3.25 a Vìtu 3.26 lze dokázat jejich zobecnìní pro

multilineární zobrazení:

3.27 Vìta. Nech» Y

1

, Y

2

, : : : ,Y

n

, Z a X jsou normované lineární prostory,

b = (b

1

; : : : ; b

n

) 2 Y := Y

1

� � � � � Y

n

a M : Y

1

� � � � � Y

n

! Z je spojité

multilineární zobrazení. Pak existuje M

0

(b) a pro h = (h

1

; : : : ; h

n

) 2 Y platí

M

0

(b) � h =M(h

1

; b

2

; : : : ; b

n

) +M(b

1

; h

2

; b

3

; : : : ; b

n

) + � � �+M(b

1

; : : : ; b

n�1

; h

n

):

Jestli¾e navíc zobrazení f

i

z X do Y

i

, i = 1; : : : ; n, jsou diferencovatelná v bodì

a 2 X , pak zobrazení g :=M � (f

1

; : : : ; f

n

) má derivaci v bodì a, pøièem¾ pro

h 2 X platí

(3.7) g

0

(a)h =M(f

0

1

(a)h; f

2

(a); : : : ; f

n

(a)) + � � �+M(f

1

(a); : : : ; f

n�1

(a); f

0

n

(a)h):

Pro zobrazení de�novaná na podmno¾inì souèinu normovaných lineárních pro-

storù lze zavést pojem parciálních derivací zcela analogicky jako pro funkce více

promìnných.
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3.28 De�nice. Nech» X

1

, X

2

, : : : , X

n

a Y jsou normované lineární prostory,

f je zobrazení z X := X

1

� � � � �X

n

do Y , a = (a

1

; : : : ; a

n

) 2 X a 1 � i � n. Pak

klademe

f

0

i

(a) := (f(a

1

; : : : ; a

i�1

; �; a

i+1

; : : : ; a

n

)

0

(a

i

)) ;

má-li pravá strana rovnosti smysl. Existuje-li f

0

i

(a), nazýváme ji parciální derivací

(podle i-té promìnné) zobrazení f v bodì a; pak zøejmì f

0

i

(a) 2 L(X

i

; Y ).

Pro oznaèení parciální derivace f

0

i

(a) se také pou¾ívají symboly

D

i

f(a); f

0

x

i

;

@f

@x

i

(a).

Analogicky lze de�novat i parciální derivace vy¹¹ích øádù. Pro takto zobecnìný

pojem parciálních derivací platí analogie vìt¹iny klasických vìt o parciálních de-

rivacích. Speciálnì platí tyto dvì základní vìty (ve kterých u¾íváme oznaèení z

de�nice 3.28).

3.29 Vìta. Existuje-li f

0

(a), pak existují v¹echny parciální derivace f

0

i

(a), i =

1; : : : ; n a platí

f

0

(a) � (h

1

; : : : ; h

n

) = f

0

1

(a)h

1

+ � � �+ f

0

n

(a)h

n

; (h

1

; : : : ; h

n

) 2 X:

3.30 Vìta. Nech» v¹echny parciální derivace f

0

i

(i = 1; : : : ; n) existují na nìjakém

okolí U bodu a a v¹echny parciální derivace (tj. zobrazení f

0

i

: U ! L(X

i

; Y )) jsou

spojité v bodì a. Pak existuje f

0

(a).

3.4 Pøíklady výpoètu Fréchetovy

derivace

3.31 Pøíklad. (derivace normy v Hilbertovì prostoru) Nech»X je reálný Hilbertùv

prostor (dimX � 1). Vy¹etøujme fréchetovskou diferencovatelnost normy, tj. funkce

n(x) = kxk =

p

hx; xi: Proto¾e skalární souèin (x; y) 7! hx; yi je spojité bilineární

zobrazení (viz. Pøíklad 1.149), mù¾eme pou¾ít Vìtu 3.26 (pro Y

1

= Y

2

= X , Z = R

a f

1

(x) = f

2

(x) = x) a dostáváme, ¾e funkce g: x 7! hx; xi má v ka¾dém bodì

a 2 X derivaci a platí

g

0

(a)h = hh; ai+ ha; hi = 2ha; hi; h 2 X:

Zobrazení !(y) =

p

y z R do R má ov¹em v ka¾dém bodì y > 0 derivaci

!

0

(y): h 7! 1=(2

p

y) � h; h 2 R.

Proto¾e pro 0 6= x 2 X platí g(x) > 0, podle Vìty 3.12 o derivaci slo¾eného

zobrazení dostáváme, ¾e funkce n = ! � g má v bodì x 6= 0 derivaci a
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n

0

(x)h = 1=(2

p

hx; xi) � 2hx; hi = hx=kxk; hi; h 2 X:

Podle Poznámky 3.8 mù¾eme také psát gradn(x) = x=kxk.

Derivace n

0

(0) v¹ak neexistuje. Skuteènì, pro 0 6= v 2 X neexistuje

D

v

n(0) = lim

t!0

ktvk

t

= lim

t!0

sgn t � kvk;

tak¾e podle Tvrzení 3.6 neexistuje ani n

0

(0).

3.32 Pøíklad. Nech» ': R ! R je funkce tøídy C

2

. Uva¾ujme zobrazení

F : C[0; 1]! C[0; 1], které ka¾dé funkci x 2 C[0; 1] pøiøazuje funkci ' � x.

Zkoumejme, zda F má Fréchetovu derivaci v bodì x

0

2 C[0; 1]. Zvolme tedy

h 2 C[0; 1] a zkoumejme diferenci F (x

0

+h)�F (x

0

). Pro ka¾dé t 2 [0; 1] pou¾ijeme

pro výpoèet hodnoty F (x

0

+h)(t) = '(x

0

(t)+h(t)) Taylorovu vìtu s Lagrangeovým

tvarem zbytku na funkci '. Dostáváme

'(x

0

(t) + h(t)) = '(x

0

(t)) + '

0

(x

0

(t)) � h(t) +

1

2

'

00

(�(t)) � h

2

(t);

kde �(t) le¾í (neostøe) mezi x

0

(t) a x

0

(t) + h(t) (jestli¾e h(t) = 0, rovnost platí pro

�(t) = x

0

(t)). Platí tedy

(F (x

0

+ h)� F (x

0

))(t) = ('

0

� x

0

)(t) � h(t) +

1

2

'

00

(�(t)) � h

2

(t):

Polo¾íme-li L(h) := ('

0

�x

0

) �h (tj. L(h): t 7! '

0

(x

0

(t)) �h(t)), je L zøejmì lineární

zobrazení C[0; 1] do C[0; 1]. Podle Pøíkladu 1.138 je L také spojité. Doká¾eme, ¾e

F

0

(x

0

) = L. K tomu potøebujeme dokázat, ¾e

(3.8) lim

h!0

F (x

0

+ h)� F (x

0

)� L(h)

khk

= 0:

Proto¾e '

00

je spojitá, mù¾eme zvolit K > 0 takové, ¾e j'

00

(�)j � K, kdykoliv

j�j � kx

0

k+ 1. Je-li nyní h 2 C[0; 1] s khk < 1, pak pro ka¾dé t 2 [0; 1] platí

j(F (x

0

+ h)� F (x

0

)� L(h))(t)j =

�

�

�

�

1

2

'

00

(�(t)) � h

2

(t)

�

�

�

�

� K � h

2

(t):

Dostáváme tedy

kF (x

0

+ h)� F (x

0

)� L(h)k = sup fj(F (x

0

+ h)� F (x

0

)� L(h))(t)j: t 2 [0; 1]g

� K sup

t2[0;1]

h

2

(t) = Kkhk

2

;

tak¾e (3.8) zøejmì platí. V ka¾dém bodì x 2 C[0; 1] tedy existuje F

0

(x) a platí

F

0

(x)h = ('

0

� x) � h. (Poznamenejme, ¾e stejný výsledek platí i za slab¹ího pøed-

pokladu, ¾e ' je tøídy C

1

.)

3.33 Pøíklad. Uva¾ujme funkci f : C[0; 1]! R danou pøedpisem
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f(x) =

Z

1

0

sin(x(t)) dt:

Zøejmì platí f = g � F , kde

F : C[0; 1]! C[0; 1]; F (x) = sin �x a

g: C[0; 1]! R; g(y) =

Z

1

0

y(t) dt:

Podle pøedchozího pøíkladu (zde '(x) = sinx) pro ka¾dou funkci x 2 C[0; 1] do-

stáváme F

0

(x)h = (cos �x) � h. Proto¾e g je podle Pøíkladu 1.139 spojitý lineární

funkcionál na C[0; 1], podle Dùsledku 3.13 platí f

0

(x) = g � F

0

(x), a tedy

f

0

(x) � h =

Z

1

0

cosx(t) � h(t) dt; h 2 C[0; 1]:

3.5 Derivace vy¹¹ích øádù

V tomto oddíle stále pøedpokládáme, ¾e X , Y jsou normované lineární prostory a

f je zobrazení z X do Y .

První derivací f

0

rozumíme zobrazení z X do normovaného prostoru L(X;Y ),

které je de�nováno pøedpisem

f

0

: x 7! f

0

(x); x 2 D

f

0

;

kde D

f

0

je mno¾ina v¹ech bodù x 2 X , ve kterých existuje Fréchetova derivace

f

0

(x). Proto¾e f

0

je zobrazení z normovaného prostoru do normovaného prostoru,

má smysl hovoøit o jeho derivaci a mù¾eme vyslovit následující de�nici.

3.34 De�nice. Øekneme, ¾e zobrazení f má v bodì a 2 X druhou derivaci f

00

(a),

má-li zobrazení f

0

v bodì a Fréchetovu derivaci; pak klademe

f

00

(a) := (f

0

)

0

(a):

Pøi této pøirozené de�nici je f

00

(a) 2 L(X;L(X;Y )); je to spojité lineární

zobrazení prostoru X do prostoru v¹ech spojitých lineárních zobrazení prostoru X

do prostoru Y . To v¹ak není ve shodì s de�nicí z Kapitoly 2, podle které v pøípadì

X = R

n

a Y = R je f

00

(a) bilineární forma na prostoru X = R

n

.

Mezi prostorem L(X;L(X;Y )) a prostorem L

2

(X;Y ) v¹ech spojitých bilineár-

ních zobrazení prostoru X�X do Y v¹ak existuje kanonická lineární izometrie (viz

Tvrzení 1.147) a je bì¾né þztoto¾òovatÿ prvek prostoru L(X;L(X;Y )) s jeho obra-

zem (který je prvkem L

2

(X;Y )) pøi této izometrii. Jak za chvíli uká¾eme v Tvrzení

3.35, pøi této bì¾né úmluvì je De�nice 3.34 zobecnìním de�nice z Kapitoly 2.
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Druhou derivaci f

00

(a) tedy ztoto¾òujeme se spojitým bilineárním zobrazením

prostoru X �X do Y de�novaným pøedpisem

(h; k) 7! (f

00

(a) � h) � k; h; k 2 X:

Pøi tomto ztoto¾nìní lze tedy psát

(3.9) f

00

(a) � (h; k) = (f

00

(a) � h) � k; h; k 2 X:

3.35 Tvrzení. Nech» f je zobrazení z R

n

do R , a 2 R

n

a B je bilineární forma na

R

n

. Pak rovnost B = f

00

(a) má ve smyslu staré de�nice (viz str. 89) tentý¾ význam,

jako ve smyslu De�nice 3.34 (a jí následující úmluvy o ztoto¾nìní).

Dùkaz. Nejdøíve pøipomeòme (srov. Poznámka 3.4 (i)), ¾e f

0

(x) podle De�nice

3.3 je pøesnì toté¾, co df(x) podle klasické de�nice. Je tedy f

0

(x) � h toté¾ (co do

existence i hodnoty), co d

h

f(x) podle klasické de�nice. Pøedpokládejme nejprve, ¾e

f

00

(a) existuje ve smyslu De�nice 3.34 (a dále má pøesnì tento význam; tj. zatím

þneztoto¾òujemeÿ). Zvolme libovolnì h; k 2 R

n

. Pak zøejmì d

k

f(x) = f

0

(x) � k

existuje pro v¹echna x z nìjakého okolí bodu a. Nech» zobrazení '

k

: L(R

n

;R) !

R je dáno pøedpisem '

k

(L) = L(k). Podle Pøíkladu 1.150 je '

k

spojité lineární

zobrazení, tak¾e podle Dùsledku 3.13 existuje

(d

k

f)

0

(a) = (f

0

(�) � k)

0

(a) = ('

k

� f

0

)

0

(a) = '

k

� f

00

(a):

Existuje tedy

d

h

(d

k

f)(a) = ('

k

� f

00

(a)) � h = '

k

� (f

00

(a) � h) = (f

00

(a) � h) � k:

Nech» nyní f

00

(a) existuje ve smyslu klasické de�nice, tj. d

h

(d

k

f)(a) existuje pro

v¹echny h; k 2 R

n

. Je snadno vidìt, ¾e  

i

= '

e

i

, i = 1; : : : ; n, tvoøí bázi prostoru

(L(R

n

;R))

�

, tak¾e podle Tvrzení 3.18 f

00

(a) = (f

0

)

0

(a) existuje, právì kdy¾ existují

v¹echny derivace ( 

i

� f

0

)

0

(a); i = 1; : : : ; n. To je v¹ak podle pøedpokladu pravda,

proto¾e  

i

� f

0

= f

0

(�) � e

i

= d

e

i

f .

Dále klademe

f

000

(a) := (f

00

)

0

(a) 2 L(X;L(X;L(X;Y )))

a n-tou derivaci de�nujeme indukcí pomocí rekurentního vzorce

f

(n)

(a) := (f

(n�1)

)

0

(a):

Tøetí derivaci f

000

(a) ztoto¾òujeme pøirozeným zpùsobem (viz 1.147) s prvkem pro-

storu L(X;L

2

(X;Y )) a ten s prvkem prostoru L

3

(X;Y ); tj. s multilineárním zob-

razením prostoru X �X �X do prostoru Y . Po tomto ztoto¾nìní mù¾eme psát

f

000

(a) � (v

1

; v

2

; v

3

) = ((f

000

(a) � v

1

) � v

2

) � v

3

:

Podobnì n-tou derivaci f

(n)

chápeme jako prvek prostoru L

n

(X;Y ): n-lineární

zobrazení prostoru X

n

do Y dané pøedpisem

f

(n)

(a)(v

1

; : : : ; v

n

) := (: : : ((f

(n)

(a) � v

1

) � v

2

) � : : : ) � v

n

:
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Je jen formálnì obtí¾né indukcí zobecnit Tvrzení 3.35; dokázat, ¾e pro pøípad

X = R

n

a Y = R je právì uvedená de�nice n-té derivace ve shodì s klasickou

de�nicí.

3.36 De�nice. Nech» X , Y jsou normované lineární prostory, G � X je ote-

vøená mno¾ina a p 2 N. Øekneme, ¾e zobrazení f : G ! Y je tøídy C

p

(nále¾í do

C

p

(G; Y )), jestli¾e p-tá derivace f

(p)

: G! L

p

(X;Y ) je spojité zobrazení.

Následující zobecnìní Vìty 3.17 se snadno doká¾e indukcí.

3.37 Vìta. Nech» p 2 N, f = (f

1

; : : : ; f

n

) je zobrazení z normovaného lineárního

prostoru Y do souèinu X := X

1

� � � � � X

n

normovaných lineárních prostorù a

nech» a 2 Y . Pak

f

(p)

(a) = (f

(p)

1

(a); : : : ; f

(p)

n

(a)),

má-li jedna strana rovnosti smysl.

Pokud víme, ¾e existuje f

(n)

(a), mù¾eme pro výpoèet f

(n)

(a)(v

1

; : : : ; v

n

) s vý-

hodou pou¾ít následující tvrzení (ve kterém operátory d

v

a D

v

pou¾íváme ve zcela

analogickém významu jako na str. 88).

3.38 Tvrzení. Nech» existuje f

(n)

(a) a v

1

; : : : ; v

n

2 X . Pak platí rovnosti

(3.10) f

(n)

(a)(v

1

; : : : ; v

n

) =

�

f

(n�1)

(�)(v

2

; : : : ; v

n

)

�

0

(a) � v

1

;

(3.11) f

(n)

(a)(v

1

; : : : ; v

n

) = (d

v

1

� � � � � d

v

n

f)(a) = (D

v

1

� � � � �D

v

n

f)(a):

Dùkaz. (Náznak.) Uva¾ujme spojitý lineární funkcionál 	 2 (L

n�1

(X;Y ))

�

daný

pøedpisem 	(!) := !(v

2

; : : : ; v

n

). Podle de�nice n-té derivace máme

f

(n)

(a)(v

1

; : : : ; v

n

) =

�

(f

(n�1)

)

0

(a) � v

1

�

(v

2

; : : : ; v

n

) = 	

�

(f

(n�1)

)

0

(a) � v

1

�

:

Podle Dùsledku 3.13 platí

�

f

(n�1)

(�)(v

2

; : : : ; v

n

)

�

0

(a) � v

1

=

�

	 � f

(n�1)

�

0

(a) � v

1

=

�

	 � (f

(n�1)

)

0

(a)

�

� v

1

:

Proto¾e zøejmì 	

�

(f

(n�1)

)

0

(a) � v

1

�

=

�

	 � (f

(n�1)

)

0

(a)

�

� v

1

, dostáváme (3.10).

Vzorec (3.11) je zøejmý pro n = 1. Pøedpokládáme-li jeho (obecnou) platnost

pro n � 1, vidíme, ¾e pro x z nìjakého okolí bodu a platí f

(n�1)

(x)(v

2

; : : : ; v

n

) =

(d

v

2

� � � � � d

v

n

f)(x), tak¾e z rovnosti (3.10) vyplývá (3.11).

3.39 Poznámka. Z (3.11) okam¾itì vyplývá, ¾e pokud funkce z R

n

do R má n-tou

derivaci f

(n)

(a) podle moderní de�nice, je to n-tá derivace i podle klasické de�nice.

3.40 Tvrzení. (symetrie n-té derivace) Existuje-li f

(n)

(a), je tato n-tá deri-

vace symetrické n-lineární zobrazení; hodnota f

(n)

(a)(v

1

; : : : ; v

n

) se nezmìní,

permutujeme-li libovolnì vektory v

1

; : : : ; v

n

.
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Dùkaz. (Náznak mo¾ného postupu v pøípadì reálných prostorù.) Symetrii n-té

derivace pro pøípad Y = R lze odvodit z její symetrie v klasickém pøípadì. Zvolme

libovolnì vektory v

1

; : : : ; v

n

a pro t = (t

1

; : : : ; t

n

) 2 R

n

polo¾me

'(t

1

; : : : ; t

n

) := t

1

v

1

+ � � �+ t

n

v

n

; g(t

1

; : : : ; t

n

) := f(a+ '(t)):

Není obtí¾né dokázat, ¾e existuje g

(n)

(0) a pro u

1

; : : : ; u

n

2 R

n

platí

g

(n)

(0)(u

1

; : : : ; u

n

) = f

(n)

(a)('(u

1

); : : : ; '(u

n

)):

(Pro pøípady n = 2; 3 to okam¾itì vyplývá ze vzorcù pro druhou a tøetí derivaci

slo¾eného zobrazení, které jsou odvozeny v Pøíkladu 3.44 ní¾e. Tam pou¾itý postup

také dává návod, jak dùkaz indukcí provést.) Z Poznámky 3.39 a Poznámky 2.87

(i) vyplývá symetrie g

(n)

(0) a odtud i symetrie f

(n)

(a).

Pro pøípad obecného reálného Y je mo¾no nejprve indukcí dokázat, ¾e pro ka¾dé

' 2 Y

�

platí

(' � f)

(n)

(a) = ' � f

(n)

(a)

a ze symetrie '�f

(n)

(a) pro v¹echna ' 2 Y

�

pak pomocí Vìty 1.136 snadno dokázat

symetrii f

(n)

(a).

(Pro pøímý dùkaz, který je zalo¾en na stejné my¹lence jako dùkaz Tvrzení 2.82,

ale je technicky nároènìj¹í, viz [Cart] nebo [FM].)

V dal¹ím budeme potøebovat následující snadné dùle¾ité tvrzení.

3.41 Tvrzení. Nech» x, Y , Z jsou normované lineární prostory a B 2 L(X;Y ;Z)

je bilineární zobrazení. Pak B: X � Y ! Z je tøídy C

1

. Navíc platí, ¾e druhá

derivace B

00

je konstantní zobrazení a derivace B

(n)

pro n > 2 jsou nulové.

Dùkaz. Podle Vìty 3.25 víme, ¾e B je diferencovatelné na X � Y a pro (x; y) 2

X � Y platí

B

0

(x; y) � (h; k) = B(h; y) +B(x; k); (h; k) 2 X � Y:

Snadno tedy vidíme, ¾e zobrazení

B

0

: X � Y ! L(X � Y; Z)

je lineární. Proto¾e

kB

0

(x; y)k = supfkB(h; y) +B(x; k)k: k(h; k)k � 1g

� kBk � kyk+ kBk � kxk � 2kBk

_

k(x; y)k;

je zobrazení B

0

také spojité, tak¾e B

0

2 L(X � Y;L(X � Y; Z)). Je tedy (srov.

Poznámka 3.4 (iii)) B

00

= (B

0

)

0

konstantní zobrazení, které ka¾dému (x; y) 2 X�Y

pøiøazuje B

0

, tj. prvek L(X � Y;L(X � Y; Z)) daný pøedpisem

(h

1

; k

1

) 7! ((h

2

; k

2

) 7! B(h

2

; k

1

) +B(h

1

; k

2

)) ;

které ztoto¾òujeme s bilineárním zobrazením (prvkem L

2

(X�Y; Z)) daným pøespi-

sem

((h

1

; k

1

); (h

2

; k

2

)) 7! B(h

2

; k

1

) +B(h

1

; k

2

):
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Nyní ji¾ staèí pou¾ít Poznámku 3.4 (iv).

3.6 Derivace vy¹¹ího øádu slo¾eného

zobrazení

Pøipomeòme, ¾e v klasickém pøípadì jsme pro jednoduchost dokazovali vìty o n-

té derivaci pouze pro zobrazení tøídy C

p

, tak¾e následující výsledek je nový i v

klasickém pøípadì.

3.42 Vìta. Nech» n 2 N, X , Y , Z jsou normované lineární prostory, f je zobrazení

z X do Y a g je zobrazení z Y do Z. Nech» a 2 X a nech» existují n-té derivace

f

(n)

(a) a g

(n)

(f(a)). Pak slo¾ené zobrazení h := g � f má n-tou derivaci h

(n)

(a) v

bodì a.

Dùkaz. Víme, ¾e vìta platí pro n = 1. Pøedpokládejme tedy, ¾e n � 2 a ¾e vìta

platí pro n � 1. Zøejmì f

0

(x) existuje pro v¹echna x z nìjakého okolí bodu a a

g

0

(y) existuje pro v¹echna y z nìjakého okolí bodu f(a). Existuje tedy (g � f)

0

(x) =

g

0

(f(x)) � f

0

(x) pro v¹echna x z nìjakého okolí U bodu a. Jinými slovy, na U platí

h

0

= B �	, kde

	 : U ! L(X;Y )�L(Y; Z); 	(x) = (f

0

(x); g

0

(f(x)) a

B : L(X;Y )�L(Y; Z)! L(X;Z); B(p; q) = q � p:

Abychom dokázali, ¾e vnitøní zobrazení 	 má (n � 1)-tou derivaci v bodì a,

staèí dokázat (Vìta 3.37), ¾e jeho slo¾ky mají (n�1)-tou derivaci v a. To je zøejmì

pravda pro první slo¾ku a pro druhou to plyne z indukèního pøedpokladu, proto¾e

existují (g

0

)

(n�1)

(f(a)) a f

(n�1)

(a). Vnìj¹í zobrazení B je spojité bilineární zobra-

zení, tak¾e je podle Tvrzení 3.41 dokonce tøídy C

1

. Podle indukèního pøedpokladu

tedy existuje h

(n)

(a) = (h

0

)

(n�1)

(a).

Zcela analogicky lze dokázat zobecnìní Vìty 2.76 o skládání zobrazení tøídy C

p

.

3.43 Vìta. Nech» p 2 N [ f1g, X , Y , Z jsou normované lineární prostory,

G � X , H � Y jsou otevøené mno¾iny, f : G! Y , g: H ! Z jsou tøídy C

p

a platí

f(G) � H . Pak zobrazení h := g � f je tøídy C

p

.

3.44 Pøíklad. Za pøedpokladù Vìty 3.42 odvodíme vzorec pro (g � f)

(n)

(a) v

pøípadech n = 2 a n = 3. V pøípadì n = 2 s pomocí Tvrzení 3.38 a vzorce (3.6)

pou¾itého na spojité bilineární zobrazení (srov. Pøíklad 1.150) B(p; q) = p � q; p 2
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L(Y; Z); q 2 Y dostáváme

(g � f)

00

(a) � (h; k) = ((g � f)

0

(�) � k)

0

(a) � h = (g

0

(f(�)) � (f

0

(�) � k))

0

(a) � h =

= (g

00

(f(a)) � (f

0

(a) � h)) � (f

0

(a) � k) + g

0

(f(a)) � ((f

00

(a) � h) � k) =

= g

00

(f(a)) � (f

0

(a) � h; f

0

(a) � k) + g

0

(f(a)) � (f

00

(a) � (h; k)) :

Na tøech øádcích jsme odvodili vzorec, který jsme klasicky vypoèetli v dùkazu Tvr-

zení 2.96 ve velmi speciálním pøípadì. Cenou za zkrácení výpoètu je ov¹em my¹-

lenkovì nároèná práce v abstraktních prostorech.

Pro zajímavost je¹tì uká¾eme výpoèet pro n = 3. Podle Tvrzení 3.38 a výsledku pro n = 2

máme

(g � f)

000

(a) � (l; h; k) =

�

(g � f)

00

(�) � (h; k)

�

0

(a) � l

=

�

g

00

(f(�)) � (f

0

(�) � h; f

0

(�) � k) + g

0

(f(�)) � ((f

00

(�) � (h; k))

�

0

(a) � l:

Nyní postupujeme jako pro n = 2 a navíc pøi derivování prvního sèítance u¾ijeme vzorec (3.7) pro

spojité 3-lineární zobrazení M : L

2

(Y;Z)� Y � Y ! Z, M(B; y

1

; y

y

) = B(y

1

; y

2

). Dostáváme

(g � f)

000

(a)(l; h; k) =

�

g

000

(f(a)) � (f

0

(a) � l)

�

� (f

0

(a) � h; f

0

(a) � k)+

+ g

00

(f(a) � ((f

00

(a) � l) � h; f

0

(a) � k) + g

00

(f(a)) � (f

0

(a) � h; (f

00

(a) � l) � k)+

+

�

g

00

(f(a)) � (f

0

(a) � l)

�

� (f

00

(a) � (h; k)) + g

0

(f(a)) �

�

(f

000

(a) � l) � (h; k)

�

=

= g

000

(f(a)) � (f

0

(a) � l; f

0

(a) � h; f

0

(a) � k)+

+ g

00

(f(a)) � (f

00

(a) � (l; h); f

0

(a) � k)) + g

00

(f(a) � (f

0

(a) � h; f

00

(a) � (l; k))+

g

00

(f(a)) � (f

0

(a) � l; f

00

(a) � (h; k)) + g

0

(f(a)) �

�

f

000

(a) � (l; h; k)

�

:

Nakonec je¹tì vysvìtlíme, jak se získá vzorec pro (g � f)

(n)

(a)(v

1

; : : : ; v

n

). Tuto hodnotu lze

vypoèíst jako souèet hodnot, z nich¾ ka¾dá odpovídá právì jednomu rozkladu Rmno¾iny f1; : : : ; ng

na neprázdné podmno¾iny následujícím zpùsobem:

Jde-li o rozklad na smno¾in, uspoøádáme si tyto mno¾iny do koneèné posloupnostiM

1

; : : : ;M

s

a prvky ka¾dé z mno¾inM

i

(1 � i � s) si uspoøádáme (tøeba podle velikosti) do koneèné posloup-

nosti (k

i

1

; k

i

2

; : : : ; k

i

p

i

). Rozkladu R pak pøiøadíme hodnotu

g

(s)

(f(a)) �

�

f

(p

1

)

(a) � (v

k

1

1

; : : : ; v

k

1

p

1

); : : : ; f

(p

s

)

(a) � (v

k

s

1

; : : : ; v

k

s

p

s

)

�

:

Vzhledem k symetrii derivací vy¹¹ího øádu vùbec nezále¾í na tom, jak jsme uspoøádávali. Toto

tvrzení lze dokázat indukcí stejným postupem, jakým jsme ze vzorce pro n = 2 odvodili vzorec

pro n = 3; problémy dìlá pouze nepøehlednost formálních zápisù.

3.45 Pøíklad. Pro n = 3 existuje 5 rozkladù mno¾iny 1; 2; 3:

ff1; 2; 3gg; ff1; 2g; f3gg; ff1; 3g; f2gg; ff2; 3g; f1gg; ff1g; f2g; f3gg:

Tìmto pìti rozkladùm zøejmì odpovídá pìt sèítancù ve vzorci, který jsme odvodili vý¹e.

Poznamenejme je¹tì, ¾e pøíslu¹ný vzorec pro obecné n lze také odvodit pomocí

Taylorových rozvojù (srov. [Cart] a [Fe]).
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3.7 Vlastnosti zobrazení L 7 ! L

�1

,

L 2 Izom(X;Y )

V tomto oddíle budeme zkoumat zobrazení z, které ka¾dému izomor�smu

L 2 Izom(X;Y ) pøiøazuje jeho inverzi L

�1

2 Izom(Y;X). Výsledky pøitom platí

jen pro úplné (tj. Banachovy) prostory X , Y .

Ztoto¾níme-li pro X = Y = R

n

mno¾inu Izom(R

n

;R

n

) kanonicky s mno¾inou

v¹ech regulárních matic typu n � n, jde o zobrazení z: A 7! A

�1

, které matici

pøiøazuje matici inverzní. Toto zobrazení umíme explicitnì spoèítat a na základì

pøíslu¹ného vzorce není tì¾ké usoudit, ¾e z je tøídy C

1

. Pro pøípad X = Y = R má

zobrazení z tvar (matice 1� 1 ztoto¾òujeme s reálnými èísly) z: x 7! 1=x; x 6= 0.

Lze øíci, ¾e zobrazení z hraje v þabstraktním diferenciálním poètuÿ podobnou roli,

jako funkce 1=x v klasickém diferenciálním poètu. Jeho vlastnosti podstatnì u¾ijeme

v dùkazu Vìty 3.50 o inverzním zobrazení.

Pøipomeòme je¹tì, ¾e symbolem I

X

oznaèujeme identické zobrazení na mno¾inì

X .

3.46 Lemma. Nech» X je Banachùv prostor , u 2 L(X;X) a kuk < 1. Pak

v := I

X

� u 2 Izom(X;X) a kI

X

� v

�1

k �

kuk

1� kuk

:

Dùkaz. Pro x 2 X platí

(3.12) kv(x)k = kx� u(x)k � kxk � ku(x)k � kxk � kuk � kxk = (1� kuk)kxk:

Vidíme, ¾e Ker v = fx 2 X : v(x) = 0g = f0g. Z lineární algebry tedy vyplývá, ¾e v

je prosté zobrazení a v

�1

je lineární zobrazení de�nované na vektorovém prostoru

Im v = v(X). K dùkazu, ¾e Im v = X , je tøeba dokázat, ¾e rovnice v(x) = y, která

je ekvivalentní s rovnicí y + u(x) = x, má øe¹ení pro ka¾dý bod y 2 X . To v¹ak

plyne okam¾itì z Banachovy vìty o kontrakci (Vìty 1.87), proto¾e zobrazení

g: X ! X; g(x) = y + u(x)

je zøejmì kontrakce, a má tedy pevný bod.

Uva¾ujme libovolný bod y 2 X a polo¾me x := v

�1

(y). Pak y = v(x), tak¾e

podle (3.12) platí

(3.13) kyk � (1� kuk)kxk; tj. kv

�1

(y)k � (1� kuk)

�1

kyk:

Z této nerovnosti vyplývá, ¾e v 2 Izom(X;X). Dále platí

(I

X

� v

�1

)(y) = y � x = v(x) � x = �u(x);

tak¾e s pomocí (3.13) dostáváme

k(I

X

� v

�1

)(y)k = ku(x)k � kuk � kxk �

kuk

1� kuk

kyk;
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z èeho¾ vyplývá hledaný odhad pro kI

X

� v

�1

k.

3.47 Poznámka. Bì¾nì se pøi dùkazu pøedchozího lemmatu (a následujícího tvr-

zení) pou¾ívá pøirozenìj¹í postup, který v¹ak vy¾aduje øadu pøedbì¾ných úvah.

Vychází se pøitom z explicitního vzorce

v

�1

= I

X

+ u+ u

2

+ u

3

+ : : :

(ve kterém u

n

je ov¹em n-násobné slo¾ení u � � � � � u), který je zobecnìním vzorce

pro souèet geometrické øady èísel.

3.48 Tvrzení. Nech» X; Y jsou izomorfní Banachovy prostory. Pak platí:

(i) Izom(X;Y ) je otevøená podmno¾ina prostoru L(X;Y ).

(ii) Zobrazení z: Izom(X;Y )! L(Y;X), z: u 7! u

�1

je spojité.

(iii) Zobrazení z má derivaci z

0

(u) 2 L (L(X;Y );L(Y;X)) v ka¾dém bodì

u 2 Izom(X;Y ) a platí

z

0

(u): h 7! �u

�1

� h � u

�1

; h 2 L(X;Y ):

(iv) Zobrazení z je tøídy C

1

na Izom(X;Y ).

Dùkaz. Uva¾ujme libovolný prvek u 2 Izom(X;Y ) a zvolme h 2 L(X;Y ) s nor-

mou khk < 1=ku

�1

k. Proto¾e ku

�1

� hk � ku

�1

k khk < 1, podle Lemmatu 3.46

dostáváme

u

�1

� (u+ h) = I

X

+ u

�1

� h 2 Izom(X;X):

Z toho snadno vyplývá, ¾e u + h = u � (I

X

+ u

�1

� h) je prvek Izom(X;Y ), tak¾e

jsme dokázali (i). Dále platí

(u+h)

�1

= (I

X

+u

�1

�h)

�1

�u

�1

; (u+h)

�1

�u

�1

=

�

(I

X

+ u

�1

� h)

�1

� I

X

�

�u

�1

:

S pomocí Lemmatu 3.46 tedy dostáváme

k(u+ h)

�1

� u

�1

k �

k � u

�1

� hk

1� k � u

�1

� hk

ku

�1

k �

ku

�1

k

2

khk

1� ku

�1

kkhk

:

Zobrazení z je tedy spojité v bodì u; tím je dokázáno tvrzení (ii).

Abychom dokázali (iii), vy¹etøujme pro ka¾dý prvek u 2 Izom(X;Y ) diferenci

z(u + h) � z(u), h 2 L(X;Y ), která je podle pøedchozího de�novaná, je-li khk

dostateènì malé. Zøejmì platí

z(u+ h)� z(u) = (u+ h)

�1

� u

�1

=

= (u+ h)

�1

� u � u

�1

� (u+ h)

�1

� (u+ h) � u

�1

=

= �(u+ h)

�1

� h � u

�1

:

Zobrazení L: h 7! �u

�1

�h�u

�1

; h 2 L(X;Y ), je zøejmì lineární; chceme dokázat

¾e pro zobrazení r(h) := z(u+ h) � z(u)� L(h) platí kr(h)k = o(khk); h ! 0. To

vyplývá z nerovnosti

kr(h)k = k(u+ h)

�1

� h � u

�1

� u

�1

� h � u

�1

k =

k

�

(u+ h)

�1

� u

�1

�

� h � u

�1

k � k(u+ h)

�1

� u

�1

k khk ku

�1

k
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Vìta o inverzním zobrazení a vìta o implicitních funkcích 3.8

a toho, ¾e podle (ii) platí lim

h!0

k(u + h)

�1

� u

�1

k = 0. Spojitost lineárního

zobrazení L vyplývá z nerovnosti kL(h)k � ku

�1

k khk ku

�1

k (nebo ze spojitosti

zobrazení z, viz Poznámka 3.4 (ii)).

Nakonec struènì doká¾eme (iv). Pro v 2 L(Y;X) a w 2 L(Y;X) je pøedpisem

B(v; w)(h) := �v � h � w; h 2 L(X;Y )

zøejmì de�nováno zobrazení B(v; w) 2 L (L(X;Y );L(Y;X)). Snadno se ovìøí, ¾e

zobrazení

B := (v; w) 7! B(v; w); B: L(Y;X)�L(Y;X)! L (L(X;Y );L(Y;X))

je spojité lineární zobrazení. Podle (iii) platí

z

0

(u) = B(z(u); z(u)); u 2 Izom(X;Y );

tj. z

0

= B �	, kde

	: u 7! (z(u); z(u)); 	: Izom(X;Y )! L(Y;X)�L(Y;X):

Podle (ii) je 	 spojité zobrazení, tak¾e také z

0

= B �	 je spojité zobrazení, tak¾e

z je tøídy C

1

na Izom(X;Y ).

Pøedpokládejme nyní, ¾e z je tøídy C

p

(p 2 N). Pak z Vìty 3.37 snadno vyplývá,

¾e 	 je tøídy C

p

, tak¾e podle Tvrzení 3.41 a Vìty 3.43 je z

0

= B �	 tøídy C

p

, tak¾e

z je tøídy C

p+1

. Indukcí jsme dokázali (iv).

3.8 Vìta o inverzním zobrazení a vìta

o implicitních funkcích

Velmi dùle¾ité vìty o implicitních funkcích a o inverzním zobrazení lze zcela pøiro-

zenì zobecnit na pøípad zobrazení mezi Banachovými prostory. V Kapitole 2 jsme

pøi dùkazu tìchto vìt pou¾ili þkoneènì dimenzionálníÿ metodu (øe¹ení soustavy rov-

nic dosazovací metodou). V Banachových prostorech se nejèastìji dùkaz vede tak,

¾e se rovnice øe¹í vhodným pøevedením na úlohu o hledání pevného bodu a u¾i-

tím Banachovy vìty o kontrakci. Tento postup vyznívá ponìkud trikovì; je vhodné

proto poznamenat, ¾e u¾ití vìty o kontrakci je pouze abstraktní verzí metody po-

stupných aproximací, která je v tomto pøípadì naprosto pøirozená (jde v podstatì

o øe¹ení rovnice modi�kovanou Newtonovou metodou teèen).

Budeme postupovat tak, ¾e nejprve doká¾eme vìtu o inverzním zobrazení. Pak

pouze naznaèíme, jak z ní lze odvodit vìtu o implicitním zobrazení. Pøíslu¹ný úplný

dùkaz v koneènì rozmìrném pøípadì je proveden na str. 115.

Nejdøíve doká¾eme následující verzi vìty o derivaci inverzního zobrazení.

3.49 Tvrzení. Nech»X , Y jsou Banachovy prostory,G � X ,H � Y jsou otevøené

mno¾iny a je dán bod a 2 G. Nech» f : G ! H je homeomorfní zobrazení a f

0

(a)

169



3. Úvod do diferenciálního poètu v Banachových prostorech

je izomor�smus X na Y . Pak zobrazení f

�1

má derivaci v bodì b := f(a)

a (f

�1

)

0

(b) = (f

0

(a))

�1

:

Dùkaz. (i) Nejprve provedeme dùkaz v pøípadì, ¾e Y = X ,a = f(a) = b = 0

a f

0

(a) = I

X

. Pak uká¾eme, jak se obecný pøípad na tento speciální pøípad snadno

redukuje. Z de�nice derivace doká¾eme, ¾e (f

�1

)

0

(0) = I

X

. Proto¾e f

�1

(0) = 0,

staèí pro libovolné 1 > " > 0 najít okolí V bodu 0 takové, ¾e

(3.14) kf

�1

(y)� yk < "kyk; kdykoliv y 2 V n f0g:

Proto¾e f

0

(0) = I

X

a f(0) = 0, lze najít otevøené okolí U � G bodu 0 tak, ¾e

(3.15) kf(x)� xk <

"

2

kxk; kdykoliv x 2 U n f0g:

Uká¾eme, ¾e staèí polo¾it V := f(U). Proto¾e f je homeomor�smus a mno¾ina H

je otevøená, je zøejmì otevøená i mno¾ina V . Zvolme libovolný bod y 2 V n f0g a

polo¾me x := f

�1

(y). Pak zøejmì x 2 U n f0g a f(x) = y, tak¾e podle (3.15) máme

ky � xk <

"

2

kxk; kyk � kxk � ky � xk > kxk �

"

2

kxk >

1

2

kxk:

Z tìchto dvou nerovností dostáváme

kf

�1

(y)� yk = ky � xk <

"

2

kxk < "kyk;

tak¾e jsme dokázali (3.14).

(ii) V obecném pøípadì polo¾íme

e

f(x) := (f

0

(a))

�1

(f(a+ x)� f(a)) a

e

G := G� a:

Pak zobrazení

e

f homeomorfnì zobrazuje otevøenou mno¾inu

e

G � X na otevøenou

mno¾inu

e

H := (f

0

(a))

�1

(H � b) � X , pøièem¾ platí 0 2

e

G, 0 2

e

H ,

e

f(0) = 0

a (

e

f)

0

(0) = I

X

. Podle první èásti dùkazu tedy dostáváme

�

(

e

f)

�1

�

0

(0) = I

X

.

Uvá¾íme-li, ¾e f(z) = f

0

(a)(

e

f(z � a)) + f(a), z 2 G, a tedy

f

�1

(w) =

e

f

�1

�

(f

0

(a))

�1

(w � b)

�

+ a; w 2 H;

z Vìty 3.12 o derivaci slo¾eného zobrazení dostáváme (f

�1

)

0

(b) = (f

0

(a))

�1

:

3.50 Vìta. (vìta o inverzním zobrazení v Banachových prostorech) Nech» X , Y

jsou Banachovy prostory, p 2 N [ f1g a V je otevøené okolí bodu a 2 X . Nech» je

dáno zobrazení f : V ! Y tøídy C

p

takové, ¾e f

0

(a) je izomor�smus prostoru X na

prostor Y . Pak existuje otevøené okolí U bodu a takové, ¾e f �

U

je difeomor�smus

a zobrazení (f �

U

)

�1

je tøídy C

p

.
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Dùkaz. Nejprve provedeme dùkaz v pøípadì, ¾e Y = X , a = f(a) = 0 a platí

f

0

(a) = I

X

. Pak uká¾eme, jak se obecný pøípad na tento speciální pøípad snadno

redukuje.

Polo¾me g := I

X

� f ; zøejmì g je tøídy C

1

na V , g(0) = 0 a g

0

(0) = 0. Ze

spojitosti f

0

a g

0

v bodì 0 a Tvrzení 3.48 (i) vyplývá existence � > 0 takového, ¾e

(3.16) kg

0

(x)k �

1

2

; kdykoliv x 2 U

2�

(0) a

(3.17) f

0

(x) je izomor�smus, kdykoliv x 2 U

2�

(0):

Podle (3.16) a Vìty 3.19 dostáváme, ¾e zobrazení g je lipschitzovské s konstantou

1=2 na (konvexní) mno¾inì U

2�

(0). Pro ka¾dé dva body U

2�

(0) tedy platí

kf(v)� f(u)k = kv � u� (g(v) � g(u))k �

� kv � uk � kg(v)� g(u)k �

1

2

kv � uk:(3.18)

Odtud snadno dostáváme, ¾e zobrazení f �

U

2�

(0)

je prosté a jeho inverze

(f �

U

2�

(0)

)

�1

je lipschitzovská s konstantou 2.

Nyní uká¾eme, ¾e U

�=2

(0) � f (U

�

(0)). Zvolme proto libovolný bod y 2 U

�=2

(0)

a uva¾me, ¾e rovnice f(x) = y je ekvivalentní s rovnicí y+g(x) = x: Polo¾íme-li tedy

h(x) := y + g(x), chceme dokázat, ¾e zobrazení h má v mno¾inì U

�

(0) pevný bod.

K dùkazu pou¾ijeme Banachovu vìtu o kontrakci (1.92) na restrikci h

�

:= h �

U

�

(0)

.

Pro x 2 U

�

(0) platí kg(x)k = kg(x)� g(0)k � (1=2) kx� 0k � �=2, a tedy

kh

�

(x)k = ky + g(x)k � kyk+ kg(x)k <

�

2

+

�

2

= �:

Zobrazení h

�

: U

�

(0)! U

�

(0) je lipschitzovské s konstantou 1=2, proto¾e zobrazení

g je na U

�

(0) takové. Je tedy h

�

kontrakce na úplném metrickém prostoru U

�

(0),

tak¾e h

�

má podle Vìty 1.92 pevný bod; tj. existuje x 2 U

�

(0) , pro který h

�

(x) = x,

a tedy f(x) = y. Víme také, ¾e x = h

�

(x) 2 U

�

(0).

Mno¾ina U := f

�1

�

U

�=2

(0)

�

\ U

�

(0) je zøejmì otevøená podmno¾ina U

�

(0).

Polo¾íme-li ' := f �

U

, je ': U ! U

�=2

(0) bijekce tøídy C

1

. Zobrazení '

�1

je

lipschitzovské (proto¾e (f �

U

2�

(0)

)

�1

je lipschitzovské s konstantou 2), tak¾e ' je

homeomor�smus. Z (3.17) a Tvrzení 3.49 okam¾itì dostáváme, ¾e pro ka¾dý bod

y 2 U

�=2

(0) platí

�

(')

�1

�

0

(y) =

�

'

0

('

�1

(y))

�

�1

. Z Tvrzení 3.48 (ii) nyní snadno

vyplývá, ¾e zobrazení y 7! ('

�1

)

0

(y) je spojité na U

�=2

(0), proto¾e je slo¾ením tøí

spojitých zobrazení:

(3.19) ('

�1

)

0

= z � '

0

� '

�1

; kde z: L 7! L

�1

; L 2 Izom(X;Y ):

Zobrazení '

�1

je tedy tøídy C

1

.
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3. Úvod do diferenciálního poètu v Banachových prostorech

Nyní indukcí podle k doká¾eme, ¾e '

�1

je tøídy C

k

pro 1 � k � p. Pro k = 1

to ji¾ víme. Pøedpokládejme, ¾e 1 < k � p a '

�1

je tøídy C

k�1

. Proto¾e '

0

je tøídy

C

p�1

a z je tøídy C

1

(Tvrzení 3.48 (iv)), z rovnosti (3.19) a Vìty 3.43 dostáváme,

¾e ('

�1

)

0

je tøídy C

k�1

. Je tedy '

�1

tøídy C

k

a indukèní krok je proveden. Dokázali

jsme tedy, ¾e '

�1

tøídy C

p

; dùkaz v na¹em speciálním pøípadì je dokonèen.

V obecném pøípadì polo¾íme (podobnì jako v dùkazu Tvrzení 3.49)

e

f(x) := (f

0

(a))

�1

(f(a+ x)� f(a)) a

e

V := V � a:

Snadno se ovìøí, ¾e zobrazení

e

f :

e

V ! X je tøídy C

p

,

e

f(0) = 0 a (

e

f)

0

(0) = I

X

. Podle

první èásti dùkazu tedy dostáváme, ¾e existuje otevøené okolí

e

U bodu 0 takové, ¾e

e

f �

e

U

je difeomor�smus a

�

e

f �

e

U

�

�1

je tøídy C

p

. Uvá¾íme-li, ¾e f(z) = f

0

(a)(

e

f (z �

a)) + f(a) pro z 2 U :=

e

U + a, snadno dostáváme, ¾e f �

U

je difeomor�smus.

Vyjádøíme-li je¹tì (f �

U

)

�1

pomocí

�

e

f �

e

U

�

�1

podobnì jako v dùkazu Tvrzení 3.49,

snadno vidíme, ¾e (f �

U

)

�1

je tøídy C

p

.

3.51 Poznámka.

" (i)" V pøípadì X = Y = R

n

k odvození (3.17) nepotøebujeme Tvrzení 3.48;

staèí pou¾ít spojitost funkce det([f

0

(x)]). Abychom dokázali, ¾e ' je tøídy C

p

,

potøebujeme vìdìt, ¾e z je tøídy C

p

. To v¹ak lze v tomto pøípadì dokázat zcela

elementárnì, srov. text pøed Lemmatem 3.46.

" (ii)" Ve vìtì staèí pøedpokládat, ¾e f

0

(a): X ! Y je lineární bijekce (srov.

Poznámka (?)izo2>).

Následující vìta o implicitnì zadaném zobrazení se tradiènì nazývá vìta o im-

plicitních funkcích (o implicitní funkci). Jedná se o její nejjednodu¹¹í formu; existuje

mnoho jejích verzí (ve kterých jsou èasto pøedpoklady rùzným zpùsobem oslabeny).

3.52 Vìta. (vìta o implicitních funkcích) Nech» X , Y , Z jsou Banachovy prostory

a p 2 N [ f1g. Pøedpokládejme toto:

(i) Je dáno zobrazení g z X � Y do Z, které je tøídy C

p

na nìjakém otevøeném

okolí bodu c = (a; b) 2 X � Y .

(ii) g(a; b) = 0.

(iii) Parciální derivace g

0

2

(c) = (g(a; �))

0

(b) je izomor�smus prostoru Y na prostor

Z.

Pak existují èísla �

1

> 0, �

2

> 0 a zobrazení f : U

�

1

(a)! U

�

2

(b) tøídy C

p

, pro které

platí ekvivalence

(g(x; y) = 0 ^ (x; y) 2 U

�

1

(a)� U

�

2

(b)) () y = f(x):

Vìtu lze dokázat zcela analogicky, jako je to provedeno na str. 115 pro pøípad

eukleidovských prostorù (srov. [Ca]). Vìta 3.50 se aplikuje na zobrazení r z X � Y
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Derivace vy¹¹ího øádu slo¾eného zobrazení 3.8

do X � Z zadané pøedpisem r(x; y) := (x; g(x; y)). To, ¾e r

0

(c) je izomor�smus

X�Y na X�Z je ov¹em nutno ovìøit jinak; inverzi (r

0

(c))

�1

není tì¾ké explicitnì

spoèítat.
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4. Fourierovy øady a

Fourierova transformace

4.1 Fourierovy øady periodických funkcí

Nejdùle¾itìj¹ím typem funkèních øad jsou bezesporu mocninné øady, pomocí kterých

lze (lokálnì) vyjádøit v¹echny elementární funkce a øadu dal¹ích dùle¾itých funkcí.

Velmi dùle¾ité jsou také trigonometrické øady, pomocí kterých lze vyjádøit

þtémìø v¹echnyÿ zajímavé periodické funkce. V základních aplikacích se pracuje

pouze s nejdùle¾itìj¹ími trigonometrickými øadami, které se nazývají Fourierovy

øady.

Bez újmy na obecnosti (srov. Poznámka 4.16) se v dal¹ím omezíme na pøípad

2�-periodických funkcí. Víme, ¾e funkce cosx; sinx jsou 2�-periodické funkce na

R. Dal¹ími 2�-periodickými funkcemi jsou ov¹em také funkce

cosnx; sinnx; n = 2; 3; : : :

(které mají minimální periodu 2�=n) a také funkce konstantní.

Pokud øada tvaru c+

P

1

n=1

(a

n

cosnx+b

n

sinnx) (neboli trigonometrická øada)

konverguje v ka¾dém bodì x 2 R, je tedy funkce zadaná souètem této øady 2�-

periodická.

Funkce cosnx, sinnx ve fyzice popisují tzv. þharmonické kmitáníÿ. Obecný

þharmonický kmitÿ, který má minimální periodu 2�=n, je popsán nenulovou funkcí

tvaru y(x) = a

n

cosnx+ b

n

sinx (viz Poznámka 4.15).

Pøirozenì (zvlá¹tì ve fyzice) vzniká otázka, zda lze ka¾dou þrozumnouÿ 2�-

periodickou funkci f(x) vyjádøit ve tvaru

f(x) = c+

1

X

n=1

(a

n

cosnx+ b

n

sinnx);

tedy jako souèet þharmonických kmitùÿ(a konstanty). Jinak øeèeno: ptáme se, zda

lze funkci f vyjádøit jako souèet trigonometrické øady. To byl historicky první pro-

blém rozsáhlé teorie zvané harmonická analýza.

4.1 Poznámka. Tato otázka byla diskutována r. 1753 v souvislosti s popisem kmitání struny. D.

Bernoulli (na rozdíl napø. od D'Alemberta) se na základì fyzikálnì motivovaných úvah domníval,

¾e ka¾dou 2�-periodickou funkci (její¾ graf þlze nakreslit jedním tahemÿ) takto vyjádøit lze. Tento
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4. Fourierovy øady a Fourierova transformace

názor v¹ak tenkrát nepøevládl, proto¾e D. Bernoulli nedal návod, jak èísla c; a

n

; b

n

pro danou f

vypoèítat. Takové vzorce nalezl (a aplikoval) mj. Fourier (r. 1822), který je právem pova¾ován za

zakladatele harmonické analýzy.

Ukazuje se (první zcela pøesný výsledek dokázal Dirichlet r. 1829), ¾e jako souèet

trigonometrické øady se skuteènì dají napsat þtémìø v¹echnyÿ 2�-periodické spojité

funkce { i ty, které v nìkterých bodech nemají derivaci, a dokonce i nìkteré funkce

nespojité.

4.2 Poznámka. Do té doby se soudilo, ¾e skuteèný význam v matematice mají pouze funkce, které

jsou þvelmi hladkéÿ { k tomu pøispívala známá skuteènost, ¾e funkce, která je souètem mocninné

øady, je tøídy C

1

. To, ¾e funkce, které jsou souètem i velmi jednoduchých trigonometrických øad

(a jsou tedy zadány þjednoduchou formulíÿ), nemusí být hladké, bylo velmi pøekvapivé a zmínìný

názor se zaèal mìnit. To vedlo na zaèátku 20. století ke vzniku teorie reálných funkcí, která pracuje

s velmi obecnými (i nespojitými) funkcemi, a je nyní nezbytná i v øadì dùle¾itých aplikací.

Po tìchto dùle¾itých motivaèních poznámkách zaèneme s pøesnou teorií.

4.3 De�nice. Nech» a

i

; i = 0; 1; : : : a b

i

; i = 1; 2; : : : jsou reálná èísla.

(1) Pak øadu funkcí

a

0

2

+

1

X

k=1

(a

k

cos kx+ b

k

sin kx); x 2 R;

nazýváme trigonometrickou øadou.

(2) Je-li dáno je¹tì n 2 N [ f0g, funkce tvaru

p(x) =

a

0

2

+

n

X

k=1

(a

k

cos kx+ b

k

sin kx); x 2 R;

se nazývá trigonometrický polynom. Pokud navíc a

n

6= 0 nebo b

n

6= 0,

øekneme, ¾e tento trigonometrický polynom má stupeò n. (Stupeò nulového

polynomu nede�nujeme.)

Pokud a

i

; b

i

jsou komplexní èísla, hovoøíme o komplexní trigonometrické øadì a

o komplexním trigonometrickém polynomu.

4.4 Poznámka.

(i) Dùvod, proè se þkonstantní èlenÿ tradiènì pí¹e ve tvaru

a

0

2

, je èistì formální

{ nìkteré vzorce se zjednodu¹í.

(ii) Trigonometrický polynom (podobnì jako obyèejný polynom) lze chápat jako

þformální výrazÿ

a

0

2

+

P

n

k=1

(a

k

cos kx+b

k

sin kx). Za chvíli uvidíme (viz Po-

známka 4.11), ¾e stupeò n i koe�cienty a

0

; a

1

; : : : ; a

n

; b

1

; : : : ; b

n

jsou funkcí

p(x) jednoznaènì urèeny, tak¾e je jedno (podobnì jako u obyèejných poly-

nomù), zda trigonometrický polynom de�nujeme jako funkci nebo jako výraz.

De�nice stupnì trigonometrického polynomu je tedy korektní.
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Fourierovy øady periodických funkcí 4.1

Systém funkcí

1; cosx; sinx; cos 2x; sin 2x; : : :

se nazývá reálný trigonometrický systém.

Funkce je tedy trigonometrickým polynomem (resp. komplexním trigonomet-

rickým polynomem), právì kdy¾ je reálnou (resp. komplexní) lineární kombinací

funkcí z reálného trigonometrického systému. (Trigonometrickou øadu lze nepøesnì

interpretovat jako þformální nekoneènou lineární kombinaciÿ funkcí z reálného tri-

gonometrického systému.)

Reálnému trigonometrickému systému je velmi blízký komplexní trigonomet-

rický systém, co¾ je systém

fe

inx

g

1

n=�1

:= fe

inx

g

n2Z

komplexních funkcí reálné promìnné.

Z Eulerových vzorcù snadno vyplývá, ¾e komplexní trigonometrické polynomy

jsou právì v¹echny komplexní lineární kombinace funkcí z komplexního trigonome-

trického systému. Pøitom je funkce p(x) komplexním trigonometrickým polynom

stupnì n, právì kdy¾ lze psát ve tvaru

p(x) =

n

X

k=�n

c

k

e

ikx

;

kde c

k

2 C a c

n

6= 0 nebo c

�n

6= 0.

Nyní je¹tì uká¾eme, ¾e trigonometrické øady úzce souvisí s teorií (komplexních) mocninných

øad. Uva¾ujme komplexní mocninnou øadu

P

1

n=0

c

n

z

n

pro z le¾ící na jednotkové kru¾nici. Je tedy

c

n

= a

n

+ ib

n

, kde a

n

; b

n

2 R a z = e

ix

= cosx+ i sin x, kde x 2 R. Pak platí

1

X

n=0

c

n

z

n

=

1

X

n=0

(a

n

+ ib

n

)(cos nx+ i sinnx)

=

1

X

n=0

(a

n

cos nx� b

n

sinnx) + i

1

X

n=0

(b

n

cos nx+ a

n

sinnx);

má-li jeden ze tøí výrazù smysl.

Speciálnì: mocninnou øadu

P

1

n=0

c

n

z

n

umíme seèíst na jednotkové kru¾nici, právì kdy¾

umíme seèíst trigonometrické øady

1

X

n=0

(a

n

cosnx� b

n

sinnx);

1

X

n=0

(b

n

cosnx+ a

n

sinnx)

na R. (Poznamenejme, ¾e tyto trigonometrické øady se nazývají vzájemnì konjugované.)

4.5 Pøíklad. Mocninnou øadu

P

1

n=0

z

n

n!

dovedeme seèíst v celé komplexní rovinì; tedy i na jed-

notkové kru¾nici. V na¹em pøípadì c

n

= a

n

= 1=n!; dostáváme tedy

e

cos x+i sinx

=

1

X

n=0

1

n!

cosnx+ i

1

X

n=0

1

n!

sinnx;

1

X

n=0

1

n!

cosnx = e

cos x

cos(sinx);

1

X

n=0

1

n!

sinnx = e

cos x

sin(sinx):
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4. Fourierovy øady a Fourierova transformace

Dále budeme potøebovat základy teorie Lebesgueova integrálu; nebudeme pra-

covat s obecnými 2�-periodickými funkcemi, ale pouze s tìmi, které jsou navíc

lokálnì Lebesgueovsky integrovatelné.

Úmluva Dále v této kapitole (není-li øeèeno jinak) jsou v¹echny integrály Le-

besgueovy a v¹echny funkce jsou komplexní funkce reálné promìnné. Také (Lebe-

sgueovy) prostory L

p

chápeme jako þkomplexní prostoryÿ tvoøené komplexními

funkcemi (hovoøíme-li o funkci jako o prvku Lebesgueova prostoru, myslíme tím

ov¹em pøíslu¹nou tøídu ekvivalence). Dùkazy jsou èasto provádìny jen pro reálné

funkce, pokud dùkaz pro komplexní funkci se ihned dostane po aplikaci výsledku

na reálnou a imaginární èást.

4.6 De�nice. SymbolemP(2�) budeme oznaèovat mno¾inu v¹ech 2�-periodických

funkcí které jsou (lebesgueovsky) integrovatelné (tj. mají koneèný Lebesgueùv in-

tegrál) na intervalu [0; 2�].

Je snadno vidìt, ¾e 2�-periodická funkce f le¾í v P(2�) právì tehdy, kdy¾ je

integrovatelná na ka¾dém omezeném intervalu, a to nastane právì tehdy, je-li f

lokálnì integrovatelná (u¾ití Borelovy vìty o pokrytí).

V dal¹ím budeme funkce z P(2�) èasto integrovat pøes rùzné intervaly délky

2�; uká¾eme, ¾e v¾dy dostaneme stejný výsledek.

4.7 Lemma. Nech» f 2P(2�) a a 2 R. Pak

Z

2�

0

f(x) dx =

Z

a+2�

a

f(x) dx:

Dùkaz. Nejdøíve si uvìdomíme, ¾e pomocí substituce x = y + 2k� pro libovolná

� < � a k 2 Z dostáváme

(4.1)

Z

�+2k�

�+2k�

f(x) dx =

Z

�

�

f(y + 2k�) dy =

Z

�

�

f(y) dy:

Nyní najdìme k 2 Z takové, ¾e 0 � a+ 2k� < 2�. Podle (4.1) platí

Z

a+2�

a

f(x) dx =

Z

a+2k�+2�

a+2k�

f(x) dx;

Z

a+2k�

0

f(x) dx =

Z

a+2k�+2�

2�

f(x) dx:

Proto¾e 0 � a+ 2k� < 2� � a+ 2k� + 2�, dostáváme

Z

a+2�

a

f(x) dx =

Z

a+2k�+2�

a+2k�

f(x) dx =

Z

2�

a+2k�

f(x) dx+

Z

a+2k�+2�

2�

f(x) dx

=

Z

2�

a+2k�

f(x) dx +

Z

a+2k�

0

f(x) dx =

Z

2�

0

f(x) dx:
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Fourierovy øady periodických funkcí 4.1

Jednou ze základních vlastností trigonometrického systému

1; cosx; sinx; cos 2x; sin 2x; : : :

je jeho þortogonalitaÿ. Pokud tento sytém chápeme jako podmno¾inu (komplexního

nebo reálného) prostoru L

2

(0; 2�), mù¾eme uvozovky vynechat, proto¾e L

2

(0; 2�) je

unitární prostor, ve kterém je pojem kolmosti dvou prvkù de�nován. (Pøipomeòme,

¾e skalární souèin na komplexním L

2

(0; 2�) je de�nován rovností hf; gi =

R

2�

0

fg.)

Nejdøíve v¹ak doká¾eme ortogonalitu komplexního trigonometrického systému, co¾

je poèetnì snaz¹í.

4.8 Lemma.

(i) Jsou-li f; g 2 fe

inx

: n 2 Zg a f 6= g, pak

Z

2�

0

fg = 0.

(ii)

Z

2�

0

e

inx

� e

inx

dx = 2�:

Dùkaz. Tvrzení (i) plyne z toho, ¾e

R

2�

0

e

ikx

dx =

�

e

ikx

=ik

�

2�

0

= 0 pro k 2 Z; k 6=

0, e

ikx

= e

�ikx

(k 2 Z) a e

inx

� e

�imx

= e

i(n�m)x

. Tvrzení (ii) je zøejmé.

4.9 Lemma.

(i) Jsou-li f; g 2 f1; cosx; sinx; cos 2x; sin 2x; : : : g a f 6= g, pak

Z

2�

0

fg = 0.

(ii)

Z

2�

0

1 � 1 dx = 2�;

Z

2�

0

sin kx sin kx dx =

Z

2�

0

cos kx cos kx dx = �:

Dùkaz. (Náznak.) Jde jen o elementární výpoèty. Jejich poèet mù¾eme zmen¹it, uvìdomíme-li

si, ¾e pokudm 2 N [ f0g,n 2 N am 6= n, pak rovnosti

Z

2�

0

cosmx cosnx dx = 0;

Z

2�

0

cosmx sinnxdx = 0;

Z

2�

0

sinmx sinnxdx = 0

snadno plynou z Eulerových vzorcù a Lemmatu 4.8. Npapøíklad zpamìti vidíme, ¾e

Z

2�

0

cosmx sinnxdx = hcosmx sinnxi = h

e

imx

+ e

�imx

2

;

e

inx

� e

�inx

2i

i = 0:

Následující tvrzení dává pøirozenou motivaci pro de�nici Fourierovy øady funkce

f 2P(2�).

4.10 Tvrzení. Nech» f 2P(2�) a platí

f(x) =

a

0

2

+

1

X

k=1

(a

k

cos kx+ b

k

sin kx); x 2 R;

pøièem¾ øada napravo je stejnomìrnì konvergentní.
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Pak platí (Fourierovy vzorce)

a

k

=

1

�

Z

2�

0

f(x) cos kx dx; k = 0; 1; 2; : : : ;

b

k

=

1

�

Z

2�

0

f(x) sin kx dx; k = 1; 2; : : : :

Dùkaz. Dùkaz staèí provést v pøípadì, ¾e f je reálná funkce a èísla a

k

; b

k

jsou

reálná èísla.

Nech» n 2 N [ f0g. Pak pro ka¾dé x 2 R platí

(4.2) f(x) cosnx =

a

0

2

cosnx+

1

X

k=1

(a

k

cos kx+ b

k

sin kx) cosnx:

Proto¾e

P

1

k=1

(a

k

cos kx + b

k

sin kx) je stejnomìrnì konvergentní øada omezených

funkcí, snadno dostáváme, ¾e tato øada, a tudí¾ i øada z (4.2), mají stejnì omezené

posloupnosti èásteèných souètù. Podle þLebesgueovy vìty pro øadyÿ (srov. [LM; 8.

14] tedy platí

Z

2�

0

f(x) cosnx dx =

Z

2�

0

a

0

2

cosnx dx+

1

X

k=1

Z

2�

0

(a

k

cos kx cosnx+ b

k

sin kx cosnx) dx:

Podle Lemmatu 4.9 snadno dostáváme pro m � n rovnost

Z

2�

0

s

m

(x) cosnx dx =

=

Z

2�

0

a

0

2

cosnx+

m

X

k=1

�

a

k

Z

2�

0

cos kx cos nx dx+ b

k

Z

2�

0

sin kx cosnx dx

�

=

= a

n

Z

2�

0

cos

2

nx dx = �a

n

;

tak¾e

Z

2�

0

f(x) cosnx dx = �a

n

:

Zcela obdobnì dostáváme

Z

2�

0

f(x) sinnx dx = b

n

Z

2�

0

sin

2

nxdx = �b

n

a
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Z

2�

0

f(x) cos 0x dx =

Z

2�

0

f(x) � 1 dx =

a

0

2

Z

2�

0

1 dx = �a

0

:

Z tìchto rovností ji¾ okam¾itì plynou Fourierovy vzorce.

4.11 Poznámka.

(i) Nyní je vidìt, proè konstantní èlen zapisujeme ve tvaru a

0

=2; pro a

k

pak dostáváme

pro k = 0 vzorec stejného tvaru jako pro k � 1.

(ii) Nech» je dán trigonometrický polynom

p(x) =

a

0

2

+

n

X

k=1

(a

k

cos kx+ b

k

sin kx).

De�nujeme-li a

k

= b

k

= 0 pro k > n, máme funkci p vyjádøenu jako souèet

stejnomìrnì konvergentní trigonometrické øady, tak¾e a

k

; b

k

jsou urèeny funkcí

p(x) pomocí Fourierových vzorcù.

(i) Pro zdùvodnìní zámìny sumace a integrálu v pøedchozím dùkazu jsme mohli pou¾ít i

vìtu pro Riemannùv (nebo Newtonùv) integrál, proto¾e je snadno vidìt, ¾e øada v (4.2)

konverguje stejnomìrnì. Také by místo stejnomìrné konvergence øady

P

1

k=1

(a

k

cos kx+

b

k

sinkx) staèilo pøedpokládat, ¾e její èásteèné souèty mají na [0; 2�] spoleènou integrabilní

majorantu. Pak toti¾ øada v (4.2) má stejnou vlastnost.

Tvrzení 4.10 naznaèuje, ¾e pokud chceme funkci f 2P(2�) vyjádøit jako souèet

trigonometrické øady, mìli bychom pøedev¹ím zkoumat øadu, její¾ koe�cienty jsou

dány Fourierovými vzorci.

4.12 De�nice. Nech» f 2 P(2�). Pak de�nujeme Fourierovy koe�cienty funkce

f takto:

a

n

=

1

�

Z

2�

0

f(x) cosnx dx; n = 0; 1; 2; : : : ;

b

n

=

1

�

Z

2�

0

f(x) sinnx dx; n = 1; 2; : : : :

Trigonometrická øada

a

0

2

+

1

X

k=1

(a

k

cos kx+ b

k

sin kx)

se pak nazývá Fourierova øada funkce f a budeme ji oznaèovat symbolem F

f

. Zápis

f(x) �

a

0

2

+

1

X

k=1

(a

k

cos kx+ b

k

sin kx)

vyjadøuje, ¾e øada napravo je Fourierovou øadou funkce f .

Fourierova øada je øadou
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a

0

=2 + (a

1

cosx+ b

1

sinx) + (a

2

cos 2x+ b

2

sin 2x) + : : : ;

pøièem¾ se její èásteèné souèty tradiènì þindexují od 0ÿ, tj.

s

0

(x) :=

a

0

2

; : : : ; s

n

(x) :=

a

0

2

+

n

X

k=1

(a

k

coskx+ b

k

sin kx); : : : :

V pøípadì, ¾e f je reálná, je Fourierova øada funkce f reálná trigonometrická øada.

4.13 Poznámka.

(i) Nìkdy se øíká, ¾e F

f

je Lebesgue { Fourierova øada funkce f , aby se zdùraznila

skuteènost, ¾e pøi de�nici Fourierových koe�cientù se pou¾ívá Lebesgueùv integrál

(pøed jeho zavedením se ov¹em pracovalo hlavnì s Riemannovým integrálem a tedy

s Riemann{Lebesgueovými øadami).

(ii) Zápis (zcela bì¾ný)

f(x) �

a

0

2

+

1

X

k=1

(a

k

cos kx+ b

k

sin kx)

nic neøíká o konvergenci (Fourierovy) øady stojící napravo. Ta dokonce mù¾e di-

vergovat ve v¹ech bodech.

(iii) Symbol F

f

pro Fourierovu øadu není bì¾ný a nebudeme jej zde proto pøíli¹ pou¾í-

vat. Nìkteøí autoøi pou¾ívají symbol S[f ].

(iv) Podle Lemmatu 4.7 pro Fourierovy koe�cienty platí

a

n

=

1

�

Z

a+2�

a

f(x) cosnx dx; n = 0; 1; 2; : : : ;

b

n

=

1

�

Z

a+2�

a

f(x) sinnx dx; n = 1; 2; : : :

pro libovolné a 2 R. Pro a = ��, jde o integrály od �� do �.

Fourierovu øadu lze ekvivalentnì zapsat v tzv. komplexním tvaru, ve kterém se

nepracuje s reálným, ale s komplexním trigonometrickým systémem. Tento intui-

tivnì ménì pochopitelný, ale z teoretického i poèetního hlediska èasto výhodnìj¹í

tvar, berou dnes nìkteøí autoøi pøímo za de�nici Fourierovy øady.

Uva¾ujme f 2 P(2�) a upravme vzorec pro èásteèný souèet Fourierovy øady

funkce f

s

n

(x) =

a

0

2

+

n

X

k=1

(a

k

cos kx+ b

k

sin kx)

podle Eulerových vzorcù

cos kx =

1

2

(e

ikx

+ e

�ikx

); sin kx =

1

2i

(e

ikx

� e

�ikx

) =

i

2

(e

�ikx

� e

ikx

):

Dostáváme

s

n

(x) =

a

0

2

+

n

X

k=1

�

1

2

(a

k

� ib

k

)e

ikx

+

1

2

(a

k

+ ib

k

)e

�ikx

�

:

182



Fourierovy øady periodických funkcí 4.1

Polo¾íme-li

(4.3) c

0

:=

1

2

a

0

a c

k

:=

1

2

(a

k

� ib

k

); c

�k

:=

1

2

(a

k

+ ib

k

); k 2 N;

máme

(4.4) s

n

(x) =

n

X

k=�n

c

k

e

ikx

:

Dosadíme-li do (4.3) z de�nice a

n

; b

n

a u¾ijeme Eulerovy vzorce, snadno dostáváme

c

k

=

1

2�

Z

�

��

f(x) e

�ikx

; k 2 Z:

Je zvykem psát

f(x) �

1

X

k=�1

c

k

e

ikx

a výraz napravo nazývat komplexním tvarem Fourierovy øady funkce f . Èísla c

k

se

nazývají komplexní Fourierovy koe�cienty funkce f .

Pøitom se ale øada napravo nechápe jako zobecnìná øada. Její èásteèné souèty

s

n

(x) jsou podle de�nice dány vzorcem (4.4) a

1

X

k=�1

c

k

e

ikx

= s () lim

n!1

s

n

(x) = s:

4.14 Poznámka. Fourierova øada funkce f 2P(2�) nemusí konvergovat absolutnì, v tom pøípadì

pak pøi jejím sèítání zále¾í na uspoøádání jejích èlenù. Vzhledem k tomu, ¾e podle (4.3) a Vìty

4.23 platí lim

n!�1

c

n

= 0, èíslo s je souètem Fourierovy øady funkce f v bodì x, právì kdy¾

c

o

+ c

1

e

ix

+ c

�1

e

�ix

+ c

2

e

2ix

+ c

�2

e

�2ix

+ : : : = s:

4.15 Poznámka. Obecná reálná funkce popisující tzv. þharmonický kmitÿ má tvar x(t) =

A sin(!t + '), kde A > 0 je tzv. amplituda, ' 2 R poèáteèní fáze a ! > 0 je kruhová frekvence.

Nejmen¹í perioda této funkce je T = 2�=!. Harmonické kmitání v pøírodì vzniká pøirozeným

zpùsobem (je øe¹ením þrovnice harmonického oscilátoruÿ) a je to z fyzikálního hlediska nejpøiro-

zenìj¹í kmitání (periodický dìj). Pou¾ijeme-li souètové vzorce, vidíme, ¾e ka¾dou reálnou funkci

(promìnné t) tvaru x(t) = A sin(!t+ ') lze psát ve tvaru a cos !t+ b sin !t, kde

(4.5) a = A sin'; b = A cos'; tj. b+ ai = Ae

i'

:

Naopak, jsou-li dána èísla a; b; (a; b) 6= (0; 0), mù¾eme z (4.5) urèit èísla A;' (èíslo b+ai vyjádøíme

v trigonometrickém tvaru; jednoznaènost þargumentuÿ ' lze dosáhnout po¾adavkem ' 2 (��; �]),

tak¾e nenulové funkce tvaru a cos !t+ b sin !t popisují obecný harmonický kmit s kruhovou frek-

vencí !. Z toho ihned plyne, ¾e slo¾ení (souèet) koneènì mnoha harmonických (þstejnosmìrnýchÿ)

kmitù stejné kruhové frekvence je opìt harmonický kmit té¾e kruhové frekvence. Vidíme také, ¾e

ka¾dou reálnou trigonometrickou øadu (tedy i Fourierovu øadu) lze psát v (tzv. fázovém) tvaru

a

0

2

+

1

X

n=1

A

n

sin(nx+ '

n

);
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4. Fourierovy øady a Fourierova transformace

kde A

n

� 0 a'

n

2 (��; �]. (Poznamenejne, ¾e èasto se ve fázovém tvaru u¾ívá kosinus místo

sinu; v¹e vychází zcela analogicky.)

Základní otázku teorie Fourierových øad (viz Poznámka 4.1) lze tedy þfyzikálnìÿ formulovat

takto: Je ka¾dý þrozumnýÿ 2�-periodický kmit slo¾ením harmonických periodických kmitù (a

konstantního kmitu) ?

4.16 Poznámka. Jestli¾e vy¹etøujeme periodické funkce s obecnou periodou l >

0,máme dvì mo¾nosti:

a) Lze postupovat zcela analogicky jako v pøípadì l = 2�. Pøíslu¹ný reálný trigono-

metrický systém pak je

1; cos

2�

l

x; sin

2�

l

x; : : : ; cos

2k�

l

x; sin

2k�

l

x; : : : ;

pøíslu¹ná Fourierova øada má tvar

a

0

2

+

1

X

k=1

(a

k

cos

2k�

l

x + b

k

sin

2k�

l

x);

kde Fourierovy koe�cienty a

k

, b

k

jsou de�novány vzorci

a

k

=

2

l

Z

l

0

f(x) cos

2k�

l

x dx; b

k

=

2

l

Z

l

0

f(x) sin

2k�

l

xdx

a celá teorie je naprosto analogická.

b) Teorii lze vybudovat jen pro pøípad l = 2� a výsledky o l-periodických funkcích

f(x) snadno získat z výsledkù o 2�-periodických funkcích f

�

(y) := f(ly=2�).

(Obvyklý je druhý postup.)

Pokud f 2P(2�) a a

k

= 0 pro k = 0; 1; : : : , máme

f � 0 + (0 + b

1

sinx) + (0 + b

2

sin 2x) + : : : ;

je ale zvykem nulové èleny vynechávat a psát

f � b

1

sinx+ b

2

sin 2x+ : : : :

V tom pøípadì øíkáme, ¾e Fourierova øada F

f

je sinová øada.

Pokud b

k

= 0 pro k = 1; 2; : : : , øíkáme, ¾e F

f

je kosinová øada a pí¹eme

f �

a

0

2

+ a

1

cosx+ a

2

cos 2x+ : : : :

4.17 Tvrzení. Je-li f 2 P(2�) sudá funkce, pak F

f

je kosinová øada. Jestli¾e

f 2P(2�) je lichá funkce, pak F

f

je sinová øada.

Dùkaz. Pokud g je integrovatelná a lichá na intervalu (��; �), pak

Z

�

��

g(x) dx =

Z

0

��

g(x) dx +

Z

�

0

g(x) dx =

=

Z

�

0

g(�x) dx+

Z

�

0

g(x) dx =

Z

�

0

(g(�x) + g(x)) dx = 0:

Nyní si staèí uvìdomit, ¾e funkce f(x) cos kx je lichá, pokud f je lichá a funkce

f(x) sin kx je lichá, pokud f je sudá.
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Obr. 4.16.

4.18 Poznámka. Tvrzení lze þobrátitÿ(viz Poznámka 4.42 ní¾e); napøíklad platí:

Je-li F

f

kosinová øada, pak f je s.v. rovna sudé funkci.

4.19 Pøíklad. Sna¾me se funkci x

2

napsat na intervalu (��; �] jako souèet trigonome-

trické øady. Funkci g(x) = x

2

; x 2 (��; �] mù¾eme zøejmì roz¹íøit právì jedním zpùsobem

na celé R tak, aby výsledná funkce byla 2�-periodická. Toto roz¹íøení g

�

je zøejmì na R

spojité a sudé, proto patøí doP(2�) a má kosinovou Fourierovu øadu. Integrací per partes

dostáváme

a

k

=

1

�

Z

�

��

x

2

cos kx dx = (�1)

k

4

k

2

; k � 1; a

0

=

1

�

Z

�

��

x

2

=

2�

2

3

:

Platí tedy (nuly vynecháváme)

f(x) �

�

2

3

� 4

cos x

1

2

+ 4

cos 2x

2

2

� 4

cos 3x

3

2

+ : : : :

Zatím ov¹em nevíme, zda (v nìkterých bodech) platí

(4.6) f(x) =

�

2

3

� 4

cos x

1

2

+ 4

cos 2x

2

2

� 4

cos 3x

3

2

+ : : :

V dal¹ím uká¾eme nìkolika zpùsoby, ¾e rovnost platí pro ka¾dé x 2 R. Pro x = 0 a x = �

pak budeme mít dokázány zajímavé vzorce

1

1

2

�

1

2

2

+

1

3

2

� � � � =

�

2

12

;

1

1

2

+

1

2

2

+

1

3

2

+ � � � =

�

2

6

:

Na obr. 4.16 je znázornìna funkce g

�

(x) a èásteèný souèet s

2

(x) její Fourierovy øady.

Dále se sna¾íme najít obecné vìty, které pro þpìknéÿ funkce f 2P(2�) udávají

vztah mezi souètem Fourierovy øady a funkcí f . Pro dùkazy takových vìt je vhodné

vyjádøit èásteèný souèet Fourierovy øady v jednoduchém tvaru. Takové vyjádøení

nalezl ji¾ Dirichlet (r. 1829) pomocí tzv. Dirichletova jádra.

4.20 Lemma. (o Dirichletovì jádøe) Pro ka¾dé n 2 N [ f0g polo¾me

D

n

(x) :=

1

2

+ cosx+ cos 2x+ � � �+ cosnx:
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Obr. 4.17.

Pro tuto funkci, kterou nazýváme Dirichletovo jádro, platí:

(i) D

n

(x) =

sin (n+

1

2

)x

2 sin

x

2

pro x 6= 2k� (k 2 Z);

(ii) D

n

je funkce sudá, spojitá, 2�-periodická a D

n

(0) = n+

1

2

.

(iii)

Z

�

��

D

n

= �:

Dùkaz. Pomocí Eulerových vzorcù

cos kx =

1

2

�

e

ikx

+ e

�ikx

�

, sin kx =

1

2i

�

e

ikx

� e

�ikx

�

a vzorce pro èásteèný souèet geometrické øady dostáváme, ¾e

D

n

(x) =

1

2

�

e

�inx

+ � � �+ e

�ix

+ 1 + e

ix

+ � � �+ e

inx

�

=

1

2

e

�inx

e

ix(2n+1)

� 1

e

ix

� 1

=

1

2

e

�inx

e

ix(2n+1)

� 1

e

ix

� 1

e

�

ix

2

e

�

ix

2

=

1

2

e

ix(n+

1

2

)

� e

�ix(n+

1

2

)

e

ix

2

� e

�ix

2

=

sin (n+

1

2

)x

2 sin

x

2

;

má-li výraz napravo smysl; tím je dokázáno (i). Tvrzení (ii) je zøejmé a (iii) dostá-

váme okam¾itì z rovností

Z

�

��

1

2

= �;

Z

�

��

cos kx dx = 0; k 2 N:

Dirichletovo jádro je (pro n = 5) znázornìno na obr. 4.17 vlevo.

4.21 Lemma. (vyjádøení èásteèných souètù Fourierovy øady) Nech» f 2 P(2�)
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a f �

a

0

2

+

1

X

k=1

(a

k

cos kx+ b

k

sin kx): Pak

s

n

(x) :=

a

0

2

+

n

X

k=1

(a

k

cos kx+ b

k

sin kx)

=

1

�

Z

�

��

f(x+ y)D

n

(y) dy =

1

�

Z

�

0

(f(x+ y) + f(x� y))D

n

(y) dy:

Dùkaz. Po dosazení za Fourierovy koe�cienty a snadné úpravì máme

s

n

(x) =

1

2

�

1

�

Z

�

��

f(t) dt

�

+

+

n

X

k=1

��

1

�

Z

�

��

f(t) cos kt dt

�

cos kx+

�

1

�

Z

�

��

f(t) sin kt dt

�

sin kx

�

=

1

�

Z

�

��

f(t)

"

1

2

+

n

X

k=1

(cos kt coskx+ sin kt sin kx)

#

dt:

U¾ijeme-li vzorec

cos kt cos kx+ sin kt sin kx = cos(k(t� x)),

de�nici D

n

(t� x) a Lemma 4.7, dostáváme

s

n

(x) =

1

�

Z

�

��

f(t)D

n

(t� x) dt =

1

�

Z

��x

���x

f(x+ y)D

n

(y) dy

=

1

�

Z

�

��

f(x+ y)D

n

(y) dy:

Pomocí substituce z = �y s vyu¾itím sudosti Dirichletova jádra dostáváme:

1

�

Z

�

��

f(x+ y)D

n

(y) dy =

1

�

Z

0

��

f(x+ y)D

n

(y) dy +

1

�

Z

�

0

f(x+ y)D

n

(y) dy

=

1

�

Z

�

0

f(x� z)D

n

(z) dz +

1

�

Z

�

0

f(x+ y)D

n

(y) dy

=

1

�

Z

�

0

(f(x+ y) + f(x� y))D

n

(y) dy:

4.22 Poznámka. Integrálu

1

�

R

�

��

f(x+ y)D

n

(y) dy se øíká Dirichletùv integrál. Proto¾e Dirichle-

tovo jádro je (i co do absolutní hodnoty) nejvìt¹í v 0, zdá se být pravdìpodobné, ¾e hodnota

Dirichletova integrálu (tj. s

n

(x)) bude nejvíce záviset na hodnotách funkce f v blízkosti bodu x.

Tato domnìnka skuteènì platí ve velmi silném smyslu, srov. Poznámka 4.28. Klíèem k pøesnému

dùkazu je následující dùle¾itá vìta.
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4. Fourierovy øady a Fourierova transformace

4.23 Vìta. (Riemann{Lebesgueovo lemma) Nech» a; b 2 R

�

a funkce f je lebes-

gueovsky integrovatelná na (a; b). Pak

(4.7) lim

�!1

Z

b

a

f(x) cos �x dx = 0 a lim

�!1

Z

b

a

f(x) sin �x dx = 0:

Speciálnì: Posloupnosti Fourierových koe�cientù (a

n

), (b

n

) libovolné funkce z

P(2�) mají limitu 0.

Dùkaz. Vìtu staèí dokázat pro reálnou funkci f . Doká¾eme první èást (4.7); dru-

hou èást lze dokázat zcela obdobnì. Pro reálný prostor L

1

(a; b) polo¾me

Q := fg 2 L

1

(a; b) : lim

�!1

Z

b

a

g(x) cos �x dx = 0g;

chceme dokázat, ¾e Q = L

1

(a; b). Nejdøíve uká¾eme, ¾e

(4.8) Q je uzavøený lineární podprostor L

1

(a; b):

To, ¾e Q je lineární prostor, plyne okam¾itì z rovnosti

Z

b

a

(c

1

g

1

(x) + c

2

g

2

(x)) cos �x dx = c

1

Z

b

a

g

1

(x) cos �xdx+ c

2

Z

b

a

g

2

(x) cos �x dx:

Nyní uva¾ujme funkci h 2 Q. Máme dokázat, ¾e h 2 Q, tj.

lim

�!1

Z

b

a

h(x) cos �x dx = 0;

to provedeme z de�nice limity. Zvolme tedy libovolné " > 0 a naleznìme funkci

g 2 Q takovou, ¾e

kh� gk

1

=

Z

b

a

jh(x)� g(x)j dx <

"

2

:

Proto¾e g 2 Q, existuje �

0

2 R takové, ¾e

�

�

�

�

�

Z

b

a

g(x) cos�x dx

�

�

�

�

�

<

"

2

pro � > �

0

:

Pro � > �

0

tedy platí

�

�

�

�

�

Z

b

a

h(x) cos�x dx

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

Z

b

a

(h(x) � g(x)) cos�x dx +

Z

b

a

g(x) cos�x dx

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Z

b

a

(h(x) � g(x)) cos�x dx

�

�

�

�

�

+

�

�

�

�

�

Z

b

a

g(x) cos�x dx

�

�

�

�

�

�

�

Z

b

a

jh(x) � g(x)j dx+

"

2

< ":

Pomocí (4.8) budeme nyní postupnì pro stále obecnìj¹í druhy funkcí f 2 L

1

(a; b)

dokazovat, ¾e patøí do Q, a¾ nakonec dostaneme ký¾enou rovnost Q = L

1

(a; b).

V¹echny funkce tedy uva¾ujeme pouze na (a; b) a v¾dy pøedpokládáme f 2 L

1

(a; b).
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Fourierovy øady periodických funkcí 4.1

a) Nech» f = C

I

(charakteristická funkce I), pøièem¾ I = (c; d) � (a; b) je

otevøený (nutnì omezený) interval. Pak pro � > 0 máme

�

�

�

�

�

Z

b

a

f(x) cos�x dx

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

Z

d

c

cos�x dx

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

1

�

(sin�d� sin�c)

�

�

�

�

�

2

�

;

tak¾e zøejmì f 2 Q.

b) Nech» f = C

G

, kde G =

S

n

k=1

I

k

, I

1

; : : : ; I

n

jsou po dvou disjunktní otevøe-

né intervaly a G � (a; b). Pak f =

P

n

k=1

C

I

k

, tak¾e podle (4.8) a kroku a) máme

f 2 Q.

c) Nech» f = C

G

, kde G =

S

1

k=1

I

k

, I

1

; I

2

; : : : jsou po dvou disjunktní otevøené

intervaly a G � (a; b). Pak zøejmì

kf � f

n

k

1

= �

 

1

[

k=n+1

I

k

!

! 0; n!1; kde f

n

:= C

S

n

k=1

I

k

:

Proto¾e f

n

2 Q podle kroku b), z (4.8) dostáváme f 2 Q.

d) Nech» f = C

M

, kde M � (a; b) je lebesgueovsky mìøitelná mno¾ina; pak

�(M) < 1. Z regularity Lebesgueovy míry snadno dostaneme otevøené mno¾iny

G

n

; n = 1; 2; : : : ; takové, ¾e M � G

n

� (a; b) a �(G

n

nM) < 1=n. Zøejmì C

G

n

! f

v L

1

(a; b). Proto¾e podle krokù b), c) máme C

G

n

2 Q, z (4.8) dostáváme f 2 Q.

e) Nech» f je jednoduchá funkce. Pak lze psát ve tvaru

P

n

k=1

c

i

C

M

i

; kde

c

i

2 R a M

i

� (a; b) mají koneènou Lebesgueovu míru. Podle (4.8) a kroku d)

máme f 2 Q.

f) Proto¾e jednoduché mìøitelné funkce jsou husté v L

1

(a; b) (viz napø. [Ru2;

Vìta 3.13]), je podle kroku e) i mno¾ina Q hustá v L

1

(a; b); z uzavøenosti Q tedy

máme koneènì Q = L

1

(a; b).

4.24 Poznámka. V dùkazu jsme podstatnì vyu¾ili, ¾e mno¾ina jednoduchých funkcí je hustá

v L

1

(a; b). Na základì hustoty jiných podmno¾in L

1

(a; b) lze podat alternativní dùkazy:

a) Velmi krátký dùkaz dostáváme, pokud víme, ¾e v L

1

(a; b) je hustá mno¾ina M tìch

funkcí f 2 C

1

(a; b), pro které fx: f(x) 6= 0g � (a; b). Pomocí integrace per partes toti¾ snadno

dostáváme, ¾e M � Q.

b) Víme-li, ¾e mno¾ina C spojitých funkcí f na (a; b), pro které fx: f(x) 6= 0g � (a; b), je

hustá v L

1

(a; b), lze z kroku a) pøedchozího dùkazu usoudit, ¾e mno¾ina A � L

1

(a; b) po èástech

konstantních funkcí je èástí Q, a pak (ze stejnomìrné spojitosti funkcí z C) dokázat, ¾e C � A,

tak¾e A = L

1

(a; b).

4.25 Poznámka. (o Fourierových koe�cientech) Nech» a

n

(f), b

n

(f) jsou Fourierovy koe�cienty

funkce f 2 P(2�). Podle Riemann-Lebesgueova lemmatu a

n

(f) ! 0, b

n

(f) ! 0. Existují v¹ak

posloupnosti a

n

! 0, b

n

! 0, které nejsou Fourierovy koe�cienty (srov. [Ru2; Vìta 5.15]). Pokud

v¹ak (a

n

); (b

n

) jdou k nule dostateènì rychle (staèí, aby øada

P

(a

2

n

+ b

2

n

) konvergovala; viz Vìta

4.76), pak (a

n

)

1

0

, (b

n

)

1

0

jsou Fourierovy koe�cienty.

Dále lze zhruba øíci toto: èím hlad¹í je funkce f 2 P(2�), tím rychleji jdou její koe�cienty

k nule. Je-li napøíklad f 2 C

k

(R), snadno lze dokázat, ¾e a

n

(f) = o(n

k

); n ! 1, b

n

(f) =

o(n

k

); n!1; (srov. [J II; Vìta 189]). Pro k � pak vidíme, ¾e f lze þvelmi dobøe aproximovatÿ

trigonometrickými polynomy s

n

stupnì nejvý¹e n.
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4.26 Pøíklad. Jako pøíklad na u¾ití pøedchozí vìty doká¾eme dùle¾itou rovnost

(4.9)

Z

1

0

sinx

x

dx =

�

2

:

Jak známo, tento integrál v Lebesgueovì smyslu neexistuje. Jako nevlastní integrál (zobecnìný Ri-

emannùv, Newtonùv nebo zobecnìný Lebesgueùv) existuje (konverguje). (To plyne z Dirichletova

kritéria, ale také snadno integrací per partes.) K jeho výpoètu pou¾ijeme vlastnosti Dirichletova

jádra. Vzhledem k sudosti D

n

a Lemmatu 4.20 (iii) platí

(4.10)

Z

�

0

D

n

(x) dx =

Z

�

0

sin (n+

1

2

)x

2 sin

x

2

dx =

�

2

:

Uká¾eme, ¾e (pro n!1)

Z

�

0

sin (n+

1

2

)x

2 sin

x

2

dx�

Z

�

0

sin(n+

1

2

)x

x

dx =

Z

�

0

 

1

2 sin

x

2

�

1

x

!

sin(n+

1

2

)x ! 0:

K tomu staèí podle pøede¹lé vìty (a snadné èásti Heineho vìty) ukázat, ¾e funkce f(x): =

(2 sin(x=2))

�1

� 1=x le¾í v L(0; �). To v¹ak snadno plyne z toho, ¾e f lze spojitì roz¹íøit na

[0; �], proto¾e elementární výpoèet dává lim

x!0+

f(x) = 0. Dostáváme tedy

lim

n!1

Z

�

0

sin(n+

1

2

)x

x

dx =

�

2

:

Pomocí substituce (n+ 1=2)x = y a konvergence integrálu z (4.9) máme

lim

n!1

Z

�

0

sin(n+

1

2

)x

x

dx = lim

n!1

Z

�(n+1=2)

0

sin y

y

dy =

Z

1

0

sin y

y

dy;

tak¾e jsme dokázali (4.9).

4.27 Vìta. (O lokalizaci) Nech» f 2 P(2�); x 2 R; 0 < � < �; s 2 R a nech»

s

n

(x) je èásteèný souèet Fourierovy øady funkce f v bodì x. Pak

lim

n!1

s

n

(x) = s () lim

n!1

Z

�

0

(f(x+ v) + f(x� v)� 2s)

sin (n+

1

2

)v

sin

v

2

dv = 0:

Dùkaz. Proto¾e podle Lemmatu 4.21 a Lemmatu 4.20 (ii), (iii)

s

n

(x) =

1

�

Z

�

0

(f(x+ v) + f(x� v))D

n

(v) dv a s =

1

�

Z

�

0

2sD

n

(v) dv;

dostáváme

s

n

(x)� s =

1

�

Z

�

0

(f(x+ v) + f(x� v)� 2s)D

n

(v) dv =

=

1

2�

Z

�

0

(f(x+ v) + f(x� v)� 2s)

sin (n+

1

2

)v

sin

v

2

dv +

+

1

2�

Z

�

�

f(x+ v) + f(x� v)� 2s

sin

v

2

sin (n+

1

2

)v dv =:A

n

+B

n

:

190



Fourierovy øady periodických funkcí 4.1

Polo¾íme-li pro v 2 (�; �)

g(v) :=

f(x+ v) + f(x� v)� 2s

sin

v

2

; máme jg(v)j �

jf(x+ v)j+ jf(x� v)j+ 2jsj

sin

�

2

;

tak¾e zøejmì g 2 L

1

(�; �) (substituce t = x� v). Z Riemann-Lebesgueova lemmatu

dosáváme ((a; b) := (�; �); �

n

:= n +

1

2

), ¾e lim

n!1

B

n

= 0, z èeho¾ ji¾ tvrzení

vìty snadno plyne.

4.28 Poznámka. Proto¾e integrál z tvrzení vìty závisí jen na hodnotách funkce

f v intervalu (x� �; x+ �), vidíme, ¾e konvergence Fourierovy øady funkce f v bodì

x je þlokální vlastnostÿ. Pøesnìji: pokud f 2 P(2�); g 2 P(2�) se rovnají na

nìjakém okolí bodu x, pak Fourierova øada funkce f konverguje v bodì x, právì

kdy¾ v nìm konverguje Fourierova øada funkce g, a to ke stejnému souètu.

4.29 Vìta. (Diniho kritérium) Nech» f 2P(2�); x 2 R; s 2 R a nech» existuje

� > 0 takové, ¾e Lebesgueùv integrál

(4.11)

Z

�

0

f(x+ v) + f(x� v)� 2s

v

dv

konverguje. Pak s je souètem Fourierovy øady funkce f v bodì x.

Dùkaz. Nech» je � z pøedpokladù vìty dáno; mù¾eme pøedpokládat, ¾e 0 < � < �.

Podle Vìty 4.27 staèí dokázat, ¾e

(4.12) lim

n!1

Z

�

0

f(x+ v) + f(x� v)� 2s

v

�

v

sin

v

2

sin (n+ 1=2)v dv = 0:

To v¹ak okam¾itì plyne z Riemann-Lebesgueova lemmatu, proto¾e funkce

v

sin

v

2

je

omezená na (0; �) (lze zøejmì spojitì roz¹íøit na [0; �]), tak¾e z konvergence (4.11)

vyplývá, ¾e funkce

g(v): =

f(x+ v) + f(x� v)� 2s

v

�

v

sin

v

2

je integrovatelná na (0; �).

Z Diniho kritéria lze snadno odvodit následující tvrzení, které pro þbì¾né funkceÿ

umo¾òuje urèit souèet její Fourierovy øady.

4.30 Dùsledek. (dùsledky Diniho kritéria)

(i) Nech» f 2 P(2�) je reálná funkce, x 2 R, existují vlastní jednostranné

limity f(x+); f(x

�

) a také limity

lim

t!x+

f(t)� f(x

+

)

t� x

2 R; lim

t!x�

f(t)� f(x

�

)

t� x

2 R:
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Pak Fourierova øada funkce f v bodì a konverguje a její souèet je roven

1

2

(f(x

+

) + f(x

�

)).

Speciálnì, pokud f má koneèné jednostranné derivace v bodì x, pak

souèet Fourierovy øady funkce f v bodì x je roven f(x).

(ii)

Nech» f 2P(2�); x 2 R a existují èísla � > 0; � > 0 a K > 0 taková, ¾e

jf(x+ v)� f(x)j � Kjvj

�

; pokud jvj < �:

Pak Fourierova øada funkce f v bodì a konverguje a má souèet f(x).

Dùkaz. (i) Provedeme-li v limitách z (i) poøadì substituce t = x + v; t =

x � v, snadno vidíme, ¾e existuje èíslo � > 0 takové, ¾e funkce (1=v)(f(x + v) �

f(x+)); (1=v)(f(x � v)� f(x�)) jsou omezené na (0; �). Pro s := (1=2)(f(x

+

) +

f(x

�

)) pak dostáváme, ¾e (zøejmì mìøitelná) funkce

f(x+ v) + f(x� v)� 2s

v

=

f(x+ v)� f(x

+

)

v

+

f(x� v)� f(x

�

)

v

je omezená na (0; �), tak¾e platí (4.11).

(ii) Zvolme pøíslu¹ná � > 0; � > 0K > 0 a polo¾me s := f(x). Pak pro

0 < v < � platí

jf(x+ v) + f(x� v)� 2sj

v

�

jf(x+ v)� f(x)j

v

+

jf(x� v)� f(x)j

v

� 2Kv

��1

;

z èeho¾ ihned plyne (4.11).

4.31 Pøíklad. Nech» g

�

je funkce z Pøíkladu 4.19. Proto¾e g

�

má zøejmì koneèné jednostranné

derivace v ka¾dém bodì, podle Dùsledku 4.30 (i) víme, ¾e g

�

je souètem své Fourierovy øady, tak¾e

platí

x

2

=

�

2

3

� 4

cosx

1

2

+ 4

cos 2x

2

2

� 4

cos 3x

3

2

+ : : : ; x 2 [��; �]:

Diniho kritérium (se svými dùsledky) se snadno doká¾e a staèí pro obvyklé

aplikace týkající se bodové konvergence. Následující Jordan{Dirichletovo kritérium

je k dùkazu podstatnì obtí¾nìj¹í (i èást týkající se bodové konvergence, srov. [J

II]), tak¾e je uvedeme bez dùkazu.

4.32 Vìta. (Jordan-Dirichletovo kritérium) Nech» f 2 P(2�) má koneènou va-

riaci v intervalu [a; b]. Pak platí:

(i) V ka¾dém bodì x 2 (a; b) Fourierova øada funkce f konverguje a má souèet

1

2

(f(x

+

) + f(x

�

)).

(ii) Je-li f navíc spojitá v (a; b), konverguje Fourierova øada funkce f lokálnì

stejnomìrnì na (a; b) (k funkci f).
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Fejérova vìta a její dùsledky 4.2

4.33 Poznámka.

(i) Funkce f má na [a; b] koneènou variaci právì tehdy, kdy¾ je rozdílem dvou ne-

klesajících funkcí na [a; b]. Z toho ihned vyplývá, ¾e v x 2 (a; b) existují koneèné

limity f(x+), f(x�).

(ii) V Pøíkladu 4.19 je ov¹em mo¾no aplikovat i Jordan-Dirichletovo kritérium, ze

kterého také snadno vyplývá stejnomìrná konvergence pøíslu¹né Fourierovy øady

na R. Dovedeme-li ov¹em (jako v tomto pøíkladì) jednodu¹e spoèítat Fourierovy

koe�cienty, není tì¾ké stejnomìrnou konvergenci Fourierovy øady vy¹etøit bez u¾ití

jakékoliv obecné vìty o Fourierových øadách.

(iii) Existuje øada jiných postaèujících podmínek pro bodovou a (lokálnì) stejnomìrnou

konvergenci Fourierovy øady.

4.34 Poznámka. (o bodové konvergenci) Existuje f 2 P(2�), její¾ Fourierova øada diverguje

v ka¾dém bodì. Fourierova øada spojité f 2 P(2�) mù¾e divergovat v bodech nespoèetné husté

podmno¾iny R. Hluboký výsledek L. Carlesona (1966) v¹ak øíká, ¾e ka¾dá f 2 L

2

(��; �) (a tedy

speciálnì ka¾dá spojitá f 2P(2�)) je souètem své Fourierovy øady ve skoro v¹ech bodech.

4.2 Fejérova vìta a její dùsledky

Znaèný význam v analýze má teorie þsèítatelnosti divergentních øadÿ. Ukazuje se

toti¾, ¾e pro nìkteré divergentní øady lze pøirozeným zpùsobem (pomocí nìkteré

þzobecnìné sèítací metodyÿ) de�novat jejich þzobecnìný souèetÿ a poèítání s tìmito

zobecnìnými souèty pøiná¹í nìkdy zajímavé výsledky.

V teorii Fourierových øad prvnì pou¾il tuto my¹lenku r. 1900 Fejér, kdy¾ se

zabýval sèítatelností Fourierových øad metodou aritmetických prùmìrù (které se

také øíká Cesarova sèítací metoda).

Pøipomeòme, ¾e øada (komplexních) èísel

P

1

i=0

a

i

(indexujeme od 0, proto¾e

máme na mysli aplikaci na Fourierovy øady) je sèítatelná metodou aritmetických

prùmìrù (Cesarovou metodou) k èíslu �, jestli¾e platí

lim

n!1

�

n

= �; kde s

n

= a

0

+ � � �+ a

n

; �

n

=

s

0

+ � � �+ s

n

n+ 1

:

Pak pí¹eme (C)

1

X

i=0

a

i

= �:

Má-li øada souèet s, víme, ¾e je sèítatelná metodou aritmetických prùmìrù k s

(viz [DII]), naopak to v¹ak neplatí (snadno se napøíklad ovìøí, ¾e divergentní øada

P

1

n=0

(�1)

n

je sèítatelná metodou aritmetických prùmìrù k 1=2).

Pøi vy¹etøování sèítatelnosti Fourierových øad pøebírá roli Dirichletova jádra

tzv. Fejérovo jádro. Døíve ne¾ je de�nujeme a odvodíme jeho základní vlastnosti,
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4. Fourierovy øady a Fourierova transformace

potøebujeme dokázat, ¾e pro n 2 N a v 6= k� (k 2 Z) platí rovnost

(4.13) sin v + sin 3v + � � �+ sin (2n+ 1)v =

sin

2

(n+ 1)v

sin v

:

Pro dùkaz si uvìdomíme, ¾e výraz vlevo je souètem imaginárních èástí koneèné

geometrické øady e

iv

+ e

i3v

+ � � �+ e

i(2n+1)v

, její¾ souèet je

e

iv

1� e

2i(n+1)v

1� e

2iv

=

1� e

2i(n+1)v

e

�iv

� e

iv

a jeho imaginární èást je rovna

1� cos 2(n+ 1)v

2 sin v

=

sin

2

(n+ 1)v

sin v

:

4.35 Lemma. Pro ka¾dé n 2 N [ f0g polo¾me

K

n

(v) :=

1

n+ 1

n

X

j=0

D

j

(v);

kdeD

j

je Dirichletovo jádro. Pro funkciK

n

, kterou nazýváme Fejérovo jádro, platí:

(i) K

n

(v) =

1

2(n+ 1)

�

sin (n+ 1)

v

2

sin

v

2

�

2

; v 6= 2k� (k 2 Z):

(ii) K

n

je funkce sudá, spojitá, 2�-periodická a K

n

(0) =

n+ 1

2

.

(iii)

Z

�

��

K

n

= �:

Dùkaz. Platí

D

j

(v) =

1

2

sin (j +

1

2

)v

sin

v

2

=

1

2

sin (2j + 1)

v

2

sin

v

2

; v 6= 2k� (k 2 Z):

Pomocí (4.13) tedy dostáváme

K

n

(v) =

1

(n+ 1)2 sin

v

2

�

sin

v

2

+ sin 3

v

2

+ � � �+ sin (2n+ 1)

v

2

�

=

=

1

(n+ 1)2 sin

v

2

�

sin

2

(n+ 1)

v

2

sin

v

2

=

1

2(n+ 1)

�

sin (n+ 1)

v

2

sin

v

2

�

2

; v 6= 2k� (k 2 Z):

Z de�nice K

n

a (i) snadno plyne (ii). Vlastnost (iii) ihned vyplývá z Lemmatu 4.20

(iii).
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4.36 Poznámka. Fejérovo jádro má þlep¹íÿ vlastnosti ne¾ Dirichletovo jádro. Jednou z nich je

jeho nezápornost. Také snadno vidíme, ¾e K

n

� 0 na (��; �) n (��; �) pro ka¾dé 0 < � < �.

Pro Dirichletovo jádro analogické tvrzení zøejmì neplatí (D

n

(�) = �1=2). Fejérovo jádro je (pro

n = 5) znázornìno na obr. 4.17 vpravo.

Bude-li v dal¹ím dána funkce f 2 P(2�) a x 2 R, budeme symbolem s

n

(x),

(n = 0; 1; : : : ) rozumìt n-tý èásteèný souèet Fourierovy øady funkce f v bodì x a

polo¾íme

(4.14) �

n

(x): =

1

n+ 1

(s

0

(x) + � � �+ s

n

(x)):

Pro zkoumání konvergence posloupnosti (�

n

(x)), tj. sèítatelnosti Fourierovy øady

funkce f v bodì x metodou aritmetických prùmìrù, budeme potøebovat následující

vyjádøení �

n

(x).

4.37 Lemma. Nech» f 2P(2�). Pak

�

n

(x) =

1

�

Z

�

��

f(x+ y)K

n

(y) dy =

1

�

Z

�

0

(f(x+ v) + f(x� v))K

n

(v) dv:

Dùkaz. Dosadíme-li do (4.14) podle Lemmatu 4.21 a u¾ijeme de�nici K

j

, dostá-

váme

�

n

(x) =

1

n+ 1

�

1

�

Z

�

��

f(x+ y)D

0

(y) dy + � � �+

1

�

Z

�

��

f(x+ y)D

n

(y) dy

�

=

=

1

�

Z

�

��

f(t)K

n

(y) dy:

Druhá rovnost se doká¾e analogicky z Lemmatu 4.21 nebo u¾itím sudosti K

n

.

4.38 Vìta. (Fejérova) Nech» f 2P(2�) a x 2 R. Potom platí:

(i) Má-li f v bodì x koneèné jednostranné limity f(x+), f(x

�

), pak

lim

n!1

�

n

(x) =

1

2

(f(x+) + f(x

�

)):

(ii) Je-li f spojitá na intervalu (a; b) � R, pak �

n

(x)! f(x); x 2 (a; b);

a konvergence je lokálnì stejnomìrná na (a; b).

Dùkaz. (i) Polo¾me s: =

1

2

(f(x+) + f(x

�

)). Pak z Lemmatu 4.35 (iii) máme

s =

1

�

Z

�

��

sK

n

(v) dv =

1

�

Z

�

0

2sK

n

(v) dv;
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4. Fourierovy øady a Fourierova transformace

tak¾e podle Lemmatu 4.37 dostáváme

�

n

(x)� s =

1

�

Z

�

0

(f(x+ v) + f(x� v)� 2s)K

n

(v) dv:

Nech» je dáno " > 0. Proto¾e zøejmì lim

v!0+

(f(x+v)+f(x�v)�2s) = 0, mù¾eme

zvolit 0 < � < � takové, ¾e jf(x + v) + f(x� v) � 2sj < "=2 pro ka¾dé v 2 (0; �).

S pomocí Lemmatu 4.35 (i), (iii) dostáváme

j�

n

(x)� sj �

1

�

Z

�

0

jf(x+ v) + f(x� v)� 2sj �K

n

(v) dv

+

1

�

Z

�

�

jf(x+ v) + f(x� v)� 2sj �

1

2(n+ 1)

�

sin (n+ 1)

v

2

sin

v

2

�

2

dv �

�

1

�

"

2

� +

1

�

1

2(n+ 1)

1

sin

2

�

2

�

Z

�

0

jf(x+ v) + f(x� v)� 2sj dv

�

:

Existuje tedy n

0

2 N takové, ¾e j�

n

(x) � sj < " pro ka¾dé n > n

0

.

(ii) Chceme dokázat, ¾e �

n

� f na libovolném intervalu [A;B] � (a; b).

Zvolme ! > 0, pro které [A�!;A+!] � (a; b). Nech» je dáno " > 0. Proto¾e f je

stejnomìrnì spojitá na [A�!;A+!], existuje 0 < � < ! takové, ¾e jf(p)�f(q)j <

"=2, kdykoliv p; q 2 [A� !;A + !]. Pro ka¾dé x 2 [A;B] a ka¾dé 0 < v < � tedy

platí

jf(x+ v) + f(x� v)� 2f(x)j � jf(x+ v)� f(x)j+ jf(x� v)� f(x)j < ":

Pro libovolné x 2 [A;B] tedy dostáváme stejnì jako v (i) (nyní ov¹em s = f(x)):

j�

n

(x) � f(x)j �

1

�

Z

�

0

jf(x+ v) + f(x� v)� 2f(x)jK

n

(v) dv+

+

1

�

Z

�

�

jf(x+ v) + f(x� v)� 2f(x)j

1

2(n+ 1)

�

sin (n+ 1)

v

2

sin

v

2

�

2

dv �

�

1

�

"

2

� +

1

�

1

2(n+ 1)

1

sin

2

�

2

�

Z

�

0

jf(x+ v) + f(x� v)� 2f(x)j dv

�

:

Abychom dostali odhad nezávislý na x, polo¾íme M : = maxfjf(x)j:x 2 [A;B]g

a uvá¾íme, ¾e podle Lemmatu 4.7 platí

Z

�

0

jf(x+ v)j dv =

Z

x+�

x

jf(t)j dt �

Z

x+2�

x

jf(t)j dt =

Z

2�

0

jf(t)j dt

a (z podobného dùvodu)

Z

�

0

jf(x� v)j dv �

Z

2�

0

jf(t)j dt. Platí tedy

Z

�

0

jf(x+ v) + f(x� v)� 2f(x)j dv �

�

Z

2�

0

jf(x+ v)j dv +

Z

2�

0

jf(x� v)j dv + 2�M � 2

Z

2�

0

jf(t)j dt+ 2�M:
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Dostáváme

j�

n

(x) � f(x)j �

"

2

+

1

�

1

2(n+ 1)

1

sin

2

�

2

�

2

Z

2�

0

jf(t)j dt+ 2�M

�

:

Existuje tedy n

0

2 N takové, ¾e j�

n

(x) � f(x)j < " pro ka¾dé x 2 [A;B] a

n > n

0

.

Má-li funkce f 2 P(2�) v bodì x koneèné obì jednostranné limity, nemusí

Fourierova øada funkce f v bodì x konvergovat (a to ani v pøípadì, ¾e f je spojitá

na R). Fejérova vìta v¹ak ukazuje, ¾e þjediným kandidátem na souèet Fourierovy

øady v bodì xÿ je èíslo 1=2 (f(x

+

) + f(x

�

)) (které je rovno f(x), je-li f v x

spojitá).

V tom spoèívá jeden z významù Fejérovy vìty.

4.39 Pøíklad. Proto¾e funkce g

�

z Pøíkladu 4.19 je spojitá na R a její Fourierova øada zøejmì

konverguje ve v¹ech bodech, dostáváme podle Fejérovy vìty, ¾e g

�

je ve v¹ech bodech souètem

své Fourierovy øady. Pøi pou¾ití Fejérovy vìty jsme ov¹em museli nejdøíve spoèítat Fourierovy

koe�cienty (abychom zdùvodnili konvergenci Fourierovy øady), co¾ pøi aplikaci Diniho kritéria

(viz Pøíklad 4.31) není nutné.

Z Fejérovy vìty také snadno dostáváme následující dùle¾itou vìtu.

4.40 Vìta. (Weirstrassovy vìty)

(i) Nech» f 2 P(2�) je spojitá reálná funkce. Pak pro ka¾dé " > 0 existuje

reálný trigonometrický polynom T takový, ¾e

jf(x)� T (x)j < " pro v¹echna x 2 R.

(ii) Nech» f je reálná spojitá funkce v intervalu [a; b]. Pak pro ka¾dé " > 0

existuje reálný polynom P takový, ¾e

jf(x)� P (x)j < " pro v¹echna x 2 [a; b].

Dùkaz. (i) Aplikujeme-li (Fejérovu) Vìtu 4.38 (ii) na funkci f a interval (a; b) :=

(�2�; 2�), dostáváme, ¾e �

n

� f na [��; �], a (z periodicity) tedy i na R. Proto¾e

�

n

jsou zøejmì trigonometrické polynomy, dostáváme (i).

(ii) Nejprve uva¾ujme pøípad, kdy [a; b] � (��; �). Nech» " > 0 je dáno.

Zøejmì existuje spojitá reálná funkce g 2 P(2�), která roz¹iøuje f . Aplikujeme-li

na takovou funkci (i), vidíme, ¾e existuje trigonometrický polynom T takový, ¾e

jf(x)� T (x)j < "=2 pro v¹echna x 2 [a; b].

Proto¾e funkce cosx, sinx jsou na R souètem své Taylorovy øady v bodì 0,

snadno dostáváme, ¾e tuto vlastnost má i trigonometrický polynom T . Jeho Taylo-

rova øada tedy konverguje stejnomìrnì na [a; b], tak¾e existuje její èásteèný souèet

P

n

takový, ¾e

jT (x)� P

n

(x)j < "=2 pro v¹echna x 2 [a; b].
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Proto¾e P

n

je polynom, staèí polo¾it P : = P

n

.

Je-li [a; b] obecný interval, zvolíme c > 0 tak malé, aby [ca; cb] � (��; �). Funkce

f

�

(y) := f(y=c) je spojitá na [ca; cb], tak¾e podle pøedchozího existuje polynom P

�

takový, ¾e

jf(y=c)� P

�

(y)j < " pro v¹echna y 2 [ca; cb].

Funkce P (x) := P

�

(cx) je zøejmì polynom a pou¾ijeme-li pøedchozí nerovnost

pro y = cx, dostáváme

jf(x)� P (x)j < " pro v¹echna x 2 [a; b].

Vìta ov¹em platí i pro komplexní funkce reálné promìnné (aproximujeme zvlá¹»

reálnou a imaginární èást funkce). Obì tvrzení pøedchozí vìty dokázal (zcela ji-

ným zpùsobem) Weirstrass r. 1885.Weirstrassova vìta (o aproximaci) je v¹eobecnì

pøijatý název pro tvrzení (ii).

Pomocí Fejérovy vìty doká¾eme i následující vìtu.

4.41 Vìta. (Fourierovy koe�cienty urèují funkci.) Jestli¾e funkce g; h 2 P(2�)

mají stejné v¹echny Fourierovy koe�cienty, pak g(x) = h(x) pro skoro v¹echna

x 2 R. Speciálnì, má-li f 2 P(2�) nulové v¹echny Fourierovy koe�cienty, pak f

je skoro v¹ude nulová.

Dùkaz. (Náznak.) Dùkaz staèí provést pro reálné funkce. Nech» g; h 2P(2�) mají

stejné v¹echny Fourierovy koe�cienty. Pak funkce f : = g � h 2P(2�) má v¹echny

Fourierovy koe�cienty nulové. Polo¾me

D: = f' 2 L

1

(��; �):

Z

�

��

f � ' = 0g:

Snadno vidíme, ¾e

(A) D je lineární podprostor prostoru L

1

(��; �)

a z Lebesgueovy vìty þo konvergenci s majorantouÿ snadno vyplývá:

(B) Jestli¾e ('

n

) je stejnì omezená posloupnost funkcí z D a '

n

(x) ! '(x)

pro skoro v¹echna x 2 (��; �), pak ' 2 D.

Pomocí (A) a (B) není obtí¾né (s u¾itím Fejérovy vìty pro (a) =) (b)) postupnì

dokázat, ¾e do mno¾iny D patøí následující reálné funkce na (��; �) :

(a) V¹echny trigonometrické polynomy.

(b) Spojité funkce f na (��; �), pro které fx: f(x) 6= 0g � (��; �).

(c) Charakteristické funkce otevøených intervalù (a; b) � (��; �).

(d) Charakteristické funkce otevøených mno¾in G � (��; �).

(e) Charakteristické funkce lebesgueovsky mìøitelných mno¾in M � (��; �).

Polo¾me M

+

: = fx 2 (��; �): f(x) � 0g a M

�

: = fx 2 (��; �): f(x) < 0g.

Podle (e) platí

Z

�

��

jf j =

Z

�

��

f C

M

+
�

Z

�

��

f C

M

�
= 0,

tak¾e f = 0 skoro v¹ude na (��; �).
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4.42 Poznámka. Nech» funkce g 2P(2�) má kosinovou Fourierovu øadu. Apliku-

jeme-li pøedchozí vìtu na funkci f(x): = g(x) � g(�x), snadno dostáváme, ¾e g se

skoro v¹ude rovná nìjaké sudé funkci.

4.43 Pøíklad. Nech» g

�

je funkce z Pøíkladu 4.19. Její Fourierovu øadu jsme spoèítali; snadno

vidíme, ¾e stejnomìrnì konverguje k nìjaké (spojité) funkci h 2P(2�). Podle Tvrzení 4.10 mají

g

�

a h stejné Fourierovy koe�cienty, tak¾e se podle Vìty 4.41 rovnají ve skoro v¹ech bodech.

Proto¾e jsou obì spojité, rovnají se v¹ude. Opìt jsme dokázali, ¾e g

�

je souètem své Fourierovy

øady.

4.3 Fourierovy øady v Hilbertovì

prostoru

Velmi dùle¾itou vlastností trigonometrického systému je jeho ortogonalita; z ní byly

odvozeny dùle¾ité klasické výsledky jako je Besselova nerovnost a Parsevalova rov-

nost a pozdìji, po zavedení Lebesgueova integrálu, tzv. L

2

-teorie Fourierových øad.

V této teorii se uva¾ují funkce f 2 L

2

(��; �) (ty se dají roz¹íøit { a¾ na mno¾inu

míry nula jednoznaènì { na funkci z P(2�)) a nezkoumá se bodová konvergence

její Fourierovy øady, ale konvergence této øady v prostoru L

2

(��; �). Ukazuje se,

¾e jejím þL

2

- souètemÿ je v¾dy funkce f : pro její èásteèné souèty platí

s

n

! f v L

2

(��; �), tj. lim

n!1

Z

�

��

jf(x)� s

n

(x)j

2

dx = 0:

Tato L

2

-teorie klasických Fourierových øad byla pøirozeným zpùsobem zobecnìna

na pøípad þabstraktních Fourierových øadÿ vzhledem k ortogonálním systémùm v

obecném separabilním Hilbertovì prostoru. Pøitom dùkazy jsou stejnì obtí¾né jako

v klasickém pøípadì a teorii lze pou¾ít i na jiné ortogonální systémy funkcí, ne¾

je trigonometrický systém. V [J II] je þL

2

-teorieÿ vylo¾ena ve speciálním pøípadì

ortogonálních systémù funkcí v L

2

(�) pro nìkteré míry � na R

n

. Tam lze také najít

dùle¾ité klasické pøíklady ortogonálních systémù, které tvoøí polynomy (Legendrovy,

Èeby¹evovy, Jacobiho, Hermiteovy a Laguerreovy).

Teorii lze zobecnit i na pøípad neseparabilního Hilbertova prostoru; my se zde

v¹ak omezíme jen na jednodu¹¹í (a nejdùle¾itìj¹í) separabilní pøípad.

Proto¾e úplnost není v øadì úvah podstatná, budeme uva¾ovat obecný unitární

prostor X nad tìlesem T, kde T = R nebo T = C .

Z Cauchyovy nerovnosti snadno vyplývá spojitost skalárního souèinu:

4.44 Tvrzení. Nech» X je unitární prostor. Pak skalární souèin (x; y) 7! hx; yi je

spojité zobrazení prostoru X �X do T .
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4. Fourierovy øady a Fourierova transformace

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e je dána posloupnost f(x

n

; y

n

)g

1

n=1

prvkùX�X , která

konverguje k (x; y) 2 X � X . Chceme dokázat, ¾e hx

n

; y

n

i ! hx; yi. Oznaèíme-li

h

n

:= x

n

� x; k

n

:= y

n

� y, máme kh

n

k ! 0; kk

n

k ! 0. Proto¾e

jhx

n

; y

n

i � hx; yij = jhx+ h

n

; y + k

n

i � hx; yij = jhx; k

n

i+ hh

n

; yi+ hh

n

; k

n

ij �

� jhx; k

n

ij+ jhh

n

; yij+ jhh

n

; k

n

ij � kxk � kk

n

k+ kh

n

k � kyk+ kh

n

k � kk

n

k;

dostáváme jhx

n

; y

n

i � hx; yij ! 0.

Je-liX reálný prostor, pak skalární souèin je bilineární forma na X, tak¾e z Vìty 1.145 snadno

vyplývá, ¾e skalární souèin je dokonce lipschitzovský na ka¾dé omezené podmno¾inì X � X. To

lze snadno dokázat i v pøípadì komplexního prostoru, kdy skalární souèin není bilineární forma.

Jestli¾e pro prvky x 2 X , y 2 X platí hx; yi = 0, øíkáme, ¾e x; y jsou na sebe

kolmé (ortogonální) a pí¹eme x ? y. Zøejmì x ? x pouze pro x = 0. Ze spojitosti

skalárního souèinu okam¾itì vyplývá následující tvrzení (o prvcích X):

(4.15) (x

n

? y

n

; x

n

! x; y

n

! y) =) x ? y:

Pro libovolnou mno¾inu M � X de�nujeme M

?

: = fx 2 X : y 2M =) x ? yg.

Je zøejmé, ¾eM

?

je lineární podprostor X ; pou¾ijeme-li (4.15), snadno dostáváme,

¾e

(4.16) M

?

je uzavøený lineární podprostor X a M

?

= LinM

?

:

4.45 De�nice. Nech» X je unitární prostor a (x

�

)

�2A

je systém (s libovolnou

indexovou mno¾inou A) prvkù prostoru X . Øekneme, ¾e systém (x

�

)

�2A

je ortogo-

nální, jestli¾e x

�

? x

�

, kdykoliv � 6= �. Jestli¾e navíc kx

�

k = 1 pro ka¾dé � 2 A,

øíkáme, ¾e systém (x

�

)

�2A

je ortonormální.

4.46 Poznámka. Je-li (x

�

)

�2A

ortogonální systém nenulových prvkù unitárního

prostoru X , pak (x

�

=kx

�

k)

�2A

je zøejmì ortonormální systém.

Následující tvrzení ukazuje, ¾e v separabilních prostorech staèí zkoumat orto-

gonální posloupnosti (koneèné nebo spoèetné).

4.47 Tvrzení. Nech» X je separabilní unitární prostor a (x

�

)

�2A

je ortogonální

systém nenulových prvkù prostoru X . Pak A je spoèetná mno¾ina.

Dùkaz. Podle Poznámky 4.46 mù¾eme pøedpokládat, ¾e jde o ortonormální systém.

Pro �; � 2 A, � 6= �, pak platí

kx

�

� x

�

k =

q

hx

�

� x

�

; x

�

� x

�

i =

q

kx

�

k

2

+ kx

�

k

2

=

p

2:

Podle Tvrzení 1.73 je fx

�

:� 2 Ag, a tedy i A, spoèetná mno¾ina.
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4.48 Pøíklad. Nech» � 2 R a X : = L

2

(�; � + 2�) je komplexní (nebo reálný)

unitární prostor. Pak reálný trigonometrický systém

1; cosx; sinx; cos 2x; sin 2x; : : :

je podle Lemmatu 4.9 (i) a Lemmatu 4.7 ortogonální systém v X . (Pøesnìji: jde

o systém v

1

= 1 �

(�;�+2�)

; v

2

= cos �

(�;�+2�)

; : : : , kde ov¹em funkce obvyklým

zpùsobem chápeme jako pøíslu¹né tøídy funkcí.)

Podle Lemmatu 4.9 (ii) je (þnormovaný reálný trigonometrický systémÿ)

1

p

2�

;

cosx

p

�

;

sinx

p

�

;

cos 2x

p

�

;

sin 2x

p

�

; : : :

ortonormální systém v X .

V komplexnímX je komplexní trigonometrický systém

�

e

inx

�

1

n=�1

:=

�

e

inx

�

n2Z

podle Lemmatu 4.8 ortogonální systém a

�

e

inx

=

p

2�

�

n2Z

je ortonormální systém

v X .

V normovaných lineárních prostorech de�nujeme pøirozeným zpùsobem pojem

souètu nekoneèné øady a pomocí nìj pojem (Schauderovy) báze, který má v¹ak

odli¹ný význam ne¾ pojem báze v lineární algebøe, proto¾e pøi de�nici (Schauderovy)

báze se pøipou¹tìjí i þnekoneèné lineární kombinaceÿ.

Nás zde budou zajímat pouze ortogonální báze v unitárním prostoru.

4.49 De�nice. Nech» X je normovaný lineární prostor. Pak (nekoneènou) øadou

v X rozumíme symbol

1

X

n=1

x

n

; kde x

n

2 X; n = 1; 2; : : : :

Øíkáme, ¾e souètem této øady je s 2 X a pí¹eme

1

X

n=1

x

n

= s; jestli¾e lim

n!1

n

X

k=1

x

k

= s:

Má-li øada souèet, øíkáme, ¾e je konvergentní; jinak je divergentní.

4.50 De�nice. Nech» X je normovaný lineární prostor (nad T). Posloupnost

(x

n

)

1

n=1

prvkù z X se nazývá (Schauderovou) bazí prostoru X , jestli¾e pro ka¾dý

bod x 2 X existuje právì jedna posloupnost (c

n

)

1

n=1

prvkù T, pro kterou platí

x =

1

X

n=1

c

n

x

n

:

Èíslùm c

n

øíkáme souøadnice bodu x vzhledem k bázi (x

n

).

4.51 Poznámka.

(i) Ka¾dý prvek prostoru X se dá tedy právì jedním zpùsobem vyjádøit jako þneko-

neèná lineární kombinaceÿ prvkù ze Schauderovy báze. Pojem Schauderovy báze

se vìt¹inou de�nuje pouze v Banachových prostorech.

(ii) Je zøejmé, ¾e báze (x

n

)

1

n=1

je lineárnì nezávislý systém (tj. x

i

6= x

j

pro i 6= j a

mno¾ina fx

1

; x

2

; : : : g je lineárnì nezávislá). Obrácená implikace v¹ak neplatí.
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(iii) Je snadné dokázat, ¾e pokud normovaný lineární prostor má Schauderovu bázi, je

nutnì separabilní a nemá koneènou dimenzi.

(iv) Je zøejmé, ¾e pokud (�

n

) je posloupnost nenulových prvkù z T, pak (x

n

)

1

n=1

je

báze, právì kdy¾ (�

n

x

n

)

1

n=1

je báze.

Dále budeme potøebovat následující dva pojmy.

4.52 De�nice. Nech» (x

�

)

�2A

je ortogonální systém v unitárním prostoru X .

(i) Øekneme, ¾e systém (x

�

)

�2A

je úplný, jestli¾e jeho lineární obal je hustý

v X , tj.

Linfx

�

: � 2 Ag = X:

(ii) Øekneme, ¾e ortogonální systém (x

�

)

�2A

je maximální, jestli¾e neexistuje

0 6= u 2 X , který by byl kolmý na v¹echny vektory x

�

; � 2 A.

4.53 Poznámka.

(a) Podmínka (ii) øíká, ¾e k systému (x

�

)

�2A

ji¾ nelze pøidat nenulový prvek tak, aby vý-

sledkem byl opìt ortogonální systém.

(b) V literatuøe se pou¾ívá také pojem þtotální ortogonální systémÿ, a to nìkdy pro úplný

systém a jindy pro maximální systém. Také þúplný systémÿ nìkdy oznaèuje maximální

systém (a pro úplný systém se u¾ívá termín þuzavøený systémÿ). Toto kolísání terminologie

bylo zøejmì zpùsobeno tím, ¾e v (klasickém) pøípadì Hilbertova prostoru jsou podmínky

(i) a (ii) ekvivalentní (co¾ zde doká¾eme pouze v separabilním pøípadì).

První èást následujícího tvrzení lze chápat jako zobecnìní Pythagorovy vìty.

4.54 Tvrzení. (O souètu ortogonální øady.) Nech» (x

n

)

1

n=1

je ortogonální po-

sloupnost v unitárním prostoru X . Potom platí:

(i) Je-li øada

P

1

n=1

x

n

konvergentní, pak konverguje i øada

P

1

n=1

kx

n

k

2

a
















1

X

n=1

x

n
















2

=

1

X

n=1

kx

n

k

2

:

(ii) Je-li X Hilbertùv prostor, pak

1

X

n=1

x

n

konverguje ()

1

X

n=1

kx

n

k

2

<1:

Dùkaz. (i) Oznaème s

n

:= x

1

+ � � �+x

n

. Z ortogonality posloupnosti (x

n

) plyne

ks

n

k

2

= hx

1

+ � � �+ x

n

; x

1

+ � � �+ x

n

i = kx

1

k

2

+ � � �+ kx

n

k

2

:

Proto¾e s

n

!

P

1

k=1

x

k

, ze spojitosti funkce x 7! kxk

2

vyplývá

kx

1

k

2

+ � � �+ kx

n

k

2

= ks

n

k

2

!
















1

X

k=1

x

k
















2

;

tak¾e tvrzení (i) je dokázáno.
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(ii) Pøedpokládejme, ¾e

P

1

n=1

kx

n

k

2

<1. Pro libovolné " > 0 pak mù¾eme

najít n

0

2 N, pro které

P

1

k=n

0

+1

kx

k

k

2

< "

2

. Pak pro m > n � n

0

platí

ks

m

� s

n

k

2

= kx

n+1

+ � � �+ x

m

k

2

= kx

n+1

k

2

+ � � �+ kx

m

k

2

< "

2

;

tak¾e ks

n

� s

m

k < ". Dokázali jsme, ¾e posloupnost (s

n

) je caychyovská; proto¾e

X je úplný, je také konvergentní. Obrácená implikace ji¾ byla dokázána v (i).

4.55 Poznámka.

(a) Nech» (x

n

) je ortogonální a øada

P

1

n=1

x

n

konverguje. Tato øada nemusí konvergovat

absolutnì, tj. nemusí platit

P

1

n=1

jx

n

j < 1. To vidíme na jednoduchém pøíkladì øady

P

(1=n)e

n

v reálném prostoru `

2

, kde e

n

= (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ) (1 stojí na n-tém místì).

Tato øada konverguje podle (ii) a jejím souètem je zøejmì (1; 1=2; 1=3; : : : ).

(b) Modi�kací dùkazu (ii) není obtí¾né ukázat, ¾e øada

P

1

n=1

x

n

konverguje bezpodmíneènì,

tj. konverguje po libovolném pøerovnání ke stejnému souètu.

Následující tvrzení je zcela analogické (i s dùkazem) Tvrzení 4.10, které moti-

vovalo zavedení þklasických Fourierových koe�cientùÿ.

4.56 Tvrzení. Nech» (v

n

)

1

n=1

je ortogonální posloupnost nenulových prvkù v uni-

tárním prostoru X . Pak (pro x 2 X a c

n

2 T) platí implikace

(4.17) x =

1

X

n=1

c

n

v

n

=) c

n

=

hx; v

n

i

kv

n

k

2

; n 2 N:

Dùkaz. Oznaème s

p

: =

P

p

k=1

c

k

v

k

a zvolme n 2 N. Pak pro p � n z ortogonality

(v

n

) plyne

hs

p

; v

n

i = hc

1

v

1

+ � � �+ c

p

v

p

; v

n

i = hc

n

v

n

; v

n

i = c

n

kv

n

k

2

.

Ze spojitosti skalárního souèinu dostáváme

hx; v

n

i = lim

p!1

hs

p

; v

n

i = c

n

kv

n

k

2

,

z èeho¾ ji¾ okam¾itì vyplývá (4.17).

Pøedcházející tvrzení motivuje následující de�nici, která roz¹iøuje známou de�-

nici z lineární algebry (kde se de�nují Fourierovy koe�cienty vzhledem k ortogonální

bázi koneènì rozmìrného unitárního prostoru).

4.57 De�nice. Nech» X je unitární prostor, (v

�

)

�2A

je ortogonální systém nenu-

lových prvkù prostoru X a x 2 X . Pak de�nujeme Fourierovy koe�cienty vektoru

x vzhledem k systému (v

�

)

�2A

pøedpisem

(4.18) c

�

:=

hx; v

�

i

kv

�

k

2

; � 2 A:

V pøípadì A = N øadu

P

1

n=1

c

n

v

n

nazýváme Fourierovou øadou bodu x vzhledem

k systému (v

n

)

1

n=1

.
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Pokud posloupnost (v

n

)

1

n=1

je ortonormální, platí ov¹em c

n

= hx; v

n

i.

Z Tvrzení 4.56 okam¾itì plyne následující tvrzení.

4.58 Dùsledek. Souøadnice bodu vzhledem k ortogonální bázi (v

n

) jsou jeho

Fourierovy koe�cienty vzhledem k (v

n

).

4.59 Poznámka. Nech» (v

n

)

1

n=1

je ortogonální posloupnost nenulových prvkù

unitárního prostoru X a u

n

: = v

n

=kv

n

k; n 2 N je pøíslu¹ná ortonormální posloup-

nost. Pak Fourierovy øady libovolného x 2 X vzhledem k (v

n

)

1

n=1

a (u

n

)

1

n=1

se

rovnají. To je vidìt ihned z rovností

hx; u

n

iu

n

=

�

x;

v

n

kv

n

k

�

v

n

kv

n

k

=

hx; v

n

i

kv

n

k

2

� v

n

:

4.60 Poznámka. Z Lemmatu 4.9 snadno vidíme, ¾e þabstraktníÿ De�nice 4.57

Fourierových koe�cientù v pøípadì X = L

2

(�; �+ 2�), f 2 X a trigonometrického

(reálného nebo komplexního) systému splývá s klasickou de�nicí Fourierových ko-

e�cientù. Pøesnìji; je-li f 2P(2�) a funkce jf j

2

je lokálnì integrovatelná na R, pak

posloupnost þklasickýchÿ Fourierových koe�cientù

a

0

; a

1

; b

1

; a

2

; b

2

; : : :

je posloupností Fourierových koe�cientù ve smyslu De�nice 4.57 funkce f �

(�;�+2�)

2

X vzhledem k (nepatrnì zmìnìnému) reálnému trigonometrickému systému

1=2; cosx; sinx; cos 2x; sin 2x; : : :

a systém (c

n

)

n2Z

þklasickýchÿ komplexních Fourierových koe�cientù (viz str. 183)

je systémem Fourierových koe�cientù ve smyslu De�nice 4.57 funkce f �

(�;�+2�)

2 X

vzhledem ke komplexnímu systému (e

inx

)

n2Z

.

4.61 Vìta. Nech» X je unitární prostor, (u

n

)

1

n=1

je ortonormální systém v X ,

x 2 X a (c

n

)

1

n=1

jsou jeho Fourierovy koe�cienty vzhledem k (u

n

). Pak platí

následující tvrzení:

(i)

1

X

n=1

jc

n

j

2

� kxk

2

:

(ii) x =

1

X

n=1

c

n

u

n

() kxk

2

=

1

X

n=1

jc

n

j

2

:

(iii) Je-li X Hilbertùv, pak øada

P

1

k=1

c

k

u

k

konverguje a

x�

1

X

k=1

c

k

u

k

? u

n

; n 2 N:

Dùkaz. (i) Polo¾me z

n

: = x�

P

n

k=1

c

k

u

k

. Pak pro 1 � j � n platí

(4.19) hz

n

; u

j

i = hx�

n

X

k=1

c

k

u

k

; u

j

i = hx; u

j

i � c

j

hu

j

; u

j

i = 0;
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tak¾e z

n

? u

j

. Koneèná posloupnost c

1

u

1

; : : : ; c

n

u

n

; z

n

je tedy ortogonální systém,

tak¾e (lze u¾ít Tvrzení 4.54 (i))

(4.20) kxk

2

= kc

1

u

1

+ � � �+ c

n

u

n

+ z

n

k

2

=

n

X

k=1

jc

k

j

2

+ kz

n

k

2

;

z èeho¾ snadno vyplývá (i).

(ii) Proto¾e kc

n

u

n

k

2

= jc

n

j

2

, implikace þ=)ÿ plyne ihned z Tvrzení 4.54 (i).

Platí-li kxk

2

=

P

1

n=1

jc

n

j

2

, pak podle (4.20) dostáváme

kz

n

k

2

= kxk

2

�

n

X

k=1

jc

k

j

2

! 0;

tak¾e z

n

! 0, a tedy x =

P

1

n=1

c

n

u

n

.

(iii) Podle (i) a Tvrzení 4.54 (ii) øada

P

1

k=1

c

k

u

k

konverguje. Polo¾íme-li

z: = x �

P

1

k=1

c

k

u

k

, zøejmì z

n

! z. Nech» j 2 N. Podle (4.19) platí z

n

? u

j

pro

ka¾dé n � j; tak¾e také z ? u

j

(viz (4.15)).

Nerovnosti z (i) se øíká Besselova nerovnost a rovnost na pravé stranì (ii) se

nazývá Parsevalova rovnost.

4.62 Poznámka. Nech» (v

n

)

1

n=1

je ortogonální posloupnost nenulových prvkù uni-

tárního prostoru X, u

n

: = v

n

=kv

n

k je pøíslu¹ná ortonormální posloupnost, x 2 X a d

n

(resp. c

n

) jsou Fourierovy koe�cienty x vzhledem k (v

n

) (resp. (u

n

)). Podle Poznámky

4.59 platí d

n

v

n

= c

n

u

n

, tak¾e

jc

n

j

2

= kc

n

u

n

k

2

= kd

n

v

n

k

2

= d

2

n

kv

n

k

2

:

Platí tedy (Besselova nerovnost)

1

X

n=1

jd

n

j

2

kv

n

k

2

� kxk

2

a Parsevalova rovnost

1

X

n=1

jd

n

j

2

kv

n

k

2

= kxk

2

platí, právì kdy¾ x =

P

1

n=1

d

n

v

n

.

Tvrzení (iii) z Vìty 4.61 platí (podle Poznámky 4.59) zøejmì i v pøípadì, kdy (u

n

) je

otogonální posloupnost nenulových prvkù.

4.63 Vìta. (o ortogonální bázi) Nech» X je Hilbertùv prostor a (v

n

)

1

n=1

je orto-

gonální systém nenulových prvkù prostoru X . Pak následující tvrzení jsou ekviva-

lentní.

(i) (v

n

)

1

n=1

je ortogonální (Schauderova) báze v X .

(ii) (v

n

)

1

n=1

je úplný otogonální systém.

(iii) (v

n

)

1

n=1

je maximální ortogonální systém.
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4. Fourierovy øady a Fourierova transformace

Dùkaz. Bez újmy na obecnosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e (v

n

)

1

n=1

je ortonormální.

(Polo¾íme-li toti¾ v

�

n

: = v

n

=kv

n

k, pak ka¾dá z podmínek (i), (ii), (iii) platí právì

tehdy, kdy¾ platí pøíslu¹ná podmínka pro ortonormální systém (v

�

n

).)

Nech» platí (i). Ka¾dý prvek x 2 X pak lze psát ve tvaru x =

P

1

n=1

c

n

v

n

.

Proto¾e s

n

: = c

1

v

1

+ : : : c

n

v

n

2 Linfv

1

; v

2

; : : : g a s

n

! x, dostáváme (ii).

Nech» platí (ii) a nech» u ? v

n

; n 2 N. Mno¾ina M := fug

?

je podle (4.16)

uzavøený lineární podprostor X a v

n

2M; n 2 N. Z (ii) tedy ihned plyne M = X ,

tak¾e u ? u, a tudí¾ u = 0. Dokázali jsme (ii).

Nech» platí (iii), x 2 X a c

n

jsou Fourierovy koe�cienty bodu x vzhledem k (v

n

).

Podle Vìty 4.61 (iii) dostáváme, ¾e øada

P

1

n=1

c

n

v

n

konverguje a z: = x�

P

1

n=1

c

n

v

n

je kolmý na v¹echny v

n

, n 2 N. Z (iii) tedy vyplývá z = 0, tj. x =

P

1

n=1

c

n

v

n

.

Pou¾ijeme-li je¹tì Tvrzení 4.56, dostáváme (i).

4.64 Poznámka. Nepøedpokládáme-li úplnost unitárního prostoru X , jsou pod-

mínky (i) a (ii) ekvivalentní a implikují (iii) (srov. Poznámka 4.73). Podmínka (iii)

v¹ak obecnì neimplikuje (i) a (ii).

4.65 Tvrzení. Nech» (u

n

)

1

n=1

je ortonormální systém v unitárním prostoru X ,

x; y 2 X a platí

x =

1

X

n=1

c

n

u

n

, y =

1

X

n=1

d

n

u

n

.

Pak

hx; yi =

1

X

n=1

c

n

d

n

.

Dùkaz. Pomocí spojitosti skalárního souèinu dostáváme

hx; yi =

*

1

X

n=1

c

n

u

n

;

1

X

n=1

d

n

u

n

+

= lim

n!1

h

n

X

k=1

c

k

u

k

;

n

X

k=1

d

k

u

k

i

= lim

n!1

n

X

k=1

hc

k

u

k

; d

k

u

k

i =

1

X

n=1

c

k

d

k

:

4.66 Vìta. Nech» X je reálný (resp. komplexní) Hilbertùv prostor a (u

n

)

1

n=1

je

jeho ortonormální báze. Pak zobrazení

F : x 7! (c

1

; c

2

; : : : ); c

n

= hx; u

n

i;

je unitární bijekce prostoru X na reálný (resp. komplexní) Hilbertùv prostor `

2

,

Inverzní zobrazení je dáno vzorcem

(4.21) F

�1

(c

1

; c

2

; : : : ) =

1

X

n=1

c

n

u

n

:
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Fourierovy øady v Hilbertovì prostoru 4.3

Dùkaz. Z Besselovy nerovnosti (Vìta 4.61 (i)) máme F (x) 2 `

2

. Linearita zob-

razení F je zøejmá. Je-li F (x) = (c

1

; c

2

; : : : ), pak podle Dùsledku 4.58 platí x =

P

1

n=1

c

n

u

n

, tak¾e zobrazení F je prosté.

Je-li (c

n

) 2 `

2

, pak ortogonální øada

P

1

n=1

c

n

u

n

konverguje podle Tvrzení 4.54

(ii). Pro x: =

P

1

n=1

c

n

u

n

podle Tvrzení 4.56 platí F (x) = (c

n

). Zobrazení F je tedy

bijekce a inverzní zobrazení F

�1

má tvar (4.21).

Jestli¾e x; y 2 X , F (x) = (c

n

) a F (y) = (d

n

), pak x =

P

1

n=1

c

n

u

n

, y =

P

1

n=1

d

n

u

n

, tak¾e podle Tvrzení 4.65 hF (x); F (y)i =

P

1

n=1

c

n

d

n

= hx; yi:

4.67 Tvrzení. Nech» X je nekoneènì dimenzionální separabilní Hilbertùv prostor.

Pak v X existuje ortonormální báze.

Dùkaz. (Náznak.) Proto¾e X je separabilní, mù¾eme najít posloupnost (x

n

)

1

1

,

která je hustá vX . Indukcí snadno sestrojíme vybranou lineárnì nezávislou posloup-

nost (x

n

k

)

1

k=1

takovou, ¾e Linfx

n

1

; : : : ; x

n

k

g = Linfx

1

; x

2

; : : : ; x

n

k

g. Pou¾ijeme-li

na posloupnost w

k

: = x

n

k

známý Gram{Schmidtùv ortogonalizaèní proces (srov.

[Be], str. 376), dostaneme ortogonální posloupnost (v

k

)

1

k=1

, pøièem¾ v¹echny uva-

¾ované posloupnosti mají stejný lineární obal, který je hustý v X . Podle Vìty 4.63

je tedy (v

k

)

1

k=1

ortogonální báze. þZnormovánímÿ dostaneme ortonormální bázi.

Z pøedchozího tvrzení a Vìty 4.66 okam¾itì dostáváme následující dùsledek.

4.68 Dùsledek. Nech» X

1

, X

2

jsou nekoneènì dimenzionální separabilní Hilber-

tovy prostory. Pak X

1

a X

2

jsou izometricky izomorfní.

Nakonec se zmíníme o významu Fourierových øad z hlediska teorie aproximace

(který je èásteènì znám ji¾ z lineární algebry, srov. [Be, str. 374]).

4.69 De�nice. Nech» (X; �) je metrický prostor, Y � X a x 2 X . Øekneme, ¾e

y 2 Y je nejlep¹í aproximace bodu x v mno¾inì Y (nejbli¾¹í bod k x v mno¾inì Y ),

jestli¾e �(x; y) = dist(x; Y ).

4.70 Poznámka. Poznamenejme, ¾e mno¾ina (bodù nejlep¹í aproximace, nejbli¾¹ích bodù) P

Y

(x): =

fy 2 Y : �(x; y) = dist(x; Y )g se nìkdy nazývá metrická projekce prvku x na mno¾inu Y .

4.71 De�nice. Nech» X je unitární prostor, Y � X je jeho lineární podprostor

a x 2 X . Øekneme, ¾e y 2 Y je ortogonální projekce bodu x na prostor Y , jestli¾e

platí x� y 2 Y

?

.

Snadno je vidìt, ¾e pokud y je ortogonální projekce bodu x na prostor Y , pak y

je jediná nejlep¹í aproximace bodu x v prostoru Y . Pokud je toti¾ y

�

2 Y a y 6= y

�

,

pak y � y

�

2 Y , tak¾e y � y

�

? x� y a z Pythagorovy vìty dostáváme

kx� y

�

k

2

= k(x� y) + (y � y

�

)k

2

= kx� yk

2

+ ky � y

�

k

2

,
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4. Fourierovy øady a Fourierova transformace

a tedy kx� y

�

k > kx� yk.

V dùkazu Vìty 4.61 jsme fakticky dokázali (viz (4.19) a (iii)) následující tvrzení.

(Tam jsme sice pracovali s ortonormální posloupností, to v¹ak ale podle Poznámky

4.59 nevadí.)

4.72 Tvrzení. Nech» X je unitární prostor, (v

k

)

1

k=1

je ortogonální posloupnost

nenulových prvkù X , x 2 X a

P

1

k=1

c

k

v

k

je jeho Fourierova øada vzhledem k

(v

k

). Potom platí:

(a) Pro ka¾dé n 2 N je

P

n

k=1

c

k

v

k

ortogonální projekce bodu x na prostor

Linfv

1

; : : : ; v

n

g a tedy také nejlep¹í aproximace bodu x v Linfv

1

; : : : ; v

n

g.

(b) Je-li X úplný, pak

P

1

k=1

c

k

v

k

je ortogonální projekce bodu x na prostor

Linfv

1

; v

2

; : : : g a tedy také nejlep¹í aproximace bodu x v Linfv

1

; v

2

; : : : g.

4.73 Poznámka.

(i) Podle Dùsledku 1.141 a Tvrzení 1.82 je Linfv

1

; : : : ; v

n

g uzavøený lineární pod-

prostor X. Je snadné dokázat, ¾e uzávìr lineárního podprostoru V normovaného

lineárního prostoru X je opìt lineární prostor; tak¾e Linfv

1

; v

2

; : : : g je skuteènì

lineární podprostor X.

(ii) Tvrzení z (a) ov¹em platí (se þstejnýmÿ dùkazem) pro koneèný ortogonální systém

nenulových prvkù (v

k

)

n

k=1

.

(iii) V Tvrzení (b) staèí místo úplnosti pøedpokládat, ¾e øada

P

1

k=1

c

k

v

k

konverguje.

(iv) Pou¾ijeme-li (a) a postup z dùkazu Vìty 4.61, snadno dostaneme tvrzení z Po-

známky 4.64. Je-li toti¾ ortonormální systém (u

n

) úplný, pak z (a) snadno vyplývá,

¾e kx�

P

n

k=1

c

k

u

k

k ! 0.

Je-li X Hilbertùv prostor a Y � X jeho separabilní nekoneènì dimenzionální

uzavøený podprostor, pak Y je Hilbertùv prostor, tak¾e podle Tvrzení 4.67 v nìm

existuje ortonormální báze (u

n

)

1

n=1

. Pak Y = Linfu

1

; u

2

; : : : g, tak¾e podle Tvrzení

4.72 (b) má ka¾dý prvek x 2 X ortogonální projekci na Y . Z toho okam¾itì vyplývá,

¾e ka¾dý prvek x 2 X lze jednoznaènì zapsat ve tvaru

x = y + y

0

, kde y 2 Y a y

0

2 Y

?

;

toto tvrzení se zapisuje ve formì X = Y � Y

?

. (Pro koneènì dimenzionální Y

platí toté¾, srov. Poznámka 4.73.)
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Aplikace na klasické Fourierovy øady 4.4

4.4 Aplikace na klasické Fourierovy

øady

V dal¹ím textu pou¾íváme následující úmluvu (která nemù¾e vést k nedorozumìní):

pokud o funkci f 2 P(2�) hovoøíme jako o prvku L

2

(�; � + 2�), máme na mysli

prvek L

2

(�; � + 2�) (tj. tøídu funkcí), který obsahuje restrikci f �

(�;�+2�)

.

4.74 Vìta. Reálný trigonometrický systém je ortogonální báze reálného (nebo

komplexního) prostoru L

2

(�; � + 2�); (� 2 R).

Dùkaz. Zøejmì staèí dokázat þreálný pøípadÿ. Podáme dva dùkazy.

a) Proto¾e prostor L

2

(�; � + 2�) je úplný, podle Vìty 4.63 staèí dokázat, ¾e

ortogonální systém

1; cosx; sinx; cos 2x; sin 2x; : : :

je maximální. Pøedpokládejme tedy, ¾e f 2 L

2

(�; � + 2�) je kolmá na v¹echny

prvky tohoto systému. Naleznìme f

�

2 P(2�), která þje roz¹íøením funkce fÿ.

Pak funkce f

�

má podle Lemmatu 4.7 nulové v¹echny Fourierovy koe�cienty, tak¾e

je podle Vìty 4.41 skoro v¹ude nulová.

b) Podle Vìty 4.63 staèí dokázat úplnost trigonometrického systému, tj. tvr-

zení, ¾e mno¾ina trigonometrických polynomù T = Linf1; cosx; sin x; : : : g je hustá

v L

2

(�; �+2�). K tomu pou¾ijeme skuteènost (srov. [LM], Cvièení 15.17 a 18.5), ¾e

mno¾ina C: = C

C

(�; �+2�) spojitých funkcí na (�; �+2�) s kompaktním nosièem

(tj. tìch, pro které fx: f(x) 6= 0g) je hustá v L

2

(�; � + 2�). Je-li g 2 C, zøejmì

lze najít její spojité roz¹íøení g

�

2 P(2�). Podle (Fejérovy) Vìty 4.38 (ii) existuje

posloupnost trigonometrických polynomù T

n

, která konverguje stejnomìrnì ke g

�

na R. Z toho snadno vyplývá, ¾e T

n

! g v L

2

(�; �+ 2�), tak¾e C � T . Platí tedy

T = L

2

(�; �+ 2�).

4.75 Vìta. Nech» � 2 R, f 2 P(2�) a funkce jf j

2

je lokálnì integrovatelná, a

a

0

; a

1

; : : : ; b

1

; b

2

; : : : jsou její Fourierovy koe�cienty. Pak

(4.22) f =

a

0

2

+

1

X

k=1

(a

k

cos kx+ b

k

sin kx) v L

2

(�; � + 2�):

Dále platí (klasická Parsevalova) rovnost

(4.23)

1

�

Z

�+2�

�

jf j

2

=

ja

0

j

2

2

+

1

X

n=1

�

ja

n

j

2

+ jb

n

j

2

�

:

Navíc platí, ¾e v prostoru L

2

(�; � + 2�) je (pro n = 0; 1; : : : ) èásteèný souèet

Fourierovy øady funkce f
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4. Fourierovy øady a Fourierova transformace

s

n

(x) =

a

0

2

+

n

X

k=1

(a

k

cos kx+ b

k

sin kx)

nejlep¹í aproximací funkce f v mno¾inì v¹ech trigonometrických polynomù stupnì

nejvý¹e n (mezi které poèítáme i nulovou funkci).

Dùkaz. Z Vìty 4.74 ihned vyplývá, ¾e také 1=2; cosx; sinx je ortogonální báze

L

2

(�; �+ 2�). Proto¾e a

0

; a

1

; b

1

; : : : jsou Fourierovy koe�cienty f vzhledem k této

bázi, podle Dùsledku 4.58 v L

2

(�; �+ 2�) platí

(4.24) f = a

0

=2 + a

1

cosx+ b

1

sinx+ : : : ;

a tedy i (4.22).

Klasická Parsevalova rovnost (4.23) je speciálním pøípadem abstraktní Parse-

valovy rovnosti (viz Poznámka 4.62) pro ortogonální systém 1=2; cosx; sinx. Je

mo¾né ov¹em také pou¾ít zobecnìnou Pythagorovu vìtu na ((?))pocts> a dostat

kfk

2

= ka

0

=2k

2

+ ka

1

cosxk

2

+ ka

1

sinxk

2

+ : : : :

Proto¾e podle Lemmatu 4.9 máme k1k

2

= 2�, k cosnxk

2

= k sinnxk

2

= �, platí

Z

�+2�

�

jf j

2

=

�ja

0

j

2

2

+ �

1

X

n=1

�

ja

n

j

2

+ jb

n

j

2

�

;

z èeho¾ ihned plyne (4.23).

Poslední tvrzení vìty je snadným dùsledkem Tvrzení 4.72 (a).

4.76 Vìta. (Riesz{Fischerova vìta) Nech» a

0

; a

1

; b

1

; a

2

; b

2

; : : : jsou reálná

(resp. komplexní) èísla, pro která øada

P

(ja

n

j

2

+ jb

n

j

2

) konverguje. Pak existuje

reálná (resp. komplexní) funkce f 2 P(2�), její¾ Fourierovy koe�cienty jsou tato

èísla. Funkce f je urèena jednoznaènì (a¾ na mno¾inu míry nula) a le¾í v L

2

(0; 2�).

Dùkaz. Uva¾ujme v prostoru L

2

(0; 2�) øadu

(4.25) a

0

=2 + a

1

cosx+ b

1

sinx+ : : : :

Proto¾e k1k

2

= 2� a k cosnxk

2

= k sinnxk

2

= �, øada

ka

0

=2k

2

+ ka

1

cosxk

2

+ ka

1

sinxk

2

+ : : :

konverguje, tak¾e podle Tvrzení 4.54 (ii) øada (4.25) konverguje v L

2

(0; 2�) k nì-

jaké funkci g; zvolme její 2�-periodické roz¹íøení (které zøejmì le¾í v P(2�)) a

oznaème je f . Podle Tvrzení 4.56 jsou èísla a

0

; a

1

; b

1

; a

2

; b

2

; : : : þabstraktnímiÿ

Fourierovými koe�cienty funkce g vzhledem k ortogonální bázi 1=2; cosx; sinx; : : :

a jsou tedy þklasickýmiÿ Fourierovými koe�cienty funkce f (srov. Poznámka 4.60).

Jednoznaènost f vyplývá z Vìty 4.41.

4.77 Poznámka. a) Z uvedeného dùkazu je jasnì vidìt jednoduchá my¹lenka dùkazu Riesz-

Fischerovy vìty. Krat¹í v¹ak bylo u¾ít Vìtu 4.66 (její¾ dùkaz jsme èásteènì zopakovali) na znor-

movaný trigonometrický systém.
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Fourierùv integrál a Fourierova transformace 4.5

b) Je zøejmé, jak se odvodí analogické výsledky pro klasické Fourierovy øady v komplexní

formì. Uveïme pouze, ¾e Parsevalova rovnost má tvar

1

2�

Z

�+2�

�

jf j

2

=

1

X

n=�1

jc

n

j

2

:

4.5 Fourierùv integrál a Fourierova

transformace

Dokázali jsme, ¾e dosti obecné 2�-periodické funkce jsou souètem své Fourierovy

øady; lze je tedy vyjádøit jako souèet konstanty a harmonických 2�-periodických

funkcí. Toté¾ ov¹em platí pro periodické funkce s obecnou periodou l > 0.

Fourier ukázal, ¾e analogicky lze vyjádøit i funkce, které nejsou periodické, je

v¹ak nutno pou¾ít harmonické funkce v¹ech period a místo souètu pou¾ít integrál.

Tuto svou teorii þFourierova integráluÿ pøitom úspì¹nì u¾il ve fyzice pøi øe¹ení

rovnice vedení tepla.

Pøipomeòme (viz. Poznámka 4.15), ¾e obecnou harmonickou funkci (þharmo-

nický kmitÿ) lze psát ve tvaru

h(x) = a cos!x+ b sin!x;

sk

kde ! > 0; jde o harmonickou funkci s minimální periodou l := 2�=!.

Polo¾me si otázku, zda lze danou funkci f : R ! R vyjádøit pomocí harmonic-

kých funkcí ve tvaru

(4.26) f(x) =

Z

1

0

(a(!) cos!x+ b(!) sin!x) d!:

Fourier objevil, ¾e toto vyjádøení pro mnoho funkcí f platí, de�nujeme-li koe�cienty

a(!); b(!) pomocí vzorcù analogických vzorcùm pro Fourierovy koe�cienty pro øady:

(4.27) a(!) =

1

�

Z

1

�1

f(y) cos!y dy; b(!) =

1

�

Z

1

�1

f(y) sin!y dy:

Pøijít na tyto vzorce je obtí¾nìj¹í ne¾ na vzorce pro Fourierovy koe�cienty a

n

; b

n

pro øady (srov. Tvrzení 4.10). Nepøesné (heuristické) úvahy, které vedou k objevení

vzorcù (4.27) lze najít napø. v [J II].

O reálné funkci f budeme pøedpokládat, ¾e má konvergentní Lebesgueùv inte-

grál, tj. f 2 L(R). Pak oba Lebesgueovy integrály v (4.27) zøejmì konvergují.

Navíc z vìty o spojitosti Lebesgueova integrálu závislého na parametru snadno

vyplývá, ¾e funkce a(!); b(!) jsou spojité na [0;1), tak¾e Lebesgueùv integrál

Z

�

0

(a(!) cos!x+ b(!) sin!x) d! konverguje pro ka¾dé � > 0.
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4. Fourierovy øady a Fourierova transformace

Integrál stojící napravo v (4.26) (kde a(!); b(!) jsou vypoèteny podle (4.27))

se nazývá Fourierùv integrál funkce f . Tento integrál chápeme jako þnevlastní in-

tegrálÿ. Jinými slovy, Fourierùv integrál má v bodì x hodnotu I(x) 2 R, právì

kdy¾

lim

�!1

I

�

(x) = I(x);

kde I

�

(x) je þèásteèný Fourierùv integrálÿ, co¾ je þvlastníÿ integrál (ze spojité

funkce)

(4.28) I

�

(x): =

Z

�

0

(a(!) cos!x+ b(!) sin!x) d!:

To je zcela analogické pøípadu Fourierových øad: Fourierova øada také nemusí

konvergovat absolutnì a její souèet je limita èásteèných souètù.

Dosadíme-li vzorce (4.27) do integrandu ve Fourierovì integrálu a pou¾ijeme

vzorec cos!y cos!x+ sin!y sin!x = cos(!(y � x)), dostáváme

a(!) cos!x+ b(!) sin!x =

=

�

1

�

Z

1

�1

f(y) cos!y dy

�

cos!x+

�

1

�

Z

1

�1

f(y) sin!y dy

�

sin!x =

=

1

�

Z

1

�1

f(y) cos(!(y � x)) dy:

Fourierùv integrál lze tedy psát ve tvaru

(4.29)

1

�

Z

1

0

�

Z

1

�1

f(y) cos(!(y � x)) dy

�

d!;

ve kterém se také uvádí nejèastìji (z kterého v¹ak není ihned vidìt analogie s

Fourierovou øadou).

V¹echny pøedchozí úvahy jsou správné i pro funkce f z komplexního prostoru

L(R); funkce a(!), b(!) jsou pak ov¹em také komplexní. Dále ji¾ uva¾ujeme kom-

plexní f , není-li øeèeno jinak.

Rovnosti (4.26) se øíká Fourierùv integrální vzorec. Pro platnost Fourierova inte-

grálního vzorce platí zcela analogická kritéria jako pro konvergenci Fourierovy øady

(srov. [J II; Vìta 193]). My zde doká¾eme pouze Diniho kritérium pro Fourierùv

integrál. Jeho dùkaz je analogický dùkazu pro Fourierovu øadu; navíc v¹ak budeme

potøebovat vzorec, který jsme odvodili v Pøíkladu 4.26:

(4.30)

Z

1

0

sin!

!

d! =

�

2

:

Podobnì jako jsme v Lemmatu 4.21 odvodili vyjádøení pro èásteèný souèet s

n

(x)

Fourierovy øady, odvodíme nyní analogické vyjádøení pro þèásteèný Fourierùv inte-

grálÿ I

�

(x).
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4.78 Lemma. Nech» f 2 L(R) a x 2 R. Pak pro � > 0 platí

(4.31) I

�

(x) =

1

�

Z

1

�1

f(x+ z)

sin �z

z

dz:

Dùkaz. Staèí uva¾ovat reálné funkce f . Podle (4.29) platí

I

�

(x) =

1

�

Z

�

0

�

Z

1

�1

f(y) cos(!(y � x)) dy

�

d!:

Po substituci y = x+ z vychází

I

�

(x) =

1

�

Z

�

0

�

Z

1

�1

f(x+ z) cos(!z) dz

�

d!:

Proto¾e funkce g(!; z): = f(x+z) cos(!z) je zøejmì mìøitelná na P : = (0; �)�R,

jg(!; z)j � jf(x+ z)j a zøejmì h(!; z) := jf(x+ z)j 2 L(P ), je také g 2 L(P ). Lze

tedy pou¾ít Fubiniovu vìtu, podle které dostáváme

I

�

(x) =

1

�

�

Z

1

�1

Z

�

0

f(x+ z) cos(!z) d!

�

dz =

1

�

Z

1

�1

f(x+ z)

sin �z

z

dz:

4.79 Poznámka. Funkce F

�

(z) =

sin �z

z

(F

�

(0) = �), kde � > 0, se nìkdy na-

zývá Fourierovo jádro. Hraje v teorii Fourierova integrálu analogickou roli, jako Di-

richletovo jádro v teorii Fourierových øad. Pou¾ijeme-li substituci ! = �z a (4.30),

okam¾itì dostáváme

(4.32)

Z

1

0

sin �z

z

dz =

�

2

:

4.80 Vìta. (Diniho kritérium pro Fourierùv integrál.) Nech» f 2 L(R); x 2

R; s 2 C a nech» existuje � > 0 takové, ¾e Lebesgueùv integrál

(4.33)

Z

�

0

f(x+ v) + f(x� v)� 2s

v

dv

konverguje. Pak s je hodnotou Fourierova integrálu funkce f v bodì x, tj. platí

rovnost lim

�!1

I

�

(x) = s.

Dùkaz. Bez újmy na obecnosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e f je reálná funkce a

c 2 R. Nech» je dáno � > 0 z pøedpokladù vìty dáno. Z (4.32) okam¾itì dostáváme

rovnost s =

1

�

Z

1

0

2s

sin �z

z

dz.
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4. Fourierovy øady a Fourierova transformace

Lemma 4.78 a sudost Fourierova jádra dávají

I

�

(x) =

1

�

Z

1

�1

f(x+ z)

sin �z

z

dz =

1

�

Z

1

0

(f(x+ z) + f(x� z))

sin �z

z

dz:

Platí tedy (1. a 4. integrál jsou þnevlastníÿzobecnìné Lebesgueovy integrály)

I

�

(x)� s =

1

�

Z

1

0

(f(x+ z) + f(x� z)� 2s)

sin �z

z

dz =

=

1

�

Z

�

0

f(x+ z) + f(x� z)� 2s

z

sin �z dz+

+

1

�

Z

1

�

f(x+ z) + f(x� z)

z

sin �z dz �

2s

�

Z

1

�

sin �z

z

dz:

Z Riemann{Lebesgueova lemmatu (Vìta 4.23) snadno dostáváme, ¾e první dva

sèítanci v posledním výrazu mají (pro � !1) nulovou limitu. Proto¾e (substituce

�z = t)

Z

1

�

sin �z

z

dz =

Z

1

��

sin t

t

dt;

z konvergence integrálu (4.30) dostáváme, ¾e i tøetí sèítanec má nulovou limitu.

Z Diniho kritéria vyplývá stejnì jako v pøípadì Fourierových øad následující

tvrzení, které pro þbì¾né funkceÿ umo¾òuje urèit hodnotu jejich Fourierova inte-

grálu.

4.81 Dùsledek. (dùsledky Diniho kritéria)

(i) Nech» f 2 L(R), x 2 R, existují (komplexní) jednostranné limity f(x

+

); f(x

�

)

a také (komplexní) limity

lim

t!x+

f(t)� f(x

+

)

t� x

; lim

t!x�

f(t)� f(x

�

)

t� x

:

Pak Fourierùv integrál funkce f v bodì x má hodnotu

1

2

(f(x

+

) + f(x

�

)).

Speciálnì, pokud f 2 L(R) má koneèné jednostranné derivace v ka¾dém

bodì, pak pro funkci f v ka¾dém bodì x 2 R platí Fourierùv integrální

vzorec.

(ii) Nech» f 2 L(R); x 2 R a existují èísla � > 0; � > 0 a K > 0 taková, ¾e

jf(x+ v)� f(x)j � Kjvj

�

pro jvj < �:

Pak pro funkci f v bodì x platí Fourierùv integrální vzorec.

4.82 Pøíklad. Nech» f(x) = max(1 � jxj;0). Zøejmì f 2 L(R) a má v ka¾dém bodì koneèné

jednostranné derivace; podle Dùsledku 4.81 pro ka¾dé x 2 R platí Fourierùv vzorec (4.26). Proto¾e

f je sudá, ihned vidíme, ¾e b(!) = 0; ! > 0. Snadný výpoèet dává (pro ! > 0)

a(!) =

1

�

Z

1

�1

f(y) cos!y dy =

2

�

Z

1

0

(1 � y) cos!y dy =

2

�

1� cos!

!

2

:
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Pro ka¾dé x 2 R tedy platí

2

�

Z

1

0

1� cos!

!

2

cos !x d! = f(x):

Pou¾ijeme-li tento vzorec pro x = 0 a v integrálu provedeme substituci ! = 2z, dostáváme rovnost

Z

1

0

sin

2

z

z

2

dz =

�

2

:

Zcela analogicky jako jsme odvodili komplexní tvar (4.4) èásteèného souètu

Fourierovy øady lze odvodit komplexní tvar þèásteèného Fourierova integráluÿ; platí

(4.34) I

�

(x) =

Z

�

��

c(!) e

i!x

d!; kde c(!): =

1

2�

Z

1

�1

f(y)e

�i!y

dy:

Fourierùv integrál funkce f 2 L(R) má tedy v bodì x 2 R hodnotu s, právì kdy¾

(4.35) s = lim

�!1

Z

�

��

c(!) e

i!x

d! =: (v:p:)

Z

1

�1

c(!) e

i!x

d!:

Výraz napravo je tzv. hlavní hodnota integrálu v Caychyovì smyslu de�novaná rov-

ností (v:p:)

R

1

�1

g: = lim

�!1

R

�

��

g (kde integrály napravo jsou Lebesgueovy).

Funkci c(!) se nìkdy øíká Fourierova transformace funkce f ; èastìj¹í je v¹ak

následující nepatrnì odli¹ná, poèetnì výhodnìj¹í de�nice.

4.83 De�nice. Pro (komplexní) funkci f 2 L(R) polo¾me

(4.36)

b

f(!): =

1

p

2�

Z

1

�1

f(x)e

�i!x

dx:

Funkci

b

f nazýváme Fourierovým obrazem funkce f (nìkdy také Fourierovou trans-

formací funkce f). Zobrazení F : f 7!

b

f nazýváme Fourierovou transformací (tak¾e

b

f = F (f)).

Inverzní (konjugovanou) Fourierovu transformaci de�nujeme jako zobrazení F

�

,

které funkci f 2 L(R) pøiøazuje její inverzní (konjugovaný) Fourierùv obraz

(4.37) f

_

(x): =

1

p

2�

Z

1

�1

f(!)e

i!x

d!:

Pomocí vìty o spojitosti integrálu závislého na parametru snadno dostáváme,

¾e funkce

b

f = F (f); f

_

= F

�

(f) jsou spojité, a z Riemann{Lebesgueova lemmatu

vyplývá, ¾e

lim

!!�1

b

f(!) = 0; lim

x!�1

f

_

(x) = 0:

.
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4. Fourierovy øady a Fourierova transformace

Víme-li, ¾e pro funkci f 2 L(R) platí v bodì x Fourierùv integrální vzorec (co¾

èasto snadno vyplývá z Dùsledku 4.81), mù¾eme jej podle (4.35) psát ve formì

f(x) =

1

p

2�

(v:p:)

Z

1

�1

b

f(!)e

i!x

d!.

Platí-li je¹tì navíc, ¾e

b

f 2 L(R), lze Fourierùv integrální vzorec psát ve tvaru

F

�

(F (f))(x) = f(x);

této rovnosti se nìkdy øíká (Fourierova) inverzní formule (v bodì x).

4.84 Poznámka.

(i) Platí vìta (viz [Ru2]), ¾e ji¾ podmínka

b

f 2 L(R) staèí k tomu, aby inverzní

formule platila pro skoro v¹echna x 2 R.

(ii) Vzorce pro F a F

�

jsou þtémìø stejnéÿ; li¹í se jen znaménkem v exponentu.

Odtud jsou vidìt vzorce

F

�

(f) = F (f) a F

�

(f) = F (f

s

),

kde f

s

(x): = f(�x). Inverzní formuli lze tedy psát ve tvarech

F

�

F (f)

�

(x) = f(x); F ((F (f))

s

) (x) = f(x):

(iii) Pojmy Fourierova integrálu i Fourierovy transformace se zobecòují rùznými

zpùsoby, pøièem¾ se dokazují rozmanité formy Fourierova integrálního vzorce

(inverzní formule).

???? Poznámka o vlastnostech F.tr. ?
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5. Úvod do teorie plo¹ného

a køivkového integrálu

5.1 Úvod

K nejdùle¾itìj¹ím klasickým výsledkùm diferenciálního a integrálního poètu patøí

nepochybnì Greenova, Gaussova a Stokesova vìta, které mají dùle¾ité aplikace ve

fyzice a v øadì matematických teorií. Velmi zhruba lze øíci, ¾e tyto vìty øíkají,

¾e jistý integrál pøes mno¾inu M � R

n

je roven jistému pøíslu¹nému integrálu

pøes hranici @M této mno¾iny a ¾e jde o zobecnìní Newton-Leibnizovy formule

f(b)� f(a) =

R

b

a

f

0

(x) dx. Pro formulaci zmínìných vìt je tøeba zavést tzv. plo¹né

a køivkové integrály.

Ji¾ pøesná formulace tìchto þintegrálních vìtÿ je dosti obtí¾ná. Ve star¹ích klasických uèebni-

cích je podán názorný výklad teorie plo¹ného integrálu a integrálních vìt, který ètenáøe seznamuje

se základními my¹lenkami a umo¾òuje mu zvládnout poèetní techniku, nesnese v¹ak souèasné ná-

roky na matematickou pøesnost. Dokonce ani základní pojmy nejsou pøesnì de�novány, nato¾

aby byly pøesnì dokázány základní vìty. V. Jarník do svých uèebnic teorii plo¹ného integrálu

nezaøadil; v pøedmluvì (z r. 1955) k [J II] poznamenává, ¾e nezná v literatuøe výklad, který by

vyhovoval souèasnì z vìdeckého i pedagogického hlediska. Nyní existuje nìkolik pøesných èesky

psaných výkladù (na rùzných stupních obecnosti) této teorie (napø. [ÈM], [Si], [Kow], [Kop], [LM],

[KST]).

Cílem této krátké kapitoly je co nejstruènìji pøesnì vylo¾it Gaussovu a Gree-

novu vìtu, ale tak, aby v¹echny pojmy byly motivovány a aby standardní konkrétní

pøíklady bylo mo¾no pomocí tìchto vìt co nejpohodlnìji poèítat. Motivace de�nic

základních pojmù je vedena obvyklým klasickým zpùsobem. Také výklad (hodnì

podobný výkladu z [Kop]) se od klasického li¹í v podstatì jen v tom, ¾e u¾ívá stan-

dardní výsledky abstraktní teorie míry a integrálu. Dùkaz (trochu zdlouhavý, ale

ne obtí¾ný) vìty, která þaxiomatickyÿ de�nuje k-rozmìrnou míru (na þminimálníÿ

�-algebøe P

k

), je proveden v Dodatku 6.4. Standardní snadný dùkaz Gaussovy vìty

pro velmi speciální mno¾iny je proveden v základním textu, pomìrnì obtí¾ný dùkaz

v obecném pøípadì (jen málo se li¹ící od dùkazu z [Kop]) lze nalézt v Dodatku 6.5.

Klasická Stokesova vìta je uvedena bez dùkazu spolu s poznámkami o diferen-

ciálních formách a obecné Stokesovì vìtì (její¾ jedna elementární verze je také bez

dùkazu uvedena).
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Dùkazy a poznámky, které nejsou pro pochopení textu zásadní, jsou psány pe-

titem.

Proto¾e terminologie z teorie ploch zavedená v Kapitole 2 je pøíli¹ tì¾kopádná,

dohodneme se pro úèely této kapitoly na jejím zjednodu¹ení.

Zjednodu¹ení terminologie Není-li øeèeno jinak, jsou v této kapitole n; k v¾dy

pøirozená èísla, pro která 1 � k < n. Místo k-rozmìrná plocha tøídy C

1

budeme psát

pouze k-plocha a místo parametricky zadaný kus k-rozmìrné C

1

plochy budeme

psát jednoduchá k-plocha. Parametrizací jednoduché k-plochy P v R

n

budeme

rozumìt libovolný regulární homeomor�smus f :G ! R

n

(G � R

k

), pro který

f(G) = P . Dále pod pojmem þjednoduchá 0-plocha v R

n

ÿ rozumíme jednobodovou

podmno¾inu R

n

a pod pojmem þ0-plocha v R

n

ÿ izolovanou podmno¾inu R

n

(tj.

mno¾inu, její¾ ka¾dý bod je izolovaný).

5.2 Star¹í a novìj¹í pøístup k plo¹nému

integrálu 1. druhu

Nejprve provedeme (nepøesnou) heuristickou úvahu, která vysvìtluje star¹í pøístup k plo¹-

nému integrálu 1. druhu. Nech» P � R

n

je k-plocha, její¾ k-rozmìrný obsah je koneèný

a nech» f je stejnomìrnì spojitá funkce na P . Proveïme rozklad plochy P na koneènì

mnoho plo¹ek P

1

; : : : P

r

, v ka¾dé z nich zvolme bod x

i

2 P

i

a utvoøme souèet

(5.1)

r

X

i=1

f(x

i

) (�S)

i

;

kde (�S)

i

je k-rozmìrný obsah plo¹ky P

i

. Vzhledem ke stejnomìrné spojitosti f se zdá být

vìrohodné, ¾e pokud diametr plo¹ek P

i

neomezenì zmen¹ujeme (a jejich poèet zvìt¹ujeme),

blí¾í se þintegrální souètyÿ (5.1) k jistému èíslu, které nazýváme plo¹ným integrálem 1.

druhu a znaèíme (vedeni analogií s výrazem (5.1))

R

P

f dS:

Pro výpoèet integrálních souètù (5.1) ov¹em potøebujeme znát de�nici velikosti plo¹ek P

i

. Tento

problém lze pøekonat napøíklad tak, ¾e

R

P

f dS se nede�nuje jako limita souètù (5.1), ale jako

limita souètù

r

X

i=1

f(x

i

) �

i

, kde �

i

je k-rozmìrný obsah kolmého prùmìtu P

�

i

plo¹ky P

i

na a�nní

teèný prostor A k plo¹e P v bodì x

i

. Pøitom se vychází z pøedpokladu, ¾e pokud je plo¹ka P

i

velmi malá, P

i

a P

�

i

od sebe þnerozeznámeÿ, proto platí (�S)

i

� �

i

, a tedy se také domníváme,

¾e

r

X

i=1

f(x

i

) (�S)

i

�

r

X

i=1

f(x

i

) �

i

.

Plo¹ný integrál 1. druhu má øadu dùle¾itých fyzikálních aplikací. Pøedpokládejme napøí-

klad, ¾e dvourozmìrná plocha P v R

3

je þzhotovena z nehomogenního materiáluÿ a f(x)

má význam þplo¹né hustotyÿ této þhmotné plochyÿ v bodì x 2 P . Pokud plo¹ky P

i

jsou
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De�nice k-rozmìrné míry na k-rozmìrném a�nním podprostoru R

n

5.3

dostateènì malé, zdá se být zøejmé, ¾e èíslo f(x

i

)(�S)

i

velmi dobøe aproximuje hmotnost

m

i

plo¹ky P

i

. Souèet (5.1) proto velmi dobøe aproximuje hmotnost plochy P a integrál

R

P

f dS má význam hmotnosti plochy P . Také pro výpoèet tì¾i¹tì plochy P (srov. Pøí-

klad 5.95) nebo gravitaèní síly, kterou P pøitahuje hmotný bod (srov. Pøíklad 5.27), nutnì

potøebujeme plo¹ný integrál 1. druhu.

Souèasný pøístup k integrálu 1. druhu v¹ak není zalo¾en na limitì integrálních

souètù. Známe-li toti¾ teorii abstraktního Lebesgueova integrálu, je pøirozené nej-

prve na plo¹e P zavést k-rozmìrnou míru �

k

(která mno¾inám B � P pøiøazuje

jejich k-rozmìrný plo¹ný obsah �

k

(B)) a plo¹ný integrál 1. druhu pak de�novat

rovností

(5.2)

Z

P

f dS :=

Z

P

f d�

k

:

V následujících oddílech se proto budeme vìnovat zavedení k-rozmìrné míry. Zdù-

raznìme, ¾e symbolem �

k

budeme v¾dy oznaèovat k-rozmìrnou míru de�novanou

na jisté �-algebøe borelovských mno¾in. Pøirozenìj¹í a obecnìj¹í by bylo pracovat

se zúplnìnou mírou b�

k

; tím by se ale výklad komplikoval a pro formulaci Gaussovy

vìty zúplnìnou míru nepotøebujeme.

Dále poznamenejme toto:

a) V klasických aplikacích jsou nejèastìj¹í pøípady k = 1 a k = 2; 1-rozmìrné míøe

�

1

(A) (mno¾iny A � R

2

nebo A � R

3

) se èasto øíká délka mno¾iny A a 2-rozmìrné míøe

�

2

(A) mno¾iny A � R

3

se øíká plo¹ný obsah mno¾iny A.

b) Rovnost (5.2) de�nuje plo¹ný integrál 1. druhu i pro velmi obecné nespojité funkce

(napø. pro ka¾dou nezápornou borelovsky mìøitelnou funkci na P ), pro které klasická

de�nice pomocí integrálních souètù selhává.

c) Je-li �

k

(P ) < 1 a f je stejnomìrnì spojitá (jak jsme pøedpokládali vý¹e), lze

snadno dokázat (srov. Tvrzení 6.39), ¾e

R

P

f d�

k

je limitou integrálních souètù (5.1).

5.1 Poznámka. Pro geometrii je jedním ze základních pojmù integrál diferenciální

formy pøes orientovanou plochu (resp. varietu). Pomocí tohoto pojmu lze integrál prv-

ního druhu také de�novat, obtí¾ný pojem orientace plochy v¹ak pro de�nici integrálu 1.

druhu není nutný. Jinak je tomu s integrálem 2. druhu, kde je pojem orientace plochy

podstatný a pøi dùkladném výkladu je velmi elegantní (ale pøi pøesném výkladu dosti

nároèná) teorie diferenciálních forem nezbytná.
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

5.3 De�nice k-rozmìrné míry na

k-rozmìrném a�nním podprostoru R

n

Uva¾ujme nejprve nejjednodu¹¹í pøípad plochy, která þnení køiváÿ, toti¾ a�nního

prostoru. Nìkterá základní fakta o a�nních podprostorech eukleidovských prostorù

a o a�nních zobrazeních mezi nimi, která budeme pou¾ívat, jsou shrnuta v Dodatku

6.7.

Jestli¾e A je k-rozmìrný a�nní podprostor R

n

(1 � k < n), existuje (srov.

Dodatek 6.7 c)) izometrie ':R

k

! A. Lze tedy A (touto izometrií) þztoto¾nitÿ s

R

k

. Proto¾e na R

k

existuje kanonická k-rozmìrná míra (toti¾ Lebesgueova míra);

zdá se být zøejmé, ¾e i na A lze de�novat þkanonickou k-rozmìrnou míruÿ �

A

k

(která

je obrazem Lebesgueovy míry pøi ka¾dé takové izometrii).

Pro jednoduchost budeme na A de�novat pouze þkanonickouÿ míru �

A

k

na �-

algebøe B(A) borelovských podmno¾in A.

Dále �

k

je Lebesgueova míra v R

k

a �

b

k

je její restrikce na �-algebru B(R

k

)

borelovských podmno¾in R

k

.

Je-li ':R

k

! A izometrie, je ': (R

k

;B(R

k

)) ! (A;B(A)) zøejmì mìøitelné

zobrazení, tak¾e na B(A) je de�nován obraz �

'

:= '(�

b

k

) míry �

b

k

pøi zobrazení ';

podle de�nice platí

�

'

(B) := �

k

('

�1

(B)); B 2 B(A).

Snadno vidíme, ¾e �

'

nezávisí na výbìru izometrie '. Je-li toti¾  :R

k

! A jiná

izometrie a B 2 B(A), pak zøejmì  

�1

(B) = ( 

�1

�')('

�1

(B)), a proto¾e  

�1

�'

je izometrie R

k

na R

k

, platí (viz Tvrzení 6.36)

�

'

(B) = �

k

('

�1

(B)) = �

k

( 

�1

(B)) = �

 

(B).

Následující de�nice je tedy korektní.

5.2 De�nice. Nech» A � R

n

je k-rozmìrný (1 � k � n) a�nní podprostor R

n

a

':R

k

! A je izometrie. Pak klademe �

A

k

:= '(�

b

k

).

Je-li k = n, zøejmì �

A

k

= �

b

k

. Je-li A pevnì dáno, budeme psát místo �

A

k

jen �

k

.

5.3 Poznámka. Míra �

A

k

byla de�nována v závislosti na a�nním prostoru A. Pokud ale B je

borelovská podmno¾ina dvou rùzných k-rozmìrných a�nních prostorù A

1

� R

n

, A

2

� R

n

, pak

A

1

\A

2

je a�nní prostor dimenze men¹í ne¾ k. Z toho snadno vyplývá, ¾e �

A

1

k

(A

1

\A

2

) = �

A

2

k

(A

1

\

A

2

) = 0, tak¾e také �

A

1

k

(B) = �

A

2

k

(B) = 0. Pro ka¾dou borelovskou mno¾inu B � R

n

, která je

podmno¾inou nìjakého k-rozmìrného a�nního podprostoru R

n

(tyto mno¾iny ov¹em netvoøí �-

algebru!) máme tedy korektnì de�novaný její k-rozmìrný objem �

k

(B).

Z vlastností �

k

nyní odvodíme nìkteré vlastnosti �

A

k

. Pøednì je zøejmé, ¾e

�

A

k

(K) < 1, kdykoliv K � A je kompaktní (tak¾e �

A

k

je Radonova míra ) a

také to, ¾e míra �

A

k

je �-koneèná.

Dále uká¾eme, jak se jednodu¹e spoète k-rozmìrná míra k-rozmìrného rov-

nobì¾nostìnu v A. Pojem rovnobì¾nostìnu lze pøirozenì de�novat v libovolném

vektorovém prostoru:
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De�nice k-rozmìrné míry na k-rozmìrném a�nním podprostoru R

n

5.3

5.4 De�nice. Nech» je dán vektorový prostor V a jeho prvky v

1

; : : : ; v

k

; a. Pak

klademe

R

a

(v

1

; : : : ; v

k

) := fa+ t

1

v

1

+ � � �+ t

k

v

k

: 0 � t

1

� 1; : : : ; 0 � t

k

� 1g:

Jsou-li v

1

; : : : ; v

k

lineárnì nezávislé vektory, nazývámeR

a

(v

1

; : : : ; v

k

) k-rozmìrným

rovnobì¾nostìnem.

Je¹tì zopakujme de�nici Gramovy matice a Gramova determinantu (gramiánu).

5.5 De�nice. Nech» V je unitární prostor a v

1

; : : : ; v

k

jsou jeho prvky. Pak de�nu-

jeme Gramovu matici a Gramùv determinant (gramián) vektorù v

1

; : : : ; v

k

takto:

G(v

1

; : : : ; v

k

) := (hv

i

; v

j

i)

k

i;j=1

; �(v

1

; : : : ; v

k

) := detG(v

1

; : : : ; v

k

):

5.6 Tvrzení. Nech» v

1

; : : : ; v

k

2 R

n

, k � n. Pak

�(v

1

; : : : ; v

k

) = det

�

[v

1

; : : : ; v

k

]

T

� [v

1

; : : : ; v

k

]

�

:

Pokud navíc k = n, pak

�(v

1

; : : : ; v

k

) = (det[v

1

; : : : ; v

k

])

2

:

Vektory v

1

; : : : ; v

k

jsou lineárnì závislé, právì kdy¾ �(v

1

; : : : ; v

k

) = 0.

Dùkaz. Obì rovnosti plynou z toho, ¾e G(v

1

; : : : ; v

k

) = [v

1

; : : : ; v

k

]

T

� [v

1

; : : : ; v

k

]

a základù teorie determinantù. Poslední tvrzení je Vìta 28.4. (i) z [Be].

Nejdøíve odvodíme (z vìty o substituci) vzorec pro Lebesgueovu míru rovno-

bì¾nostìnu. Ètenáøi, který nezná dùkaz vìty o substituci a chce vzorec pochopit,

lze doporuèit [Ru2; Vìta 8.28] nebo [LM; Lemma 34.7].

5.7 Tvrzení. Nech» v

1

; : : : ; v

k

; a 2 R

k

. Pak

(5.3) �

k

(R

a

(v

1

; : : : ; v

k

)) = j det[v

1

; : : : ; v

k

] j =

p

�(v

1

; : : : ; v

k

):

Dùkaz. Jsou-li vektory v

1

; : : : ; v

k

lineárnì nezávislé, pak R

a

(v

1

; : : : ; v

k

) je k-rozmìrný rovno-

bì¾nostìn a zøejmì R

a

(v

1

; : : : ; v

k

) = f(I), kde I := [0; 1]

k

a f :R

k

! R

k

je prosté a�nní zobrazení

dané pøedpisem

f(t

1

; : : : ; t

k

) := a + t

1

v

1

+ � � �+ t

k

v

k

:

Pro Jacobiho matici difeomor�smu f v libovolném bodì t 2 R

k

máme zøejmì [f

0

(t)] = [v

1

; : : : ; v

k

],

tak¾e podle vìty o substituci pro Lebesgueùv integrál a Tvrzení 5.6 dostáváme

�

k

(R

a

(v

1

; : : : ; v

k

)) =

Z

f(I)

1 d�

k

=

Z

I

j det[v

1

; : : : ; v

k

] j d�

k

=

= j det[v

1

; : : : ; v

k

] j =

p

�(v

1

; : : : ; v

k

):

Jsou-li vektory v

1

; : : : ; v

k

lineárnì závislé, pak R

a

(v

1

; : : : ; v

k

) je zøejmì podmno¾ina a�nního pro-

storu dimenze men¹í ne¾ k, tak¾e má nulovou Lebesgueovu míru. V¹echny èleny (5.3) jsou tedy

nulové.
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

5.8 Vìta. Nech» A � R

n

je k-rozmìrný a�nní prostor (1 � k < n), a 2 A,

vektorový prostor V � R

n

je zamìøení A (tj. A = a+ V ) a v

1

; : : : ; v

k

2 V . Pak

(5.4) �

k

(R

a

(v

1

; : : : ; v

k

)) =

p

�(v

1

; : : : ; v

k

):

Dùkaz. Zvolme izometrii F :R

k

! A. Podle Dodatku 6.7 c) existuje unitární bijekce L:R

k

! V

taková, ¾e F (x) = F (0)+L(x); x 2 R

k

. Polo¾me c := F

�1

(a), w

1

:= L

�1

(v

1

); : : : ; w

k

:= L

�1

(v

k

).

Pak zøejmì R

a

(v

1

; : : : ; v

k

) = F (R

c

(w

1

; : : : ; w

k

)), tak¾e

�

A

k

(R

a

(v

1

; : : : ; v

k

)) = �

k

(R

c

(w

1

; : : : ; w

k

)) =

p

�(w

1

; : : : ; w

k

):

Rovnost (5.4) pak vyplývá z toho, ¾e L:R

k

! V je unitární zobrazení, tak¾e hv

i

; v

j

i =

hw

i

; w

j

i, 1 � i; j � k, a tedy �(w

1

; : : : ; w

k

) = �(v

1

; : : : ; v

k

).

V pøedchozím výkladu jsme mohli pøedpokládat, ¾e A je k-rozmìrný podpro-

stor libovolného unitárního prostoru; takovou obecnost v¹ak nepotøebujeme. Vzorec

(5.4) motivuje následující de�nici.

5.9 De�nice. Nech»V je unitární prostor. Pak pro vektory v

1

; : : : ; v

k

zV klademe

vol(v

1

; : : : ; v

k

) :=

p

�(v

1

; : : : ; v

k

):

Za pøedpokladù Vìty 5.8 lze pak rovnost (5.4) zapsat ve tvaru

(5.5) �

k

(R

a

(v

1

; : : : ; v

k

)) = vol(v

1

; : : : ; v

k

):

Jsou-li v

1

; : : : ; v

k

prvky R

k

, pak podle Tvrzení 5.7 platí

(5.6) vol(v

1

; : : : ; v

k

) = j det[v

1

; : : : ; v

k

]j:

Dùle¾itou skuteèností je existence þkoe�cientu zmìny k-rozmìrné míryÿ pøi a�n-

ním zobrazení. Nejdøíve uva¾ujme a�nní bijekci F :R

k

! R

k

. Lze psát F (x) =

F (0)+L(x), kde L:R

k

! R

k

je lineární bijekce. Proto¾e zøejmì J

F

(x) = det[L]; x 2

R

k

, z vìty o substituci pro Lebesgueùv integrál vyplývá, ¾e pro ka¾dou borelovskou

mno¾inu B � R

n

platí

�

n

(F (B)) = j det[L] j � �

n

(B):

Zobrazení F tedy buï vùbec nemìní míru borelovské mno¾iny (je-li j det[L] j = 1)

nebo ji þnásobíÿ jistým konstantním kladným koe�cientem, toti¾ èíslem �(F ) :=

j det[L]j > 0. (Pro zmìnu vzdáleností bodù nebo zmìnu úhlù taková zákonitost pøi

k � 2 neplatí!)

5.10 Vìta. Nech» T � R

n

, Z � R

m

jsou k-rozmìrné a�nní prostory a V

T

, V

Z

jsou

jejich zamìøení. Nech» f :T ! Z je a�nní zobrazení tvaru f(t) = z

0

+L(t� t

0

), kde

t

0

2 T , z

0

2 Z a L:V

T

! V

Z

je lineární zobrazení. Pak platí následující tvrzení:
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De�nice k-rozmìrné míry na k-rozmìrném a�nním podprostoru R

n

5.3

(i) Existuje jediné èíslo �(f) � 0 takové, ¾e pro ka¾dou kompaktní mno¾inu

E � T platí

(5.7) �

Z

k

(f(E)) = �(f) � �

T

k

(E):

(ii) Zobrazení f je prosté právì kdy¾ �(f) > 0. V tom pøípadì platí rovnost (5.7)

pro ka¾dou borelovskou mno¾inu E � T .

(iii) Je-li (v

1

; : : : ; v

k

) báze prostoru V

T

, pak

(5.8) �(f) =

vol(L(v

1

); : : : ; L(v

k

))

vol(v

1

; : : : ; v

k

)

;

(iv) �(f) = �(L):

Dùkaz. Nejprve pøedpokládejme, ¾e f je prosté; pak f je homeomor�smus. Uva¾ujme izometrie

':R

k

! T;  :R

k

! Z a borelovskou mno¾inu E � T . Pak �

T

k

(E) = �

k

('

�1

(E)) a �

Z

k

(f(E)) =

�

k

( 

�1

(f(E))). Zobrazení F :=  

�1

� f � ' je zøejmì a�nní bijekce R

k

na R

k

, tak¾e podle úvahy

pøed vìtou existuje èíslo �(F ) > 0 takové, ¾e �

k

(F (B)) = �(F )�

k

(B) pro ka¾dou B 2 B(R

k

).

Pro B := '

�1

(E) dostáváme �

k

('

�1

(E)) = �(F )�

k

( 

�1

(f(E))). Polo¾íme-li tedy �(f) := �(F ),

vidíme, ¾e (5.7) platí pro ka¾dou B 2 B(R

k

).

Pokud f není bijekce, je f(T ) a�nní podprostor prostoru Z dimenze men¹í ne¾ k, tak¾e se

snadno uká¾e, ¾e �

Z

k

(f(T )) = 0, a vzorec (5.7) tedy platí pro ka¾dou kompaktní E � T pro

�(f) := 0 (f(E) je zøejmì kompaktní, a tedy i borelovská). Dokázali jsme tedy (i) a (ii) (kromì

jednoznaènosti �(f)).

Je-li (v

1

; : : : ; v

k

) báze prostoru V

T

, pak zøejmì platí rovnost

f (R

t

0

(v

1

; : : : ; v

k

)) = R

z

0

(L(v

1

); : : : ; L(v

k

)), tak¾e

vol(L(v

1

); : : : ; L(v

k

)) = �

Z

k

(R

z

0

(L(v

1

); : : : ; L(v

k

)))

= �(f) � �

T

k

(R

t

0

(v

1

; : : : ; v

k

)) = �(f) � vol(v

1

; : : : ; v

k

):

Okam¾itì tedy dostáváme (iii) a tudí¾ i jednoznaènost èísla �(f). Proto¾e L je také a�nní zobrazení

mezi k-rozmìrnými a�nními prostory, podle (iii) platí rovnost

vol(L(v

1

); : : : ; L(v

k

)) = �(L) � vol(v

1

; : : : ; v

k

),

ze které pak ihned vyplývá (iv).

5.11 Poznámka.

(i) Je-li zobrazení L z pøedchozí vìty unitární, z (5.8) a De�nice 5.9 vyplývá, ¾e �(f) =

�(L) = 1:

(ii) Pokud f z pøedchozí vìty není prosté, mù¾e se stát, ¾e obraz f(E) borelovské mno¾iny

není borelovský. Kdybychom v¹ak místo �

T

k

a �

Z

k

uva¾ovali jejich zúplnìní, mohli bychom

psát (5.7) pro libovolnou borelovskou (dokonce �

T

k

-mìøitelnou) mno¾inu E � T i pro f ,

které není prosté.

Nyní urèíme koe�cient zmìny míry �

f

v jednom dùle¾itém speciálním pøípadì.

5.12 Tvrzení. Nech» f :R

k

! R

n

je prosté a�nní zobrazení tvaru f = a+L, kde

L:R

k

! R

n

je lineární zobrazení a a 2 R

n

. Pak Z := f(R

k

) je k-rozmìrný a�nní

prostor a platí

(5.9) �(f) = �(L) = vol(L(e

1

); : : : ; L(e

k

)) =

p

�(L(e

1

); : : : ; L(e

k

)):
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

V pøípadì k = n platí �(f) = j det[L] j.

Dùkaz. Staèí u¾ít vzorec (5.8) na kanonickou bázi, tj. pro v

i

= e

i

; i = 1; : : : ; k.

Pøípad k = n jsme ji¾ diskutovali (lze té¾ u¾ít Tvrzení 5.6).

Následující tvrzení, které je témìø zøejmé, nám v dal¹ím umo¾ní zkrátit a vy-

jasnit nìkteré výpoèty.

5.13 Tvrzení. Nech» T � R

n

, Z � R

m

, S � R

p

jsou k-rozmìrné a�nní prostory

a nech» f :T ! Z a g:Z ! S jsou a�nní zobrazení. Pak

(5.10) �(g � f) = �(g) � �(f):

Dùkaz. Nech» K � T je kompaktní mno¾ina s kladnou mírou �

T

k

(K). Mno¾iny f(K) i g(f(K))

jsou kompaktní, tak¾e platí �

S

k

(g(f(K))) = �(g � f)�

T

k

(K)

a �

S

k

(g(f(K))) = �(g) � �

Z

k

(f(K)) = �(g) � �(f) � �

T

k

(K). Z tìchto rovností (5.10) ihned plyne.

5.4 De�nice k-rozmìrné míry na

jednoduché k-plo¹e

Je-li P køivá k-plocha, je pøesná de�nice k-rozmìrné míry �

P

k

na P podstatnì

obtí¾nìj¹í. Ka¾dému je jasné, jak se mìøí obsah køivé plochy v praxi:

Chceme-li zmìøit velikost plochy velké parcely v hornatém terénu, rozdìlíme si

ji na malé èásti, které ji¾ nerozeznáme od rovinných útvarù, jejich plochy zmìøíme

a výsledky seèteme.

Tento praktický návod odpovídá základní ideji diferenciálního poètu, která se

nìkdy vyjadøuje heslem, ¾e hladká funkce (resp. plocha) je þv malémÿ a�nní.

Podat pøesnou konstruktivní de�nici na základì tohoto návodu v¹ak není snadné.

Proto tento postup pouze pou¾ijeme k heuristickému þodvozeníÿ vzorce pro výpo-

èet k-rozmìrné míry �

k

(P ) jednoduché k-plochy P . Nech» ':G ! R

n

je paramet-

rizace P . Rozdìlme nyní otevøenou mno¾inu G � R

k

na koneènì (nebo spoèetnì)

mnoho (borelovských, po dvou disjunktních) èástí G

1

; G

2

; : : : tak, ¾e jejich dia-

metry i diametry jejich obrazù P

j

:= '(G

j

) jsou velmi malé. V ka¾dé mno¾inì

G

j

zvolme bod �

j

2 G

j

a uva¾ujme a�nní zobrazení �

j

:R

k

! R

n

dané pøedpi-

sem �

j

(t) := '(�

j

) + '

0

(�

j

)(t� �

j

). (Pøipomeòme, ¾e a�nní zobrazení �

j

(t) þvelmi

dobøeÿ aproximuje ' v blízkosti bodu �

j

a jeho oborem hodnot je a�nní teèný pro-

stor T

af

'(�

j

)

(P )). Za na¹ich pøedpokladù je tedy pøirozené pøedpokládat, ¾e '(G

j

)

a �

j

(G

j

) si jsou þk nerozeznání podobnéÿ (viz obr. 5.18, kde k = 2,n = 3,G

j

je
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De�nice k-rozmìrné míry na jednoduché k-plo¹e 5.4

Obr. 5.18.

uzavøený ètverec a �

j

je jeho vrchol), tak¾e se zdá být jasné, ¾e

(5.11) �

k

('(G

j

)) � �

k

(�

j

(G

j

)) = �(�

j

) � �

k

(G

j

) = �('

0

(�

j

)) � �

k

(G

j

):

(Poslední rovnost vyplývá z Vìty 5.10 (iv).) Také se zdá, ¾e seètením pøes j

dostaneme

�

k

(P ) =

X

�

k

(P

j

) =

X

�

k

('(G

j

)) �

X

�('

0

(�

j

)) � �

k

(G

j

):

Je tedy pøirozené se domnívat, ¾e

(5.12) �

k

(P ) =

Z

G

�('

0

(t)) dt =

Z

G

s

�

�

@'(t)

@t

1

; : : : ;

@'(t)

@t

k

�

dt:

(Poslední rovnost vyplývá z (5.9), proto¾e

@'(t)

@t

i

= '

0

(t)(e

i

):)

Pøesnì de�novat, co je to k-rozmìrná míra �

k

(B) pro dostateènì obecné (bo-

relovské) podmno¾iny R

n

a opravdu dokázat, ¾e platí vzorec (5.12) (který je pro

konkrétní výpoèty nezbytný) je znaènì obtí¾ný úkol (srov. Dodatek 6.3.). Nabízí se

tedy my¹lenka pøijmout vzorec (5.12) za de�nici èísla �

k

(P ).

My v¹ak chceme de�novat nejen �

k

(P ), ale i borelovskou míru �

P

k

na P . Vzorec

(5.12) nás vede k tomu, ¾e ka¾dé borelovské mno¾inì B � P pøiøadíme èíslo

�

P

k

(B): =

R

'

�1

(B)

�('

0

(t)) dt.

Nejprve ov¹em musíme dokázat nezávislost na parametrizaci.

5.14 Tvrzení. Nech» P je jednoduchá k-plocha v R

n

a ':G ! R

n

, :H ! R

n

jsou její dvì parametrizace. Pak pro ka¾dou borelovskou mno¾inu B � P platí

Z

'

�1

(B)

�('

0

(t)) dt =

Z

 

�1

(B)

�( 

0

(t)) dt:
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

Dùkaz. Ze spojitosti ' vyplývá, ¾e '

�1

(B) je borelovská podmno¾ina R

k

, tak¾e

integrál nalevo existuje: je to integrál ze spojité (a tedy borelovsky mìøitelné)

nezáporné funkce pøes mìøitelnou mno¾inu. Podle Tvrzení 2.164 existuje difeo-

mor�smus !:G ! H takový, ¾e ' =  � !. Pak pro ka¾dý bod t 2 G platí

'

0

(t) =  

0

(!(t)) � !

0

(t), tak¾e podle Tvrzení 5.13 a Tvrzení 5.12 dostáváme

�('

0

(t)) = �( 

0

(!(t))) � �(!

0

(t)) = �( 

0

(!(t))) � jJ

!

(t)j:

Podle vìty o substituci pro Lebesgueùv integrál tudí¾ platí

Z

'

�1

(B)

�('

0

(t)) dt =

Z

!

�1

( 

�1

(B))

�( 

0

(!(t))) � jJ

!

(t)j dt =

Z

 

�1

(B)

�( 

0

(t)) dt:

Následující de�nice je tedy korektní.

5.15 De�nice. Nech» P � R

n

je jednoduchá k-rozmìrná plocha a ':G ! P je

její parametrizace. Pak borelovskou k-rozmìrnou míru �

P

k

na plo¹e P de�nujeme

rovností

(5.13) �

P

k

(B) :=

Z

'

�1

(B)

�('

0

(t)) dt =

Z

'

�1

(B)

s

�

�

@'(t)

@t

1

; : : : ;

@'(t)

@t

k

�

dt

pro ka¾dou borelovskou mno¾inuB � P .

Musíme ov¹em ovìøit, ¾e mno¾inová funkce, kterou jsme na B(P ) de�novali

vzorcem (5.13), je skuteènì míra. To snadno vyplývá ze známých vlastností Lebe-

sgueova integrálu. (Mù¾eme se v¹ak také odvolat na to, ¾e �

P

k

je zøejmì obrazem

'

�

�('

0

) � �

b

k

�

borelovské míry �('

0

) � �

b

k

pøi zobrazení '; srov. Vìty 6.32 a 6.31.)

Z Tvrzení 5.12 také snadno vyplývá, ¾e právì de�novaný pojem k-rozmìrné

míry na jednoduché k-plo¹e je zobecnìním pojmu k-rozmìrné míry na k-rozmìrném

a�nním prostoru.

5.16 Poznámka. Nech» P;G; ' jsou jako v De�nici 5.15. Proto¾e funkce �('

0

(t))

je spojitá na G a ' je homeomor�smus, lze zøejmì ke ka¾dému bodu x 2 P najít jeho

otevøené okolí U

x

takové, ¾e mno¾ina '

�1

(U

x

) je omezená a �('

0

(t)) je na ní omezená,

tak¾e �

P

k

(U

x

\P ) <1. Míra �

P

k

je tedy lokálnì koneèná a pomocí Poznámky 1.69 snadno

dostáváme, ¾e míra �

P

k

je �-koneèná.
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De�nice k-rozmìrné míry na þminimálníÿ �-algebøe P

k

5.5

5.5 De�nice k-rozmìrné míry na

þminimálníÿ �-algebøe P

k

V pøedchozím oddíle jsme de�novali míru �

P

k

na ka¾dé jednoduché plo¹e P � R

n

.

Ji¾ pro nejjednodu¹¹í klasické aplikace je v¹ak dùle¾ité umìt integrovat i pøes

k-plochy, které nejsou jednoduché (jako je napøíklad jednotková sféra v R

3

), a také

pøes þpo èástech hladké plochyÿ (jako je napøíklad povrch krychle nebo ku¾ele). Pro

klasický pøístup k tomuto problému viz napø. [Zo] nebo [Kop] (srov. Poznámka 5.26

(ii)). Obecnìj¹í pøístup (srov. Dodatek 6.3) pracuje s k-rozmìrnými mírami de�no-

vanými na �-algebøe v¹ech borelovských podmno¾in R

n

(nejèastìji s Hausdor�ovou

mírou). My zde budeme pracovat s mírou �

k

na nejmen¹í �-algebøe P

n

k

, která staèí

pro klasické aplikace.

5.17 De�nice. Nech» 1 � k < n. Pak symbolem P

n

k

oznaème nejmen¹í �-algebru

podmno¾in R

n

, která obsahuje ka¾dou borelovskou podmno¾inu ka¾dé jednoduché

k-rozmìrné plochy v R

n

. Je-li zøejmá hodnota n, budeme místo P

n

k

psát pouze P

k

.

Není tì¾ké ukázat, ¾e P

k

je nejmen¹í �-algebra, která obsahuje ka¾dou jedno-

duchou k-plochu v R

n

; men¹í �-algebru proto jistì nemá smysl uva¾ovat.

Následující vìtu lze chápat jako þaxiomatickou de�niciÿ k-rozmìrné míry na �-algebøe P

k

.

Tato de�nice je sice heuristickým odvozením vzorce (5.12) dobøe motivovaná, ale pro svou slo¾itost

není zcela uspokojivá. (Elegantnìj¹í axiomatická de�nice, s kterou je ale obtí¾né pracovat, je

obsa¾ena ve Vìtì 6.18.)

5.18 Vìta. Nech» 1 � k < n. Na �-algebøe P

k

existuje právì jedna míra �

k

, pro

kterou platí:

Je-li P jednoduchá k-plocha v R

n

, ' je parametrizace P a B je borelovská

podmno¾ina P , pak

(5.14) �

k

(B) :=

Z

'

�1

(B)

�('

0

(t)) dt:

Dùkaz vìty, který je elementární, ale trochu zdlouhavý, je v Dodatku 6.4.

5.19 Poznámka. Platnost vzorce (5.14) je ov¹em ekvivalentní po¾adavku, aby �

k

roz¹iøovala ka¾dou míru �

P

k

(kde P je jednoduchá k-plocha).

V Dodatku 6.4 je plnì popsána struktura �-algebry P

k

, pro aplikace v¹ak staèí

znát pouze Vìtu 5.18. V obvyklých aplikacích toti¾ v¾dy integrujeme pøes þpo

èástech hladké plochyÿ P , které lze psát ve tvaru

(5.15) P =

u

[

i=1

P

i

[

v

[

i=1

Q

i

;

227



5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

kde P

1

; : : : ; P

u

jsou po dvou disjunktní jednoduché k-plochy a pro ka¾dé i 2

f1; : : : ; vg je Q

i

k

i

-plocha, kde 0 � k

i

< k. Z Tvrzení 2.156 a Tvrzení 5.20 pak

snadno vyplývá, ¾e ka¾dá borelovská mno¾ina B � P patøí do P

k

a její k-rozmìrnou

míru lze poèítat pomocí vzorce

�

k

(B) = �

k

(P

1

\ B) + � � �+ �

k

(P

u

\ B):

5.20 Tvrzení. Nech» 0 � s < k < n, a nech» Q � R

n

je s-plocha. Pak Q 2 P

k

a

�

k

(Q) = 0.

Dùkaz. (Struèný.) Zøejmì mù¾eme pøedpokládat s 6= 0. Podle Tvrzení 2.156 je Q borelovská

mno¾ina. Nejprve pøedpokládejme, ¾e Q je explicitnì zadaný kus s-rozmìrné C

1

plochy. Bez újmy

na obecnosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e

Q = f(x

1

; : : : ; x

n

): x

s+1

= f

s+1

(x

1

; : : : ; x

s

); : : : ; x

n

= f

n

(x

1

; : : : ; x

s

)g;

kde f

s+1

; : : : ; f

n

jsou funkce tøídy C

1

na otevøené mno¾inì G � R

s

. Polo¾me

P := f(x

1

; : : : ; x

n

): x

k+1

= f

k+1

(x

1

; : : : ; x

s

); : : : ; x

n

= f

n

(x

1

; : : : ; x

s

)g:

Pak P je zøejmì explicitnì zadaný kus k-rozmìrné C

1

plochy s þpøirozenou parametrizacíÿ

'(t

1

; : : : ; t

k

) := (t

1

; : : : ; t

k

; f

k+1

(t

1

; : : : ; t

s

); : : : ; f

n

(t

1

; : : : ; t

s

)); t 2 G� R

k�s

:

Pøitom zøejmì Q = '(T ), kde

T := f(t

1

; : : : ; t

k

) 2 G� R

k�s

: t

s+1

= f

s+1

(t

1

; : : : ; t

s

); : : : ; t

k

= f

k

(t

1

; : : : ; t

s

)g

je explicitnì zadaný kus s-rozmìrné C

1

plochy v R

k

. Podle Tvrzení 2.156 máme�

k

(T ) = 0, tak¾e

podle (5.14) �

k

(Q) = �

P

k

(Q) = 0.

Obecný pøípad pak snadno dostáváme pomocí Tvrzení 2.158.

5.21 Pøíklad. Spoètìme plo¹ný obsah �

2

(P ) jednotkové sféry P = f(x; y; z): x

2

+y

2

+z

2

= 1g.

Polo¾íme-li (viz Pøíklad 2.145)

G := (0; �)� (0; 2�); �(�; ') := (sin � cos'; sin � sin'; cos �); P

1

:= �(G);

je � parametrizace jednoduché 2-plochy P

1

a P = P

1

[Q, kde Q = f(x; y; z): x

2

+z

2

= 1; y = 0g.

Je snadné ovìøit, ¾e Q je 1-plocha. Platí tedy

�

2

(P ) = �

2

(P

1

) =

Z

G

�

�

�

0

(�; ')

�

d�d':

Snadný výpoèet dává

�

�

�

0

(�; ')

�

=

s

�

�

@�

@�

(�; ');

@�

@'

(�; ')

�

=

p

� ((cos � cos'; cos � sin';� sin �); (� sin � sin'; sin � cos'; 0)) = sin �;

tak¾e �

2

(P ) =

Z

G

sin � d�d' = 2�

Z

�

0

sin � d� = 4�.
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De�nice a výpoèet plo¹ného integrálu 1. druhu 5.6

5.6 De�nice a výpoèet plo¹ného

integrálu 1. druhu

5.22 De�nice. Nech» 1 � k < n, M 2 P

k

a f je funkce z R

n

do R

�

. Potom

(k-rozmìrný) plo¹ný integrál prvního druhu

R

M

f dS

k

funkce f pøes mno¾inu M

de�nujeme rovností

(5.16)

Z

M

f dS

k

:=

Z

M

f d�

k

;

konverguje-li integrál napravo. Je-li zøejmé, jaká je hodnota k, pí¹eme místo

R

M

f dS

k

pouze

R

M

f dS.

5.23 Poznámka.

(a) Pravá strana rovnosti (5.16) je de�novaná také v nìkterých pøípadech, kdy

f není de�novaná na celé mno¾inì M (srov. Dodatek 6.6).

(b) Nìkdy budeme místo

R

M

f dS psát

R

M

f(x) dS(x).

V konkrétních pøípadech poèítáme plo¹ný integrál prvního druhu tak, ¾e jej pøe-

vádíme na integrál podle Lebesgueovy míry, který pak poèítáme bì¾nými zpùsoby

(u¾itím Fubiniho vìty a vìty o substituci). K tomu nám slou¾í následující vìta.

5.24 Vìta. Nech» 1 � k < n. Nech» P � R

n

je jednoduchá k-plocha, ':G! R

n

je její parametrizace a f :P ! R

�

je borelovsky mìøitelná funkce. Pak

Z

P

f dS =

Z

G

(f � ')(t) � �('

0

(t)) dt =

Z

G

(f � ')(t) �

s

�

�

@'(t)

@t

1

; : : : ;

@'(t)

@t

k

�

dt;

konverguje-li jeden ze tøí integrálù.

Dùkaz. Podle Poznámky 5.19 platí

Z

P

f dS =

Z

P

f d�

P

k

. Proto¾e platí rovnost

�

P

k

= '(�('

0

) � �

b

k

)) (kde �('

0

):x 7! �('

0

(x))), podle vìty o integraci podle obrazu

míry (Vìta 6.31) platí

Z

P

f dS =

Z

G

(f � ') d(�('

0

) � �

b

k

);

konverguje-li jeden z integrálù. Podle vìty o integraci podle neurèitého integrálu

(Vìta 6.32) platí

Z

G

(f � ') d(�('

0

) � �

b

k

) =

Z

G

(f � ') � �('

0

) d�

k

;
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

má-li jedna strana smysl. (Zde jsme pou¾ili to, ¾e funkce (f �') ��('

0

) je borelovsky

mìøitelná na G.)

Pro základní aplikace plo¹ného integrálu 1. druhu si staèí pamatovat Vìtu 5.24

a následující tvrzení (které je snadným dùsledkem Tvrzení 5.20).

5.25 Tvrzení. Nech» P je þpo èástech hladká plochaÿ tvaru (5.15) a f je reálná

funkce de�novaná aspoò na P

1

[ � � � [ P

u

, pak

(5.17)

Z

P

f dS =

Z

P

1

f dS + � � �+

Z

P

u

f dS

má-li jedna strana smysl.

Integrály napravo ji¾ toti¾ mù¾eme poèítat podle Vìty 5.24.

5.26 Poznámka.

(i) V aplikacích funkce f není nìkdy de�novaná na celé mno¾inì P (ale pouze �

k

-skoro v¹ude

na P ). Vyjádøení (5.15) lze v¹ak zpravidla zvolit tak, aby f byla de�nována na P

1

[� � �[P

u

.

(ii) Klasicky se de�nuje plo¹ný integrál 1. druhu pøes þpo èástech hladkou plochuÿ P � R

n

pomocí vzorce (5.17). Pak je ov¹em nutno dokázat nezávislost na vyjádøení (5.15). Pokud

se pøipou¹tìjí jen vyjádøení speciálního typu (srov. de�nice zobecnìné plochy v [Kop]), je

tento dùkaz jednodu¹¹í ne¾ dùkaz Vìty 5.18 (není nutno dokazovat Lemma 6.21).

5.27 Pøíklad. Uva¾ujme jednotkovou sféru P = f(x; y; z): x

2

+y

2

+z

2

= 1g jako hmotnou plochu

s plo¹nou hustotou 1 a zkoumejme jí vytvoøené gravitaèní pole F v bodì a = (0; 0; v), 0 < v < 1.

Rozlo¾ení uva¾ované hmoty je zøejmì popsáno mírou � = �

P

= C

P

� �

2

, tak¾e slo¾ka F

z

(a)

vektoru F (a) = (F

x

(a); F

y

(a); F

z

(a)) je podle (6.12) (za pøedpokladu, ¾e gravitaèní konstanta je

1) dána vzorcem

F

z

(a) =

Z

P

z � v

(x

2

+ y

2

+ (z � v)

2

)

3=2

dS(x; y; z):

Ze symetrie þje vidìtÿ (a snadno se spoète), ¾e F

x

(a) = F

y

(a) = 0. Pøi vyjádøení P = P

1

[ Q a

parametrizaci � plochy P

1

jako v Pøíkladu 5.21 dostáváme

F

z

(a) =

Z

P

1

z � v

(x

2

+ y

2

+ (z � v)

2

)

3=2

dS(x; y; z) =

Z

G

cos � � v

�

sin

2

� + (cos � � v)

2

�

3=2

� sin �

d�d'

= 2�

Z

�

0

cos � � v

(1 + v

2

� 2v cos �)

3=2

� sin � d�:

Pomocí substituce

p

1 + v

2

� 2v cos � = y dostáváme F

z

(a) = 0. Ze symetrie se zdá být zøejmé

(a lze pøesnì dokázat), ¾e gravitaèní pole uvniø jednotkové koule je nulové. Pro v > 1 stejný

postup dává, ¾e gravitaèní pole v bodì a je stejné, jako kdyby v¹echna hmotnost plochy P byla

soustøedìna v poèátku. (Je zøejmé, jak formulovat analogický výsledek pro elektrostatické pole.)
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Vektorový souèin 5.7

5.7 Vektorový souèin

5.28 De�nice. Nech» u

1

; : : : ; u

n�1

jsou prvky R

n

(n > 1). Pak de�nujeme vekto-

rový souèin u

1

� � � � � u

n�1

takto:

(5.18) u

1

� � � � � u

n�1

:= (det[e

1

; u

1

; : : : ; u

n�1

]; : : : ; det[e

n

; u

1

; : : : ; u

n�1

]):

Vektorovému souèinu se také nìkdy øíká þvnìj¹í souèinÿ.

5.29 Poznámka.

(i) Vektorový souèin chápaný jako operace je tedy zobrazení �: (R

n

)

n�1

! R

n

. Pokud n = 2,

budeme vektorový souèin jediného prvku u

1

zapisovat symbolem �(u

1

). (V literatuøe se

nejèastìji pou¾ívá zápis u

1

� u

2

pro vektorový souèin dvou vektorù; jinak jsou èastìj¹í

zápisy [u

1

; : : : ; u

n�1

] nebo hu

1

; : : : ; u

n�1

i, které v¹ak kolidují s na¹í symbolikou.)

(ii) De�nice vektorového souèinu se nìkdy zapisuje (a dobøe pamatuje) pomocí þsymbolického

determinantuÿ (kde u

i

= (u

i

1

; : : : ; u

i

n

)):

u

1

� � � � � u

n�1

=

�

�

�

�

�

�

�

�

e

1

u

1

1

: : : u

n�1

1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

e

n

u

1

n

: : : u

n�1

n

�

�

�

�

�

�

�

�

Jeho þformální rozvojÿ podle prvního sloupce dává (5.18), napøíklad

�(1; 3) =

�

�

�

�

e

1

1

e

2

3

�

�

�

�

= 3 � e

1

� 1 � e

2

= (3;�1);

(2; 1; 1)� (1; 0; 3) =

�

�

�

�

�

�

e

1

2 1

e

2

1 0

e

3

1 3

�

�

�

�

�

�

= (3;�5;�1):

(iii) Vidíme, ¾e i-tou souøadnici vektorového souèinu u

1

� � � � � u

n�1

vypoèteme tak, ¾e èíslo

(�1)

i+1

znásobíme determinantem matice, kterou dostaneme, vy¹krtneme-li i-tý øádek z

matice [u

1

; : : : ; u

n�1

]. Z toho snadno dostáváme, ¾e vektorový souèin �: (R

n

)

n�1

! R

n

je spojité zobrazení. Z vlastností determinantù snadno plyne, ¾e je to (n � 1)-lineární

antisymetrické zobrazení.

(iv) V literatuøe se vyskytuje i odli¹ná de�nice vektorového souèinu, ve které se vektory e

i

þkladou nakonecÿ, tak¾e napøíklad jeho první slo¾ka je det[u

1

; : : : ; u

n�1

; e

1

]. V nejbì¾nìj-

¹ím pøípadì n = 3 pak obì de�nice dávají stejný pojem, pro n = 2 se v¹ak li¹í a dávají k

sobì opaèné vektory.

Následující dvì tvrzení dávají alternativní de�nice vektorového souèinu.

5.30 Tvrzení. Nech» u

1

; : : : ; u

n�1

; w 2 R

n

(n > 1). Pak w = u

1

� � � � � u

n�1

,

právì kdy¾ pro ka¾dý vektor v 2 R

n

platí

(5.19) hv; wi = det[v; u

1

; : : : ; u

n�1

]:
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

Dùkaz. Proto¾e na levé i pravé stranì (5.19) jsou lineární formy (promìnné v),

(5.19) platí pro v¹echna v 2 R

n

, právì kdy¾ platí pro v = e

i

, i = 1; : : : ; n, co¾ je

ekvivalentní s (5.18).

5.31 Poznámka. Pøímo z de�nice nebo z pøedchozího tvrzení snadno vidíme, ¾e

u

1

� � � � � u

n�1

= 0, právì kdy¾ jsou vektory u

1

; : : : ; u

n�1

lineárnì závislé.

5.32 Tvrzení. Nech» u

1

; : : : ; u

n�1

; w 2 R

n

(n > 1). Pak w = u

1

� � � � � u

n�1

,

právì kdy¾ platí tyto podmínky:

(i) w je kolmý na ka¾dý z vektorù u

1

; : : : ; u

n�1

.

(ii) kwk = vol(u

1

; : : : ; u

n�1

).

(iii) Jsou-li vektory u

1

; : : : ; u

n�1

lineárnì nezávislé, pak det[w; u

1

; : : : ; u

n�1

] > 0.

Dùkaz. Jsou-li u

1

; : : : ; u

n�1

lineárnì závislé, pak (i) { (iii) splòuje zøejmì pouze vektor w =

u

1

� � � � � u

n�1

= 0.

Pøedpokládejme tedy, ¾e u

1

; : : : ; u

n�1

jsou lineárnì nezávislé. Pak vlastnosti (i) a (ii) mají

zøejmì právì dva k sobì opaèné nenulové vektory z; �z, z nich¾ právì jeden splòuje i podmínku

(iii). Staèí tedy dokázat, ¾e w := u

1

�� � ��u

n�1

splòuje (i), (ii), (iii). U¾ijeme-li (5.19) na v = u

i

,

i = 1; : : : ; n � 1, dostáváme platnost (i). Pro dùkaz (ii) vyjádøíme vol(w;u

1

; : : : ; u

n�1

) dvìma

zpùsoby. Podle (5.19) a (5.6) máme

vol(w; u

1

; : : : ; u

n�1

) = hw;wi = kwk

2

:

Podle De�nice 5.9 platí

vol

2

(w;u

1

; : : : ; u

n�1

) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

hw;wi 0 : : : 0

0 hu

1

; u

1

i : : : hu

1

; u

n�1

i

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 hu

n�1

; u

1

i : : : hu

n�1

; u

n�1

i

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= kwk

2

� �(u

1

; : : : ; u

n�1

) = kwk

2

� vol

2

(u

1

; : : : ; u

n�1

);

tak¾e vol(w;u

1

; : : : ; u

n�1

) = kwk�vol(u

1

; : : : ; u

n�1

): Proto¾e w 6= 0 (viz Poznámka 5.31), z tìchto

dvou vyjádøení dostáváme (ii). Tvrzení (iii) vyplývá z rovnosti hw;wi = det[w;u

1

; : : : ; u

k�1

] (viz

(5.19)).

5.33 Poznámka.

(a) Geometrický smysl nerovnosti det[w; u

1

; : : : ; u

n�1

] > 0 je ten, ¾e báze

w; u

1

; : : : ; u

n�1

je orientovaná souhlasnì s kanonickou bazí e

1

; : : : ; e

n

, srov.

Dodatek 6.2.

(b) Rovnost vol(w; u

1

; : : : ; u

n�1

) = kwk � vol(u

1

; : : : ; u

n�1

) je þgeometricky

zøejmáÿ; vol(u

1

; : : : ; u

n�1

) je (n � 1)-rozmìrná míra þpodstavyÿ rovnobì¾-

nostìnu R

a

(w; u

1

; : : : ; u

n�1

) a kwk je velikost jeho þvý¹kyÿ (srov. obr. 5.20).

Jistou názornou pøedstavu o vektorovém souèinu v R

3

a R

2

lze získat z obr. 5.19.

5.34 Poznámka. Názorná geometrická interpretace vektorového souèinu v R

2

je

zcela jednoduchá: vektor�(u) dostaneme, þotoèíme-li vektor u o úhel �=2 ve smìru
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Obr. 5.19.

Obr. 5.20.

hodinových ruèièekÿ. Mìla by tedy platit rovnost

(5.20) hu; vi = h�(u);�(v)i:

Analytický dùkaz je triviální, proto¾e pro u = (u

1

; u

2

), v = (v

1

; v

2

) platí �(u) =

(u

2

;�u

1

), �(v) = (v

2

;�v

1

).

Uva¾ujme nyní v R

n

nadrovinu A. Nech» �

i

2 [0; �=2] je úhel, který svírá normála

k A s osou x

i

a c

i

= cos�

i

. Úhel �

i

je tedy také úhel (srov. [Bi; Def. 20.20]), který svírá

nadrovina A a nadrovina S

i

: = fx 2 R

n

:x

i

= 0g. Je-li 0 6= w = (w

1

; : : : ; w

n

) normálový

vektor k A, pak zøejmì c

i

= jw

i

j=kwk, tak¾e

(5.21) (c

1

)

2

+ � � �+ (c

n

)

2

= 1:

Uva¾ujme dále þprojekciÿ �

(i)

:R

n

! R

n�1

danou pøedpisem

�

(i)

(x

1

; : : : ; x

n

) := (x

1

; : : : ; x

i�1

; x

i+1

; : : : ; x

n

)

a projekci P

(i)

:R

n

! S

i

, kde

P

(i)

(x

1

; : : : ; x

n

) := (x

1

; : : : ; x

i�1

; 0; x

i+1

; : : : ; x

n

):

Zobrazení '

i

: = �

(i)

�

S

i

; ':S

i

! R

n�1

je zøejmì unitární bijekce (pomocí ní¾ se obvykle

S

i

ztoto¾òuje s R

n�1

). Podle Poznámky 5.11 platí �('

i

) = 1. Z rovnosti �

(i)

= '

i

� P

(i)

a Tvrzení 5.13 tedy máme �(�

(i)

�

A

) = �(P

(i)

�

A

). Pomocí vektorového souèinu nyní

doká¾eme tvrzení, které je pro n = 2 a n = 3 þgeometricky zøejméÿ.
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5.35 Tvrzení. Nech» A je nadrovina v R

n

a nech» c

i

, �

(i)

, P

(i)

jsou de�novány

jako vý¹e. Pak

(5.22) �(�

(i)

�

A

) = �(P

(i)

�

A

) = c

i

:

Dùkaz. Je-li u

1

; : : : ; u

n�1

báze zamìøení A a w := u

1

� � � � � u

n�1

, podle (5.8), (5.3)

a Tvrzení 5.32 (ii) platí

(5.23) �(�

(i)

�

A

) =

vol(�

(i)

(u

1

); : : : ; �

(i)

(u

n�1

))

vol(u

1

; : : : ; u

n�1

)

=

j det[�

(i)

(u

1

); : : : ; �

(i)

(u

n�1

)] j

kwk

:

Proto¾e c

i

= jw

i

j=kwk a podle de�nice w máme

(5.24) w

i

= det[e

i

; u

1

; : : : ; u

n�1

] = (�1)

i+1

det[�

(i)

(u

1

); : : : ; �

(i)

(u

n�1

)]

po dosazení do (5.23) dostáváme dokazovanou rovnost.

5.36 Poznámka. Z rovnosti (5.24) je vidìt, jaký je geometrický význam znaménka sgn(w

i

).

Máme-li toti¾ na zamìøení V nadroviny A zadánu orientaci tak, ¾e (u

1

; : : : ; u

n�1

) je kladná báze

V (srov. Dodatek 6.2), pak z (5.24) vyplývá, ¾e (�

(i)

(u

1

); : : : ; �

(i)

(u

n�1

)) je kladná (resp. záporná)

báze R

n�1

(tj. �

(i)

�

A

:A ! R

n�1

zachovává (resp. mìní) orientaci), právì kdy¾ (�1)

i+1

w

i

>

0 (resp. (�1)

i+1

w

i

< 0). Poznamenejme je¹tì, ¾e èíslo w

i

=kwk je kosinus úhlu z [0; �], který

svírájí vektory w; e

i

, a tedy orientované prostory A a S

i

= fx 2 R

n

: x

i

= 0g, orientujeme-li

A normálovým vektorem w. Èíslo (�1)

i+1

w

i

je kosinus úhlu, který svírá A s S

i

, pokud v S

i

za

kladnou bázi zvolíme e

1

; : : : ; e

i�1

; e

i+1

; : : : ; e

n

.

Okam¾itým dùsledkem Tvrzení 5.35 je následující þzobecnìní Pythagorovy vìtyÿ.

5.37 Vìta. Nech» A � R

n

je a�nní prostor dimenze n � 1 a nech» F � A je

uzavøená mno¾ina, pro kterou �

n�1

(F ) <1. Pak

(5.25) (�

n�1

(F ))

2

=

n

X

i=1

�

�

n�1

(�

(i)

(F ))

�

2

=

n

X

i=1

�

�

n�1

(P

(i)

(F ))

�

2

:

Dùkaz. Podle (5.22) platí �

n�1

�

�

(i)

(F )

�

= c

i

�

n�1

(F ), tak¾e (5.25) plyne oka-

m¾itì z (5.21).

Je-li k = 1 a F je úseèka ab, pak (5.25) je rovnost kb � ak

2

=

P

n

i=1

(b

i

� a

i

)

2

, co¾

je bì¾né zobecnìní Pythagorovy vìty. Projekce mno¾iny F v pøípadech k = 1; n = 2 a

k = 2; n = 3 jsou znázornìny na obr. 5.21. Je-li F trojúhelník XYZ na obr. 5.21, vzorec

(5.25) pøejde v rovnost

(�

2

(XYZ))

2

= (�

2

(X0Y ))

2

+ (�

2

(X0Z))

2

+ (�

2

(Y 0Z))

2

.
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Obr. 5.21. Ke þzobecnìní Pythagorovy vìtyÿ; mno¾ina F le¾í v rovinì trojúhelníku

XYZ.

5.38 Poznámka. Pøirozená analogie pøedchozí vìty platí pro a�nní prostory A libovolné

dimenze 1 � k < n. Na pravé stranì pøíslu¹ného vzorce je pak souèet ètvercù k-rozmìrných mìr

projekcí na v¹echny þk-rozmìrné souøadnicové rovinyÿ. Pøi dùkazu je nutno u¾ít Binet-Cauchyùv

vzorec o determinantu souèinu obdélníkových matic (srov. [Kop], [LM]).

5.8 Lokální koe�cient zmìny k-rozmìrné

míry a jeho výpoèet

Nech» G � R

k

je otevøená mno¾ina a ':G ! R

n

je parametrizace jednoduché k-

plochy. Jestli¾e ' je a�nní, víme, ¾e existuje þkoe�cient zmìny k-rozmìrné míryÿ

� = �('), pro který platí �

k

('(B)) = � ��

k

(B) pro ka¾dou borelovskou B � G. Pro

', která není a�nní, ji¾ takový koe�cient existovat nemusí. Víme v¹ak, ¾e pro t

0

2 G

je �('

0

(t

0

)) þlokální koe�cient zmìny k-rozmìrné míryÿ: je-li B � G borelovská

mno¾ina, která je þhodnì blízkoÿ bodu t

0

, pak �

k

('(B)) � �('

0

(t

0

)) � �

k

(B). To

jsme pou¾ili pøi heuristickém odvozování vzorce pro obsah plochy. Nyní, kdy¾ jsme

tento vzorec pou¾ili v de�nici k-rozmìrné míry, mù¾eme ov¹em tuto þpøibli¾nou

rovnostÿ po upøesnìní dokázat:

5.39 Tvrzení. Nech» G, ' jsou jako vý¹e a t

0

2 G. Pak pro ka¾dé " > 0 existuje otevøené okolí

U � G bodu t

0

takové, ¾e pokud B � U je borelovská mno¾ina a �

k

(B) > 0, pak

�

�

�

�

�

k

('(B))

�

k

(B)

� �('

0

(t

0

))

�

�

�

�

< ":

Dùkaz. Proto¾e funkce
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

�('

0

(t)) =

s

�

�

@'(t)

@t

1

; : : : ;

@'(t)

@t

k

�

je zøejmì spojitá, lze zvolit okolí U � G bodu t

0

tak, aby pro ka¾dé t 2 U platily nerovnosti

�('

0

(t

0

))� " < �('

0

(t)) < �('

0

(t

0

)) + ". Je-li B � U borelovská mno¾ina a �

k

(B) > 0, pak

�

k

(B) � (�('

0

(t

0

))� ") �

Z

B

�('

0

(t)) dt � �

k

(B) � (�('

0

(t

0

)) + ");

tak¾e �('

0

(t

0

)) � " �

�

k

('(B))

�

k

(B)

� �('

0

(t

0

)) + ":

Umíme-li vypoèítat þlokální koe�cientÿ �('

0

(t)) parametrizace ':G! R

n

jed-

noduché k-plochy P , výpoèet plo¹ného integrálu 1. druhu

R

P

f dS se redukuje na

výpoèet Lebesgueova integrálu

R

G

f('(t)) � �('

0

(t)) dt.

5.40 Poznámka.

(i) Nìkdy se pí¹e dS = �('

0

(t)) dt a tento výraz se nazývá þelement plochyÿ. Místo o

výpoètu þlokálního koe�cientuÿ se pak hovoøí o výpoètu þelementu plochyÿ.

(ii) Pro zobrazení ':R

k

! R

k

má význam þlokálního koe�cientu zmìny k-rozmìrné

míryÿ absolutní hodnota jacobiánu: �('

0

(t

0

)) = jJ

'

(t

0

)j. Proto nìkteøí autoøi èíslu

�('

0

(t

0

)) pro ':R

k

! R

n

øíkají þk-rozmìrný jacobiánÿ.

Proto¾e '

0

(t) e

i

=

@'(t)

@t

i

, platí podle Tvrzení 5.12

(5.26) �('

0

(t)) = vol

�

@'(t)

@t

1

; : : : ;

@'(t)

@t

k

�

=

s

�

�

@'(t)

@t

1

; : : : ;

@'(t)

@t

k

�

:

Tento vzorec (který jsme ji¾ pou¾ili) je univerzální. V následujících speciálních

pøípadech uká¾eme, jak jej lze pøevést na vzorec jiný (èasto jednodu¹¹í). Pøíslu¹né

vzorce pro

R

P

f dS v¹ak psát nebudeme.

Pøípad k = 1.

V tomto pøípadì

@'(t)

@t

1

= '

0

(t) 2 R

n

, tak¾e

(5.27) �('

0

(t)) =

p

�('

0

(t)) =

p

h'

0

(t); '

0

(t)i = k'

0

(t)k:

Pøípad k = n � 1.

V tomto pøípadì lze �('

0

(t)) vyjádøit pomocí vektorového souèinu. Podle Tvrzení 5.32

(ii) toti¾ máme

(5.28) �('

0

(t)) = vol

�

@'(t)

@t

1

; : : : ;

@'(t)

@t

n�1

�

=













@'(t)

@t

1

� � � � �

@'(t)

@t

n�1













:

Pro zkrácení zápisù zavádíme oznaèení

(5.29) w

'

(t):=

@'(t)

@t

1

� � � � �

@'(t)

@t

n�1

;
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Lokální koe�cient zmìny k-rozmìrné míry a jeho výpoèet 5.8

pøi kterém tedy platí

(5.30) �('

0

(t)) = kw

'

(t)k:

Podle de�nice vektorového souèinu mù¾eme souøadnice w

'

(t) jednodu¹e vyjádøit pomocí

jacobiánù:

(w

'

(t))

i

= det

�

e

i

;

@'(t)

@t

1

; : : : ;

@'(t)

@t

n�1

�

=

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0

@'

1

(t)

@t

1

: : :

@'

1

(t)

@t

n�1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1

@'

i

(t)

@t

1

: : :

@'

i

(t)

@t

n�1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

@'

n

(t)

@t

1

: : :

@'

n

(t)

@t

n�1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= (�1)

i+1

D('

1

; : : : ; '

i�1

; '

i+1

; : : : ; '

n

)

D(t

1

; : : : ; t

n�1

)

(t):

Platí tedy

(5.31) �('

0

(t)) = kw

'

(t)k =

v

u

u

t

n

X

i=1

�

D('

1

; : : : ; '

i�1

; '

i+1

; : : : ; '

n

)

D(t

1

; : : : ; t

n�1

)

(t)

�

2

:

Je u¾iteèné si rozmyslet, jakým zpùsobem odpovídá vzorec (5.31) Vìtì 5.37 a jaký vzorec pro

výpoèet �('

0

(t)) opovídá v pøípadì obecného 1 � k < n dal¹ímu zobecnìní Pythagorovy vìty

zmínìnému v Poznámce 5.38.

Pøípad n = 3, k = 2.

V klasické diferenciální geometrii se pro parametrizaci ' jednoduché 2-plochy v R

3

èasto

pou¾ívá zápis

': (u; v) 7! (x(u; v); y(u; v); z(u; v)):

Pak na G podle (5.31) platí

(5.32) �('

0

) =

s

�

D(y; z)

D(u; v)

�

2

+

�

D(x; z)

D(u; v)

�

2

+

�

D(x; y)

D(u; v)

�

2

:

Pou¾ijeme-li (5.26), dostáváme

(5.33) �('

0

) =

s

�

�

@'

@u

;

@'

@v

�

=

s













@'

@u













2













@'

@v













2

�

�

@'

@u

;

@'

@v

�

2

:

Èasto se pou¾ívá oznaèení

E = g

11

: =













@'

@u













2

=

�

@x

@u

�

2

+

�

@y

@u

�

2

+

�

@z

@u

�

2

;

F = g

12

= g

21

: =

@x

@u

�

@x

@v

+

@y

@u

�

@y

@v

+

@z

@u

�

@z

@v

;
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

G = g

22

:=













@'

@v













2

=

�

@x

@v

�

2

+

�

@y

@v

�

2

+

�

@z

@v

�

2

:

Zde E, F , G jsou tzv. Gaussovy koe�cienty (koe�cienty první základní kvadratické formy plochy).

Pøi tomto oznaèení má (5.33) tvar

�('

0

) =

p

EG� F

2

=

q

g

11

� g

22

� g

2

12

;

formálnì:

dS =

p

EG� F

2

du dv =

q

g

11

� g

22

� g

2

12

du dv:

Pøípad explicitnì zadané (n� 1)-plochy.

Nyní pøedpokládejme, ¾e P je explicitnì zadaný kus (n � 1)-dimenzionální C

1

plochy v R

n

. Pak existuje otevøená mno¾ina G � R

n�1

, 1 � i � n a funkce f tøídy

C

1

na G, pro kterou

P = f(x

1

; : : : ; x

n

): x

i

= f(x

(i)

)g,

zzz

kde jsme pou¾ili oznaèení x

(i)

: = (x

1

; : : : ; x

i�1

; x

i+1

; : : : ; x

n

). Uká¾eme, jak poèí-

tat plo¹ný integrál 1. druhu pøes plochu P pomocí funkce f . Plochu P pøirozenì

parametrizujeme regulárním homeomor�smem ':G! R

n

,

'(t) = '(t

1

; : : : ; t

n�1

): = (t

1

; : : : ; t

i�1

; f(t); t

i+1

; : : : ; t

n�1

):

Jacobiho matice ' má pak tvar

['

0

(t)] =

�

@'(t)

@t

1

; : : : ;

@'(t)

@t

n�1

�

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 0 : : : 0 0 : : : 0

0 1 : : : 0 0 : : : 0

.

.

.

.

.

. : : :

.

.

.

.

.

. : : :

.

.

.

0 0 : : : 1 0 : : : 0

@f(t)

@t

1

@f(t)

@t

2

: : :

@f(t)

@t

i�1

@f(t)

@t

i

: : :

@f(t)

@t

n�1

0 0 : : : 0 1 : : : 0

.

.

.

.

.

. : : :

.

.

.

.

.

. : : :

.

.

.

0 0 : : : 0 0 : : : 1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

a platí

(5.34) w

'

(t) = (�1)

i+1

�

�

@f(t)

@t

1

; : : : ;�

@f(t)

@t

i�1

; 1;�

@f(t)

@t

i

; : : : ;�

@f(t)

@t

n�1

�

:

Tento vzorec lze pøímoèaøe odvodit z de�nice vektorového souèinu. Pøehlednìj¹í je

v¹ak tato úvaha: ['

0

(t)] má hodnost n � 1 a vektor w

'

(t) je kolmý na v¹echny

její sloupce. Krátký elementární výpoèet okam¾itì tedy dává, ¾e w

'

(t) je násobkem

vektoru

�

�

@f(t)

@t

1

; : : : ;�

@f(t)

@t

i�1

; 1;�

@f(t)

@t

i

; : : : ;�

@f(t)

@t

n�1

�

: Vy¹krtneme-li z ['

0

(t)] i-tý

øádek, dostáváme jednotkovou matici, tak¾e platí (w

'

(t))

i

= (�1)

i+1

, z èeho¾ pak

okam¾itì vyplývá (5.34). Dostáváme tedy

(5.35) �('

0

(t)) = kw

'

(t)k =

v

u

u

t

1 +

X

j 6=i

�

@f(t)

@t

j

�

2

:
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Orientace (n � 1)-rozmìrných ploch pomocí normálového pole 5.9

5.9 Orientace (n � 1)-rozmìrných

ploch pomocí normálového pole

De�novat pojem orientace obecné k-plochy není snadné. (srov. ??? ). Pojem ori-

entace (n � 1)-plochy v¹ak lze snadno, pøesnì a názornì de�novat pomocí pojmu

spojitého jednotkového normálového pole.

5.41 Poznámka. Pojem þvektorové pole v na mno¾inì A � R

n

ÿ je v klasické analýze jen jiný

název pro zobrazení v:A ! R

n

. (Tato terminologie se pou¾ívá zejména tehdy, kdy je u¾iteèné si

pøedstavovat þpole vázaných vektorùÿ f

�������!

x; x+ v(x): x 2 Ag.)

Nech» P je (n� 1)-plocha v R

n

. Øekneme, ¾e � je spojité jednotkové normálové

pole na P , jestli¾e �:P ! R

n

je spojité zobrazení takové, ¾e pro ka¾dé x 2 P je

�(x) jednotkový normálový vektor k plo¹e P v bodì x. Jedno takové normálové

pole � k plo¹e P je znázornìno na obr. 5.22 vlevo.

Obr. 5.22.

Nech» P je (n�1)-plocha v R

n

. Øekneme, ¾e P je orientovatelná plocha, jestli¾e

na ní existuje spojité jednotkové normálové pole. Pokud jsme na ní jedno takové

pole zvolili, øekneme, ¾e P je orientovaná plocha. (Chceme-li o orientaci plochy ho-

voøit jako o matematickém objektu, mù¾eme ji ztoto¾nit s tímto zvoleným spojitým

jednotkovým normálovým polem.)

5.42 Tvrzení. Nech» P je souvislá orientovatelná (n� 1)-plocha v R

n

. Pak ji lze

orientovat právì dvìma zpùsoby. Je-li � jedno spojité jednotkové normálové pole

na P , pak to druhé je ��.

Dùkaz. Nech» � je jedno spojité jednotkové normálové pole na P . Pak zøejmì

�

�

:= �� je také takové pole. Uva¾ujme nyní libovolné spojité jednotkové normálové

pole e� na P , bod a 2 A a funkce d(x) = k�(x) � e�(x)k, d

�

(x) = k�

�

(x) � e�(x)k.
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

Funkce d, d

�

jsou zøejmì spojité na souvislé mno¾inì P a nabývají pouze hodnoty

0 a 2; jsou tedy konstantní. Proto¾e zøejmì buï e�(a) = �(a) nebo e�(a) = �

�

(a),

platí e� = � nebo e� = �

�

.

5.43 Poznámka. Je snadno vidìt, ¾e nesouvislou orientovatelnou (n� 1)-plochu

v R

n

mù¾eme orientovat aspoò ètyømi zpùsoby.

Ve star¹í literatuøe se také øíká, ¾e souvislá orientovatelná plocha þmá dvì stranyÿ

a orientace je výbìrem jedné z tìchto dvou stran. To odpovídá názorné pøedstavì, ¾e

jednotkový normálový vektor �(x) þchodíÿ po jedné stranì plochy P , na druhou stranu

(po které þchodíÿ �

�

(x) = ��(x)) se v¹ak nikdy nedostane.

Nejznámìj¹í neorientovatelnou (jednostrannou) souvislou plochou je Möbiùv list zob-

razený vpravo na obr. 5.22. Zde je znázornìno, jak se jednotkový normálový vektor n v

bodì a þspojitì pøemístilÿ do opaèné polohy n

�

= �n; z toho snadno vyplývá (pomocí

modi�kace úvahy z pøedchozího dùkazu), ¾e spojité jednotkové normálové pole na Möbiovì

listu neexistuje.

Snadno je vidìt, ¾e ka¾dá jednoduchá (n� 1)-plocha je orientovatelná:

5.44 Tvrzení. Nech» P je jednoduchá (n � 1)-plocha v R

n

a ':G ! R

n

je její

parametrizace. Pro t 2 G a x 2 P polo¾me

w

'

(t): =

@'(t)

@t

1

� � � � �

@'(t)

@t

n�1

a �

'

(x) :=

w

'

('

�1

(x))

kw

'

('

�1

(x))k

:

Pak �

'

je spojité jednotkové normálové pole na P .

Dùkaz. Proto¾e ' je tøídy C

1

, z Poznámky 5.29 (iii) ihned vyplývá, ¾e zobrazení

w

'

:G ! R

n

je spojité. Proto¾e

�

@'(t)

@t

1

; : : : ;

@'(t)

@t

n�1

�

je báze teèného prostoru

T

x

(P ), z Tvrzení 5.32 vyplývá, ¾e pro ka¾dé t 2 G je w

'

(t) nenulový normálový

vektor k plo¹e P v bodì '(t). Závìr tvrzení nyní vyplývá z toho, ¾e ' je homeo-

mor�smus G na '(G).

Orientaci urèenou polem �

'

nazýváme orientací urèenou parametrizací '. Je-

li P orientovaná a její orientace je tá¾, jako orientace urèená parametrizací ',

øekneme, ¾e parametrizace ' je kladná. Je-li orientace P tá¾, jako orientace urèená

polem ��

'

, øíkáme, ¾e parametrizace ' je záporná.

5.45 Poznámka. Nech» P je souvislá jednoduchá (n�1)-plocha v R

n

orientovaná

spojitým jednotkovým normálovým polem �, ':G ! R

n

je její parametrizace a

t

0

2 G. Pak z Tvrzení 5.42 a Tvrzení 5.44 okam¾itì vyplývá, ¾e ' je kladná (resp.

záporná) parametrizace, právì kdy¾ w

'

(t

0

) = �('(t

0

)) (resp. w

'

(t

0

) = ��('(t

0

))).

Budeme potøebovat také následující snadné tvrzení.

5.46 Tvrzení. Nech» P je (n� 1)-plocha v R

n

, � je spojité jednotkové normálové

pole na P a Q � P je také (n�1)-plocha. Pak � �

Q

je spojité jednotkové normálové
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Regulární hranice otevøené podmno¾iny R

n

5.10

pole na Q. (Orientace P tedy na Q kanonicky indukuje orientaci.)

Dùkaz. Zøejmì staèí dokázat, ¾e pro ka¾dý bod a 2 Q platí �(a) ? T

a

(Q). To v¹ak

platí, proto¾e podle de�nice teèného prostoru zøejmì T

a

(Q) � T

a

(P ).

(Proto¾e oba teèné prostory mají stejné dimenze, nutnì se rovnají. Také není tì¾ké ukázat,

¾e Q je v¾dy relativnì otevøená v P ; to v¹ak potøebovat nebudeme.)

5.10 Regulární hranice otevøené

podmno¾iny R

n

Vìt¹ina otevøených podmno¾inG � R

n

, které jsou dùle¾ité pro aplikace, má hranici,

která je þskoro hladkáÿ: je sjednocením (n � 1)-plochy a mno¾iny N , která má

nulovou (n� 1)-rozmìrnou míru. (Tuto vlastnost mají G

1

i G

2

z obr. 5.23).

Obr. 5.23.

Ve formulaci Gaussovy vìty se v¹ak pøipou¹tìjí jen nìkteré takové mno¾iny.

Abychom je popsali, potøebujeme následující de�nici.

5.47 De�nice. Nech» G � R

n

je otevøená mno¾ina a x 2 @G. Øekneme, ¾e x je

regulární hranièní bod, jestli¾e platí:

(i) Existuje � > 0 takové, ¾e U

�

(x)\@G je jednoduchá (n�1)-rozmìrná plocha.

(ii) x =2 int(G).

Mno¾inu v¹ech regulárních hranièních bodù budeme znaèit @

�

G a nazývat ji

regulární hranicí mno¾iny G.

5.48 Pøíklad. Nech» G

1

� R

2

, G

2

� R

2

jsou mno¾iny z obr. 5.23. Pak zøejmì

platí @G

1

= @

�

G

1

. Pro bod c 2 @G

2

neplatí (i), ale platí (ii); pro b 2 @G

2

platí (i),

ale neplatí (ii); pro a 2 @G

2

neplatí ani (i), ani (ii).
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Obr. 5.24.

Je snadno vidìt, ¾e regulární hranice @

�

G je buï prázdná mno¾ina nebo (n�1)-

plocha. Situace v okolí regulárního hranièního bodu a vypadá velmi jednodu¹e. Pro

pøípad n = 2 jsou mo¾né právì 4 typy chování (které jsou znázornìny na obr. 5.24

vlevo), pro obecné n je 2n analogických typù. Toto tvrzení nebudeme potøebovat,

a proto ani precizovat; bude nám staèit Tvrzení 5.51.

5.49 De�nice. Nech» G � R

n

je otevøená mno¾ina a x 2 @G. Øekneme, ¾e vektor

0 6= v 2 R

n

(i) míøí v bodì x ven z G, jestli¾e existuje � > 0 takové, ¾e x+ tv =2 G pro ka¾dé

t 2 (0; �);

(ii) míøí v bodì x do G, jestli¾e existuje � > 0 takové, ¾e x + tv 2 G pro ka¾dé

t 2 (0; �).

5.50 De�nice. Nech» G � R

n

je otevøená mno¾ina, x 2 @

�

G a � 2 R

n

. Øekneme,

¾e � je vnìj¹í (resp. vnitøní) jednotkový normálový vektor ke G v bodì x, jestli¾e

(i) � je jednotkový normálový vektor k @

�

G v bodì x a

(ii) � míøí ven z G (resp. � míøí do G).

Ilustrace k následujícímu tvrzení je na obr. 5.24 vpravo.

5.51 Tvrzení. Nech» G � R

n

je otevøená mno¾ina a x 2 @

�

G. Pak platí:

(i) Existuje právì jeden vnìj¹í jednotkový normálový vektor ke G v bodì x

(který budeme oznaèovat symbolem �

e

G

(x)) a právì jeden vnitøní jednotkový

normálový vektor ke G v bodì x (�

i

G

(x) = ��

e

G

(x)).

(ii) Jestli¾e v 2 R

n

a hv; �

e

G

(x)i > 0, pak v míøí ven z G. Jestli¾e v 2 R

n

a

hv; �

e

G

(x)i < 0, pak v míøí do G.

(iii) Jednotkové normálové pole �

e

G

je spojité na plo¹e @

�

G.

Dùkaz. (Struèný.) Nejdøíve doká¾eme, ¾e existuje otevøené okolí U bodu x a na U þroz-

hranièující funkceÿ h, tj. C

1

funkce na U taková, ¾e gradh(x) 6= 0 pro x 2 U a

(5.36) G \ U = ft: h(t) < 0g; @G \ U = ft: h(t) = 0g:
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Tok vektorového pole orientovanou plochou a Gaussova vìta 5.11

Zvolme otevøené okolí V bodu x takové, ¾e @G\V je kus (n� 1)-rozmìrné C

1

plochy

zadaný difeomor�smem, tj. existuje otevøená mno¾ina H � R

n

a difeomor�smus  :H !

R

n

takový, ¾e

(5.37) @G \ V =  (H \ f(x

1

; : : : ; x

n

): x

n

= 0g):

Nech» y :=  

�1

(x) a � > 0 je tak malé, ¾e U

�

:= U

1

�

(y) � H. Polo¾me

U :=  (U

�

); M

1

:= G \ U; M

2

:= U nG;

z De�nice 5.47 (ii) plyne, ¾e M

2

6= 0. Dále oznaème

h

�

(y

1

; : : : ; y

n

) := y

n

; I

1

:= fy 2 U

�

: h

�

(y) < 0g; I

2

:= fy 2 U

�

: h

�

(y) > 0g.

Zobrazení  �

I

1

[I

2

je homeomor�smus prostoru I

1

[ I

2

na M

1

[M

2

, intervaly I

1

, I

2

jsou souvislé a M

1

,M

2

jsou neprázdné obojetné podmno¾iny prostoru M

1

[M

2

. Z toho

snadno vyplývá, ¾e buï M

1

=  (I

1

) nebo M

2

=  (I

2

). V prvním pøípadì staèí zøejmì

polo¾it h := h

�

�  

�1

�

U

a v druhém pøípadì h := �h

�

�  

�1

�

U

.

Proto¾e @G\U je kus (n� 1)-rozmìrné C

1

plochy zadaný implicitnì vazbovou funkcí

h, je grad h(x) normálový vektor k @

�

G v bodì x (srov. Poznámka 2.163 (a)). Pro v 2 R

n

platí

lim

t!0

h(x+ tv)� h(x)

t

= D

v

h(x) = hv; gradh(x)i:

Z (5.36) a de�nice limity tedy vyplývá, ¾e vektor v míøí v bodì x ven z G (resp. do G),

jestli¾e hv; gradh(x)i > 0 (resp. hv; gradh(x)i < 0). Vektory

(5.38) �

e

G

(x) :=

grad h(x)

k gradh(x)k

a �

i

G

(x) := �

gradh(x)

k gradh(x)k

jsou tedy (jediné) vnìj¹í a vnitøní jednotkové normálové vektory ke G v bodì x a platí

také (ii). Z (5.38) vyplývá, ¾e �

e

G

je lokálnì spojité na @

�

G, tak¾e platí té¾ (iii).

Na @

�

G budeme vìt¹inou volit orientaci zadanou spojitým jednotkovým normá-

lovým polem �

e

G

; v tom pøípadì budeme øíkat, ¾e plocha @

�

G je orientovaná vnìj¹í

normálou.
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

Obr. 5.25.

5.11 Tok vektorového pole orientovanou

plochou a Gaussova vìta

5.52 De�nice. Nech» P � G je (n � 1)-plocha v R

n

orientovaná spojitým jed-

notkovým normálovým polem �. Nech» F :P ! R

n

je vektorové pole. Existuje-li

reálné èíslo

Z

P

�!

F d

�!

S :=

Z

P

hF (x); �(x)i dS(x);

nazýváme je tokem vektorového pole F orientovanou plochou P .

Tok vektorového pole orientovanou plochou se èasto nazývá plo¹ným integrálem

2. druhu. Je-li tento plo¹ný integrál de�nován, øíkáme, ¾e konverguje.

Právì zavedený pojem toku má pro n = 3 pøirozenou hydrodynamickou inter-

pretaci (je v¹ak dùle¾itý i v jiných fyzikálních oborech).

Pøedpokládejme, ¾e otevøená mno¾ina G � R

3

je zaplnìna pohybující se nestlaèitelnou

kapalinou a F (x) má význam vektorové rychlosti èástice tekutiny v bodì x. (Pøedpoklá-

dáme tedy, ¾e proudìní je stacionární, tj. ustálené; rychlost èástic v bodì x nezávisí na

èase.) Tok pole F plochou P má pak význam objemu kapaliny, který za jednotkový èas

proteèe plochou P . Pøitom objem kapaliny, který proteèe plochou þna stranu, do které

míøí �ÿ se poèítá se znaménkem + a objem, který proteèe plochou v opaèném smìru, se

znaménkem �. Celkový tok mù¾e tedy být kladný, ale také záporný nebo nulový. Uva-

¾ujme nyní na plo¹e P velmi malou plo¹ku �P s obsahem �S a zvolme x 2 �P (viz

obr. 5.25).

Èástice kapaliny, které za velmi krátký èas �t protekly plo¹kou �P , vyplní mno¾inu,

která je (za pøedpokladu hladkosti vektorového pole F ) þk nerozeznáníÿ od þválcového

tìlesaÿ s podstavou o obsahu �S a vý¹kou (�t) � kF (x)k � j cos�j, kde � 2 [0; �] je úhel,

který svírají vektory �(x) a F (x). Plo¹kou �P tedy za èas �t proteèe objem kapaliny �V ,
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který má absolutní hodnotu j�V j � (�S) � (�t) � kF (x)k � j cos�j, pøièem¾ se tento objem

poèítá se znaménkem +, pokud � 2 [0; �=2] a se znaménkem �, pokud � 2 (�=2; �], tak¾e

�V � (�S) � (�t) � kF (x)k � cos� = (�S) � (�t) � hF (x); �(x)i:

Za jednotkový èas tedy plo¹kou �P proteèe objem kapaliny �T � (�S) � hF (x); �(x)i a

plo¹ný integrál 1. druhu

R

P

h�(x); F (x)i dS(x) má význam celkového toku.

5.53 Poznámka. Celkový tok je (za vhodných pøedpokladù) limitou þintegrálních souètùÿ

P

hF (x);�S � �(x)i. Z toho vychází oznaèení toku, kde

�!

F d

�!

S je skalární souèin a d

�!

S se þheu-

risticky interpretujeÿ jako nekoneènì malý vektor �S � �(x).

Výpoèet toku pøes jednoduchou orientovanou (n � 1)-plochu v R

n

zpravidla

provádíme podle následujícího tvrzení (ve kterém w

'

(t) má význam z Tvrzení 5.44,

tj. w

'

(t) =

@'

@t

1

(t)� � � � �

@'

@t

n�1

(t)):

5.54 Tvrzení. Nech» P je jednoduchá orientovaná (n � 1)-plocha v R

n

a nech»

':G ! P je její kladná (nebo záporná) parametrizace. Nech» F :P ! R

n

je bore-

lovsky mìøitelné vektorové pole. Pak

Z

P

�!

F d

�!

S = �

Z

G

hF ('(t)); w

'

(t)i dt

= �

Z

G

det

�

F ('(t));

@'

@t

1

(t); : : : ;

@'

@t

n�1

(t)

�

dt;

konverguje-li jeden z integrálù. Pøitom znaménko + (resp. �) se bere, je-li parame-

trizace ' kladná (resp. záporná).

Dùkaz. Podle Tvrzení 5.44 je plocha P orientovaná jednotkovým vektorovým

polem �

'

(x): = �

w

'

('

�1

(x))

kw

'

('

�1

(x))k

: Pomocí Vìty 5.24 a (5.30) dostáváme

Z

P

�!

F d

�!

S :=

Z

P

hF (x); �

'

(x)i dS(x) =

Z

G

�

F ('(t));�

w

'

(t)

kw

'

(t)k

�

� kw

'

(t)k dt;

z èeho¾ ihned plyne první z dokazovaných rovností. Druhá rovnost okam¾itì vyplývá

z Tvrzení 5.30.

5.55 Poznámka. V konkrétních pøíkladech poèítáme tok vektorového pole F

obecnou orientovanou (n� 1)-plochou P (napø. regulární hranicí @

�

G) tak, ¾e na-

lezneme vyjádøení

P = P

1

[ � � � [ P

u

[N ,

kde P

1

; : : : ; P

u

jsou jednoduché souvislé po dvou disjunktní plochy a �

n�1

(N) = 0.

Na plo¹e P

i

uva¾ujme orientaci indukovanou orientací plochy P (viz Tvrzení 5.46).

Pak zøejmì
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Z

P

�!

F d

�!

S =

Z

P

1

�!

F d

�!

S + � � �+

Z

P

u

�!

F d

�!

S :

Je-li nyní '

i

:G

i

! R

n

parametrizace P

i

, pak '

i

je buï kladná nebo záporná

parametrizace (viz Poznámka 5.45). Toky F pøes plochy P

1

; : : : ; P

u

mù¾eme tedy

poèítat podle Tvrzení 5.54.

5.56 Pøíklad. Nech» G = f(x; y; z): x

2

+ y

2

< (1 � z)

2

; 0 < z < 1g. Pak G je vnitøek ku¾ele s

vrcholem (0; 0; 1), jeho¾ podstava je kruh v rovinì xy o polomìru 1 a støedu v poèátku. Polo¾me

D := f(x; y): x

2

+ y

2

< 1g a de�nujme ':D! R

3

a !:D ! R

3

pøedpisy

'(x; y) = 1�

p

x

2

+ y

2

; !(x; y) = (x; y; 0):

Je snadné ovìøit, ¾e '; ! jsou parametrizace disjunktních jednoduchých ploch P

1

:= '(D),

P

2

:= !(D) a není tì¾ké dokázat, ¾e @

�

G = P

1

[ P

2

.

Poèítejme tok vektorového pole F (x; y; z) = (x; y; x + z) plochou @

�

G, která je orientovaná

vnìj¹í normálou.

Proto¾e pro (x; y) 2 D vektor w

!

(x; y) = (1; 0; 0)�(0; 1; 0) = (0; 0; 1) v bodì !(x; y) = (x; y; 0)

zøejmì míøí do G, je ! záporná parametrizace P

2

. Platí tedy

Z

P

2

�!

F d

�!

S = �

Z

D

hF ((!(x; y))); w

!

(x; y)i dx dy =

= �

Z

D

h(x; y; x); (0; 0; 1)i dx dy = �

Z

D

xdxdy = 0:

Abychom se vyhnuli odmocninám, polo¾me �(r; �) = (r cos�; r sin�) pro (r; �) 2 
 := (0; 1) �

(0; 2�). Pak �(
) = D n ([0; 1]�f0g), tak¾e  := ' � ! je parametrizace plochy P

3

= P

1

nA, kde

A = f(x; y; z): y = 0; 0 � x � 1; z = 1 � xg. Zøejmì �

2

(A) = 0, tak¾e

R

P

1

�!

F d

�!

S

R

P

3

�!

F d

�!

S .

Platí

 (r; �) = (r cos�; r sin�; 1� r); w

 

(r; �) = (cos�; sin�;�1)� (�r sin�; r cos�; 0) = (r cos�; r sin�; r):

Proto¾e v ka¾dém bodì P

3

zøejmì vektor v = (0; 0; 1) míøí ven z G a hw

 

(r; �); vi = r > 0

pro (r; �) 2 
, dostáváme, ¾e  je kladná parametrizace P

3

. Platí tedy

Z

P

3

�!

F d

�!

S =

Z




hF (( (r; �))); w

 

(r; �)i dr d� =

=

Z




h(r cos�; r sin�; 1� r + r cos�); (r cos�; r sin�; r)i dr d� =

Z




(r + r

2

cos�) dr d� = �:

Je tedy

R

@

�

G

�!

F d

�!

S = �.

Abychom mohli zformulovat základní (Gaussovu) vìtu o toku vektorového pole

plochou, potøebujeme de�novat pojem divergence vektorového pole.

5.57 De�nice. Nech» F :G ! R

n

, F = (F

1

; : : : F

n

) je vektorové pole tøídy C

1

na

otevøené mno¾inì G � R

n

a x 2 G. Pak èíslo

divF (x) :=

@F

1

@x

1

(x) + � � �+

@F

n

@x

n

(x)

nazýváme divergencí vektorového pole F v bodì x.
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Nyní ji¾ mù¾eme zformulovat Gaussovu vìtu, které se také nìkdy øíká vìta

Gauss{Ostrogradského nebo vìta o divergenci.

5.58 Vìta. (Gaussova vìta) Nech» G � R

n

je omezená otevøená mno¾ina, pro

kterou

(5.39) @G 2 P

n�1

; �

n�1

(@G) <1 a �

n�1

(@G n @

�

G) = 0:

Nech» F je vektorové pole, které je tøídy C

1

na nìjaké otevøené mno¾inì obsahující

G. Orientujeme-li plochu @

�

G vnìj¹í normálou, pak

(5.40)

Z

@

�

G

�!

F d

�!

S =

Z

@G

hF (x); �(x)i dS(x) =

Z

G

divF (x) dx:

Poznamenejme, ¾e první rovnost v (5.40) je zøejmá z de�nice toku a pøedpokladu

�

n�1

(@G n @

�

G) = 0.

Gaussova vìta se nìkdy vyslovuje v následující þskalární formìÿ.

5.59 Vìta. Nech» G je jako v pøedchozí vìtì a � = (�

1

; : : : ; �

n

) je pole jednotko-

vých vnìj¹ích normálových vektorù ke G na @

�

G. Nech» f je reálná funkce, která

je tøídy C

1

na nìjaké otevøené mno¾inì obsahující G. Pak pro ka¾dé i 2 f1; : : : ; ng

platí

(5.41)

Z

@G

f � �

i

dS =

Z

G

@f(x)

@x

i

dx:

Je snadno vidìt, ¾e Vìta 5.59 je v podstatì pouze pøeformulací Vìty 5.58. Víme-

li toti¾, ¾e platí Vìta 5.58, a aplikujeme ji na vektorové pole F := f � e

i

, dostaneme

rovnost (5.41). Naopak, je-li F pole z Vìty 5.58 pak rovnost (5.40) dostaneme,

aplikujeme-li pro ka¾dé i 2 f1; : : : ; ng Vìtu 5.59 na f := F

i

a pøíslu¹né rovnosti

(5.41) seèteme.

Následující dvì tvrzení ukazují, jak poèítat

R

P

f � �

i

dS pro jednoduché a expli-

citnì zadané plochy.

5.60 Tvrzení. Nech» P je jednoduchá (n� 1)-plocha v R

n

orientovaná jednotko-

vým normálovým polem � a ':G! P je její kladná (nebo záporná) parametrizace.

Pak pro ka¾dou borelovsky mìøitelnou funkci f :P ! R a i 2 f1; : : : ; ngplatí

(5.42)

Z

P

f � �

i

dS = �(�1)

i+1

Z

G

f('(t)) �

D('

1

; : : : ; '

i�1

; '

i+1

; : : : ; '

n

)

D(t

1

; : : : ; t

n�1

)

(t) dt;

konverguje-li jeden z integrálù. Pøitom znaménko + (resp. �) se bere, je-li parame-

trizace ' kladná (resp. záporná).
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Dùkaz. Proto¾e podle Tvrzení 5.44 platí �

i

('(t)) = �

w

'

(t)

kw

'

(t)k

, dostáváme

Z

P

f � �

i

dS = �

Z

G

f('(t)) �

(w

'

(t))

i

kw

'

(t)k

� kw

'

(t)k dt:

Nyní staèí pou¾ít vyjádøení (w

'

(t))

i

ze vzorce za (5.30).

5.61 Tvrzení. Nech» P je explicitnì zadaný kus (n�1)-rozmìrné C

1

plochy tvaru

P = f(x

1

; : : : ; x

n

):x

i

= h(x

(i)

); x

(i)

2 Gg;

kde jsme pou¾ili oznaèení x

(i)

: = (x

1

; : : : ; x

i�1

; x

i+1

; : : : ; x

n

). Pak platí:

(i) Je-li � spojité jednotkové normálové pole na P , pak buï �

i

(x) > 0; x 2 P

nebo �

i

(x) < 0; x 2 P .

(ii) Pro ka¾dou borelovsky mìøitelnou reálnou funkci f na P platí

(5.43)

Z

P

f � �

i

dS = �

Z

G

f(x

1

; : : : ; x

i�1

; h(x

(i)

); x

i+1

; : : : ; x

n

) dx

(i)

;

(konverguje-li jeden z integrálù), pøièem¾ znaménko + (resp. �) se bere,

pokud �

i

(x) > 0; x 2 P (resp. �

i

(x) < 0; x 2 P ) a symbol dx

(i)

nahrazuje

dx

1

: : : dx

i�1

dx

i+1

: : : dx

n

.

Dùkaz. Uva¾ujme parametrizaci ' plochy P danou pøedpisem

'(t) = '(t

1

; : : : ; t

n�1

): = (t

1

; : : : ; t

i�1

; h(t); t

i

; : : : ; t

n�1

); t 2 G:

Pak podle (5.34) (w

'

(t))

i

= (�1)

i+1

. Polo¾íme-li �

�

i

(x): = (�1)

i+1

w

'

('

�1

(x))

kw

'

('

�1

(x))k

,

je tedy �

�

spojité jednotkové normálové pole naP a �

�

i

(x) = 1=kw

'

('

�1

(x))k > 0

pro x 2 G. (Pro druhé spojité jednotkové normálové pole ��

�

ov¹em platí

(��

�

i

)(x) < 0; x 2 G.) Vzorec (5.43) jistì staèí ovìøit pro � = �

�

. Platí

Z

P

f � �

�

i

dS =

Z

G

f('(t)) �

1

kw

'

(t)k

� kw

'

(t)k dt =

Z

G

f('(t)) dt:

Oznaèíme-li promìnné t

1

; : : : ; t

n�1

poøadì symboly x

1

; : : : ; x

i�1

; x

i+1

; : : : ; x

n

, do-

stáváme vzorec (5.43).

Gaussovu vìtu lze vyslovit také v øeèi diferenciálních forem. Teorie diferenciál-

ních forem umo¾òuje dokázat velmi elegantní zobecnìní Gaussovy vìty { obecnou

Stokesovu vìtu. Nyní budeme uva¾ovat jen nejjednodu¹¹í diferenciální formy (øádu

n� 1) v R

n

tvaru

f(x) dx

1

: : : dx

i�1

dx

i+1

: : :dx

n

= f(x) dx

1

^ � � � ^ dx

i�1

^ dx

i+1

^ � � � ^ dx

n

;
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Tok vektorového pole orientovanou plochou a Gaussova vìta 5.11

kde f je spojitá funkce na otevøené mno¾inì 
 � R

n

.

Pøi pou¾ití star¹ího zápisu vlevo se diferenciální forma chápe pouze jako þfor-

mální symbolÿ. V novìj¹ím pojetí je diferenciální forma pøesnì de�novaný objekt;

je to tenzorová funkce (a ^ je symbol pro tzv. vnìj¹í souèin tenzorù).

Integrál diferenciální formy ! = f(x) dx

1

: : :dx

i�1

dx

i+1

: : :dx

n

pøes orien-

tovanou (n� 1)-plochu lze de�novat pomocí integrálu 1. druhu takto.

5.62 De�nice. Nech» 1 � i � n, f je spojitá funkce na otevøené mno¾inì 
 � R

n

a P � 
 je (n � 1)-plocha orientovaná jednotkovým normálovým polem �. Pak

klademe

(5.44)

Z

P

f(x) dx

1

: : : dx

i�1

dx

i+1

: : : dx

n

:= (�1)

i+1

Z

P

f � �

i

dS;

má-li pravá strana smysl.

Integrálu z diferenciální formy pøes plochu se také èasto øíká plo¹ný integrál 2.

druhu.

Motivace De�nice 5.62 je (aspoò èásteènì) dána vzorcem (5.43). Koe�cient

(�1)

i+1

úzce souvisí se vzorcem (5.42) (z kterého ihned plyne následující tvrzení).

Viz té¾ Poznámka (?).

5.63 Tvrzení. Nech» 1 � i � n, f je spojitá funkce na otevøené mno¾inì 
 �

R

n

, P � 
 je jednoduchá orientovaná (n � 1)-plocha a ':G ! P je její kladná

parametrizace. Nech» ! = f(x) dx

1

: : : dx

i�1

dx

i+1

: : : dx

n

. Pak

(5.45)

Z

P

! =

Z

G

f('(t)) �

D('

1

; : : : ; '

i�1

; '

i+1

; : : : ; '

n

)

D(t

1

; : : : ; t

n�1

)

(t) dt;

konverguje-li jeden z integrálù.

V þøeèi diferenciálních foremÿ má Vìta 5.59 následující tvar.

5.64 Vìta. Nech» otevøená mno¾ina G � R

n

je jako ve Vìtì 5.58. Plochu @

�

G

orientujme vnìj¹í normálou. Nech» f je reálná funkce, která je tøídy C

1

na nìjaké

otevøené mno¾inì obsahující G. Pak pro ka¾dé i 2 f1; : : : ; ng platí

(5.46)

Z

@

�

G

f(x) dx

1

: : :dx

i�1

dx

i+1

: : : dx

n

= (�1)

i+1

Z

G

@f(x)

@x

i

dx

1

: : : dx

n

:

5.65 Poznámka. geometrický smysl integrálu z diferenciální formy Popí¹eme názorný geometrický

význam integrálu

R

P

f(x) dx

1

: : :dx

i�1

dx

i+1

: : :dx

n

. (Za jistých pøedpokladù kladených na P

a f lze heuristickým úvahám ní¾e dát pøesný smysl.)

Uva¾ujme þprojekciÿ �

(i)

:R

n

! R

n�1

danou pøedpisem

�

(i)

(x

1

; : : : ; x

n

) := (x

1

; : : : ; x

i�1

; x

i+1

; : : : ; x

n

)

.
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

Rozlo¾me P na koneènì (nebo spoèetnì) mnoho borelovských mno¾in P

1

; P

2

; : : : s velmi malým

diametrem a v ka¾dé z nich zvolme bod �

k

2 P

k

. Pak

R

P

f(x) dx

1

: : : dx

i�1

dx

i+1

: : :dx

n

je

limitou þintegrálních souètùÿ

X

k

f(�

k

) � (��

n�1

(�(P

k

))),

kde ��

n�1

(�(P

k

)) je þorientovaný (n � 1)-rozmìrný objem þorientovaného prùmìtu �

(i)

(P

k

)ÿ.

To lze øíci trochu srozumitelnìji tak, ¾e znaménko + (resp. -) se bere, pokud zobrazení �

(i)

�

P

k

:P

k

! R

n�1

þzachovává orientaciÿ (resp. þmìní orientaciÿ).

Zkusíme vysvìtlit, jak tato názorná pøedstava vede ke vzorci (5.44) (pro heuristické zdùvod-

nìní vzorce (5.45) srov. ???).

Proto¾e P

k

þnerozeznámeÿ od mno¾iny le¾ící v a�nním prostoru A := A

af

P

(�

k

) a podle Tvrzení

5.35 �(�

(i)

�

A

) = c

i

= j�

i

(�

k

)j, usuzujeme, ¾e

�

n�1

(�

(i)

(P

k

)) � �

n�1

(P

k

)j�

i

(�

k

)j.

Orientujme A pomocí normálového vektoru �(�

k

) (srov. Dotatek 6.2.). Nahraïme nyní frázi

þ�

(i)

�

P

k

zachovává orientaciÿ tvrzením �

(i)

�

A

zachovává orientaci, které podle Poznámky 5.36

platí, právì kdy¾ (�1)

i+1

�

i

(�

k

) > 0. Pak usuzujeme, ¾e

X

k

f(�

k

) � (��

n�1

(�(P

k

))) �

X

k

f(�

k

) � (�1)

i+1

�

i

(�

k

)�

n�1

(P

k

) � (�1)

i+1

Z

P

f � �

i

dS:

5.66 Poznámka. V teorii diferenciálních forem se de�nuje (vnìj¹í) diferenciál diferenciální formy

! = f(x) dx

1

^ � � � ^ dx

i�1

^ dx

i+1

^ � � � ^ dx

n

jako diferenciální forma

d!: = df(x) ^ dx

1

^ � � � ^ dx

i�1

^ dx

i+1

^ � � � ^ dx

n

:

Neznáme-li teorii diferenciálních forem, nemá pro nás ov¹em výraz napravo smysl. Zde po-

znamenejme pouze to, ¾e

df(x) =

@f(x)

@x

1

dx

1

+ � � �+

@f(x)

@x

n

dx

n

,

pro vnìj¹í souèin ^ platí distributivní zákon a platí

dx

i

^ � � � ^ dx

j

^ � � � ^ dx

k

^ � � � ^ dx

l

= �dx

i

^ � � � ^ dx

k

^ � � � ^ dx

j

^ � � � ^ dx

l

(tak¾e dx

i

^� � �^dx

j

^� � �^dx

j

^� � �^dx

l

= 0). Poèítáme-li zcela formálnì podle tìchto pravidel,

snadno dostáváme, ¾e

d! =

@f(x)

@x

i

dx

i

^ dx

1

^ � � � ^ dx

i�1

^ dx

i+1

^ � � � ^ dx

n

= (�1)

i+1

@f(x)

@x

i

dx

1

^ � � � ^ dx

n

:

Rovnost (5.46) lze tedy psát ve tvaru

Z

@

�

G

! =

Z

G

d!:

Rovnost z obecné Stokesovy vìty v R

n

má tentý¾ tvar, ale G je v ní orientovaná plocha dimenze

k v R

n

(n � k) a @

�

G je její þokrajÿ, co¾ je jistá orientovaná plocha dimenze k� 1 v R

n

. Pøitom

! je þobecná hladká diferenciální forma øádu (k� 1) v R

n

ÿ. Pro dal¹í informace o diferenciálních

formách viz oddíl 5.15.

Uveïme je¹tì vyjádøení toku vektorového pole pomocí integrálù z diferenciálních

forem.

Nech» F = (F

1

; : : : ; F

n

) je spojité vektorové pole na otevøené mno¾inì 
 � R

n

a P � 
 je orientovaná (n � 1)-plocha. Z De�nice 5.52 a De�nice 5.62 okam¾itì
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dostáváme rovnost

Z

P

�!

F d

�!

S =

Z

P

F

1

(x) dx

2

: : : dx

n

�

Z

P

F

2

(x) dx

1

dx

3

: : : dx

n

+ : : :

(5.47)

+ (�1)

n+1

Z

P

F

n

(x) dx

1

: : : dx

n�1

:

Gaussovu vìtu nyní doká¾eme pouze pro velmi speciální mno¾iny G. Pøitom

v¹ak uvidíme základní pricip dùkazu Gaussovy vìty spoèívající v pou¾ití Newton-

Leibnizovy formule a Fubiniovy vìty. Úplný dùkaz lze nalézt v Dodatku 6.5. Pro

zjednodu¹ení vyjadøování zavedeme (jen pro potøebu následujícího výkladu) tech-

nický pojem i-speciální mno¾iny.

5.67 De�nice. Nech» 1 � i � n. Øekneme, ¾e G � R

n

je i-speciální mno¾ina,

jestli¾e platí:

(i) G je omezená otevøená mno¾ina.

(ii) @G 2 P

n�1

; �

n�1

(@G) <1 a �

n�1

(@G n @

�

G) = 0:

(iii) Existuje otevøená mno¾ina 
 � R

n�1

a dvì funkce d(t) < h(t) tøídy C

1

na


 takové, ¾e

G = f(x

1

; : : : ; x

n

):x

(i)

2 
; d(x

(i)

) < x

i

< h(x

(i)

),

kde jsme polo¾ili x

(i)

: = (x

1

; : : : ; x

i�1

; x

i+1

; : : : ; x

n

).

5.68 Tvrzení. Nech» 1 � i � n a G � R

n

je i-speciální mno¾ina. Nech» � je pole

vnìj¹ích jednotkových normálových vektorù na @

�

G a nech» f je reálná funkce,

která je tøídy C

1

na nìjaké otevøené mno¾inì obsahující G. Pak

(5.48)

Z

@G

f � �

i

dS =

Z

G

@f(x)

@x

i

dx:

Dùkaz. Pro zjednodu¹ení zápisu budeme pøedpokládat, ¾e i = n, dùkaz v obec-

ném pøípadì je v¹ak zcela analogický. Kvùli zkrácení zápisu dále budeme místo

(x

1

; : : : ; x

n�1

) psát x

(n)

, tak¾e napø. (x

1

; : : : ; x

n

) = (x

(n)

; x

n

).

Je snadné ovìøit, ¾e @G = H [D [B, kde B = fx 2 @G:x

(n)

2 @
g,

H = fx 2 R

n

:x

(n)

2 
; x

n

= h(x

(n)

)g; D = fx 2 R

n

:x

(n)

2 
; x

n

= d(x

(n)

)g;

a platí inkluze H � @

�

G; D � @

�

G (srov. obr. 5.26).

Je zøejmé, ¾e v x 2 H míøí vektor e

n

ven z G a v x 2 D míøí ven z G vektor�e

n

.

Z toho podle Tvrzení 5.51 vyplývá, ¾e �

i

(x) = h�; e

n

i > 0 pro x 2 H a �

i

(x) < 0

pro x 2 D. V bodì x 2 B \ @

�

G zøejmì nemíøí do G ¾ádný z vektorù e

n

; �e

n

,

z èeho¾ podle Tvrzení 5.51 vyplývá, ¾e �

i

(x) = 0. Platí tedy

Z

B

f � �

i

dS = 0 a

podle Tvrzení 5.61 dostáváme
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Obr. 5.26.

Z

H

f � �

i

dS =

Z




f(x

(n)

; h(x

(n)

)) dx

1

: : : dx

n�1

;

Z

D

f � �

i

dS = �

Z




f(x

(n)

; d(x

(n)

)) dx

1

: : :dx

n�1

:

(Lebesgueovy integrály vpravo toti¾ zøejmì konvergují.) Platí tedy

(5.49)

Z

@G

f � �

i

dS =

Z




�

f(x

(n)

; h(x

(n)

))� f(x

(n)

; d(x

(n)

))

�

dx

1

: : : dx

n�1

:

Proto¾e funkce

@f

@x

n

je spojitá na kompaktní mno¾inì G, je na ní integrovatelná,

tak¾e podle Fubiniovy vìty máme

(5.50)

Z

G

@f(x)

@x

n

dx =

Z




 

Z

h(x

(n)

)

d(x

(n)

)

@f

@x

n

(x

(n)

; x

n

) dx

n

!

dx

1

: : :dx

n�1

:

Proto¾e podle Newton-Leibnizovy formule platí

Z

h(x

(n)

)

d(x

(n)

)

@f

@x

n

(x

(n)

; x

n

) dx

n

= f(x

(n)

; h(x

(n)

))� f(x

(n)

; d(x

(n)

));

ze vzorcù (5.49) a (5.50) dostáváme dokazovanou rovnost (5.48).

5.69 Poznámka. Z pøedchozího tvrzení ihned vyplývá platnost Gaussovy vìty

pro mno¾iny, které jsou i-speciální pro ka¾dé i = 1; : : : ; n. Tuto velmi speciální

vlastnost mají napøíklad otevøené intervaly a otevøené koule. Vìt¹inu þobvyklých

otevøených mno¾inÿ G pak lze pro ka¾dé i = 1; : : : ; n þrozlo¾itÿ na koneènì mnoho

i-speciálních mno¾in takovým zpùsobem, ¾e pokud na ka¾dou z nich pou¾ijeme
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Tok vektorového pole orientovanou plochou a Gaussova vìta 5.11

Obr. 5.27.

rovnost (5.48) a obdr¾ené rovnosti seèteme, dostaneme vzorec (5.48) pro G (viz

obr. 5.27, kde vlevo je znázornìn þrozkladÿ mezikru¾í G na 2-speciální mno¾iny

a napravo na 1-speciální mno¾iny). Pro takové mno¾iny G platí tedy i Gaussova

vìta. Tuto úvahu lze v obvyklých pøíkladech pøesnì provést, ovìøování pøedpokladù

obecné Gaussovy vìty je v¹ak nesrovnatelnì pohodlnìj¹í.

Nech» G � R

n

je omezená otevøená mno¾ina, pro kterou platí (5.39). Pak lze

Gaussovu vìtu pou¾ít k výpoètu �

n

(G) pomocí plo¹ného integrálu pøes @G.

Polo¾íme-li napøíklad f(x) := x

i

(1 � i � n), pak

@f

@x

i

= 1, tak¾e rovnost

(5.41) má tvar

(5.51) �

n

(G) =

Z

@G

x

i

�

i

(x) dS(x):

Pro vektorové pole v(x): =

x

n

zase platí div v(x) = 1, tak¾e vzorec (5.40) má

tvar

(5.52) �

n

(G) =

1

n

Z

@

�

G

�!

x d

��!

S(x) =

1

n

Z

@G

hx; �(x)i dS(x):

5.70 Pøíklad. Nech» G: = B(0; 1) je jednotková koule v R

n

. Je snadné ovìøit, ¾e

@G = @

�

G = fx: kxk = 1g

a �(x): = x je jednotková vnìj¹í normála ke G v bodì x 2 @G. Vzorec (5.52) má

tedy tvar

�

n

(B(0; 1)) =

1

n

Z

@G

hx; xi dS(x) =

1

n

�

n�1

(@ B(0; 1)) :

Dostali jsme jednoduchý vztah mezi objemem jednotkové koule a plo¹ným ob-

sahem jednotkové sféry v R

n

.

5.71 Pøíklad. (obsah smyèky Descartova listu) Spoètìme �

2

(G), kde G = f(x; y): x

3

<

2xy; x > 0; y > 0g. Zøejmì G je otevøená a G � M := f(x; y): x

3

� 2xy; x � 0; y � 0g.
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

Obr. 5.28.

Proto¾eM má se sjednocením os spoleèný pouze poèátek, platí @G = GnG � P [f(0; 0)g,

kde P = f(x; y): x

3

= 2xy; x > 0; y > 0g. Polo¾íme-li g(x; y) := x

3

+ y

3

� 2xy, snadno se

spoète, ¾e grad g(x; y) = (3x

2

�2y; 3y

2

�2x) 6= (0; 0) pro (x; y) 2 P , z èeho¾ snadno plyne

P � @

�

G. Jestli¾e pro (x; y) 2 P polo¾íme t =  (x; y) = y=x, snadno dostáváme, ¾e  je

bijekce P na (0;1) a pro ' :=  

�1

platí '(t) = (2t (1+ t

3

)

�1

; 2t

2

(1+ t

3

)

�1

); t 2 (0;1).

Proto¾e lim

t!0+

'(t) = (0; 0) a @G je uzavøená, vidíme, ¾e @G = P [f(0; 0)g. (Není tì¾ké

dokázat, ¾e (0; 0) =2 @

�

G, ale to nepotøebujeme.) Snadný výpoèet dává, ¾e '

0

(t) 6= 0; t > 0.

Proto¾e  = '

�1

je spojitá na P , je ' parametrizace jednoduché jednorozmìrné plo-

chy P . Platí '(1) = (1; 1), '

0

(1) = (�1; 1), w

'

(1) = �'

0

(1) = (1; 1), a proto¾e

grad g(1; 1) = (1; 1), vidíme, ¾e w

'

(1) smìøuje v bodì (1; 1) ven z G, tak¾e parametri-

zace ' plochy P (orientované vnìj¹í normálou) je kladná (srov. Poznámka 5.45). Platí

tedy

�

2

(G) = �

Z

P

y dx = �

Z

1

0

2t

2

1 + t

3

�

�

2t

1 + t

3

�

0

dt =

2

3

:

5.12 Køivkové integrály 1. a 2. druhu

Pojem køivky a cesty

Pojem køivky se v matematice pou¾ívá v nìkolika rùzných významech. Nejdùle¾itìj¹í tøi

z nich se pokusíme objasnit na názorném pøíkladu. Pøedstavme si, ¾e jsme na tabuli (R

2

)

nakreslili køivou èáru (která mù¾e þsama sebe protínatÿ). Køivkou se nìkdy rozumí:

(a) Výsledek na¹í èinnosti, tedy mno¾ina (køivá èára) K � R

2

, kterou jsme nakreslili.

(b) Pøesný popis na¹í èinnosti, tedy pøesný popis pohybu (cesty) hmotného bodu

(konce køídy) v èasovém intervalu [a; b]. Tento popis je dán zobrazením

': [a; b]! R

2

, kde '(t) je poloha hmotného bodu v èase t.

(c) Køivá èára K � R

2

a informace, þ jakým zpùsobemÿ jsme tuto èáru namalovali,

pøièem¾ nás nezajímá, kdy a jakou rychlostí jsme èáru malovali, ale pouze þsmìr,

kterým bod (konec køídy) probíhal mno¾inu Kÿ. Na obr. 5.28

jsou znázornìny pomocí ¹ipek dva rùzné zpùsoby probíhání té¾e mno¾iny K. For-

malizací této pøedstavy dostáváme tøetí význam pojmu køivky; nìkdy se hovoøí o

þorientované køivceÿ; srov. Poznámka 5.77.

5.72 De�nice.
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Køivkové integrály 1. a 2. druhu 5.12

(i) Cestou v R

n

rozumíme spojité zobrazení ': [a; b] ! R

n

, kde �1 < a <

b < 1. Obor hodnot '([a; b]) nazýváme geometrickým obrazem cesty a

oznaèujeme jej symbolem h'i.

(ii) Øekneme, ¾e cesta ': [a; b] ! R

n

je tøídy C

1

, má-li spojitou derivaci na

[a; b]. Podrobnìji øeèeno: pro ka¾dý bod t

0

2 [a; b] existuje limita

'

0

(t

0

) := lim

t!t

0

;t2[a;b]

'(t) � '(t

0

)

t� t

0

a vektorová funkce t 7! '

0

(t) je spojitá na

intervalu [a; b].

(iii) Øekneme, ¾e cesta ': [a; b] ! R

n

je skoro regulární, jestli¾e existuje dìlení

ft

0

= a < t

1

< � � � < t

k

= bg intervalu [a; b] takové, ¾e ' je tøídy C

1

na

ka¾dém intervalu [t

i�1

; t

i

], i = 1; : : : ; k (tj. ' �

[t

i�1

;t

i

]

je cesta tøídy C

1

) a

pro t 2 [a; b] n ft

0

; t

1

; : : : ; t

k

g platí '

0

(t) 6= 0.

(iv) Cesta ' se nazývá jednoduchá, je-li ' prostá; ' je uzavøená cesta, jestli¾e

'(a) = '(b). Je-li ' uzavøená a ' �

[a;b)

je prosté, øíkáme, ¾e ' je jednoduchá

uzavøená cesta.

5.73 Poznámka. Popisuje-li cesta ': [a; b]! R

3

pohyb hmotného bodu v R

3

a t 2 [a; b], pak '

0

(t)

má význam vektorové okam¾ité rychlosti bodu v èase t a k'

0

(t)k má význam velikosti rychlosti

(skalární rychlosti).

5.74 De�nice. Øekneme, ¾eK � R

n

je køivka (skoro regulární køivka, jednoduchá

køivka, uzavøená køivka, jednoduchá uzavøená køivka), jestli¾e existuje cesta (skoro

regulární cesta, : : : , jednoduchá uzavøená cesta) ': [a; b]! R

n

jejím¾ geometrickým

obrazem h'i je K. Jestli¾e h'i = K, øíkáme, ¾e ' je parametrizací køivky K.

Jednoduché køivce se øíká oblouk.

5.75 Poznámka.

(i) Podle Vìty 1.106 a Vìty 1.118 je ka¾dá køivka v R

n

kompaktní souvislá mno-

¾ina. Jak ukázal Peano, ètverec [0; 1]

2

je køivka; existuje cesta (þPeanova køivkaÿ)

': [0; 1]! R

2

, jejím¾ geometrickým obrazem je tento ètverec. Není tì¾ké dokázat,

¾e ka¾dá jednoduchá a také ka¾dá skoro regulární køivka v R

n

; n > 1; je øídká.

(ii) Terminologie kolísá; nìkdy se cestì øíká þkøivkaÿ a køivce þgeometrický obraz

køivkyÿ.

(iii) Z Vìty 1.106 vyplývá, ¾e mno¾ina K � R

n

je oblouk, právì kdy¾ je homeomorfní s

intervalem [0; 1]. Není obtí¾né dokázat, ¾e mno¾inaK � R

n

je jednoduchá uzavøená

køivka právì tehdy, kdy¾ je homeomorfní s jednotkovou kru¾nicí v R

2

.

(iv) Pojem skoro regulární køivky není bì¾ný. Skoro regulární cesta ' mù¾e mít v nì-

kterých bodech t nulovou derivaci; v bodech '(t) pak nemusí mít køivka h'i þpolo-

teènuÿ (srov. Pøíklad 5.76). Dùvod pro práci se skoro regulárními køivkami je ten,

¾e obvyklé parametrizace nìkterých klasických køivek (srov. Pøíklad 5.94) mají

v nìkterých bodech nulovou derivaci. Kdybychom pracovali s obvyklej¹ími þpo

èástech regulárnímiÿ køivkami, museli bychom zbyteènì mìnit parametrizaci.

5.76 Pøíklad. Nech» K � R

2

je graf funkce f(x) = x sin(ln x), x 2 (0; 1], f(0) = 0. Pak K

þzøejmìÿ nemá v bodì (0; 0) þpoloteènuÿ (tento pojem jsme nede�novali). Pøesto je K skoro
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

regulární køivka; je snadné ovìøit, ¾e její parametrizace '(t) := (t

2

; f(t

2

)), t 2 [0; 1] je skoro

regulární cesta.

5.77 Poznámka. (O þorientované køivceÿ) Øekneme, ¾e cesty ': [a; b] ! R

n

a  : [c; d] ! R

n

se li¹í nepodstatnì (a pí¹eme ' �  ), existuje-li spojitá rostoucí funkce ! zobrazující interval

[c; d] na [a; b] taková, ¾e  = ' � !. Je snadné ukázat, ¾e � je vztah ekvivalence; tøídy této

ekvivalence se nìkdy nazývají þorientovanými køivkamiÿ (nepodstatnì se li¹ící cesty tedy urèují

jednu orientovanou køivku). Tím je upøesnìn výklad (c) o tøetím pojetí pojmu køivky.

Køivkový integrál 1. druhu

Nech» ': [a; b] ! R

n

je cesta a f je reálná funkce na h'i. My¹lenka klasické de�nice

køivkového integrálu 1. druhu

R

'

f ds je tato:

Uva¾ujme dìlení D = ft

0

= a < t

1

< � � � < t

k

= bg intervalu [a; b], body �

i

2 [t

i�1

; t

i

]

a integrální souèet

(5.53)

k

X

i=1

f('(�

i

)) � (�s)

i

;

kde (�s)

i

je délka cesty ' �

[t

i�1

;t

i

]

. Limita, ke které se blí¾í integrální souèty (5.53), kdy¾

norma dìlení �(D) jde k nule, je pak

R

'

f ds.

Aby tato de�nice byla korektní, je tøeba nejprve de�novat pojem délky cesty a pøed-

pokládat, ¾e ' má koneènou délku. Je v¹ak mo¾no uvá¾it, ¾e pro dostateènì jemná dìlení

je asi (�s)

i

� k'(t

i

)� '(t

i�1

)k a

R

'

f ds de�novat jako limitu integrálních souètù

k

X

i=1

f('(�

i

)) � k'(t

i

)� '(t

i�1

)k:

Je-li navíc ' cesta tøídy C

1

, pro velmi jemná dìlení se zdá (a lze dokázat), ¾e k'(t

i

)�

'(t

i�1

)k � k'

0

(�

i

)k � (t

i

� t

i�1

), tak¾e se domníváme, ¾e

k

X

i=1

f('(�

i

)) � k'(t

i

)� '(t

i�1

)k �

k

X

i=1

f('(�

i

)) � k'

0

(�

i

)k � (t

i

� t

i�1

):

Jsme tedy vedeni k následující de�nici.

5.78 De�nice. Nech» ': [a; b]! R

n

je skoro regulární cesta a f je reálná funkce

de�novaná na nìjaké podmno¾inì R

n

. Pak de�nujeme køivkový integrál 1. druhu

R

'

f ds rovností

Z

'

f ds :=

Z

b

a

f('(t)) � k'

0

(t)k dt;

konverguje-li Lebesgueùv integrál napravo.

5.79 Poznámka. Nech» ': [a; b]! R

n

je skoro regulární cesta. Poznamenejme toto:

(i) Pro existenci

R

'

f ds je zøejmì nutné, aby hodnota f('(t)) byla de�novaná pro

�

1

-skoro v¹echna t 2 [a; b].

(ii) Je-li f spojitá reálná funkce na h'i, pak

R

'

f ds existuje. Jsou-li toti¾ ft

0

; : : : ; t

k

g

body z De�nice 5.72 (iii), pak konverguje ka¾dý z integrálù

R

t

i

t

i�1

f('(t))�k'

0

(t)k dt,
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Køivkové integrály 1. a 2. druhu 5.12

proto¾e vektorovou funkci '

0

(t) a tedy i funkci f('(t)) � k'

0

(t)k lze spojitì roz¹íøit

na [t

i�1

; t

i

], i = 1; : : : ; k.

(iii) Køivkový integrál

R

'

1 ds =

R

b

a

k'

0

(t)k dt nazýváme délkou cesty '. Lze ukázat,

¾e tato de�nice splývá s obvyklou (mnohem obecnìj¹í) de�nicí délky cesty pomocí

suprema délek þvepsaných lomených èarÿ.

Následující snadné tvrzení ukazuje vztah mezi køivkovým integrálem 1. druhu

a plo¹ným 1-rozmìrným integrálem 1. druhu pro pøípad prosté (a þtémìø prostéÿ)

skoro regulární cesty.

5.80 Tvrzení. Nech» ': [a; b] ! R

n

je skoro regulární cesta, pro kterou existuje

koneèná mno¾ina F � [a; b] taková, ¾e ' je prostá na [a; b] n F . Pak h'i 2 P

1

a pro

ka¾dou reálnou funkci f (de�novanou na podmno¾inì R

n

) platí

Z

'

f ds =

Z

h'i

f dS

1

;

má-li jedna strana rovnosti smysl.

Dùkaz. (Struèný.) Z pøedpokladù snadno vyplývá existence bodù t

0

= a < t

1

< � � � <

t

k

= b takových, ¾e ' �

[t

i�1

;t

i

]

je prostá cesta tøídy C

1

, '

0

(t) 6= 0 pro t 2 (t

i�1

; t

i

) a

mno¾iny P

i

:= '((t

i�1

; t

i

)); i = 1; : : : ; k jsou po dvou disjunktní. Podle Tvrzení 2.144 je

ka¾dá P

i

jednoduchá 1-plocha a podle (5.27) platí

Z

P

i

f dS

1

=

Z

t

i

t

i�1

f('(t)) � k'

0

(t)k dt;

konverguje-li jeden z integrálù. Proto¾e koneèná mno¾ina je nulová pro míru �

1

, je h'i 2 P

1

a

Z

h'i

f dS

1

=

k

X

i=1

Z

P

i

f dS

1

=

k

X

i=1

Z

t

i

t

i�1

f('(t)) � k'

0

(t)k dt =

=

Z

b

a

f('(t)) � k'

0

(t)k dt =

Z

'

f ds;

je-li jeden z pìti výrazù koneèný.

5.81 Dùsledek. Nech» '

1

, '

2

jsou skoro regulární cesty, které jsou buï jednoduché

nebo uzavøené jednoduché a h'

1

i = h'

2

i. Nech» f je funkce n promìnných. Pak

R

'

1

f ds =

R

'

2

f ds; má-li jedna strana rovnosti smysl.

Køivkový integrál 2. druhu

5.82 De�nice. Nech» ': [a; b] ! R

n

je skoro regulární cesta a F : h'i ! R

n

je

vektorové pole. Pak integrál (druhého druhu) vektorového pole F podél cesty '

de�nujeme rovností

Z

'

F d' :=

Z

b

a

hF ('(t)); '

0

(t)i dt;
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

Obr. 5.29.

pokud Lebesgueùv integrál napravo konverguje.

Køivkový integrál druhého druhu má dùle¾ité fyzikální interpretace, z nich¾

nejdùle¾itìj¹í je (pro n = 3) interpretace

R

'

F d' jako práce vykonaná silovým

polem F po cestì '.

Nech» ' a F jsou jako v De�nici 5.82 a navíc pøedpokládejme, ¾e vektorové pole F

je spojité. Nech» '(t) 2 R

3

má význam polohy hmotného bodu B v èase t 2 [a; b] a F

má význam silového pole. Na hmotný bod B tedy v èase t silové pole F pùsobí silou

F ('(t)). Ptáme se, jak velkou práci W vykoná pøi tomto pohybu bodu B silové pole F .

K heuristickému odvození uva¾ujme velmi krátký èasový interval [t

1

; t

2

] � [a; b] délky

�t = t

2

� t

1

, na kterém je ' tøídy C

1

(viz obr. 5.29).

Spojitá vektorová funkce F ('(t)) se na [t

1

; t

2

] témìø nemìní, tak¾e ji nahradíme kon-

stantní silou F ('(t

1

)). Dále pohyb bodu v èasovém intervalu [t

1

; t

2

] þnerozeznámeÿ od

rovnomìrného pøímoèarého pohybu, za který mù¾eme vzít napøíklad pohyb (popsaný ces-

tou  (t) = '(t

1

)+(t� t

1

)'

0

(t

1

); t 2 [t

1

; t

2

]), pøi kterém je bod v èase t

1

v bodì '(t

1

) a v

èasovém intervalu [t

1

; t

2

] se pohybuje rychlostí '

0

(t

1

). Práce, kterou vykoná síla F ('(t

1

))

pøi tomto rovnomìrném pøímoèarém pohybu, je podle støedo¹kolské fyziky rovna

kF ('(t

1

))k � k'

0

(t

1

) ��tk � cos� = �t � hF ('(t

1

)); '

0

(t

1

)i;

kde � 2 [0; �] je úhel sevøený vektory F ('(t

1

)) a '

0

(t

1

). Domníváme se proto, ¾e pro práci

�W vykonanou silovým polem F v èasovém intervalu [t

1

; t

2

] platí þpøibli¾ná rovnostÿ

�W � �t � hF ('(t

1

)); '

0

(t

1

)i. Je-li tedy a = t

0

< t

1

< � � � < t

k

= b velmi jemné dìlení

intervalu [a; b] takové, ¾e ' je na ka¾dém [t

i�1

; t

i

] tøídy C

1

, domníváme se, ¾e

W �

k

X

i=1

(t

i

� t

i�1

) � hF ('(t

i�1

)); '

0

(t

i�1

)i;

tak¾e je pøirozené pøedpokládat, ¾e W =

R

'

F d'.

5.83 Poznámka. Aproximujeme-li pohyb v intervalu [t

1

; t

2

] rovnomìrným pøímoèarým pohybem,

pøi kterém je bod v èase t

1

v bodì '(t

1

) a v èase t

2

v bodì '(t

2

), a silové pole konstantní silou

F ('(�)), kde � 2 [t

1

; t

2

] (srov. obr. 5.29), dostáváme

�W � hF ('(�)); '(t

2

)� '(t

1

)i

a (pro dìlení jako vý¹e a body �

i

2 [t

i�1

; t

i

])

(5.54) W �

k

X

i=1

hF ('(�

i

); '(t

i

)� '(t

i�1

)i:
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Køivkové integrály 1. a 2. druhu 5.12

Práce W by tedy mìla být limitou souètù z (5.54). Takto, tj. jako Stieltjesùv integrál se

R

'

F d'

de�nuje (srov. [Kr]) pro pøípad obecnìj¹ích cest. Této de�nici také zøejmým zpùsobem odpovídá

znaèení integrálu. Pro pøípad spojitého F a skoro regulární ' obì de�nice splývají, tak¾e jsme

zvolili tu elementárnìj¹í.

5.84 Poznámka. Je-li vektorové pole F spojité na h'i, snadno vidíme (srov.

Poznámka 5.79(ii)), ¾e integrál

R

'

F d' existuje.

Nyní budeme vy¹etøovat vztah mezi køivkovým integrálem 2. druhu a plo¹ným

1-rozmìrným integrálem 2. druhu pro pøípad jednoduché a jednoduché uzavøené

cesty v R

n

; tedy vztah mezi þpracíÿ a þtokemÿ. Napøed zavedeme nìkterá oznaèení.

5.85 De�nice. Nech» ': [a; b]! R

n

je skoro regulární cesta, která je jednoduchá

nebo jednoduchá uzavøená. Pak polo¾íme

D

'

�

:= fx 2 (a; b): '

0

(x) 6= 0g; '

�

: = ' �

D

'

�

; H

'

�

: = '(D

'

�

).

Jsou tedy D

'

�

a H

'

�

po øadì de�nièní obor a obor hodnot zobrazení '

�

. Je

snadno vidìt, ¾e [a; b] n D

'

�

je koneèná mno¾ina,'

�

2 C

1

(D

'

�

) a'

0

�

(x) 6= 0; x 2

D

'

�

. Proto¾e ' je jednoduchá nebo jednoduchá uzavøená, platí

H

'

�

\ '(@D

'

�

) = H

'

�

\ '([a; b] nD

'

�

) = ;;

tak¾e podle Tvrzení 2.144 je '

�

homeomor�smus. Je tedy '

�

regulární homeomor-

�smus a H

'

�

je jednoduchá 1-plocha.

5.86 Poznámka. Jednoduchá 1-plocha H

'

�

není jednoznaènì urèena køivkou h'i. Je-li napøíklad

'

1

(t) = (t

3

; 0); '

2

(t) = (t; 0), t 2 [�1; 1], pak h'

1

i = h'

2

i, ale H

'

1

�

= H

'

2

�

n f(0; 0)g.

5.87 Tvrzení. Nech» ': [a; b] ! R

2

je skoro regulární cesta, která je jednoduchá

nebo jednoduchá uzavøená. Na jednoduché 1-plo¹e H

'

�

uva¾ujme orientaci urèenou

parametrizací '

�

. Nech» F je spojité vektorové pole na h'i. Polo¾íme-li

�:= �(F ) = (F

2

;�F

1

),

pak platí

(5.55)

Z

'

F d' =

Z

H

'

�

�!

� d

�!

S :

Dùkaz. Podle De�nice 5.82 platí

Z

'

F d' :=

Z

b

a

hF ('(t)); '

0

(t)i dt

a podle Tvrzení 5.54

Z

H

'

�

�!

� d

�!

S =

Z

D

'

�

h�('

�

(t)); w

'

�

(t)i dt:
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

Proto¾e pro t 2 D

'

�

podle Poznámky 5.34 platí

h�('

�

(t)); w

'

�

(t)i = h� (F ('

�

(t))) ;� ('

0

�

(t))i = hF ('

�

(t)); '

0

�

(t)i

a [a; b] nD

'

�

je koneèná mno¾ina, dostáváme (5.55).

Pod pojmem þkøivkový integrál 2. druhuÿ se èasto rozumí integrál z diferenciální

formy pøes cestu.

Budeme uva¾ovat diferenciální formy na otevøené mno¾inì 
 � R

n

, které jsou

tvaru

(5.56) f

1

dx

1

+ � � �+ f

n

dx

n

;

kde f

1

; : : : ; f

n

jsou spojité reálné funkce na 
.

Je-li ' skoro regulární cesta v 
 (tj. h'i � 
), pak klademe

(5.57)

Z

'

f

1

dx

1

+ � � �+ f

n

dx

n

:=

Z

'

f d';

kde f := (f

1

; : : : ; f

n

).

Diferenciální formu (5.56) zde opìt chápeme pouze jako þformální výrazÿ. Po-

kud f

j

= 0 na 
, pak èlen f

j

dx

j

ve výrazu (5.56) nepí¹eme. Podle této úmluvy

výrazem f

i

dx

i

(1 � i � n) tedy rozumíme diferenciální formu (5.56), ve které

f

j

= 0 na 
 pro j 6= i.

Je-li tedy g spojitá funkce na 
, platí podle této úmluvy a De�nice 5.82

(5.58)

Z

'

g dx

i

=

Z

b

a

g(t) � '

0

i

(t) dt:

5.88 Poznámka. Nech» ' a '

�

jsou jako v Tvrzení 5.87 a f je spojitá funkce na

otevøené mno¾inì 
 � R

2

, která obsahuje h'i. Pak z (5.55) a (5.47) vyplývá, ¾e

Z

'

f dx

1

=

Z

H

'

�

f dx

1

;

Z

'

f dx

2

=

Z

H

'

�

f dx

2

;

tak¾e integrál z diferenciální formy pøes cestu a pøíslu¹nou 1-rozmìrnou orientovanou

plochu se rovnají.
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Greenova vìta 5.13

5.13 Greenova vìta

Klasická formulace Greenovy vìty je zalo¾ena na dosti hlubokých poznatcích o topologii

roviny. Proto zaèneme nepøesným heuristickým výkladem:

Pro þnepøíli¹ slo¾itéÿ jednoduché uzavøené køivky K � R

2

, které þumíme nakreslit

jedním tahemÿ se zdá být zøejmé, ¾e:

(i) Køivka K rozdìluje rovinu na dvì souvislé otevøené mno¾iny, þvnitøníÿ a þvnìj¹íÿ.

(ii) Jestli¾e ' je jednoduchá uzavøená cesta a h'i = K, pak jsou jen dvì mo¾nosti: cesta

' je kladnì orientovaná (tj. probíhá køivku K v kladném smyslu; proti smìru ho-

dinových ruèièek) nebo je zápornì orientovaná (tj. probíhá K v záporném smyslu;

po smìru hodinových ruèièek).

Tvrzení (i) platí i pro zcela obecnou jednoduchou uzavøenou køivku K; to øíká slavná

Jordanova vìta:

5.89 Vìta. (Jordanova) Nech» K � R

2

je jednoduchá uzavøená køivka. Pak

otevøená mno¾ina R

2

nK má dvì komponenty, z nich¾ jedna (které øíkáme vnitøek

køivky K a znaèíme ji IntK) je omezená a druhá (které øíkáme vnìj¹ek køivky K

a znaèíme ji ExtK) neomezená. Pøitom platí @(IntK) = @(ExtK) = K.

Poznamenejme, ¾e platnost Jordanovy vìty není vùbec samozøejmá; pøipou¹tíme toti¾ i takové

køivky, které nemají teènu v ¾ádném bodì, tak¾e se jistì vymykají na¹í geometrické intuici. Pøesný

dùkaz Jordanovy vìty (viz napø. [Èer]) je obtí¾ný. (Ani v pøípadì, ¾e K je skoro regulární, není

dùkaz snadný.)

Také tvrzení (ii) lze pøesnì formulovat a dokázat pro zcela obecné jednoduché uzavøené køivky

K a cesty ', ale ji¾ jen pøesná de�nice kladnì (zápornì) orientované jednoduché uzavøené cesty

' vy¾aduje nesnadné pøedbì¾né úvahy (srov. [Kr], [Èer]). Je-li v¹ak cesta ' skoro regulární, lze

tyto pojmy ekvivalentnì de�novat podstatnì elementárnìji na základì pøedstavy, ¾e þjdeme-li po

h'i v kladném smyslu, je Inth'i po na¹í levé ruceÿ(srov. obr. 5.30 vlevo). Platí toti¾ tvrzení: zzz

5.90 Tvrzení. Nech» ': [a; b]! R

2

je jednoduchá uzavøená skoro regulární cesta

a G := Inth'i. Pak platí právì jedno z následujících tvrzení:

(K) Je-li t 2 (a; b) a existuje '

0

(t) 6= 0, pak vektorový souèin �('

0

(t)) míøí v

bodì '(t) ven z G.

(Z) Je-li t 2 (a; b) a existuje '

0

(t) 6= 0, pak vektorový souèin �('

0

(t)) míøí v

bodì '(t) do G.

Øekneme, ¾e cesta ' je kladnì (resp. zápornì) orientovaná, platí-li (K) (resp.

(Z)).

Na základì Vìty 5.89 a Tvrzení 5.90 ji¾ mù¾eme Greenovu vìtu formulovat:

5.91 Vìta. Nech» ' je jednoduchá uzavøená skoro regulární cesta v R

2

. Nech»

F = (F

1

; F

2

) je vektorové pole, které je tøídy C

1

na nìjaké otevøené mno¾inì
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

obsahující Int'. Pak

(5.59)

Z

'

F = �

Z

Int'

�

@F

2

@x

1

�

@F

1

@x

2

�

dx:

Pøitom znaménko + (resp. �) se bere, je-li ' kladnì (resp. zápornì) orientovaná.

Tato vìta je snadným dùsledkem Gaussovy vìty. Chceme-li se ale obejít bez

Vìty 5.89 a Tvrzení 5.90, musíme pøedpoklady vìty formulovat jinak:

5.92 Vìta. Nech» ' je jednoduchá uzavøená skoro regulární cesta v R

2

a G �

R

n

je taková otevøená omezená mno¾ina, ¾e h'i = @G a platí jedna z podmínek

(K), (Z) (z Tvrzení 5.90). Nech» F = (F

1

; F

2

) je vektorové pole, které je tøídy C

1

na nìjaké otevøené mno¾inì obsahující G. Pak

(5.60)

Z

'

F = �

Z

G

�

@F

2

@x

1

�

@F

1

@x

2

�

dx:

Pøitom znaménko + (resp. �) se bere, platí-li podmínka (K) (resp. (Z)).

Dùkaz. Nech» '

�

a H

'

�

jsou jako v De�nici 5.85. Pøedpokládejme, ¾e platí (K).

Nejdøíve doká¾eme, ¾e H

'

�

� @

�

G Proto¾e h'i n H

'

�

= @G n H

'

�

je koneèná

mno¾ina, pro ka¾dý bod x 2 H

'

�

existuje jeho otevøené okolí U , pro které U \

@G = U \H

'

�

. Proto¾e H

'

�

je jednoduchá 1-plocha, je také U \H

'

�

jednoduchá

1-plocha. Podmínka (ii) z De�nice 5.47 je také splnìna: Je-li x = '

�

(t) 2 H

'

�

a U

je jeho okolí, pak mno¾ina U nG je neprázdná, proto¾e obsahuje v¹echny body tvaru

x+ hw

'

�

(t) pro dostateènì malá h > 0. Z podmínky (K) vyplývá, ¾e '

�

je kladná

parametrizace jednoduché 1-plochy H

'

�

, kterou orientujeme vnìj¹í normálou.

Proto¾e mno¾iny @Gn@

�

G, @

�

GnH

'

�

jsou koneèné (a tudí¾ �

1

-nulové), mù¾eme

pou¾ít Gaussovu vìtu pro vektorové pole

�:= �(F ) = (F

2

;�F

1

)

a dostáváme

Z

H

'

�

�!

� d

�!

S =

Z

@

�

G

�!

� d

�!

S =

Z

G

div � dx =

Z

G

�

@F

2

@x

1

�

@F

1

@x

2

�

dx:

Proto¾e podle (5.55) platí

Z

H

'

�

�!

� d

�!

S =

Z

'

F d';

je dùkaz proveden. Platí-li podmínka (Z), je dùkaz analogický.

Vìtu 5.91 zøejmì dostáváme jako okam¾itý dùsledkem Vìty 5.92 (pou¾ijeme-li

ov¹em také Vìtu 5.89 a Tvrzení 5.90).
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Greenova vìta 5.13

Obr. 5.30.

Vìta 5.91 (kterou jsme v¹ak plnì nedokázali) je zøejmì výhodnìj¹í v konkrétních

aplikacích, proto¾e se podstatnì snadnìji ovìøují její pøedpoklady (srov. Pøíklad

5.94).

Za pou¾ití symboliky diferenciálních forem (viz (5.57)) mù¾eme vzorec (5.60)

zapsat ve tvaru

(5.61)

Z

'

F

1

dx

1

+ F

2

dx

2

= �

Z

G

�

@F

2

@x

1

�

@F

1

@x

2

�

dx:

U¾ijeme-li tento vzorec pro vektorová pole F := (f; 0) a

~

F := (0; f) (kde f je funkce

tøídy C

1

na nìjaké otevøené mno¾inì obsahující G), dostáváme rovnosti

(5.62)

Z

'

f dx

1

= �

Z

G

�

�

@f

@x

2

�

dx;

Z

'

f dx

2

= �

Z

G

@f

@x

1

dx:

(Tyto rovnosti odpovídají vzorcùm (5.46) a nejlépe se pamatují pomocí Poznámky

5.66.)

Pro funkce f(x

1

; x

2

) = x

2

a f(x

1

; x

2

) = x

1

dostáváme klasické vzorce

(5.63) ��

2

(G) = �

Z

'

x

2

dx

1

Z

'

x

1

dx

2

==

1

2

Z

'

x

1

dx

2

� x

2

dx

1

:

5.93 Poznámka. Pøi ovìøování pøedpokladù Vìty 5.92 musíme nejen dokázat rovnost h'i = @G,

ale také podmínku (K) (resp. (Z)). Místo pøímého ovìøování podmínky (K) mù¾eme ale postupovat

také tak, ¾e nejprve ovìøíme podmínku

(R) H

'

�

\ int(G) = ;:

Pak (jako v dùkazu Vìty 5.92) dostáváme, ¾e H

'

�

� @

�

G, tak¾e podmínku (K) (resp. (Z)) lze

formulovat takto:

'

�

je kladná (resp. záporná) parametrizace 1-plochy H

'

�

, (kterou uva¾ujeme orientovanou vnìj¹í

normálou).

K ovìøení této podmínky staèí napsatD

'

�

jako disjunktní sjednocení otevøených intervalù I

1

; : : : ; I

s

(co¾ jistì lze) a dokázat podmínku
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

(K

�

) (resp. (Z

�

)) Existují body t

k

2 I

k

a vektory v

k

2 R

2

; i = 1; : : : ; s takové, ¾e v

k

míøí

v bodì '(t

k

) ven z G (resp. do G) a hv

k

; w

'

(t

k

)i > 0:

Místo (K) tedy staèí ovìøit (A) a (K

�

), co¾ mù¾e být ve slo¾itìj¹ích pøípadech o dost snaz¹í.

5.94 Pøíklad. (Steinerova hypocykloida) Uva¾ujme cestu

'(t): = (2 cos t+ cos 2t; 2 sin t� sin 2t); t 2 [0; 2�];

a poèítejme obsah mno¾iny ohranièené køivkou h'i.

a) Okam¾itì je vidìt, ¾e ' je uzavøená cesta tøídy C

1

a snadný výpoèet dává, ¾e ' je skoro

regulární ('

0

(t) = 0 právì pro t = 0; 2�=3; 4�=3; 2�). Uka¾me, ¾e ' = ('

1

; '

2

) je jednoduchá

uzavøená:

Ztoto¾níme-li R

2

a C , lze psát '(t) = 2e

it

+ e

�2it

. Pøedpokládejme, ¾e t

1

; t

2

2 [0; 2�), t

1

6= t

2

a '(t

1

) = '(t

2

). Polo¾íme-li v := e

it

1

; w := e

it

2

, dostáváme

2v +

1

v

2

= 2w ++

1

w

2

;

v +w

v

2

w

2

= 2;

tak¾e jv + wj = 2, co¾ zøejmì dává spor.

b) Podle klasické formy Greenovy vìty (Vìta 5.91) pou¾ité na vektorové pole F (x

1

; x

2

) =

(0; x

1

) dostáváme

�

2

(Int ') =

Z

Int'

�

@F

2

@x

1

�

@F

1

@x

2

�

dx = �

Z

'

F d' =

Z

2�

0

'

0

1

(t)'

0

2

(t) = �2�:

Tento výpoèet okam¾itì dává, ¾e ' je kladnì orientovaná a �

2

(Int') = 2�, proto¾e apriori víme,

¾e �

2

(Int') > 0.

c) Køivka h'i (tzv. Steinerova hypocykloida) je zobrazena na obr. 5.30 vpravo. (Geometrický

názor jsme zatím ale vùbec nepou¾ili.) Uveïme dvì interpretace této køivky:

(1) Bod H := (0; 0) je hvìzda. Planeta P se pohybuje jednotkovou úhlovou rychlostí kolem

H po kru¾nici s polomìrem 2 v kladném smyslu, pøièem¾ v èase 0 je v bodì (2; 0). Mìsíc M se

pohybuje kolem P úhlovou rychlostí 2 po kru¾nici s polomìrem 1 v záporném smyslu, pøièem¾ v

èase 0 je v bodì (3; 0). Pak mìsíc M se pohybuje po køivce h'i. (Pohyb popsaný cestou ' vzniká

slo¾ením dvou kruhových pohybù popsaných cestami 2(cos t; sin t) a (cos 2t;� sin 2t).)

(2) Název þhypocykloidaÿ odpovídá následující interpretaci: Uva¾ujme kru¾nici k o polomìru

1, která má v èase 0 støed v bodì (0; 2) a její bod B (který je v èase 0 v bodì (0; 3). Nech» K

je kru¾nice o støedu (0; 0) a polomìru 3. Kutálí-li se nyní kru¾nice k po kru¾nici K (je jedno, v

jakém smyslu), opí¹e bod B køivku h'i.

Nakonec je¹tì poznamenejme, ¾e

G = Int' = f(x; y): (x

2

+ y

2

)

2

+ 8x(3y

2

� x

2

) + 18(x

2

+ y

2

)� 27 < 0g:

d) Ovìøit pøedpoklady Vìty 5.92 není vùbec snadné.

5.95 Pøíklad. Nech» G � R

2

je mno¾ina omezená køivkou h'i, kde '(t) = (t� sin t; 1�cos t); t 2

[0; 2�] (èástí cykloidy) a osu x. Pøedstavme si G jako hmotnou dvourozmìrnou desku s plo¹nou

hustotou 1 a poèítejme její tì¾i¹tì. (Srov. Dodatek 6.6; zde je � = C

G

��

2

.) Pro souøadnice x

t

, y

t

tì¾i¹tì tedy platí

x

t

= (1=�

2

(G))

Z

G

x dxdy; y

t

= (1=�

2

(G))

Z

G

y dxdy:

Ze symetrie cykloidy podle pøímky x = � lze usoudit, ¾e x

t

= � (a lze to snadno potvrdit

výpoètem). Spoèítejme y

t

pomocí Greenovy vìty. Zde (na rozdíl od pøedchozího pøíkladu) nedá

pøíli¹ práce pøesnì ovìøit pøedpoklady Vìty 5.92. proto¾e '

1

je rostoucí na [0; 2�], snadno vidíme,

¾e h'i je graf spojité funkce g := '

2

� ('

1

)

�1

, která je kladná na (0; 2�). Snadno je tedy vidìt,

¾e G = f(x; y): x 2 (0; 2�); 0 < y < g(x)g je otevøená mno¾ina. Dode�nujeme-li ' na (2�; 4�]

pøedpisem '(t) = (4��t; 0], snadno se ovìøí rovnost @G = h'i. Dále platí podmínka (Z) (k ovìøení
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O Stokesovì vìtì 5.14

je mo¾no pou¾ít Poznámku 5.93; snadno vidíme, ¾e v bodech '((0; �)) míøí do G vektor �e

2

a v

bodech '((�; 2�)) vektor e

2

). Mù¾eme tedy podle (5.63) a (5.62) poèítat

�

2

(G) =

Z

'

y dx =

Z

2�

0

(1 � cos t)

2

dt = 3�,

Z

G

y dxdy =

Z

'

1

2

y

2

dx =

1

2

Z

2�

0

(1 � cos t)

3

dt =

5�

2

:

Dostáváme y

t

= 5=6.

5.96 Poznámka.

(i) Greenova vìta se nìkdy formuluje také pro souvislé omezené otevøené mno-

¾iny G � R

2

, jejich¾ hranice je koneèným sjednocením jednoduchých uzavøe-

ných køivek. Pøesná formulace pøedpokladù pak opìt závisí na tom, u¾íváme-

li Vìtu 5.89, Tvrzení 5.90 (a jejich zobecnìní) nebo ne. V jednoduchých kon-

krétních pøíkladech mù¾eme pro takové mno¾iny u¾ít Gaussovu vìty místo

Greenovy vìty.

(i) Zhruba lze øíci, ¾e Gaussova vìta v R

2

þekvivalentníÿGreenovì vìtì. Není to

v¹ak zcela pravda. V Pøíkladu 5.94 bychom v¹ak pøi výpoètu podle Gaus-

sovy vìty mìli problémy s pøesným ovìøením pøedpokladù. V Pøíkladu 5.71

bychom zase museli mìnit nejpøirozenìj¹í parametrizaci ' regulární hranice

(proto¾e ' je de�novaná na (0;1), tak¾e nelze roz¹íøit na uzavøenou cestu).

5.14 O Stokesovì vìtì

Název oddílu odpovídá tomu, ¾e v nìm podáme jen úvodní nesystematické infor-

mace o Stokesovì vìtì a o jejím elegantním a dùle¾itém zobecnìní { obecné Stoke-

sovì vìtì. K formulaci klasické Stokesovy vìty potøebujeme pojem rotace vektoro-

vého pole.

5.97 De�nice. Nech» F = (F

1

; F

2

; F

3

) je vektorové pole tøídy C

1

na otevøené

mno¾inì G � R

3

. Pak klademe

rotF (x) =

�

@F

3

@x

2

�

@F

2

@x

3

;

@F

1

@x

3

�

@F

3

@x

1

;

@F

2

@x

1

�

@F

1

@x

2

�

; x 2 G:

5.98 Poznámka. Je zøejmé, ¾e rotF je spojité vektorové pole na G. Místo rotace se nìkdy øíká

þvírÿ; pak se pí¹e curlF místo rotF . (Pokud F (x) má smysl rychlosti proudící tekutiny v bodì

x, vektor rotF dává odpovìï na otázku, zda v bodì x je þvírÿ, a jaké má tento vír vlastnosti.)

5.99 Vìta. (klasická Stokesova vìta) Nech» ': [a; b] ! R

2

je skoro regulární

jednoduchá uzavøená cesta, která je kladnì orientovaná. Polo¾me G: = Int'. Nech»
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

Obr. 5.31.

	 je regulární difeomor�smus z R

2

do R

3

, který je de�nován na otevøené mno¾inì

obsahující G. Polo¾me

'

�

:= 	 � ', P := 	(G)

a na 2-plo¹e P uva¾ujme orientaci urèenou parametrizací 	 �

G

.

Nech» dále F je vektorové pole, které je tøídy C

1

na nìjaké otevøené mno¾inì

obsahující P . Pak

(5.64)

Z

'

�

F d'

�

=

Z

P

���!

rotF d

�!

S :

V této situaci je pøirozené nazývat køivku h'

�

i (orientovanou parametrizací '

�

) þokrajemÿ

plochy P . Na obr. 5.31 þje vidìtÿ, ¾e køivka h'

�

i je þkladnì orientovaná vzhledem k orientované

plo¹eÿ P . To se nìkdy populárnì vysvìtluje takto: pokud R

3

ztoto¾níme s þna¹ím fyzikálním

prostorem tak, ¾e pøirozená orientace R

3

splývá s pravotoèivou orientací fyzikálního prostoru

(srov. Dodatek 6.2) a jdeme-li po h'

�

i ve smìru daném parametrizací '

�

tak, ¾e smìr od nohou

k hlavì odpovídá smìru normálového pole orientujícího P , pak plocha P je po na¹í levé ruce. Pro

pøesnou de�nici okraje plochy ve velmi obecných situacích viz [ÈM], [LM], [Kow], [KST]).

V pøípadì, ¾e 	 je tøídy C

2

, není obtí¾né Vìtu 5.99 (pomocí pøímoèarých, ale

trochu nepøehledných výpoètù) dokázat pomocí Greenovy vìty (viz [Ko; Vìta 15.8.]

nebo [KST; Vìta 1.9.]).

Zobecnìním klasické Stokesovy vìty je elegantní a dùle¾itá obecná Stokesova

vìta, která hovoøí o integraci diferenciálních forem (viz. [Kow], [LM], [KST]).

Následující nesystematické poznámky o diferenciálních formách nám pouze umo¾ní

vyslovit (bez dùkazu) jistou formu obecné Stokesovy vìty a naznaèit, jak z ní plyne

klasická Stokesova vìta.

Zaènìme heuristickou poznámkou o názorném geometrickém smyslu integrálu z

diferenciální formy (o kterém se v moderních uèebnicích ne v¾dy hovoøí).

Pùjde o zobecnìní Poznámku 5.65
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O Stokesovì vìtì 5.14

Ji¾ døíve (De�nice 5.62) jsme de�novali integrál diferenciální formy tvaru

! = f(x) dx

1

^ � � � ^ dx

i�1

^ dx

i+1

^ � � � ^ dx

n

(kterou jsme zapisovali bez symbolù ^) pøes orientovanou (n � 1)-plochu a v Po-

známce 5.65 jsme se zmínili o názorné geometrické interpretaci tohoto integrálu.

Nyní budeme uva¾ovat 1 � k < n a diferenciální formu (kterou zatím chápeme

jako formální výraz)

! = f(x) ddx

i

1

^ � � � ^ dx

i

k

sk (kde 1 �< i

1

< � � � < i

k

� n a f je reálná funkce na otevøené mno¾inì G �

R

n

). Polo¾me si otázku, jak de�novat

R

P

!, jestli¾e P � G je orientovaná k-plocha

(srov. Dodatek 6.2). Pro jednoduchost uva¾ujme pøípad, kdy P je jednoduchá k-

plocha orientovaná parametrizací ':D ! P (D � R

k

). (Pro ka¾dé t 2 D je tedy

(

@'

@t

1

(t); : : : ;

@'

@t

k

(t)) kladná báze teèného prostoru T

'(t)

(P ).)

Názorný geometrický smysl integrálu

R

P

! je zcela analogický pøípadu k = n�1

(srov. Poznámka 5.65):

Uva¾ujme projekci �: (x

1

; : : : ; x

n

) 7! (x

i

1

; : : : ; x

i

k

). Rozlo¾me P na koneènì

(nebo spoèetnì) mnoho borelovských mno¾in P

1

; P

2

; : : : s velmi malým diametrem

a v ka¾dé z nich zvolme bod �

j

2 P

j

. Pak

R

P

! je limitou þintegrálních souètùÿ

X

j

f(�

j

) � (��

k

(�(P

j

))),

kde znaménko + se bere, pokud zobrazení � �

P

j

þzachovává orientaciÿ. Oznaème

D

j

:= '

�1

(P

j

), �

j

:= '

�1

(�

j

) a  := � � ' = ('

i

1

; : : : ; '

i

k

). Pak �(P

j

) =  (D

j

),

tak¾e lze oèekávat, ¾e

�

k

(�(P

j

)) = �

k

( (D

j

)) � jJ

 

(�

j

)j � �

k

(D

j

) =

�

�

�

�

D('

i

1

; : : : ; '

i

k

)

D(t

1

; : : : ; t

k

)

(�

j

)

�

�

�

�

� �

k

(D

j

)

Pøitom lze oèekávat, ¾e znaménko + bereme, pokud zú¾ení � na T

�

j

zachovává

orientaci, tj. pokud

�

�

�

@'

@t

1

(�

j

)

�

; : : : ; �

�

@'

@t

k

(�

j

)

��

je kladná báze prostoru R

k

. To

v¹ak platí právì tehdy, kdy¾

D('

i

1

;:::;'

i

k

)

D(t

1

;:::;t

k

)

(�

j

) > 0. Proto lze oèekávat, ¾e

Z

P

! �

X

j

f(�

j

) � (��

k

(�(P

j

))) �

X

j

f('(�

i

))

D('

i

1

; : : : ; '

i

k

)

D(t

1

; : : : ; t

k

)

(�

j

) � �

k

(D

j

):

Je tedy pøirozené de�novat

(5.65ikfdef)

Z

P

f(x) ddx

i

1

^ � � � ^ dx

i

k

:=

Z

D

f('(t)) �

D('

i

1

; : : : ; '

i

k

)

D(t

1

; : : : ; t

k

)

(t) dt;

konverguje-li Lebesgueùv integrál napravo.

Jde o pøímé zobecnìní vzorce (5.45). Tato skuteènost a vý¹e provedené heuris-

tické úvahy napovídají (a není tì¾ké to pøesnì dokázat), ¾e de�nice je korektní, tj.

nezávisí na výbìru kladné orientace ' orientované jednoduché k-plochy P .
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

Libovolnou diferenciální formu øádu 1 � k � n na otevøené mno¾inì G � R

n

lze psát právì jedním zpùsobem v kanonickém tvaru

(5.66) ! =

X

1�i

1

<i

2

<���<i

k

�n

a

i

1

;:::;i

k

(x) dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

k

;

kde a

i

1

;:::;i

k

(x) jsou funkce na G. Jsou-li tyto funkce tøídy C

p

(0 � p � 1) na G,

øíkáme, ¾e ! je tøídy C

p

na G. Formy tvaru (5.66) se sèítají a násobí reálným èíslem

pøirozeným zpùsobem a klademe

Z

P

! :=

X

1�i

1

<i

2

<���<i

k

�n

Z

P

a

i

1

;:::;i

k

(x) dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

k

:

Je v¹ak nutno uva¾ovat diferenciální formy zapsané i v jiných tvarech, napøíklad

ve tvaru

! = f(x) dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

k

;

sk

kde nyní 1 �< i

1

� n; : : : ; 1 � i

k

� n jsou nyní zcela libovolné indexy. Integrál

i takové diferenciální formy de�nujeme rovností ((?)). V pøípadì, ¾e v zápisu !

þjsou dva stejné diferenciályÿ, tj. i

r

= i

s

pro nìkterou dvojici 1 � r < s � k, je

D('

i

1

;:::;'

i

k

)

D(t

1

;:::;t

k

)

(t) = 0 na D, tak¾e

R

P

! = 0 pro ka¾dou orientovanou jednoduchou

k-plochu P � G. Je proto pøirozené ! pova¾ovat za nulovou diferenciální formu.

Jsou-li dále i

1

; : : : ; i

k

indexy z f1; : : : ; ng a pro indexy j

1

; : : : ; j

k

platí j

k

=

i

�(k)

, kde �: f1; : : : ; kg ! f1; : : : ; kg je permutace, pak podle známých vlastností

determinantù na G platí

D('

i

1

; : : : ; '

i

k

)

D(t

1

; : : : ; t

k

)

= (�1)

sgn(�)

D('

j

1

; : : : ; '

j

k

)

D(t

1

; : : : ; t

k

)

:

Platí tedy (pro libovolnou funkci f na G a libovolnou P )

(5.67)

Z

P

f(x) � dx

j

1

^ � � � ^ dx

j

k

= (�1)

sgn(�)

Z

P

f(x) � dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

k

;

jakmile má jedna strana rovnosti smysl. Proto je pøirozené postulovat rovnost

f(x) � dx

j

1

^ � � � ^ dx

j

k

= (�1)

sgn(�)

f(x) � dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

k

:

Je tedy zøejmé, jak se libovolná diferenciální forma tvaru ! = f(x) dx

i

1

^ � � � ^

dx

i

k

pøevede na kanonický tvar (napøíklad f(x) � dx

1

^ dx

2

= �f(x) � dx

2

^ dx

1

).

K formulaci jakékoliv verze obecné Stokesovy vìty je nutno je¹tì de�novat

(þvnìj¹íÿ) diferenciál k-formy tøídy C

1

. Pro pøípad k-formy tøídy C

1

na G, její¾

þkanonickýÿ tvar je

! = f(x) dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

k

je jejím diferenciálem (k + 1)-forma tvaru

d! := df ^ dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

k

,
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O Stokesovì vìtì 5.14

co¾ je ov¹em rovnost, její¾ pravou stranu jsme je¹tì nede�novali. Polo¾íme-li v¹ak

(5.68) df :=

@f

@x

1

(x) dx

1

+ � � �+

@f

@x

n

(x) dx

n

a pøedpokládáme þasociativitu vnìj¹ího souèinuÿ, máme

(5.69) d! =

@f

@x

1

(x) dx

1

^ dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

k

+ � � �+

@f

@x

n

(x) dx

n

^ dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

k

;

pøièem¾ nyní má výraz napravo ji¾ zøejmý smysl (formy se pøevedou na kanonický

tvar a seètou). Má-li tedy obecná k-forma tøídy C

1

na G � R

n

kanonický tvar

(5.66), mù¾eme de�novat

(5.70) d! :=

X

1�i

1

<i

2

<���<i

k

�n

d (a

i

1

;:::;i

k

(x) dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

k

) :

5.100 Pøíklad. Na otevøené mno¾inì G � R

3

uva¾ujme diferenciální formu tøídy

C

1

tvaru

! := F

1

dx

1

+ F

2

dx

2

+ F

3

dx

3

.

Pak

d! =

�

@F

1

@x

1

dx

1

+

@F

1

@x

2

dx

2

+

@F

1

@x

3

dx

3

�

^ dx

1

+

�

@F

2

@x

1

dx

1

+

@F

2

@x

2

dx

2

+

@F

2

@x

3

dx

3

�

^ dx

2

+

�

@F

3

@x

1

dx

1

+

@F

3

@x

2

dx

2

+

@F

3

@x

3

dx

3

�

^ dx

3

=

=

�

@F

3

@x

2

�

@F

2

@x

3

�

dx

2

^ dx

3

�

�

@F

1

@x

3

�

@F

3

@x

1

�

dx

1

^ dx

3

+

�

@F

2

@x

1

�

@F

1

@x

2

�

dx

1

^ dx

2

:

Pøi oznaèeních z Vìty 5.99 lze tedy psát (viz ???? a ????)

Z

'

�

F d'

�

=

Z

'

�

!;

Z

P

���!

rotF d

�!

S =

Z

P

d!;

tak¾e rovnost ???? z klasické Stokesovy vìty lze pøepsat do tvaru

Z

'

�

! =

Z

P

d!:

Nyní bez dùkazu uvedeme jednu (dosti speciální) verzi obecné Stokesovy vìty

v R

n

.

5.101 Vìta. Nech» 1 < k < n a otevøená omezená mno¾ina G � R

k

splòuje

pøedpoklady (Gaussovy) Vìty (?) a nech» P

1

� @

�

G; : : : ; P

s

� @

�

G jsou jednoduché

(k � 1)-plochy (orientované vnìj¹í normálou) takové, ¾e �

k�1

(@G n

S

s

i=1

P

i

) = 0.

Nech» '

i

je kladná parametrizace plochy P

i

, i = 1; : : : ; s.
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5. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

Nech» H � G je otevøená mno¾ina a 	:H ! R

n

, je regulární homeomor�smus.

Na jednoduché k-plo¹e 	(G) uva¾ujme orientaci indukovanou parametrizací 	 �

G

a na jednoduché (k�1)-plo¹e 	(P

i

) uva¾ujme orientaci indukovanou parametrizací

	 � '

i

(i = 1; : : : ; s).

Nech» ! je diferenciální forma øádu k, která je tøídy C

1

na otevøené mno¾inì

obsahující 	(G). Pak

(5.71)

s

X

i=1

Z

	(P

i

)

! =

Z

	(G)

d!:

Na základì výpoètù z Pøíkladu 5.100 není tì¾ké ukázat, ¾e klasická Stokesova

vìta je dùsledkem Vìty 5.101.

V pøedchozím textu jsme ji¾ vysvìtlili, jak se s diferenciálními formami v R

n

poèítá. Výklad v¹ak byl dosti vzdálený pøesné matematické teorii; dokonce jsme ani

pøesnì nede�novali, co to diferenciální forma je. Proto se pokusíme krátce vysvìtlit

obvyklý moderní pøístup.

Nech» (f

1

; : : : ; f

n

) je kanonická duální báze v (R

n

)

�

, 1 � k � n a jsou

dány indexy 1 � i

1

� n; : : : ; 1 � i

k

� n. Nech» � := (f

i

1

; : : : ; f

i

k

), tak¾e

�: (x

1

; : : : ; x

n

) 7! (x

i

1

; : : : ; x

i

k

).

Nyní de�nujme funkci

f

i

1

^ � � � ^ f

i

k

: (R

n

)

k

! R

pøedpisem

(f

i

1

^ � � � ^ f

i

k

)(v

1

; : : : ; v

k

) = det[�(v

1

); : : : ; �(v

k

)] = det(f

i

r

(v

s

))

k

r;s=1

.

Z vlastností determinantu je snadno vidìt, ¾e f

i

1

^ � � � ^ f

i

k

2 L

k

(R

n

;R) (srov.

???): je to k-lineární forma na R

n

. Navíc je vidìt, ¾e f

i

1

^� � �^f

i

k

je antisymetrická

k-lineární forma. Mno¾ina v¹ech antisymetrických k-lineárních forem na koneènì

dimenzionálním vektorovém prostoru V se obvykle oznaèuje symbolem �

k

(V

�

) a

jeho prvky se nazývají k-kovektory nebo k-krát kovariantní antisymetrické tenzory

(antisymetrické tenzory typu (0; k)). Platí tedy f

i

1

^ � � � ^ f

i

k

2 �

k

((R

n

)

�

). Tento

k-kovektor f

i

1

^ � � � ^ f

i

k

má jednoduchou geometrickou interpretaci:

Uva¾ujme projekci � = (f

i

1

; : : : ; f

i

k

), libovolný bod a 2 R

n

a vektory v

1

; : : : v

k

2

R

n

. Pak (f

i

1

^ � � � ^ f

i

k

)(v

1

; : : : ; v

k

) má význam þorientovaného objemu rovnobì¾-

nostìnu

� (R

a

(v

1

; : : : ; v

k

)) = R

�(a)

(�(v

1

); : : : ; �(v

k

));

tj. èíslu � vol(�(v

1

); : : : ; �(v

k

)), kde znaménko + (resp.�) se bere, jestli¾e (�(v

1

); : : : ; �(v

k

))

je kladná (resp. záporná) báze R

k

(pokud nejde o bázi, a tedy ani o rovnobì¾nostìn,

je zkoumaná hodnota nulová).

Ukazuje se, ¾e ka¾dý prvek w 2 �

k

((R

n

)

�

) lze psát jednoznaènì ve tvaru (kde

a

i

1

;:::;i

k

)

w =

X

1�i

1

<���<i

k

�n

a

i

1

;:::;i

k

� f

i

1

^ � � � ^ f

i

k

.
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O Stokesovì vìtì 5.14

Diferenciální k-forma na otevøené mno¾inì G � R

n

se obvykle de�nuje jako

zobrazení !:G! �

k

((R

n

)

�

) a diferenciální forma ! = dx

i

1

^� � �^dx

i

k

je konstantní

zobrazení, pro které !(x) = f

i

1

^ � � � ^ f

i

k

; x 2 G.

Pøi tomto obvyklém pojetí opìt dostáváme, ¾e ka¾dou k-formu na G lze jedno-

znaènì psát v (kanonickém tvaru) (5.66).

Pro diferenciální formu v tomto tvaru mù¾eme vzorec ((?)) pøepsat ve tvaru

(5.72)

Z

'

! =

Z

D

!('(u))('

0

(u)(e

1

); : : : ; '

0

(u)(e

k

)) du

(5.73.)

Z

'

! =

Z

D

!('(t))(

@'

@t

1

(t); : : : ;

@'

@t

k

(t)) dt

Tento vzorec lze tedy pøijmout za de�nici integrálu z diferenciální formy, pokud

ji chápeme jako tezorovou funkci.

Z nìho také vychází následující heuristická þin�nitezimálníÿ interpretace:

Orientovanou plochu P napí¹eme jako sjednocení nekoneènì malých nepøekrý-

vajících se rovnobì¾nostìnù R

b

i

(v

i

1

; : : : ; v

i

k

); i = 1; 2; : : : tak, aby (v

i

1

; : : : ; v

i

k

) byla

kladnì orientovaná báze teèného prostoru T

a

i

(P ). Pak

Z

P

! =

X

i

!(b

i

)((v

i

1

; : : : ; v

i

k

)).

Vztah k (5.73) ukazuje následující úvaha:

Nech» ':D ! P je kladná parametrizace P . Napi¹me D jako sjednocení ko-

neènì (nebo spoèetnì) mnoha uzavøených velmi malých nepøekrývajících se inter-

valù I

1

; I

2

; : : : . nech» I

i

= R

a

i

(h

i

1

e

1

; : : : ; h

i

k

e

k

) (h

i

j

> 0). Jeho obraz '(I

i

) je

þkøivoèarý rovnobì¾nostìnÿ, který je velmi dobøe aproximován rovnobì¾nostìnem

R

'(a

i

)

(h

i

1

@'

@t

1

(a

i

); : : : ; h

i

k

@'

@t

k

(a

i

)) =: R

b

i

(v

i

1

; : : : ; v

i

k

).

Proto¾e !(b

j

) je multilineární forma, je

X

i

!(b

i

)((v

i

1

; : : : ; v

i

k

)) ==

X

i

!('(a

i

))(

@'

@t

1

(a

i

); : : : ;

@'

@t

k

(a

i

))�h

i

1

�h

i

2

� � �h

i

k

) �

Z

'

! =

Z

D

!('(t))(

@'

@t

1

(t); : : : ;

@'

@t

k

(t)) dt =

Z

P

! =

Z

'

!:
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6. Dodatky

6.1 Limita vzhledem k bázi �ltru

De�nice limit posloupnosti reálných èísel a limity (resp. jednostranné limity) reálné

funkce reálné promìnné jsou zøejmì zalo¾eny na stejném schématu, a proto také

dùkazy odpovídajících si vìt (napø. o limitì souèinu) lze vést zcela analogicky.

Pouze tam, kde u posloupností volíme n

0

: = max(n

1

; n

2

), v pøípadì funkcí klademe

�

0

: = min(�

1

; �

2

). Proto nepøekvapuje, ¾e existuje pøirozený abstraktní pojem limity,

jeho¾ speciálním pøípadem oba zmínìné typy limit jsou.

Nech» X je mno¾ina a je zadán neprázdný systém B neprázdných podmno¾in

mno¾iny X . Pro reálnou funkci f de�novanou na nìjaké podmno¾inì X a A 2 R

de�nujme rovnost lim

B

f = A takto:

(6.1) lim

B

f = A () 8" > 0 9B 2 B 8x 2 B : f(x) 2 U

"

(A):

Je-li X = R a a 2 R, pak zøejmì

lim

x!a

f(x) = A () lim

B

f = A pro B: = f(a� �; a+ �): � > 0g

a

lim

x!a+

f(x) = A () lim

B

f = A pro B: = f(a; a+ �): � > 0g.

Pro pøípad X = N a f(n) = a

n

platí

lim

n!1

a

n

= A () lim

B

f = A pro B: = ffn

0

; n

0

+ 1; : : : g: n

0

2 Ng.

Takto de�novaná limita vzhledem k libovolnému systému B v¹ak nemusí mít

vlastnost jednoznaènosti (není tì¾ké si uvìdomit, ¾e tuto vlasnost má, pokud B

1

\

B

2

6= ; pro ka¾dou dvojici B

1

2 B, B

2

2 B). Podstatné je ov¹em také to, aby pro

limitu vzhledem k systému B platily obvyklé vìty o limitách (napø. vìty o limitì

souètu, souèinu a podílu funkcí). Není tì¾ké si rozmyslet, ¾e to, co pro dùkazy tìchto

vìt potøebujeme, je tato podmínka:

(*) Pro ka¾dé B

1

2 B a B

2

2 B existuje B

3

2 B taková, ¾e B

3

� B

1

\ B

2

.

Ve v¹ech tøech vý¹e uvedených pøípadech je podmínka (*) zøejmì splnìna (dokonce

mù¾eme vzít B

3

: = B

1

\ B

2

). Systémy splòující (*) mají svùj název:

6.1 De�nice. Øekneme, ¾e neprázdný systém B neprázdných podmno¾in mno¾iny

X je báze �ltru na mno¾inì X , jestli¾e má vlastnost (*).
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6. Dodatky

Limitu vzhledem k bázi �ltry je pøirozené de�novat i pro zobrazení do obecného

metrického prostoru:

6.2 De�nice. Nech» X je mno¾ina a B � expX je báze �ltru. Nech» (Y; �) je

metrický prostor, A 2 Y a f je zobrazení z X do Y . Pak rovnost lim

B

f = A

de�nujeme ekvivalencí (6.1).

6.3 Poznámka. Øíkáme, ¾e neprázdný sytém F neprázdných podmno¾in mno¾iny X je

�ltr, jestli¾e pro ka¾dé F

1

� X,F

2

� X platí implikace

(i) F

1

2 F ; F

1

� F

2

=) F

2

2 F ,

(ii) F

1

2 F ; F

2

2 F =) F

1

\ F

2

2 F

Ka¾dý �ltr je zøejmì bazí �ltru, ale ne naopak. Je-li B báze �ltru a polo¾íme F : =

fF � X: 9B 2 B: B � F , je zøejmì F nejmen¹í �ltr, který obsahuje B. V tom pøípadì

øíkáme, ¾e B je báze �ltru F .

Nìkdy se de�nuje limita pouze vzhledem k �ltru, pro elementární aplikace je v¹ak

jednodu¹¹í pracovat s limitou podle báze �ltru

Dále budeme v tomto oddíle pro jednoduchost místo báze �ltru psát pouze

þbázeÿ.

Jak u¾ jsme øekli, pro limitu reálných funkcí vzhledem k bázi platí v¹echny zá-

kladní vìty o limitách a dùkazy jsou zcela analogické dùkazùm pøíslu¹ných vìt o

limitách posloupností (nebo funkcí). Pokud tedy nìjaký þlimitní procesÿ lze chá-

pat jako limitu vzhledem k bázi, víme okam¾itì, ¾e pro nìj tyto vìty platí. Je¹tì

u¾iteènìj¹í je aplikace Vìty 6.8, její¾ (ne zcela triviální) dùkaz pak nemusíme v

konkrétních pøípadech opakovat.

6.4 Pøíklad. V literatuøe se obèas vyskytují limity tvaru (x; y 2 R)

lim

x!1; y!1

f(x; y); lim

g(x;y)!1

f(x; y)

apod., jejich¾ smysl je intuitivnì jasný, nedají se ale chápat jako limita zobrazení

mezi metrickými prostory. Zde jde ov¹em (poøadì) o limity vzhledem k bázím

B

1

: = ff(x; y) 2 R

2

: x > a; y > bg: a; b 2 Rg;

B

2

: = ff(x; y) 2 R

2

: g(x; y) > cg: c 2 Rg:

(Mno¾ina B

2

je ov¹em báze pouze tehdy, kdy¾ funkce g z R

2

do R není shora

omezená.)

6.5 Pøíklad. (Riemannùv integrál) Nech» a; b 2 R, a < b. Øekneme, ¾e dvojice

koneèných posloupností D

�

= ((x

i

)

n

i=0

; (�

i

)

n

i=1

) je þdìlení s bodyÿ (intervalu [a; b]),

jestli¾e

a = x

0

< x

1

< � � � < x

n

= b a x

i�1

� �

i

� x

i

; i = 1; : : : ; n:

Normou D

�

rozumíme èíslo �(D

�

): = maxfx

i

�x

i�1

: i = 1; : : : ; ng a pro ka¾dou

funkci f na [a; b] de�nujeme Riemannùv souèet
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Limita vzhledem k bázi �ltru 6.1

�(f;D

�

): =

n

X

i=1

f(�

i

)(x

i

� x

i�1

):

Riemann de�noval Riemannùv integrál jako limitu:

(6.2) (R)

Z

b

a

f : = lim

�(D

�

)!0

�(f;D

�

):

(Ekvivalentní de�nici pomocí dolních a horních souètù podal o nìco pozdìji Dar-

boux.) Limitu (6.2) lze pøirozenì chápat jako limitu podle báze, podobnì jako v

Pøíkladu 6.4. Zde za X bereme mno¾inu v¹ech dìlení s body intervalu [a; b], zobra-

zení F :X ! R je dáno pøedpisem F (D

�

): = �(f;D

�

) a na X uva¾ujeme bázi

B: = ffD

�

2 X : �(D

�

) < �g: � > 0g:

Limitu z (6.2) pak lze chápat jako lim

B

F .

6.6 Pøíklad. (Kurzweil{Henstockùv integrál, srov. [LM; 25.2.]) Nech» X a F jsou

jako v pøedchozím pøíkladu. Polo¾me

B

�

: = ffD

�

2 X : x

i

� x

i�1

< �(�

i

); i = 1; : : : ; ng: �: [a; b]! (0;1)g:

Lze (pomìrnì snadno) dokázat, ¾e B

�

je báze (zøejmé není pouze to, ¾e B

�

neob-

sahuje prázdnou mno¾inu). Kurzweil{Henstockùv integrál reálné funkce f na [a; b]

lze de�novat rovností

(KH)

Z

b

a

f : = lim

B

�

F;

je-li limita napravo koneèná.

6.7 De�nice. (Bolzano-Cauchyova podmínka pro limitu vzhledem k bázi) Nech»

B je báze na mno¾inì X , (Y; �) je metrický prostor a f je zobrazení z X do Y .

Øekneme, ¾e f splòuje Bolzano-Cauchyovu podmínku vzhledem k bázi B, jestli¾e

platí podmínka

8" > 0 9B 2 B 8x; y 2 B: �(f(x); f(y)) < ":

Snadno vidíme, ¾e tato Bolzano-Cauchyova podmínka je nutná pro existenci

lim

B

f . Je-li Y úplný, jde o nutnou a postaèující podmínku:

6.8 Vìta. Nech» B je báze na mno¾inì X , (Y; �) je úplný metrický prostor a f je

zobrazení z X do Y , které splòuje Bolzano-Cauchyovu podmínku vzhledem k bázi

B. Pak existuje lim

B

f .

Dùkaz. Pro ka¾dé n 2 N najdìme B

n

2 B tak, aby diam f(B

n

) < 1=n a zvolme

x

n

2 B

1

\ B

2

\ � � � \ B

n

. Je snadno vidìt, ¾e (f(x

n

)) je cauchyovská posloupnost,

tak¾e f(x

n

) ! y 2 Y . Pro libovolné " > 0 lze zvolit n > 2=" tak, aby f(x

n

) 2

U

"=2

(y). Proto¾e x

n

2 B

n

a diam f(B

n

) < 1=n, platí f(B

n

) � U

"

(y), c.b.d.
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6. Dodatky

Hromadné hodnoty vzhledem k bázi �ltru

6.9 De�nice. Nech» B je báze na mno¾inì X, (Y; �) je metrický prostor a f je zobrazení z X do

Y . Pøedpokládejme, ¾e existuje mno¾ina B 2 B, která je èástí de�nièního oboru f .

Øekneme, ¾e y 2 Y je hromadnou hodnotou zobrazení f vzhledem k bázi B, jestli¾e pro ka¾dé

" > 0 a B 2 B existuje bod x 2 B, pro který f(x) 2 U

"

(y).

Mno¾inu v¹ech hromadných hodnot f vzhledem k B budeme znaèit C(f;B).

Pøímo z de�nice je okam¾itì vidìt, ¾e Y n C(f;B) je otevøená mno¾ina, tak¾e platí:

Mno¾ina hromadných hodnot C(f;B) je v¾dy uzavøená.

6.10 Lemma. Nech» B, X, Y , f jsou jako v De�nici 6.9 a K � Y je taková kompaktní mno¾ina,

¾e f

�1

(K) \B 6= ; pro ka¾dou mno¾inu B 2 B. Pak C(f;B) \K 6= ;.

Dùkaz. Nech» závìr neplatí. Pak ke ka¾dému x 2 K mù¾eme zvolit "

x

> 0 a B

x

2 B tak,

aby f

�1

(U

"

x

(x)) \ B

x

= ;. Proto¾e K je kompaktní, existují body x

1

; : : : ; x

n

, pro které K �

U

"

x

1

(x

1

)[� � �[U

"

x

n

(x

n

). Proto¾e B je báze, zøejmì existuje B 2 B taková, ¾e B � B

x

1

\� � �\B

x

n

.

Dostáváme B \ f

�1

(K) = ;, co¾ je spor.

6.11 Vìta. Nech» B, X, Y , f jsou jako v De�nici 6.9. Nech» Y je kompaktní a y 2 Y . Pak platí:

(i) C(f;B) 6= ;.

(ii) lim

B

f = y () C(f;B) = fyg:

Dùkaz. Tvrzení (i) je speciálním pøípadem pøedchozího lemmatu. Dále pøedpokládejme, ¾e C(f;B) =

fyg a je dáno libovolné " > 0. Proto¾e K:= Y n U

"

(y) je kompaktní, podle pøedchozího lemmatu

existuje B

1

2 B, pro kterou B

1

\ f

�1

(K) = ;. Nech» B

2

2 B je podmno¾ina D

f

a B 2 B,

B � B

1

\ B

2

. Pak f(B) � U

"

(y), tak¾e lim

B

f = y. Tím je dokázána obtí¾nìj¹í implikace z (ii),

snadný dùkaz obrácené implikace vynecháváme.

Dále stále pøedpokládejme, ¾e B, X, Y , f jsou jako v De�nici 6.9 a navíc Y = R

�

a � je

redukovaná metrika na R

�

. Pak Y = R

�

je kompaktní, tak¾e C(f;B) je podle Vìty 6.11 neprázdná

uzavøená podmno¾ina R

�

. Snadno je vidìt, ¾e C(f;B) má nejvìt¹í a nejmen¹í prvek (pokud 1 =2

C(f;B) a C(f;B) 6= f�1g, zøejmì maxC(f;B) = sup (R \ C(f;B))).

Mù¾eme tedy de�novat limes superior a limes inferior funkce f vzhledem k bázi B rovnostmi

lim

B

f : = maxC(f;B); lim

B

f := minC(f;B):

Pomocí Lemmatu 6.10 je snadné dokázat, ¾e H: = lim

B

f je jediný prvek R

�

s tìmito dvìma

vlatnostmi:

Jestli¾e �1 < c < H, pak pro ka¾dou B 2 B existuje x 2 B, pro který f(x) > c.

Jestli¾e H < c <1, pak existuje B 2 B taková, ¾e pro ka¾dý bod x 2 B platí f(x) � c.

Z Vìty 6.11 (ii) okam¾itì vyplývá toto tvrzení:

Limita lim

B

f existuje, právì kdy¾ lim

B

f = lim

B

f .
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Orientace vektorového prostoru 6.2

6.2 Orientace vektorového prostoru

Ji¾ na støední ¹kole se u¾ívá pojem orientované úseèky a pojem orientovaného úhlu. V obou

pøípadach platí, ¾e daný objekt lze orientovat právì dvìma zpùsoby, a ¾e orientace nìjak souvisí s

þudáním smìruÿ. V matematice zavádíme pojem orientace øady jiných objektù. Intuitivnì je jasný

pojem orientované jednoduché uzavøené køivky { orientace nám udává volbu jednoho ze dvou

mo¾ných þsmyslù (smìrù) jejího probíháníÿ. Toté¾ platí o orientaci jednorozmìrného prostoru R.

O nìco obtí¾nìj¹í je pojem orientace roviny R

2

. Asi nejnázornìj¹ím zpùsobem zadání orientace v

rovinì je zadání orientace (tj. smyslu probíhání) kru¾nice nebo jiné jednoduché uzavøené køivky.

Tato metoda má v¹ak své nevýhody: její pøesná formulace není snadná a navíc ji nelze pou¾ít pøi

de�nici orientace prostoru R

n

pro n � 3.

Tyto nevýhody nemá nejèastìji pou¾ívaný zpùsob zadání orientace pomocí volby báze (vek-

torového prostoru R

2

). Musíme ov¹em urèit, kdy dvì báze (v

1

; v

2

), (w

1

; w

2

) prostoru R

2

urèují

stejnou orientaci. Intuitivní odpovìï je pøirozená: je to tehdy, kdy¾ smysl probíhání trojúhelníku o

vrcholech 0; v

1

; v

2

(daný poøadím vrcholù) je stejný jako smysl probíhání trojúhelníku o vrcholech

0; w

1

; w

2

. Tuto odpovìï lze formalizovat, nelze ji ale pou¾ít pro vy¹¹í dimenze.

Ne¾ vyslovíme obvyklou de�nici souhlasnosti dvou bazí (tj. toho, ¾e urèují stejnou orientaci

prostoru), provedeme následující úvahu. Z elementární geometrie víme, ¾e dva shodné geomet-

rické útvary U

1

; U

2

v rovinì nebo v prostoru mohou být þpøímo shodnéÿ nebo þnepøímo shodnéÿ.

Nepøímo shodné jsou napøíklad dvì boty ze stejného páru. Jsou shodné, ale þjinak orientovanéÿ.

Jsou-li U

1

; U

2

pøímo shodné, mù¾eme U

1

pøemístit na U

2

spojitým pohybem (staèí provést nì-

kolik otoèení), pokud jsou v¹ak nepøímo shodné, mo¾né to není (nevystaèíme s otáèeními, ale

potøebujeme alespoò jedno þzrcadleníÿ).

Pro dvì ortonormální báze v R

2

ji¾ idea þspojitého pohybuÿ dává odpovìï, kterou lze pou¾ít

i pro vy¹¹í dimenze: dvì (uspoøádané) ortonormální báze (v

1

; v

2

), (w

1

; w

2

) jsou souhlasné, jestli¾e

lze jednu spojitým pohybem pøevést na druhou. Pro obecné báze je nutno ideu spojitého pohybu

nahradit ideou þspojité deformaceÿ (homotopie). De�nice homotopiènosti dvou bazí (viz Tvrzení

6.14) je velmi pøirozená. Pokud s ní v¹ak chceme pracovat, neobejdeme se bez teorie determinantù,

kterou také u¾ívá následující (hùøe motivovaná) standardní de�nice.

6.12 De�nice. Nech» V je n-dimenzionální vektorový prostor. Øekneme, ¾e jeho

báze (v

1

; : : : ; v

n

) a (w

1

; : : : ; w

n

) jsou souhlasné (souhlasnì orientované, ekviva-

lentní), jestli¾e determinant matice pøechodu od báze (v

1

; : : : ; v

n

) k bázi (w

1

; : : : ; w

n

)

je kladný. Pro souhlasné báze budeme psát (v

1

; : : : ; v

n

) � (w

1

; : : : ; w

n

): Nejsou-li

báze souhlasnì orientované, øíkáme, ¾e jsou opaènì orientované.

Pøipomeòme, ¾e matice pøechodu P = (p

ij

)

n

i;j=1

od báze (v

1

; : : : ; v

n

) k bázi

(w

1

; : : : ; w

n

) je urèena vztahy w

i

=

n

X

j=1

p

ij

v

j

; i = 1; : : : ; n a je v¾dy regulární. Dále

je známo, ¾e inverzní matice P

�1

je maticí pøechodu od báze (w

1

; : : : ; w

n

) k bázi

(v

1

; : : : ; v

n

). Proto¾e detP = detP

�1

, relace � je symetrická.

6.13 Poznámka. Nìkteøí autoøi nazývají maticí pøechodu inverzní matici P

�1

. To v¹ak zøejmì

nemá vliv na de�nici souhlasnosti bazí.

Velmi jednoduchá algebraická De�nice 6.12 je ekvivalentní intuitivnì pochopi-

telnìj¹í geometrické (þhomotopickéÿ) de�nici:
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6.14 Tvrzení. Dvì báze (v

1

; : : : ; v

n

), (w

1

; : : : ; w

n

) prostoru R

n

jsou souhlasné,

právì kdy¾ jsou homotopické, tj. existují spojitá zobrazení

u

1

: [0; 1]! R

n

; : : : ; u

n

: [0; 1]! R

n

taková, ¾e

(i) pro ka¾dé t 2 [0; 1] je (u

1

(t); : : : ; u

n

(t)) báze R

n

a

(ii) (u

1

(0); : : : ; u

n

(0)) = (v

1

; : : : ; v

n

); (u

1

(1); : : : ; u

n

(1)) = (w

1

; : : : ; w

n

):

Dùkaz toho, ¾e dvì homotopické báze jsou souhlasné, je snadný. Dùkaz obrácené

implikace je pracnìj¹í, ale také není obtí¾ný.

Nech» dále V je koneènì dimenzionální vektorový prostor a B(V ) mno¾ina v¹ech

(uspoøádaných) bází prostoru V . Jsou-li B

1

; B

2

; B

3

2 B(V ) tøi báze a P

ij

je matice

pøechodu od báze B

i

k bázi B

j

, je známo, ¾e P

13

= P

12

� P

23

(viz [Bi; Vìta 10.15]),

tak¾e detP

13

= detP

12

�detP

23

. Relace � je tedy také tranzitivní; proto¾e je zøejmì

re
exivní, je to relace ekvivalence na B(V ).

Pøímým výpoètem determinantu matice pøechodu se snadno ovìøí následující

tvrzení:

6.15 Tvrzení. Nech» (v

1

; : : : ; v

n

) je báze vektorového prostoru V a � : f1; : : : ; ng !

f1; : : : ; ng je permutace. Pak platí:

(i) Báze (v

1

; : : : ; v

n

) a (v

�(1)

; : : : v

�(n)

) jsou souhlasné právì kdy¾ sgn(�) = 1.

(ii) Báze (v

1

; : : : ; v

n

) a (�v

1

; : : : ; v

n

) jsou opaènì orientované.

Snadno vidíme, ¾e (pokud V není triviální) vztah ekvivalence � má právì dvì

tøídy ekvivalence. (Je-li (v

1

; : : : ; v

n

) báze V , pak není ekvivalentní s (�v

1

; : : : ; v

n

) a

ka¾dá tøetí báze je zøejmì ekvivalentní právì s jednou z nich.) Vybereme-li jednu z

tìchto tøíd, øíkáme, ¾e jsme prostor V orientovali. Chceme-li o orientaci mluvit jako

o matematickém objektu, ztoto¾òujeme ji s touto tøídou O 2 B(V )=� a oriento-

vaným prostorem V rozumíme dvojici (V;O). Orientaci O pak nazýváme kladnou

orientací a tu druhou (opaènou) nazýváme zápornou orientací. Báze patøící do O

nazýváme kladné (kladnì orientované) a ty druhé záporné.

Orientaci na V zadáváme nejèastìji výbìrem jedné báze, kterou prohlásíme za

kladnou. V R

n

vybíráme zpravidla orientaci která je urèena (obsahuje) kanonickou

bázi; tuto orientaci nazýváme pøirozená (kanonická, standardní) orientace prostoru

R

n

.

Je ihned vidìt, ¾e báze (v

1

; : : : ; v

n

) prostoru R

n

s pøirozenou orientací je kladná,

právì kdy¾ det[v

1

; : : : ; v

n

] > 0.

6.16 Poznámka. (orientace v reálném svìtì) Tato poznámka je ov¹em nematematická:

hovoøí o na¹em þreálném svìtìÿ. Vybereme-li ve vesmíru jeden bod (napøíklad severní pól), který

prohlásíme za poèátek, a vzdálenost jistých dvou bodù prohlásíme za jednotkovou, mù¾eme (na

nejjednodu¹¹í intuitivní úrovni) ná¹ þfyzikální prostor, ve kterém ¾ijemeÿ interpretovat jako uni-

tární prostor. Pro fyzikální teorie, ale také pro bì¾né lidské dorozumívání, je dùle¾ité tento unitární

prostor orientovat. Za kladnou orientaci se bere vìt¹inou þpravá (pravotoèivá)ÿ orientace, záporná
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n

6.3

orientace se pak nazývá þlevá (levotoèivá)ÿ. Abychom nìkomu sdìlili, kterou orientaci jsme prohlá-

sili za kladnou, musíme se odvolat na nìjakou þfyzikální skuteènostÿ, kterou zná. Èlovìku (který

ví co je levá a pravá ruka) staèí øíci, ¾e kladnou (pravotoèivou) bází je trojice (v

1

; v

2

; v

3

), pokud

v

1

má smìr upa¾ené ukazující pravé ruky, v

2

má smìr ukazující levé pøedpa¾ené ruky a v

3

má

smìr trupu od nohou k hlavì.

6.3 O pojmu k-rozmìrné míry v R

n

Pro øadu aplikací je þminimální �-algebra P

k

, na které jsme zde k-rozmìrnou míru

�

k

v R

n

de�novali, pøíli¹ malá.

Napøíklad v teorii konvexních mno¾in je nutno de�novat �

2

(A), jestli¾e A = @K,

kde K � R

3

je omezená otevøená konvexní mno¾ina. Není tì¾ké dokázat, ¾e taková

A obecnì nele¾í v P

2

; její plo¹ný obsah v¹ak lze de�novat (pomocí Lebesgueovy

míry �

3

) rovností

(6.3) �

2

(A): = lim

"!0+

1

2"

�

3

(U

"

(A));

kde U

"

(A) je "-ové okolí mno¾iny A, tj. U

"

(A): = fx 2 R

3

: dist(x;A) < "g.

Intuitivnì pochopitelný vzorec (6.3) (na základì nìho¾ je de�nován tzv. Min-

kowského objem) v¹ak nelze pou¾ít pro výpoèet plo¹ného obsahu dostateènì obec-

ných mno¾in.

V teorii diferenciálních rovnic a ve variaèním poètu se nejèastìji pracuje s po-

jmem Hausdor�ovy k-rozmìrné míry, její¾ teorie je v¹ak dosti obtí¾ná a de�nice

nepøíli¹ názorná.

Pojem k-rozmìrné míry znaènì osvìtlila Kolmogorovova práce z r. 1932, ve

které jsou formulovány (v trochu jiné formì) následující jednoduché axiomy pro

k-rozmìrnou míru.

6.17 De�nice. Øekneme, ¾e míra � de�nová na �-algebøe A podmno¾in R

n

spl-

òuje Kolmogorovovy axiomy (pro k-rozmìrnou míru), jestli¾e platí:

(A

1

) Je-li M 2 A, f :M ! R

n

je c-lipschitzovské zobrazení a f(M) 2 A, pak

�((f(M)) � c

k

�(M):

(A

2

) �

�

[0; 1]

k

� f0g

n�k

�

= 1:

Tyto dva axiomy ov¹em neøíkají nic o tom, jak velká je �-algebra A; ani triviální

pøípad A = f;;R

n

g není vylouèen. Vìt¹ina mìr studovaných v geometrické teorii

míry splòuje axiomy (A

1

), (A

2

) a navíc také tøetí axiom, hovoøící o tom, ¾e A je

velmi bohatá:
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(A

3

) Míra � je zúplnìním míry de�nované na �-algebøe v¹ech borelovských pod-

mno¾in R

n

,

Míry, které splòují axiomy (A

1

), (A

2

) i (A

3

) je pøirozené nazývat k-rozmìrnými

mírami v Kolmogorovovì smyslu; mezi nì patøí i nejznámìj¹í k-rozmìrná Hausdor-

�ova míra. V¹echny takové míry jsou roz¹íøením þminimálníÿ k-rozmìrné míry �

k

.

To okam¾itì plyne z následující vìty, která podává mnohem jednodu¹¹í þaxioma-

tickou de�niciÿ míry �

k

na P

k

.

6.18 Vìta. Na �-algebøe P existuje právì jedna míra, která splòuje Kolmogoro-

vovy axiomy (A

1

), (A

2

). Touto mírou je �

k

.

Dùkaz této vìty není snadný. Jeho základní my¹lenka spooèívá v pozorování, ¾e Kolmogo-

rovovy axiomy (A

1

), (A

2

) þvysvìtlujíÿ nejménì jasný krok v heuristickém odvození základního

vzorce (5.12) pro výpoèet jednoduché plochy, toti¾ þdùvodÿ, proè platí pøibli¾ná rovnost (5.11).

Tam jsme se omezili na nejasné konstatování, ¾e je to proto, ¾e mno¾iny '(G

j

) a P

j

=

�

j

(G

j

) si jsou þk nerozeznání podobnéÿ, co¾ bylo znázornìno na obr. 5.18, na kterém je vidìt, ¾e

rovnobì¾ník �

j

(G

j

) þvelmi dobøe aproximujeÿ þkøivoèarý rovnobì¾níkÿ '(G

j

).

Zde je ov¹em podstatné, ¾e plocha �

j

(G

j

) dobøe aproximuje plochu P

j

nejenom þve smyslu

polohyÿ, ale také þve smyslu smìruÿ.

To mù¾eme èásteènì vysvìtlit na pøíkladu délky (tj. 1-rozmìrné míry) grafù funkcí na (0; 1).

Pro velká n graf funkce f

n

(x) = n

�1

� sinnx jistì velmi dobøe aproximuje graf funkce f(x) = 0

þve smyslu polohyÿ, ale ne þve smyslu smìruÿ (proto¾e f

0

n

(x) = cosnx a f

0

(x) = 0). Není proto

dùvod si myslet, ¾e by se pøi n!1 délky grafù funkcí f

n

blí¾ily k délce grafu f a také tomu tak

není.

Pokud polo¾íme g

n

(x) = n

�2

� sinnx, pak g

0

n

(x) = n

�1

� cosnx, tak¾e pro velká n graf funkce

g

n

dobøe aproximuje graf f nejen þve smyslu polohyÿ, ale také þve smyslu smìruÿ, tak¾e lze

oèekávat, ¾e délky grafù g

n

konvergují k délce grafu f (a také tomu tak je).

Zcela upøesnit pøedchozí ideu o aproximaci þve smyslu smìruÿ v¹ak není snadné.

Je diskutabilní, nakolik je Kolmogorovùv axiom (A1) þintuitivnì zøejmýÿ. Pokud jej v¹ak

pøijmeme za správný, dává nám pøesný prostøedek, jak o dvou þk nerozeznání podobných mno-

¾ináchÿ A; B 2 A pøesnì dokázat, ¾e �

k

(A) � �

k

(B). Najdeme-li toti¾ pro velmi malá " bijekci

f :A ! B, která je (1 + ")-lipschitzovská a má také (1 + ")-lipschitzovskou inverzi f

�1

:B ! A,

podle axiomu (A1) platí

�

k

(B) � (1 + ")

k

�

k

(A); �

k

(A) � (1 + ")

k

�

k

(B):

Víme-li je¹tì, ¾e 0 < �

k

(A) <1, mù¾eme psát �

k

(A) � �

k

(B).

Pro pøípad A: = �

j

(G

j

) a B: = '(G

j

) máme k dispozici pøirozenou bijekci f :A! B, f(x): =

'(�

�1

j

(x)). Doká¾eme-li nyní, ¾e má-li G

j

velmi malý diametr, jsou f i f

�1

(1 + ")-lipschitzovská

s velmi malým " > 0, dostáváme pøibli¾nou rovnost �

k

(�

j

(G

j

)) � �

k

('(G

j

)). Na základì této

my¹lenky lze dokázat Vìtu 6.18.

Poznemenejme je¹tì, ¾e pokud hladkou plochu P � R

3

aproximujeme vepsanou

po èástech a�nní (þmnohostìnnouÿ) plochouM velmi dobøe þve smyslu polohyÿ(co¾

zøejmì nastane, pokud þstìnyÿ této plochy jsou velmi malé), neplyne z toho au-

tomaticky, ¾e by M také dobøe aproximoval P þve smyslu smìruÿ, a proto mù¾e

mít M podstatnì vìt¹í plo¹ný obsah ne¾ P . Na této skuteènosti je zalo¾en slavný

Schwartzùv pøíklad (srov. [Kop], [Fi]), který ukazuje, ¾e plo¹ný obsah hladké plo-

chy nelze jednodu¹e de�novat jako limitu plo¹ných obsahù vepsaných po èástech

a�nních ploch. (Pro køivky analogický pøíklad neexistuje.)
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k

6.4

Nakonec je¹tì poznamenejme, ¾e v¹echny k-rozmìrné míry v R

n

v Kolmogorovovì smyslu

mají stejnou hodnotu pro v¹echny borelovské mno¾iny B, které jsou k-rekti�kovatelné, tj. pro

které existují lipschitzovská zobrazení f

i

: [0; 1]

k

! R

n

, i 2 N, taková, ¾e B �

S

1

i=1

f

i

([0; 1]

k

). Na

nìkterých þfraktálníchÿ mno¾inách se v¹ak rùzné k-rozmìrné míry mohou li¹it.

6.4 Dùkaz vìty o existenci a

jednoznaènosti �

k

6.19 Tvrzení. Nech» P , Q jsou jednoduché k-plochy v R

n

(1 � k � n), které se

nedotýkají v bodì a 2 P \ Q (tj. T

a

(P ) 6= T

a

(Q)). Pak existuje otevøené okolí U

bodu a takové, ¾e U \ (P \Q) je podmno¾inou nìjaké (k � 1)-plochy.

Dùkaz. (Struèný.) Je snadno vidìt, ¾e existuje otevøené okolí

e

V bodu a takové, ¾e

e

V \ P a

e

V \Q jsou implicitnì zadané kusy k-rozmìrných C

1

ploch tvaru

e

V \ P = fx 2

e

V : g

1

(x) = 0; : : : ; g

n�k

(x) = 0g;

e

V \Q = fx 2

e

V : h

1

(x) = 0; : : : ; h

n�k

(x) = 0g;

kde v¹echny g

i

a h

i

jsou tøídy C

1

(

e

V ) a pro ka¾dé x 2

e

V platí

h([grad g

1

(x); : : : ; grad g

n�k

(x)]) = h([gradh

1

(x); : : : ; gradh

n�k

(x)]) = n� k:

Proto¾e T

a

(P ) 6= T

a

(Q), platí

Linfgrad g

1

(a); : : : ; grad g

n�k

(a)g 6= Linfgradh

1

(a); : : : ; gradh

n�k

(a)g,

tak¾e existuje j 2 f1; : : : ; n� kg takové, ¾e

h([grad g

1

(a); : : : ; grad g

n�k

(a); gradh

j

(a)]) = n� k + 1:

Existuje tedy otevøené okolí U �

e

V bodu a takové, ¾e

h([grad g

1

(x); : : : ; grad g

n�k

(x); gradh

j

(x)]) = n� k + 1 pro x 2 U ,

tak¾e pro k > 1 je

Z := fx 2 U : g

1

(x) = 0; : : : ; g

n�k

(x) = 0; h

j

(x) = 0g

implicitnì zadaný kus (k � 1)-rozmìrné plochy obsahující P \Q \ U .

Je-li k = 1, z Vìty 2.121 snadno vyplývá, ¾e U lze zvolit tak, ¾e U \ Z = fag.

6.20 Lemma. Nech» P , Q jsou jednoduché k-plochy v R

n

(1 � k � n) a D je

mno¾ina v¹ech bodù x 2 P \Q, ve kterých se P a Q dotýkají (tj. T

x

(P ) = T

x

(Q)).

Pak pro ka¾dý bod d 2 D existuje jeho otevøené okolí U takové, ¾e pro ka¾dou

borelovskou mno¾inu B � D \ U platí �

P

k

(B) = �

Q

k

(B).

Dùkaz. (Struèný.) Nech» ' a  jsou poøadì parametrizace P a Q a d 2 D. Zvolme indexy

1 � i

1

< i

2

< � � � < i

k

� n takové, ¾e

D('

i

1

; : : : ; '

i

k

)

D(t

1

; : : : ; t

k

)

(d) 6= 0: Pro jednoduchost znaèení (bez

újmy na obecnosti) pøedpokládejme, ¾e i

1

= 1; : : : ; i

k

= k. Projekce

� : (x

1

; : : : ; x

n

) 7! (x

1

; : : : ; x

k

) tedy zobrazuje T

d

(P ) na R

k

; proto¾e platí
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T

d

(P ) = T

d

(Q), snadno dostáváme, ¾e také

D( 

i

1

; : : : ;  

i

k

)

D(t

1

; : : : ; t

k

)

(d) 6= 0: Stejnì jako v dùkazu Tvrzení

2.150 dostáváme, ¾e existují otevøená okolí U

1

, U

2

bodu d taková, ¾e U

1

\P , U

2

\Q jsou explicitnì

zadané kusy k-rozmìrných C

1

-ploch (parametrizované souøadnicemi x

1

; : : : ; x

k

). Odtud lze snadno

usoudit, ¾e existují otevøené okolí U bodu d, otevøené okolí W bodu (d

1

; : : : ; d

k

) a C

1

zobrazení

f : W ! R

n�k

, g : W ! R

n�k

taková, ¾e pro F (w) := (w; f(w)) a G(w) := (w; g(w)) platí

F (W ) = P \ U a G(W ) = Q \ U . Nech» je dána borelovská mno¾ina B � D \ U . Mno¾ina

C:= �(B) = F

�1

(B) = G

�1

(B) je zøejmì také borelovská. Proto¾e pro ka¾dé c 2 C platí

F

0

(c)(R

k

) = T

F (c)

(P ) = T

G(c)

(Q) = G

0

(c)(R

k

)

a

F

0

(c)t = (t; f

0

(c)t); G

0

(c)t = (t; g

0

(c)t);

snadno vidíme, ¾e f

0

(c) = g

0

(c), a tedy i F

0

(c) = G

0

(c). Proto¾e zøejmì platí

�

P\U

k

(B) = �

P

k

(B) a �

Q\U

k

(B) = �

Q

k

(B), dostáváme

�

P

k

(B) =

Z

F

�1

(B)

�(F

0

(t)) d�

k

(t) =

Z

G

�1

(B)

�(G

0

(t)) d�

k

(t) = �

Q

k

(B):

6.21 Lemma. Nech» P , Q jsou jednoduché k-plochy v R

n

a A � P \ Q je

borelovská mno¾ina. Pak

(6.4) �

P

k

(A) = �

Q

k

(A):

Dùkaz. (Struèný.) Nech» D je mno¾ina tìch bodù x 2 A, ve kterých se P a Q dotýkají, tj.

T

x

(P ) = T

x

(Q). Polo¾me N := A nD. Nech» ' a  jsou poøadì parametrizace P a Q. Je snadno

vidìt, ¾e

N = fx 2 A : h

�

@'('

�1

(x))

@t

1

; : : : ;

@'('

�1

(x))

@t

k

;

@ ( 

�1

(x))

@t

1

; : : : ;

@ ( 

�1

(x))

@t

k

�

> kg

je mno¾ina otevøená v A. Platí tedy N = A \ G, kde G � R

n

je otevøená, tak¾e N i D jsou

borelovské.

Uva¾ujme nyní borelovské míry ! a !

�

na metrickém prostoru N , které jsou de�novány

rovnostmi

!(B) := �

P

k

(B); !

�

(B) := �

Q

k

(B); B 2 B(N) = B(R

n

) \ exp(N):

a borelovské míry � a �

�

na D de�nované rovnostmi

�(B) := �

P

k

(B); �

�

(B) := �

Q

k

(B); B 2 B(D) = B(R

n

) \ exp(D):

Podle Tvrzení 6.19 a Tvrzení 5.20 dostáváme, ¾e ! a !

�

jsou lokálnì nulové; podle Tvrzení

6.30 jsou tedy nulové. Míry � a �

�

se podle Lemmatu 6.20 lokálnì rovnají, tak¾e se podle Tvrzení

6.30 rovnají. Platí tedy

�

P

k

(A) = !(N) + �(D) = !

�

(N) + �

�

(D) = �

Q

k

(A):

Oznaème symbolem P

�

k

systém v¹ech borelovských mno¾in B � R

n

, které lze

pokrýt spoèetnì mnoha jednoduchými k-plochami. Je zøejmé, ¾e P

�

k

je �-okruh, tj.

obsahuje ; a je uzavøený na mno¾inové rozdíly a spoèetná sjednocení. Dále je vidìt,

¾e P

�

k

je nejmen¹í �-okruh, který obsahuje ka¾dou borelovskou podmno¾inu ka¾dé
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Dùkaz Gaussovy vìty 6.5

jednoduché k-plochy, tak¾e P

�

k

� P

k

. Ov¹em P

k

obsahuje také doplòky prvkù z P

�

k

;

mno¾iny jiných typù ji¾ neobsahuje; to m.j. ukazuje následující lemma.

6.22 Lemma. Oznaème (P

�

k

)

c

:= fR

n

nM : M 2 P

�

k

g. Pak platí následující

tvrzení.

(i) P

k

= P

�

k

[ (P

�

k

)

c

a P

�

k

\ (P

�

k

)

c

= ;:

(ii) Je-li B 2 P

�

k

, pak existuje její rozklad B =

S

1

i=1

B

i

na disjunktní borelovské

mno¾iny B

i

takové, ¾e ka¾dá B

i

je podmno¾inou nìjaké jednoduché k-plochy

P

i

a �

P

i

k

(B

i

) <1.

(iii) Splòuje-li � na P

k

vzorec (5.14), pak pro ka¾dou D 2 (P

�

k

)

c

platí �(D) =1.

Dùkaz. (Struèný.) (i) Pouze z toho, ¾e P

�

k

je �-okruh, snadno plyne, ¾e P

�

k

[(P

�

k

)

c

je �-algebra.

Platí tedy P

k

= P

�

k

[ (P

�

k

)

c

. Z Tvrzení 2.156 vyplývá, ¾e �

n

(B) = 0 pro ka¾dou mno¾inu B 2 P

�

k

,

tak¾e �

n

(D) =1 pro ka¾dou D 2 (P

�

k

)

c

. Platí tedy P

�

k

\ (P

�

k

)

c

= ;.

(ii) Z de�nice P

�

k

a �-koneènosti mìr �

P

i

k

(viz str. 220) vyplývá, ¾e existují borelovské mno¾iny

A

i

takové, ¾e ka¾dá A

i

je podmno¾inou nìjaké jednoduché k-plochy P

i

a �

P

i

k

(A

i

) <1. Nyní staèí

polo¾it B

1

:= A

1

a B

i

= A

i

n A

i�1

pro i > 1.

(iii) Podle (ii) platí �

n

(R

n

n D) = 0. Z Fubiniovy vìty (v prostoru R

n

= R

n�k

� R

k

s �

n

)

ihned vyplývá, ¾e pro �

n�k

skoro v¹echny body u 2 R

n�k

platí �

k

((R

n

nD)

u;�

) = 0. Zvolme

jeden takový bod u a polo¾me P := fug � R

k

a B: = fug � D

u;�

. Zøejmì B � D je borelovská

mno¾ina a �

P

k

(B) =1. Tudí¾ �(D) � �(B) = �

P

k

(B) =1.

Nyní ji¾ mù¾eme dokázat Vìtu 5.18 o existenci a jednoznaènosti míry �

k

na

P

n

k

.

Dùkaz Vìty 5.18 (Struèný.) Z Lemmatu 6.22 okam¾itì vidíme, ¾e pokud hledaná míra

�

k

na P

k

existuje, je urèena jednoznaènì; je toti¾ de�nována nutnì takto:

(i) Pro B 2 (P

�

k

)

c

platí �

k

(B) =1.

(ii) Pro B 2 P

�

k

platí

(6.5) �

k

(B) =

1

X

i=1

�

P

i

k

(B

i

);

kde ka¾dá B

i

je borelovská podmno¾ina nìjaké jednoduché k-plochy P

i

, �

P

i

k

(B

i

) < 1 a

B

1

; B

2

; : : : tvoøí disjunktní rozklad mno¾iny B.

Budeme tedy pro ka¾dou borelovskou mno¾inu B 2 P

k

de�novat èíslo �

k

(B) podle (i) a (ii).

Aby v¹ak tato de�nice byla korektní, musíme dokázat, ¾e souèet v (6.5) nezávisí ani na rozkladu B

(tj. na volbì mno¾in B

i

), ani na volbì P

i

. Nech» je tedy dán jiný takový rozklad mno¾iny B tvoøený

mno¾inamiB

�

i

� P

�

i

. Podle Lemmatu 6.21 platí pro i; j 2 N rovnost �

P

i

k

(B

i

\B

�

j

) = �

P

�

j

k

(B

i

\B

�

j

),

tak¾e

1

X

i=1

�

P

i

k

(B

i

) =

1

X

i=1

1

X

j=1

�

P

i

k

(B

i

\ B

�

j

) =

=

1

X

j=1

1

X

i=1

�

P

�

j

k

(B

i

\ B

�

j

) =

1

X

j=1

�

P

�

j

k

(B

�

j

):

Máme tedy na P

k

korektnì de�novanou mno¾inovou funkci �

k

. Dùkaz toho, ¾e �

k

je skuteènì

míra, je nyní (s pou¾itím základních poznatkù o zobecnìných øadách èísel) zcela snadné.
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6. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

6.5 Dùkaz Gaussovy vìty

Nejprve si uvìdomíme to, ¾e pøi dùkazu Tvrzení 5.68 jsme dokázali následující tvrzení.

6.23 Lemma. Nech» 
 � R

n�1

je otevøená mno¾ina, funkce d(x) < h(x) jsou tøídy C

1

na 
 a (zøejmì otevøená) mno¾ina

G: = f(x; y) 2 R

n

: d(x) < y < h(x)g

je omezená. Oznaèíme-li

D: = f(x; y): y = d(x)g; H: = f(x; y): y = h(x)g;

pak D � @

�

G; H � @

�

G a pro ka¾dou funkci f , která je tøídy C

1

na nìjaké otevøené

mno¾inì obsahující G, platí

(6.6)

Z

D[H

f � �

i

dS =

Z

G

@f(x)

@x

i

dx;

kde � je pole vnìj¹ích jednotkových normálových vektorù na @

�

G.

Staèí si uvìdomit, ¾e pøedpoklady @G 2 P

n�1

a �

k

(@G n @

�

G) = 0 jsme v dùkazu

Tvrzení 5.68 potøebovali jen k tomu, abychom mohli napsat

R

B

f � �

i

dS = 0. Pøedpo-

klad �

k

(@G) < 1 jsme nepotøebovali vùbec, pro platnost obecné Gaussovy vìty je v¹ak

nezbytný.

Dùkaz (skalární formy) obecné Gaussovy vìty povedeme tak, ¾e mno¾inu G þroz-

lo¾ímeÿ na spoèetnì mnoho otevøených mno¾in, na které lze pou¾ít pøedchozí lemma;

seètením rovností (6.6) pak dostaneme dokazovanou rovnost.

Pøesný dùkaz vy¾aduje øadu úvah, proto nìkteré zformulujeme ve formì lemmat.

Nejdøíve v¹ak udìláme nìkolik úmluv:

Budeme jako obvykle psát R

n

= R

n�1

�R; pro x 2 R

n�1

a y 2 R je tedy (x; y) 2 R

n

.

Na v¹ech eukleidovských prostorech budeme uva¾ovat maximovou normu. Øekneme-li, ¾e

M � R

n

je graf C

1

funkce f , myslíme tím, ¾e existuje otevøená mno¾ina G � R

n�1

a

funkce f 2 C

1

(G), pro které M = f(x; y): y = f(x)g.

Symbolem � budeme znaèit projekci �:R

n

! R

n�1

; �(x; y) = x:

6.24 Lemma. Nech» P je (n � 1)-plocha v R

n

a pro bod c = (a; b) 2 P platí, ¾e

e

n

=2 T

c

(P ). Pak existují èísla � > 0, � > 0, pro která P \ (U

�

(a)� U

�

(b)) je graf nìjaké

funkce f 2 C

1

(U

�

(a)).

Dùkaz. (Struèný.) Bez újmy na obecnosti mù¾eme zøejmì pøedpokládat, ¾e P = =

fz: g(z) = 0g, kde G � R

n

je otevøená, g 2 C

1

(G) a grad g(z) 6= 0; z 2 G. Proto¾e

e

n

=2 T

c

(P ), platí

@g(c)

@x

n

6= 0, tak¾e závìr lemmatu plyne z vìty o implicitních funkcích.

6.25 Lemma. Nech» P � R

n

je (n� 1)-plocha a M � P je borelovská mno¾ina taková,

¾e

(i) e

n

=2 T

z

(P ) pro ka¾dý bod z 2M a

(ii) �

n�1

(�(M)) = 0.

Pak �

n�1

(M) = 0.
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Dùkaz Gaussovy vìty 6.5

Dùkaz. (Struèný.) Podle Lemmatu 6.24 ke ka¾dému x 2 M existuje jeho otevøené okolí

U

x

, pro které je U

x

\ P grafem C

1

funkce. S pomocí Poznámky 1.69 snadno vidíme, ¾e

lemma staèí dokázat v pøípadì, kdy¾ P je graf nìjaké funkce f 2 C

1

(G) (kde G � R

n�1

) je

otevøená. Polo¾íme-li '(x):= (x; f(x)); x 2 G, je ' zøejmì parametrizace P a '(�(M)) =

M . Platí tedy

�

n�1

(M) = �

n�1

('(�(M)) =

Z

�(M)

�('

0

(x)) dx = 0:

6.26 Lemma. Nech» P � R

n

je (n � 1)-plocha a S: = fz 2 P : e

n

2 T

z

(P )g. Pak

�

n�1

(�(S)) = 0.

Dùkaz. Pou¾ijeme-li Poznámku 1.69 analogicky jako v pøedchozím dùkazu, ihned vi-

díme, ¾e lemma staèí dokázat v pøípadì, ¾e P je jednoduchá (n � 1)-plocha. Nech»

' = ('

1

; : : : ; '

n

):G! R

n

je parametrizace P a T : = '

�1

(S). Oznaèíme-li  : = � �', pak

zøejmì  2 C

1

(G),  (T ) = �(S) a pro ka¾dé t 2 T platí J

 

(t) = 0. Poslední tvrzení

plyne napøíklad z toho, ¾e  

0

(t) = � � '

0

(t), tak¾e  

0

(t)(v) = 0 pro ten (nutnì nenulový)

vektor v 2 R

n�1

, pro který '

0

(t)(v) = e

n

. Podle Tvrzení 6.37 (verze Sardovy vìty) platí

�

n�1

(�(S)) = �

n�1

( (T )) = 0.

6.27 Lemma. Nech» N � R

n

, N 2 P

n�1

a �

n�1

(N) = 0. Pak �

n�1

(�(N)) = 0.

Dùkaz. (Struèný.) Podle Lemmatu 6.22 N 2 P

�

n�1

, tak¾e ji lze pokrýt jednoduchými (n�

1)-plochami P

1

; P

2

; : : : . Staèí tedy dokázat �

n�1

(�(N\P

i

)) = 0; i 2 N. Zovolme tedy i 2

N a parametrizaci ':G! R

n

plochy P

i

. Proto¾e �

n�1

(N\P

i

) =

R

'

�1

(N\P

i

)

�('

0

(t)) dt =

0; nutnì �

n�1

(T ) = 0, kde T := '

�1

(N \ P

i

). Zobrazení  : = � � ' je zøejmì tøídy C

1

na

G a  (T ) = �(N \ P

i

). Podle Tvrzení 6.38 platí �

n�1

(�(N \ P

i

)) = �

n�1

( (T )) = 0.

6.28 Lemma. Nech» F � R

n

je uzavøená omezená mno¾ina, a 2 R

n�1

a nech» F

a;�

=

fy 2 R: (x; y) 2 Fg je neprázdná koneèná mno¾ina, která je tvoøena body b

1

< b

2

< � � � <

b

r

. Pak pro ka¾dou r-tici èísel �

1

> 0; : : : ;�

r

> 0 existuje � > 0 takové, ¾e pro ka¾dé

x 2 U

�

(a) platí

F

x;�

� (b

1

��

1

; b

1

+�

1

) [ � � � [ (b

r

��

r

; b

r

+�

r

):

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e ¾e pro nìjaká èísla �

1

> 0; : : : ;�

r

> 0 pøíslu¹né � > 0

neexistuje. Pak lze najít posloupnost bodù x

n

! a a posloupnost èísel y

n

=2 (b

1

�

�

1

; b

1

+ �

1

) [ � � � [ (b

r

� �

r

; b

r

+ �

r

) tak, ¾e (x

n

; y

n

) 2 F . Proto¾e F je kompaktní,

existuje vybraná posloupnost (x

n

k

; y

n

k

) ! (a; y) 2 F . Zøejmì platí y =2 (b

1

� �

1

; b

1

+

�

1

) [ � � � [ (b

r

��

r

; b

r

+�

r

), co¾ je ale spor s tím, ¾e y 2 F

a;�

= fb

1

; : : : ; b

r

g.

Víme, ¾e staèí dokázat þskalární formuÿ Gaussovy vìty (Vìtu 5.59), její¾ znìní zopa-

kujeme:

6.29 Vìta. Nech» G � R

n

je omezená otevøená mno¾ina, pro kterou

@G 2 P

n�1

; �

k

(@

�

G) <1; �

k

(@G n @

�

G) = 0

a � = (�

1

; : : : ; �

n

) je pole jednotkových vnìj¹ích normálových vektorù na @

�

G. Nech» f je

funkce tøídy C

1

na nìjaké otevøené mno¾inì obsahující G. Pak pro ka¾dé i 2 f1; : : : ; ng
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platí

(6.7)

Z

@G

f � �

i

dS =

Z

G

@f(x)

@x

i

dx:

Dùkaz. Pro jednoduchost zápisu pøedpokládejme, ¾e i = n; dùkaz obecného pøípadu je

zcela analogický. Zopakujme, ¾e klademe �(x

1

; : : : ; x

n

) := (x

1

; : : : ; x

n�1

). Polo¾me

S := fx 2 @

�

G : �

n

(x) = 0g a N := @G n @

�

G:

Mno¾ina S je zøejmì uzavøená v borelovské (viz Tvrzení 2.156) mno¾inì @

�

G, tak¾e je

také borelovská; mno¾ina N je zøejmì kompaktní. Z Lemmatu 6.26 snadno vyplývá, ¾e

�

n�1

(�(S)) = 0 a z Lemmatu 6.27 ihned plyne, ¾e �

n�1

(�(N)) = 0. Z de�nice otevøené

mno¾iny snadno vyplývá, ¾e �(G) je otevøená mno¾ina. Snadno je vidìt, ¾e mno¾ina

N [ S je uzavøená v mno¾inì @G, tak¾e je kompaktní. Je tedy kompaktní i mno¾ina

�(N [ S) = �(N) [ �(S), tak¾e mno¾ina C := �(G) n (�(N) [ �(S)) je otevøená. Nech»

fC

�

: � 2 Ag je (prostý) systém v¹ech komponent mno¾iny C; A je zøejmì spoèetná.

Oznaème V : = C � R a V

�

:= C

�

� R.

Proto¾e �

n�1

(�(N) [ �(S)) = 0, platí podle Fubiniovy vìty �

n

(G n V ) = 0, tak¾e

(6.8)

Z

G

@f(x)

@x

i

dx =

Z

V

@f(x)

@x

i

dx =

X

�2A

Z

G\V

�

@f(x)

@x

i

dx:

(Integrál vlevo zøejmì konverguje, proto¾e jde o integrál ze spojité omezené funkce pøes

omezenou otevøenou mno¾inu.)

Nyní uká¾eme, ¾e

(6.9)

Z

@G

f � �

n

dS =

Z

@G\V

f � �

n

dS =

X

�2A

Z

@G\V

�

f � �

n

dS:

K tomu si pøednì uvìdomíme, ¾e integrál zcela vlevo konverguje, proto¾e funkce f � �

n

je

omezená a spojitá (a tedy borelovsky mìøitelná) na mno¾inì @

�

G 2 P

n�1

, �

n�1

(@

�

G) <

1 a �

n�1

(@G n @

�

G) = 0. Dále snadno vidíme, ¾e

@G n V = N [ S [M , kde M : = fz 2 @

�

G n S: �(z) 2 �(N) [ �(S)g:

Proto¾e podle pøedpokladu �

n�1

(N) = 0, podle Lemmatu 6.25 platí �

n�1

(M) = 0 a

�

n

(z) = 0 pro z 2 S, dostáváme

Z

@GnV

f � �

n

dS =

Z

N

f � �

n

dS +

Z

S

f � �

n

dS +

Z

M

f � �

n

dS = 0;

tak¾e platí první rovnost v (6.9). Druhá rovnost je zøejmá.

Staèí tedy pro ka¾dé � 2 A dokázat, ¾e

(6.10)

Z

@G\V

�

f � �

i

dS =

Z

G\V

�

@f(x)

@x

i

dx:

Zvolme tedy � 2 A a pro ka¾dý bod x 2 C

�

zkoumejme øez (@G)

x;�

. Je-li y 2 (@G)

x;�

,

zøejmì platí (x; y) 2 @G

�

n S, tak¾e �

n

(x; y) = he

n

; �(x; y)i 6= 0. Podle Tvrzení 5.51 (iii)

tedy jeden z vektorù e

n

; �e

n

míøí v bodì (x; y) ven z G a druhý do G. Z toho snadno
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vyplývá, ¾e ka¾dý bod mno¾iny (@G)

x;�

je izolovaný. Proto¾e (@G)

x;�

je zøejmì kompaktní,

je nutnì koneèná. Oznaème její prvky

p

1

(x) < p

2

(x) < :::: < p

r(x)

(x),

polo¾me (závislost mno¾in T

i

na x pro pøehlednost zápisu nevyznaèujeme)

T

0

:= fxg � (�1; p

1

(x)); T

r(x)

:= fxg � (p

r(x)

(x);1) a

T

i

:= fxg � (p

i

(x); p

i+1

(x)) pro i = 1; : : : ; r(x)� 1.

Proto¾e T

i

\ @G = ;, zøejmì buï T

i

� G nebo T

i

\ G = ;. Proto¾e G je omezená, je

nutnì T

0

\G = ;, tak¾e v bodì (x; p

1

(x)) vektor �e

n

míøí ven z G a e

n

do G. Postupnì

dostáváme

T

1

� G; T

2

\G = ;; T

3

� G; T

4

\G = ;; : : : :

Proto¾e zøejmì T

r(x)

\ G = ;, je nutnì r(x) sudé èíslo. Oznaèíme-li s(x) = r(x)=2 a

p

1

(x) =: d

1

(x); p

2

(x) =:h

1

(x); p

3

(x) =: d

2

(x); p

4

(x) =:h

2

(x); : : :

: : : ; p

r(x)�1

(x) =: d

s(x)

(x); p

r(x)

(x) =:h

s(x)

(x);

platí zøejmì G

x;�

=

S

s(x)

i=1

(d

i

(x); h

i

(x)).

Nyní uka¾me, ¾e pro ka¾dé a 2 C

�

existuje ! > 0 takové, ¾e U

!

(a) � C

�

, pro ka¾dé

x 2 U

!

(a) platí r(x) = r(a) a funkce p

1

; : : : ; p

r(a)

jsou tøídy C

1

na U

!

(a).

K tomu nejdøíve pomocí Lemmatu 6.24 zvolme èísla �

1

> 0; : : : ;�

r(a)

> 0 a èíslo

� > 0 takové, ¾e U

�

(a) � C

�

, intervaly (p

i

(a)��

i

; p

i

(a) +�

i

), i = 1; : : : ; r(a) jsou po

dvou disjunktní a ka¾dá z mno¾in

@G \ (U

�

(a)� (p

i

(a)��

i

; p

i

(a) + �

i

)) ; i = 1; : : : ; r(a),

je grafem funkce z C

1

(U

�

(a)). U¾ijeme-li Lemma 6.28 pro F : = @G; r: = r(a); b

i

: =

p

i

(a), dostaneme jisté � > 0. Je snadno vidìt, ¾e pak staèí polo¾it !:= min(�; �).

Ukázali jsme tedy, ¾e funkce r(x) je lokálnì konstantní na souvislé mno¾inì C

�

, je

tedy na C

�

konstantní s hodnotou r

�

=: 2s

�

.

Pro i = 1; : : : ; s

�

polo¾me G

i

: = f(x; y) 2 R

n

: d

i

(x) < y < h

i

(x)g;

D

i

: = f(x; y): y = d

i

(x)g; H

i

: = f(x; y): y = h

i

(x)g:

Z pøedchozích úvah je zøejmé, ¾e

G \ V

�

=

s

�

[

i=1

G

i

; @G \ V

�

= @G

�

\ V

�

=

s

�

[

i=1

(D

i

[H

i

)

a pro z 2 D

i

[H

i

= @

�

G

i

\V

�

je �(z) jednotková vnìj¹í normála keG

i

v bodì z. Pou¾ijeme-

li tedy Lemma 6.23 na mno¾iny G

1

; : : : ; G

s

�

a pøíslu¹né rovnosti (6.6) seèteme, dostáváme

(6.10), èím¾ je dùkaz ukonèen.
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6. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

6.6 Nìkteré vìty z teorie míry a

integrálu

Nech» (X;A; �) je prostor s mírou, tj. A � expX je �-algebra podmno¾in mno¾iny X a

� je (nezáporná) míra na A. Pak je pro nìkteré funkce f :X ! R

�

de�nován abstraktní

Lebesgueùv integrál

R

X

f d� 2 R

�

(viz [LM] nebo [Ru2]); pak øíkáme, ¾e tento integrál

existuje. Je-li tento integrál koneèný, øíkáme, ¾e konverguje.

Integrál

R

X

f d� se v¹ak de�nuje i pro nìkteré funkce f , které nejsou de�novány na

celém X; staèí, aby existovala mno¾ina A � D

f

, která je mìøitelná (tj. patøí do A), a pro

kterou �(X n A) = 0 (V pøípadì, ¾e � je úplná míra, jde o funkce, které jsou de�novány

�-skoro v¹ude na X, tj. ty, pro které �(X nD

f

) = 0.) Polo¾íme-li pak

R

X

f d�: =

R

A

f d�,

lze snadno dokázat, ¾e de�nice je korektní: nezále¾í na výbìru mno¾iny A. (Lze ukázat, ¾e

pøi této de�nici

R

X

f d� =

R

X

f db�, má-li jeden z integrálù smysl, pøièem¾ b� je zúplnìní

míry �.)

Je-li X metrický prostor, pak �-algebru borelovských podmno¾in X budeme znaèit

B(X). Míry na B(X) budeme nazývat borelovskými mírami na X. (Terminologie kolísá,

nìkteøí autoøi nazývají borelovskými mírami míry de�nované aspoò na B(X).)

Symboly �

n

a �

b

n

rozumíme Lebesgueovu míru a borelovskou Lebesgueovu míru na

R

n

. Pro integrál funkce f vzhledem k �

n

pou¾íváme vìt¹inou klasické znaèení

R

M

f(x) dx

(nebo také

R

M

f(x; y) dxdy pro n = 2).

6.30 Tvrzení. Nech» �; � jsou borelovské míry na separabilním metrickém prostoru X.

Nech» � a � se lokálnì rovnají (tj. pro ka¾dý bod x 2 X existuje jeho otevøené okolí U

x

takové, ¾e �(B) = �(B) pro ka¾dou borelovskou mno¾inu B � U

x

). Pak � = �.

Speciálnì, je-li � lokálnì nulová, pak je nulová.

Dùkaz. Podle Vìty 1.68 existuje posloupnost (x

n

) taková, ¾e X =

S

1

n=1

U

x

n

. Pro ka¾dou

B 2 B(X) nyní z rozkladu

B = (B \ U

x

1

) [ ((B \ U

x

2

) n U

x

1

) [ ((B \ U

x

3

) n (U

x

1

[ U

x

2

)) [ : : :

ihned vyplývá �(B) = �(B).

6.31 Vìta. (o obrazu míry) Nech» (X;A; �) je prostor s mírou, (Y; T ) je mìøitelný

prostor (tj. T je �-algebra) a f :X ! Y je mìøitelné zobrazení (tj. f

�1

(E) 2 A, kdykoliv

E 2 T ). Polo¾íme-li

�(E): = �(f

�1

(E)); E 2 T ,

pak � je míra na T ; tuto míru oznaèujeme f(�) a øíkáme ji obraz míry � pøi zobrazení f .

Je-li g:Y ! R

�

T -mìøitelná funkce, pak

Z

Y

g df(�) =

Z

X

g � f d�;

jakmile má jedna strana rovnosti smysl.

6.32 Vìta. (o neurèitém integrálu) Nech» (X;A; �) je prostor s mírou a f � 0 je nezá-

porná A-mìøitelná funkce. Polo¾íme-li

�(A):=

Z

A

f d�; A 2 A;
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pak � je míra na A; tuto míru oznaèujeme f � � a øíkáme ji neurèitý integrál f podle �.

Je-li g:X ! R

�

A-mìøitelná funkce, pak

Z

X

g d(f � �) =

Z

X

g � f d�;

jakmile má jedna strana rovnosti smysl.

6.33 Poznámka.

(i) Míøe f �� je také pøirozené øíkat þmíra s hustotou fÿ (srov. [LM; 8.19]; je to jediná

míra na A, její¾ Radon-Nikodýmova hustota vzhledem k � je f (tj.

d(f ��)

d�

= f).

O míøe f � � se také hovoøí jako o souèinu funkce f a míry �. Nìkdy (srov. [Ru2;

str. 36] se pou¾ívá zápis d(f � �) = f d�.

(ii) Dùkazy pøedchozích vìt jsou snadné a vedou se stejným standardním postupem;

tvrzení se postupnì doká¾e pro g, která je: a) charakteristická funkce, b) jedno-

duchá nezáporná funkce, c) nezáporná funkce, d) obecná mìøitelná funkce. (Srov.

Vìta 1.29 z [Ru2] a [LM], 8.23).)

V Kapitole 5 se podstatnì vyu¾ívá následující klasická vìta o substituci pro Lebesgu-

eùv integrál. Její dùkaz je dosti obtí¾ný; lze jej nalézt napø. v [J II] nebo [Ru2]. Podstatnì

obecnìj¹í vìtu lze nalézt v [LM] (Vìta 34.18) nebo ve [Fe].

6.34 Vìta. (vìta o substituci) Nech» G � R

k

je otevøená mno¾ina a ':G! R

k

je prosté

regulární zobrazení. Nech» f je funkce z '(G) do R

�

. Pak

Z

'(G)

f(x) dx =

Z

G

f('(t)) � jJ

'

(t)j dt,

jakmile jeden z integrálù existuje.

6.35 Poznámka. Zobrazení ' je difeomor�zmus (viz Vìta 2.126), tak¾e mno¾ina '(G) je

otevøená. Aby integrály mohly existovat, je ov¹em nutné, aby f byla de�nována ve skoro

v¹ech bodech mno¾iny '(G).

Z Vìty 6.34, Tvrzení 6.40 a Tvrzení 5.7 snadno vyplývá následující tvrzení.

6.36 Tvrzení. Nech» ':R

k

! R

k

je izometrie a B 2 R

k

je borelovská mno¾ina. Pak

�

k

('(B)) = �

k

(B).

Následující tvrzení je nejjednodu¹¹í speciální pøípad tzv. Sardovy vìty.

6.37 Tvrzení. Nech» G � R

k

je otevøená mno¾ina a ':G ! R

k

je zobrazení tøídy C

1

.

Nech» S: = fx 2 G: J

'

(x) = 0g. Pak �

k

('(S)) = 0.

Toto tvrzení okam¾itì vyplývá z [LM; Vìta 10.4] (pøípad k = n a � = �

k

). Pro pøímý

dùkaz (který je podstatnì jednodu¹¹í ne¾ dùkaz vìty o substituci) viz [ÈM; Vìta 10.4]

nebo [FM; Vìta 5.35].

Dal¹ím tvrzením, které potøebujeme pro dùkaz Gaussovy vìty je toto:

6.38 Tvrzení. Nech» G � R

k

je otevøená mno¾ina, ':G ! R

k

je zobrazení tøídy C

1

,

M � G a �

k

(M) = 0. Pak �

k

('(M)) = 0.
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6. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

Dùkaz. (Náznak.) Nech» S je jako v Tvrzení 6.37. Snadno vidíme, ¾e S je uzavøená

mno¾ina, ' je na otevøené mno¾inì H: = G n S regulární. Pro ka¾dý bod x 2 H existuje

podle Vìty 2.121 jeho otevøené okolí U

x

, na kterém je ' regulární a prosté. Podle Vìty 6.34

(kde za f vezmeme charakteristickou funkci mno¾iny '(U

x

\M)) dostáváme �

k

('(U

x

\

M)) = 0. Pomocí Poznámky 1.69 snadno dostáváme �

k

('(M n S)) = 0. Podle Tvrzení

6.37 v¹ak také �

k

('(S)) = 0, tak¾e jsme hotovi. Poznamenejme, ¾e dùkaz lze vést snadno

pøímo bez dosti hluboké vìty o substituci; staèí vyu¾ít toho, ¾e ' je lokálnì lipschitzovské.

V této publikaci pøi rùzných heuristických úvahách tvrdíme, ¾e jisté þintegrální souètyÿ

konvergují k nìkterému integrálu. Proto¾e pou¾íváme Lebesgueùv integrál, který není de�-

nován jako limita integrálních souètù, pro lep¹í pochopení tìchto úvah uvádíme následující

snadné tvrzení.

6.39 Tvrzení. Nech» G � R

n

je otevøená mno¾ina, � je koneèná borelovská míra v R

n

soustøedìná v G (tj. �(R

n

n G) = 0) a nech» f je stejnomìrnì spojitá funkce na G. Pak

pro ka¾dé " > 0 existuje � > 0, ¾e kdykoliv zvolíme rozklad G na borelovské mno¾iny

B

1

; : : : ; B

s

a body �

i

2 B

i

; i = 1; : : : ; s tak, ¾e diamB

i

< �; i = 1; : : : ; s, pak

(6.11)

�

�

�

�

�

Z

R

n

f d� �

s

X

i=1

f(�

i

)�(B

i

)

�

�

�

�

�

< "

Dùkaz. (Náznak.) Nech» " > 0; k èíslu "

�

: = "(�(G) + 1)

�1

zvolme � > 0 z de�nice

stejnomìrné spojitosti. Nech» nyní B

1

; : : : ; B

s

je libovolný pøíslu¹ný rozklad G. Proto¾e

zøejmì

s

X

i=1

�(B

i

) inf

x2B

i

f(x) �

Z

R

n

f d� �

s

X

i=1

�(B

i

) sup

x2B

i

f(x);

závìr tvrzení plyne z toho, ¾e podle de�nice � se þhorní souèetÿ li¹í od þdolního souètuÿ

nejvý¹e o " a èíslo

P

s

i=1

f(�

i

)�(B

i

) le¾í mezi nimi.

Ka¾dá míra � na �-algebøe borelovských podmno¾in R

3

modeluje rozlo¾ení hmoty

(nebo kladného elektrického náboje) v prostoru. Ke klasických fyzikálním aplikacím ma-

tematiky (které lze pochopit na základì støedos¹kolské fyziky) patøí výpoèet tì¾i¹tì a gra-

vitaèního (resp. elektrostatického) pole. Ní¾e uvedeme (a èásteènì motivujeme) pøíslu¹né

de�nice, které jsou u¾ity v Pøíkladech ???? a ?????.

Gravitaèní (elektrostatické) pole Je-li rozlo¾ení hmoty v prostoru dáno koneènou

borelovskou mírou � v R

3

, pak pøíslu¹né gravitaèní pole je vektorové pole F (x), kde F (x)

je síla, kterou uva¾ovaná hmota pùsobí na hmotný bod jednotkové hmotnosti umístìný

v bodì x. Zkoumejme F (a), kde a = (a

1

; a

2

; a

3

) a pro jednoduchost pøedpokládejme, ¾e

existují èísla � > 0,K > 0 takové, ¾e � je soustøedìná v mno¾inì M : = B(a;K) n B(a; �)

(tj. �(R

3

nM) = 0) a gravitaèní konstanta je 1. Rozdìlíme-li nyní M na koneènì mnoho

borelovských mno¾in M

1

; : : : ;M

s

s velmi malým diametrem a zvolíme body �

i

2 M

i

,

pak (známe-li Newtonùv gravitaèní zákon) jistì oèekáváme, ¾e pro gravitaèní sílu �F

i

(a),

kterou pùsobí hmota obsa¾ená v mno¾inì M

i

na jednotkový hmotný bod umístìný v a,

platí

�F

i

(a) �

�(M

i

)

k�

i

� ak

2

�

�

i

� a

k�

i

� ak

=

�

i

� a

k�

i

� ak

3

�(M

i

):
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O pojmech z lineární algebry 6.7

Je tedy pøirozené oèekávat (srov. Tvrzení 6.39), ¾e pro vektor F (a) a jeho slo¾ky F

i

, i =

1; 2; 3 platí rovnosti

(6.12) F (a) =

Z

R

3

x� a

kx� ak

3

d�(x); F

i

(a) =

Z

R

3

x

i

� a

kx� ak

3

d�(x):

Stejným vzorcem de�nujeme F (a), kdykoliv má pøíslu¹ný integrál smysl.

Tì¾i¹tì. Ve fyzice má v rùzných (statických i kinematických) úvahách základní vý-

znam pojem tì¾i¹tì tìlesa (soustavy tìles). Je-li pøíslu¹né rozlo¾ení hmoty dáno koneènou

mírou �, je její tì¾i¹tì T (�) de�nováno rovností

T (�): =

1

�(R

3

)

Z

R

3

x d�(x);

konverguje-li integrál vpravo. Vektorová funkce f(x) = x = (x

1

; x

2

; x

3

) se ov¹em þintegruje

po slo¾káchÿ, tak¾e pro souøadnice T

1

; T

2

; T

3

tì¾i¹tì platí

(6.13) T

i

=

1

�(R

3

)

Z

R

3

x

i

d�(x); 1 � i � 3:

Zcela analogicky se tì¾i¹tì míry de�nuje (a platí zøejmé zobecnìní (6.13)) v obecném R

n

.

6.7 O pojmech z lineární algebry

V této publikaci pou¾íváme øadu pojmù a výsledkù z lineární algebry. Zde nejdøíve zave-

deme pro nìkteré základní pojmy oznaèení obvyklá v analýze. Pak zavedeme nìkterá (ne-

pøíli¹ bì¾ná) oznaèení pro potøeby této publikace a nakonec zopakujeme potøebná fakta

týkající se a�nních prostorù a a�nních zobrazení.

a) Oznaèení obvyklá v analýze

Pod pojmem lineární prostor se v analýze rozumí vektorový prostor (nad tìlesem T,

kde T= R nebo T= C ).

Lineární zobrazení je obvyklé oznaèení pro homomor�zmus vektorového (lineárního)

prostoru do vektorového (lineárního) prostoru. Místo monomor�smu, epimor�smu a izo-

mor�zmu budeme hovoøit o prostém, surjektivním a bijektivním lineárním zobrazení.

Lineární obal podmno¾inyM lineárního prostoru (který se v algebøe vìt¹inou oznaèuje

hMi nebo [M ]) se v analýze zpravidla oznaèuje symbolem Lin M .

Znaèení skalárního souèinu i v analýze hodnì kolísá, zde pou¾íváme symbol hx; yi.

Nech» U , V jsou dva unitární prostory nad tým¾ tìlesem. Øekneme, ¾e f :U ! V je

unitární zobrazení, jestli¾e zachovává skalární souèin, tj. hf(x); f(y)i = hx; yi; x; y 2 U .

Ka¾dé unitární zobrazení je lineární a prosté (viz [Be], [Bi]).

6.40 Tvrzení. Nech» U a V jsou reálné unitární prostory. Pak bijekce g:U ! V je

izometrie (ve smyslu teorie metrických prostorù), právì kdy¾ je tvaru g(x) = f(x) + a,

kde f :U ! V je unitární bijekce a a 2 V .
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6. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

Dùkaz lze nalézt v [D II] (par. 3 za Vìtou 112) pro pøípad U = V = R

n

. Pak staèí

pou¾ít Vìtu 14.18 z [Bi].

Mno¾ina R

n

(s obvyklou strukturou) se nazývá eukleidovským prostorem, místo o R

2

a R nìkdy hovoøíme o rovinì a reálné pøímce.

Kanonickou bázi v R

n

znaèíme v¾dy (e

1

; : : : ; e

n

).

b) Nìkolik speciálních oznaèení

Nulový vektor lineárního prostoru X budeme v¾dy znaèit symbolem 0 (pøípadnì 0

X

,

pokud by mohlo dojít k omylu).

Jsou-li v

1

; : : : ; v

k

prvky prostoru R

n

, rozumíme symbolem [v

1

; : : : ; v

k

] matici typu

n� k, její¾ i-tý sloupcový vektor je v

i

.

Je-li L:R

n

! R

m

lineární zobrazení, oznaèujeme jeho matici (typu m� n) symbolem

[L].

c) A�nní podprostory eukleidovských prostorù a a�nní zobrazení

V této publikaci nepotøebujeme pojem abstraktního a�nního prostoru (viz [Bi; str.

128]), staèí nám pojem a�nního podprostoru R

n

.

Øekneme, ¾e mno¾ina A � R

n

je a�nní podprostor R

n

, je-li tvaru A = a + V : =

fa+ v: v 2 V g, kde V je lineární podprostor R

n

.

Lineární prostor V , který je a�nním prostorem A jednoznaènì urèen, se nazývá za-

mìøení a�nního prostoru A. Je-li V zamìøení A, platí A = b + V pro ka¾dý bod b 2 A.

Dimenzí a�nního prostoru rozumíme dimenzi jeho zamìøení, jednorozmìrný a�nní pro-

stor nazýváme pøímka, dvourozmìrný rovina a (n�1)-rozmìrný podprostor R

n

se nazývá

nadrovina.

Nech» A

1

� R

n

, A

2

� R

m

jsou a�nní prostory a V

1

, V

2

jsou jejich zamìøení. Øekneme,

¾e zobrazení f :A

1

! A

2

je a�nní zobrazení, existují-li lineární zobrazení f

z

: V

1

! V

2

a

body a

1

, a

2

takové, ¾e

(*) f(x) = a

2

+ f

z

(x� a

1

).

Zobrazení f

z

je jednoznaènì urèeno zobrazením f a vzorec (*) platí, právì kdy¾ a

2

= f(a

1

).

Z Tvrzení 6.40 snadno vyplývá, ¾e zobrazení f :A

1

! A

2

je izometrie, právì kdy¾ je

a�nní a zobrazení f

z

je unitární bijekce unitárního prostoru V

1

na unitární prostor V

2

.

Jsou-li A

1

� R

n

, A

2

� R

m

, A

3

� R

k

a�nní prostory a f :A

1

! A

2

, g:A

2

! A

3

jsou

a�nní zobrazení, pak i jejich slo¾ení g � f je a�nní zobrazení.
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Úmluvy a terminologie 6.8

6.8 Úmluvy a terminologie

Nìkteré obvyklé úmluvy

a) Pøi de�nování nového pojmu má tradiènì þimplikace význam ekvivalenceÿ. Napøíklad

fráze þØekneme, ¾e platí V , jestli¾e platí Wÿ vyjadøuje to, ¾e podle de�nice V ()W .

b) Mluvíme-li o výrokové funkci (predikátu) V (x) jako o pravdivém výroku, myslíme

tím, ¾e výroková funkce platí obecnì (pro x z dohodnutého oboru). Øekneme-li napøíklad,

¾e platí výrok x > 3 =) x

2

> 9; z kontextu je zøejmé, ¾e dohodnutý obor je R.

c) Èasto místo þV (x) platí pro v¹echna x 2Mÿpí¹eme pouze þV (x); x 2Mÿ.

d) Oba symboly A: = B, B =:A znamenají to, ¾e A se podle de�nice rovná B.

e) V pøípadì, ¾e nepøesnost nevede k omylùm, se èasto úmyslnì pou¾ívají nepøesné

zápisy, které jsou ale pøehlednìj¹í ne¾ zápisy zcela pøesné. Napøíklad se velmi èasto vyne-

chávají závorky: pro f :R

2

! R a (x; y) se pí¹e f(x; y) místo f((x; y)); místo f

0

(x)(v) se pí¹e

pouze f

0

(x)v apod. Také bez èastého þztoto¾òováníÿ (napø. R

n

� R

m

s R

n+m

) by (zcela

pøesné) zápisy byly velmi nepøehledné. Dal¹ím formálnì nepøesným znaèením je klasický

zápis funkcí. Hovoøíme napø. o funkcích f(x); sinx; x

2

(místo o funkcích f , sinx 7! x

2

).

Toto klasické znaèení èasto ulehèuje ètení; ve slo¾itìj¹ích situacích, kdy mù¾e dojít k omylu

(jako v Kapitole 3), je nutno pou¾ívat znaèení formálnì pøesné.

Nìkterá obvyklá oznaèení

Symbol [a; b] oznaèuje uzavøený interval v R s koncovými body a < b.

Klademe R

�

: = R [ f1;�1g a na R

�

de�nujeme obvyklé operace a uspoøádání.

Uzavøeným (resp. otevøeným) intervalem v R

n

rozumíme mno¾inu I

1

� : : : I

n

, kde

v¹echny intervaly I

i

jsou otevøené (resp. uzavøené). (Uzavøenost a otevøenost intervalù v R

bereme ve smyslu metrických prostorù.) Je-li M � X, pak C

M

:X ! R je charakteristická

funkce mno¾iny M .

Slovo þsystémÿ se u¾ívá ve dvojím smyslu (z kontextu je v¾dy patrno, ve kterém). Na-

pøíklad systém mno¾in je nejèastìji jen pøehlednìj¹í oznaèení mno¾iny mno¾in; mù¾e v¹ak

také jít o þindexovanýÿ systém mno¾in (tj. soubor mno¾in) (M

�

)

�2A

(který zapisujeme

také M

�

(� 2 A)).

Je-li X vektorový prostor a a; b 2 X, pak uzavøenou úseèkou ab rozumíme mno¾inu

fa + t(b� a): t 2 [0; 1]g. Mno¾ina C � X se nazývá konvexní, jestli¾e ab � C, kdykoliv

a; b 2 C.

Terminologie týkající se zobrazení není v literatuøe jednotná; zde pou¾íváme

následující pøístup.

Zobrazení f je dáno, kdy¾ známe jeho de�nièní obor (který znaèíme D

f

) a víme,

jaké obrazy f(x) mají prvky x 2 D

f

. U¾íváme bì¾nou symboliku pro zadávání zobrazení;

napøíklad oba zápisy

f(x): = x

2

; x 2 (0; 1); f :x 7! x

2

; x 2 (0; 1)

zadávají zobrazení f s de�nièním oborem (0; 1), které èíslu x 2 (0; 1) pøiøazuje èíslo x

2

.

Obèas pou¾íváme znaèení, kdy nezávisle promìnnou neznaèíme písmenem, ale teèkou.

Napøíklad místo x 7! f

0

(x) pí¹eme f

0

(�) apod.

Zobrazení f je dáno, právì kdy¾ je dán jeho graf G

f

: = f(x; f(x): x 2 D

f

g a nìkdy

se f a G

f

ztoto¾òují; my to v¹ak (jak je v analýze z tradièních terminologických dùvodù

obvyklé) dìlat nebudeme.
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6. Úvod do teorie plo¹ného a køivkového integrálu

PokudA = D

f

a pro ka¾dé x 2 A platí, ¾e f(x) 2 B, øíkáme, ¾e f je zobrazení mno¾iny

A do mno¾iny B, a pí¹eme f :A ! B. Mno¾ina B v¹ak není zobrazením f jednoznaènì

urèena. Je-li dáno f :A ! B a A � X, øíkáme, ¾e f je zobrazení z mno¾iny X do B.

Tvrdíme-li, ¾e pro ka¾dé x 2M má f(x) nìjakou vlastnost, je v tom implicitnì obsa¾eno,

¾e M � D

f

. Jen tehdy, kdy¾ M � A, de�nujeme její obraz

f(M) = ff(x): x 2Mg: = fy 2 B: 9x 2M : y = f(x)g.

Vzor f

�1

(M) = fx 2 A: f(x) 2 Mg de�nujeme pro libovolnou mno¾inu M . Pro

prosté zobrazení f je de�nováno obvyklým zpùsobem inverzní zobrazení f :H

f

! D

f

, kde

H

f

: = f(D

f

) je obor hodnot zobrazení f . Pøipou¹tíme také prázdné zobrazení, pro které

D

f

= G

f

= ;.

Jsou-li f , g dvì zcela libovolná zobrazení, de�nujeme v¾dy jejich slo¾ení g�f pøedpisem

g � f(x): = g(f(x)); x 2 f

�1

(D

g

). Tímto slo¾ením mù¾e být ov¹em i prázdné zobrazení.

To je de�nice obecnìj¹í, ne¾ se obvykle v uèebnicích uvádí, Je v¹ak zcela pøirozená a

u¾iteèná: slo¾ené zobrazení je dáno pøedpisem x 7! g(f(x)) pro v¹echna x, pro které má

výraz g(f(x)) smysl. I pøi této obecné de�nici zøejmì platí þasociativní zákonÿ: h�(g�f) =

(h � g) � f .

Podobnì v¾dy de�nujeme souèin dvou reálných (resp. komplexních) funkcí. Také pro

zobrazení f

1

:A

1

! B

1

, f

2

:A

2

! B

2

de�nujeme zobrazení (f; g): (A

1

\ A

2

) ! B

1

� B

2

pøedpisem (f; g)(x):= (f(x); g(x)).

Funkcí se nìkdy rozumí zobrazení do èísel nebo do vektorového prostoru (vektorová

funkce), èasto je v¹ak funkce pouze jiný název pro zobrazení.

Nakonec je¹tì zdùraznìme, ¾e èasto øíkáme, ¾e zobrazení f má nìjakou vlastnost, i

kdy¾ jde o vlastnost f vzhledem k dal¹ím objektùm. Øekneme-li, ¾e f :A! B je surjektivní

(surjekce) nebo bijektivní (bijekce), není to vlastnost zobrazení f , ale dvojice (f;B).

Øekneme-li, ¾e zobrazení z X do B má nìjakou vlastnost, mù¾e jít o vlastnost trojice

(X; f;B), pøípadnì struktur (napøíklad struktury metrického nebo vektorového prostoru)

zadananých na X a B.
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| Greenova 263

| Heineho 18

| Jordanova 263

| o derivaci slo¾eného zobrazení 72

| o hodnosti 148

| o implicitních funkcích 104, 176

| o inverzním zobrazení (= o lokálním

difeomor�smu) 115, 174

| o Lagrangeových multiplikátorech

143, 145

| o lokalizaci 192

| o ortogonální bázi 207

| o pøírùstku funkce 76, 159

| o slo¾ení zobrazení tøídy C

p

82, 169

| o vázaných extrémech 143, 145

| o zámìnnosti parciálních derivací

88, 89

| Riesz{Fischerova 212

| Taylorova 97, 98

| Weirstrassova 199

vnitøek mno¾iny 13

vzdálenost

| bodu od mno¾iny 15

| dvou mno¾in 15

zobrazení

| n-lineární 44

| | antisymetrické 47

| | symetrické 47

| bilineární 44

| difeomorfní (= difeomor�smus) 115

| diferencovatelné 67

| izometrické 22

| lipschitzovské 22

| multilineární 44

| regulární 116

| spojité 16

| stejnomìrnì spojité 22

| tøídy C

1

160

zúplnìní metrického prostoru 33
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