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1. Seznam elementárńıch funkćı.

I. Elementárńı funkce jsou funkce, které vzniknou z ńıže uvedených funkćı aritme-
tickými operacemi a skládáńım.

II. Funkce, k jejichž definici stač́ı reálná č́ısla a aritmetické operace.

(a) Mocniny s přirozeným exponentem (x 7→ xn, n ∈ N).

(b) Lineárńı funkce, graf, geometrický význam koeficient̊u.

(c) Polynomiálńı funkce, speciálně kvadratické funkce. Rozklad na součin kořeno-
vých činitel̊u.
Letńı semestr: Základńı věta algebry. Rozklad na součin kořenových činitel̊u a
kvadratických výraz̊u.

(d) Letńı semestr: Racionálńı funkce, ryze lomená racionálńı funkce, parciálńı zlom-
ky, rozklad ryze lomené racionálńı funkce na součet parciálńıch zlomk̊u.

III. Odmocniny jako inverzńı funkce k mocninným funkćım, jejich definičńı obor a obor
hodnot a souvislost se spojitost́ı mocninné funkce ([JV], věty 4.3.34, 4.3.37) a vlast-
nost́ı suprema reálných č́ısel.

IV. Mocninné a exponenciálńı funkce s reálným exponentem.

(a) Vlastnost mocninných funkćı: xm+n = xmxn, rozš́ı̌reńı této vlastnosti pro jiné
než přirozené exponenty a definice mocninných funkćı s nulovým, záporným a
racionálńım exponentem, definičńı obory těchto funkćı.
Dosad’te m = 0, n = 1 a odvod’te x0 = . . . . Dosad’te m = −n a odvod’te x−n =
. . . . Dosad’te m = n = 1/2 a odvod’te x1/2 = . . . . Jak odvod́ıte x1/3 = . . . ?

(b) Exponenciálńı funkce – jak je definováno např́ıklad 2
√
2?

Exponenciálńı funkce x 7→ ax je definována jako spojité rozš́ı̌reńı z racionálńıch
exponent̊u na reálné exponenty.
Axiomatická definice exponenciálńı funkce – je to funkce splňuj́ıćı

∀x, y ∈ R : exp(x+ y) = exp(x) exp(y), ∀x ∈ R : exp(x) ≥ 1 + x

Pro korektnost této axiomatické definice je potřeba ukázat, že taková funkce
existuje a že je určena jednoznačně (my se t́ım zde zabývat nebudeme).

(c) Logaritmická funkce jako inverzńı funkce k exponenciálńı funkci, definičńı obor
a obor hodnot.

V. Goniometrické funkce

(a) Trigonometrická definice pro ostrý úhel.

(b) Definice pro ostatńı úhly s použit́ım jednotkové kružnice. Zavedeńı polárńıch
souřadnic v rovině.

(c) Součtové vzorce a jejich geometrické odvozeńı.



(d) Axiomatická definice kosinu:

∀x, y ∈ R : cos(x+ y) + cos(x− y) = 2 cos(x) cos(y)

∃p > 0 : cos(p) = 0 ∧ cos je na 〈0, p〉 klesaj́ıćı

(e) Jakmile máme kosinus, je zavedeńı ostatńıch funkćı snadné:

sin(x) = cos(π
2
− x), tg (x) = sin(x)

cos(x)
, cotg (x) = tg (π

2
− x).

VI. Cyklometrické funkce jako inverzńı funkce k vhodně zúženým funkćım goniomet-
rickým.

VII. Hyperbolické funkce:

sinh(x) =
exp(x)− exp(−x)

2
, cosh(x) =

exp(x) + exp(−x)

2
.

tanh(x) =
sinh(x)

cosh(x)
, coth(x) =

cosh(x)

sinh(x)
.

Plat́ı pro ně mnoho vztah̊u podobných vztah̊um pro goniometrické funkce (odvod’te
je):

cosh2 x− sinh2 x = 1 cosh2 x+ sinh2 x = cosh(2x)

sinh′ = cosh cosh′ = sinh

sinh(2x) = 2 sinhx coshx

cosh(x+y) = cosh x cosh y+sinhx sinh y cosh(x−y) = cosh x cosh y−sinhx sinh y

sinh(x+y) = sinh x cosh y+coshx sinh y sinh(x−y) = sinh x cosh y−coshx sinh y

2. Základńı limity. Ve všech př́ıpadech x→ 0:

sinx

x
,

ex − 1

x
,

ln(x+ 1)

x
.

3. Návod pro odvozeńı základńıch limit.

1. Z goniometrické definice sinu odvod́ıme pro x ∈ (0, π/2) nerovnosti

1

2
sinx cosx ≤ 1

2
x ≤ 1

2
tg x

a odtud

cosx ≤ sinx

x
≤ 1

cosx
.

Rozmyslete si, že pro x ∈ (−π/2, 0) plat́ı totéž – funkce sin je lichá a funkce cos
sudá. Na uvedené nerovnosti aplikujeme policejńı větu.

2. Použijeme ex ≥ 1 + x a stejný vztah pro −x dosazené za x: e−x ≥ 1− x. Odtud pro
x > 0 odvod́ıme

1 ≤ ex − 1

x
≤ ex

a pro x < 0 odvod́ıme

ex ≤ ex − 1

x
≤ 1

a opět použijeme policejńı větu.



3. Posledńı limitu dostaneme z ey−1
y

substitućı x = ey − 1. O substituci v limitě v́ıce
v textu o limitě složené funkce.

4. Policejńı věta je v [JV] jako čtvrtá část věty 4.3.12, my ji zde uvedeme samostatně.
Necht’ x0 ∈ R?, funkce f , g, h jsou definovány v prstencovém okoĺı bodu x0 a v tomto
okoĺı plat́ı

f(x) ≤ g(x) ≤ h(x).

Necht’ maj́ı funkce f , h v bodě x0 limitu ` ∈ R?. Pak má i funkce g v bodě x0 limitu
rovnu `.


