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• Skutečná ṕısemná práce bude obsahovat 4 př́ıklady.

• Pečlivě čtěte zadáńı. Vypočtěte a zobrazte je něco jiného než zobrazte (v tom př́ıpadě máte v pr̊uběhu
výpočtu odmocňovat

”
nehezké č́ıslo“ a neńı nutné poč́ıtat jeho argument, stač́ı výsledek sestrojit).

• Povolené pomůcky jsou psaćı a rýsovaćı potřeby a dále vlastnoručně psaný tahák formátu jedné strany
a4. Tahák odevzdále spolu s ṕısemkou.

• Svoje výpočty řádně zd̊uvodňujte.

• List se zadáńım použijte při ṕısemce jako obálku a podepǐste jej.

• Pro úspěšné absolvováńı muśıte ṕısemnou část napsat na alespoň 75%.

• Úlohy označené hvězdičkou nepatř́ı mezi základńı úlohy. V ṕısemce bude k některým úlohám i hvězdičková
varianta a pokud ji vyřeš́ıte, bude se vám poč́ıtat jako jeden a p̊ul př́ıkladu.

1. Matematické struktury

1a Matematická struktura (R2,⊕,⊗), která má operace definované vztahy (1), (2) je tělesem. Vaš́ım úkolem
je ukázat, že splňuje axiom inverzńıho prvku, aniž byste tento prvek spoč́ıtali.

(x, y)⊕ (a, b) = (x + a, y + b) (1)

(x, y)⊗ (a, b) = (xa− yb, xb + ya) (2)

1b Ukažte, že matematická struktura (R2,⊕,⊗), která má operace definované vztahy (3), (4) je isomorfńı se
strukturou (M,+, ·), kde M je množina matic daná vztahem (5) a +, · jsou operace sč́ıtáńı a násobeńı
matic.

Vı́me, že struktura (M,+, ·) je podokruh struktury všech matic 2 × 2. Které axiomy je třeba ověřit,
abychom ukázali, že je (M,+, ·) tělesem? Ověřte tyto axiomy.

(x, y)⊕ (a, b) = (x + a, y + b) (3)

(x, y)⊗ (a, b) = (xa− yb, xb + ya) (4)

M =

{(
a −b
b a

)
: a, b ∈ R

}
(5)

1c Ukažte, že struktura (M1,�), kde M1 je množina lineárńıch funkćı komplexńı proměnné formálně zadaná
vztahem (6) a � je operace skládáńı funkćı, je izomorfńı se strukturou (M2, ·), kde M2 je množina matic
zadaná vztahem (7) a · je operace násobeńı matic.

M1 = {z → az + b, z ∈ C : a, b ∈ C, a 6= 0} (6)

M2 =

{(
a b
0 1

)
: a, b ∈ C, a 6= 0

}
(7)

1d* Ukažte, že grupa (M1, ·), kde M1 je množina regulárńıch komplexńıch matic řádu 2, formálně zadaná
vztahem (8), a · je operace násobeńı matic, je homomorfńı s grupou (M2,�), kde M2 je množina lineárně
lomených funkćı komplexńı proměnné formálně zadaná vztahem (8) a � je operace skládáńı funkćı.

M1 =

{(
a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0

}
(8)

M2 =

{
z → az + b

cz + d
, z ∈ S : a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0

}
(9)

1e* Určete jádro homomorfismu z předchoźı úlohy a faktorgrupu grupy (M1, ·), která je izomorfńı s grupou
(M2,�).
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1f Ukažte, že množina komplexńıch č́ısel C spolu s operaćı sč́ıtáńı a násobeńı prvku C reálným č́ıslem tvoř́ı
vektorový prostor nad tělesem reálných č́ısel. Ukažte, že dimenze prostoru je d = 2 a že i, 1 tvoř́ı bázi
tohoto prostoru.

Dále ukažte, že tento vektorový prostor je izomorfńı s vektorovým prostorem R2 (nad tělesem R) a sestrojte
izomorfismus.

2. Vlastnosti operaćı s komplexńımi č́ısly.

2a Ukažte, že pro z1, z2 ∈ C plat́ı (z1z2) = z1z2.

2b Ukažte, že pro z1, z2 ∈ C, z2 6= 0 plat́ı (z1/z2) = z1/z2.

2c Ukažte, že pro z1, z2 ∈ C plat́ı z1 + z2 = z1 + z2.

2d Ukažte, že pro z1, z2 ∈ C plat́ı |z1z2| = |z1||z2|.

2e Ukažte, že pro z1, z2 ∈ C, z2 6= 0 plat́ı |z1/z2| = |z1|/|z2|.

2f Ukažte, že pro z1, z2 ∈ C plat́ı |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|.

2g Ukažte, že pro z1, z2 ∈ C plat́ı |z1 − z2| ≤ |z1|+ |z2|.

3. Geometrický význam operaćı s komplexńımi č́ısly

3a Vypočtěte kořeny rovnice v oboru komplexńıch č́ısel a zobrazte je v komplexńı rovině.

(a) (z + 2)3 = −i
(b) z2 + iz + 2 = 0

3b (a) (z − 1)4 = −16

(b) z2 − 3iz − 2 = 0

3c Zobrazte v komplexńı rovině kořeny rovnice. Při zobrazeńı použijte prav́ıtko př́ıpadně i kruž́ıtko.

z2 + (1− 2i)z − 2 = 0

3d
z2 + iz − 2 + i = 0

3e Zobrazte v Gaussově rovině komplexńı č́ısla z1 = 2− i, z2 = 1 + 3i. Poté zkonstruujte obraz jejich pod́ılu
a porovnejte jeho polohu s vypočtenou hodnotou.

3f Zobrazte v Gaussově rovině komplexńı č́ısla z1 = 1 + 2i, z2 = −3 + 2i a č́ıslo z = z1/(z1 + z2). Č́ıslo z
zobrazte dvěma zp̊usoby: konstrukćı z obraz̊u č́ısel z1, z2 a výpočtem. Oba výsledky porovnejte.

4. Poměr bod̊u, lineárńı funkce, podobná zobrazeńı v komplexńı rovině.

4a Vypočtěte poměr bod̊u z1 = 1, z2 = 2−i, z3 = 1+2i a z tohoto poměru vypočtěte velikost úhlu s vrcholem
v bodě z1 a s rameny procházej́ıćımi body z2, z3. Body poté zobrazte v komplexńı rovině a vypočtený
úhel porovnejte s obrázkem.

4b Určete typ podobného zobrazeńı, které zobraźı bod z1 = 2 na bod w1 = 2 + 2i a bod z2 = −1 + i na bod
w2 = 3i. Vypočtěte koeficient tohoto podobného zobrazeńı.

Typem podobného zobrazeńı mysĺıme posunut́ı, otočeńı, stejnolehlost př́ıpadně stejnolehlost složenou
s otočeńım.

4c z1 = i, w1 = −1, z2 = 2, w2 = 2 + i

4d z1 = 1, w1 = −1− 4i, z2 = i, w2 = −2− 5i

4e Napǐste lineárńı funkci, která v Gaussově rovině popisuje otočeńı se středem v bodě s = 2− 3i o úhel 90◦

v kladném směru.

Výsledek zkontrolujte výpočtem invariantńıho bodu z0 zobrazeńı. Dále zvolte bod z1 6= z0, vypočtěte jeho
obraz w1 a vypočtěte poměr (w1 − z0)/(z1 − z0) a porovnejte s hodnotou, která plyne ze zadáńı.

5. Ověřeńı, zda je funkce komplexńı proměnné diferencovatelná.
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5a Ověřte, zda funkce f splňuje Cauchy-Riemannovy podmı́nky:

f(z) = exp(z2)

5b
f(z) = z exp(z)

5c
f(z) = z exp(z)

5d
f(z) = z exp(z)

5e
f(z) = sin(z)

6. Exponenciálńı a goniometrické rovnice v komplexńım oboru.

6a Vypočtěte kořeny rovnice v oboru komplexńıch č́ısel a zobrazte je v komplexńı rovině.

sin(z) = 3

6b
sin(z) = 3i

6c
cos(z) = 2i

6d
cos(z) = 2

6e
exp(2iz − 1) = 4

6f
exp(3− iz) = 1− i
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