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Cilem tohoto textu je uvést podrobnosti k dukazu lemmatu 3.1.3 a véty 3.2.2 z [1] a
uvést priklad.

Priklad. Funkci komplexni proménné f : z — 2% rozepiseme pomoci dvou redlnych funkef
realné proménné
filz,y) +ifo(z,y) = (x +iy)?
a po uprave
filz,y) +ifa(z,y) = 2° — y* + 2izy

Porovnéni redlné a imaginarni ¢asti pravé a levé strany dostaneme

filz,y) = 2® =y
falz,y) = 2xy
Spocitame parcialni derivace
8f1 afl an
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Vidime, ze plati
oh _0f OHh _ _Of (1)
ox dy dy ox
Vztahy (1) plati vzdy, kdyz mé funkce f derivaci. Nazzyvame je Cauchy-Riemannoviymi
podminkams.

Znaceni. Symbolem D je v [1] znacen gradient funkce a symboly Dy, Dy slozky gradientu,
tedy parcialni derivace:
of _ of _

g D.f oy
Df = (D1f> DQf)

Dyf (2)

Formulace lemmatu 3.1.3. Bod z = z + iy € C je ztotoziiovan s bodem [z,y] € R2.
Vyznam symbolu Dy f1, Dsf1, D1fe, Dafs jsme vylozili v (2).

Dikaz lemmatu 3.1.3 pouziva tvrzeni: mé-li funkce dvou proménnych v bodé [z, yo]
dvojnou limitu, pak ma v tomto bodé limity o stejné hodnoté po primkéach, konkrétné po
primkach z =z a y = yo.

Silna derivace, nebo téz totalni diferencial, je pojem zakladniho kurzu matematické
analyzy. Vyklad tohoto pojmu najde ¢tenar v souboru Derivace.pdf umisténém v ad-
resafi http://kap.fp.tul.cz/ simunkova/analyza/an3-2018-19.

Text navazuje na Parcialni derivace.pdf ze stejného adresare.



Zakladni vlastnosti silné derivace jsou zopakovany v [1] v poznamce 3.2.1.

Dukaz véty 3.2.2. Vztah (3.4) je Tayloruv polynom funkce f prvniho stupné se zbytkem
R a derivaci f'(z) = C. Symbol o(h), h — 0 vyjadiuje vlastnost zbytku lim, o R(h)/h =
0.

f(z+h)— f(z) = Ch+ R(h)

Ve vztahu (3.5) je dosazeno C' = a +ic, h = hy + ihs.
f(z+h) = f(2) = (a+ic)(hy + the) + R(h)
Déle dosadime i za funkci f a zbytek R redlnou a imagindrni ¢ast f = fi+ify, R = R1+iRs
filz+h)+ifo(z4+h) — fi(2) —ifa(2) = (a +ic)(hy + ihy) + Ri(h) + iRs(h)

a rovnost v komplexnim oboru vyjadiime jako rovnost redlné a imaginarni ¢asti (v redlném
oboru)

fl(2+h)—f1(2') = ah1—0h2+R1(h)
fQ(Z + h) — fQ(Z) = Ch1 —|— ah2 —|— Rg(h)

a porovname s definici silné derivace funkci fi, fo

filz+h) = fi(z) = Difihi+ Dafihy + Ri(h)
f2(z+h) = fo2) = Difohi+ Dafahg + Ro(h)

Odtud dostaneme existenci silnych derivaci funkei f;, fo i Cauchy-Riemannovy podminky
D1 f1 = Dafa, Difa = —Daf1.

Opacnou implikaci — tedy, ze z Cauchy-Riemannovych podminek a existence silnych
derivaci funkci fi, fo plyne existence derivace f'(z) dostaneme tpravami v opacném
poradi.
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