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Ćılem tohoto textu je ukázat, že lineárńı zobrazeńı v komplexńım oboru popisuj́ı po-
dobná zobrazeńı.

Odkazujeme čtenáře na stručný popis lineárńıch zobrazeńı v následuj́ıćıch textech

1. V [1] na straně 66 mezi definićı 4.2.5 invariantńıho bodu a definićı 4.2.6. V popisu
lineárńı funkce znač́ı P množinu nenulových komplexńıch č́ısel, S tzv. komplexńı
sféru S = C ∪ {∞}.

2. V knize autor̊u Agarwal, Perera, Pinelas. Př́ıslušné dvě strany knihy najde čtenář
v archivu ukpe-2018-19. Kromě popisu obsahuje př́ıklad s obrázkem.

V tomto textu vše ještě jednou stručně shrneme jinými slovy.

Definice. Ve shodě s výše zmiňovanými texty budeme pod lineárńım zobrazeńım rozumět
zobrazeńı

z 7→ az + b, a, b ∈ C, a 6= 0 (1)

Invariantńı bod. V [1] najde čtenář definici pod č́ıslem 4.2.5. My zde rozebereme počet
invariantńıch bod̊u v závislosti na hodnotách a, b v (1). Rovnice invariantńıho bodu
z = az + b má jeden kořen pro a 6= 1, nemá žádný kořen pro a = 1, b 6= 0 a má nekonečně
mnoho kořen̊u pro a = 1, b = 0.

Stručný přehled lineárńıch zobrazeńı.

1. a = 1, b = 0: identita

2. a = 1, b 6= 0: posunut́ı

3. V př́ıpadě a 6= 1 má zobrazeńı (1) jeden invariantńı bod z0 ∈ C. Označ́ıme w obraz
bodu z ∈ C. Dostaneme rovnice

w = az + b

z0 = az0 + b

Odečteńım těchto rovnic dostaneme

w − z0 = a(z − z0)

a př́ıpadně daľśı úpravou dostaneme

w = z0 + a(z − z0).

K následuj́ıćı klasifikaci je potřeba, aby si čtenář zopakoval geometrický význam
násobeńı komplexńıch č́ısel.



(a) |a| = 1, a 6= 1: otočeńı o úhel ϕ = arg a okolo bodu z0, v př́ıpadě ϕ > 0
v kladném směru (proti směru hodinových ručiček), v př́ıpadě ϕ < 0 v zápor-
ném směru (po směru hodinových ručiček)

(b) arg a = 0 (tzn. a ∈ R, a > 0): stejnolehlost s koeficientem a a středem z0

(c) Obecný př́ıpad je složeńı otočeńı o úhel ϕ = arg a a stejnolehlosti s koeficientem
|a|.

Poměr bod̊u. Poměrem navzájem r̊uzných bod̊u z1, z2, z3 v komplexńı rovině budeme
rozumět pod́ıl

pomer(z1, z2, z3) =
z3 − z1
z2 − z1

(2)

V [1] je definován dvojpoměr bod̊u definićı 4.3.21. Čtenář si snadno rozmysĺı, že to je
pod́ıl poměr̊u.

Čtenář pravděpodobně zná definici podobného zobrazeńı v rovině a v́ı co je to koefi-
cient podobného zobrazeńı. Pro př́ıpadné osvěžeńı paměti tyto pojmy zopakujeme.

Definice. Zobrazeńı bod̊u v rovině budeme nazývat podobným zobrazeńım, pokud existuje
k ∈ (0,+∞) takové, že pro libovolnou dvojici bod̊u X1, X2 a jejich obrazy Y1, Y2 plat́ı
pro vzdálenosti |X1X2|, |Y1Y2|

|Y1Y2| = k|X1X2|

Č́ıslo k nazýváme koeficientem podobného zobrazeńı.

Dále předpokládáme, že čtenář v́ı, že podobné zobrazeńı v rovině zobrazuje př́ımku
na př́ımkui, že zachovává pořad́ı bod̊u na př́ımce a že zachovává úhel př́ımek.

Geometrický význam poměru bod̊u. Čtenář necht’ si rozmysĺı následuj́ıćı tvrzeńı.
Doporučujeme nakreslit obrázek a zopakovat si geometrický význam rozd́ılu a pod́ılu
komplexńıch č́ısel.

1. Lež́ı-li body z1, z2, z3 ve vrcholech trojúhelńıku, pak argument č́ısla (2) je roven úhlu
ve vrcholu v bodě z1. Znaménko argumentu popisuje, jestli se od ramene z1z2 k ra-
meni z1z3 dostaneme po, nebo proti směru hodinových ručiček. Absolutńı hodnota
poměru (2) je rovna pod́ılu stran trojúhelńıku.

2. Z předchoźıho bodu plyne, že trojúhelńıky abc, def (v jejichž vrcholech jsou kom-
plexńı č́ısla a, b, c, d, e, f) jsou si podobné právě když plat́ı jeden ze vztah̊u

(a) pomer(a, b, c) = pomer(d, e, f), v tom př́ıpadě je orientace úhl̊u při vrcholech
a, d totožná

(b) pomer(a, b, c) = pomer(d, e, f), v tom př́ıpadě je orientace úhl̊u při vrcholech
a, d opačná

3. pomer(a, b, c) ∈ R právě když lež́ı body a, b, c na př́ımce. Přitom bod a lež́ı mezi
body b, c právě když je pomer(a, b, c) < 0.



V předchoźım textu jsme ukázali, že lineárńı zobrazeńı (1) popisuje podobné zobrazeńı.
Nyńı ukážeme opačné tvrzeńı (opačnou implikaci), a sice, že každé podobné zobrazeńı,
které nav́ıc zachovává orientaci úhlu (tj. orientujeme-li úhel ve směru hodinových ručiček,
pak je jeho obraz také orientován ve směru hodinových ručiček), lze popsat pomoćı lineárńı
funkce.

Věta. Necht’ z1 6= z2 jsou komplexńı č́ısla a w1, w2 jejich obrazy v podobném zobrazeńı.
Necht’ toto podobné zobrazeńı zachovává orientaci úhl̊u. Pak pro obraz w bodu z plat́ı

w = w1 + (w2 − w1)
z − z1
z2 − z1

Důsledek. Podobné zobrazeńı zachovávaj́ıćı orientaci úhl̊u lze v komplexńı rovině popsat
lineárńı funkćı.

Důkaz věty. Budeme rozlǐsovat dva př́ıpady: bod z bud’ lež́ı nebo nelež́ı na př́ımce určené
body z1, z2.

1. Pokud z na př́ımce z1z2 nelež́ı, pak tyto tři body tvoř́ı trojúhelńık. Z vlastnost́ı
podobného zobrazeńı plyne, že je tento trojúhelńık podobný trojúhelńıku určenému
obrazy w, w1, w2. Přidáme-li k podobnosti ještě požadavek zachováńı orientace úhlu,
pak je obraz w určen jednoznačně a poměry vzor̊u a obraz̊u se rovnaj́ı

z − z1
z2 − z1

=
w − w1

w2 − w1

(3)

Vyjádřeńım obrazu w z (3) pak dostáváme tvrzeńı věty.

Na obrázku vlevo jsou znázorněny body z1, z2, z tvoř́ıćı trojúhelńık a u jednoho
úhlu je zvolena a vyznačena jeho orientace. Na obrázku vpravo jsou k bod̊um w1,
w2 dokresleny podobné trojúhelńıky. Jeden z nich zachovává orientaci, druhý ji měńı
v opačnou.

2. Zbývá probrat př́ıpad bod̊u lež́ıćıch na společné př́ımce. Z definice podobného zob-
razeńı plyne

|z − z1|
|z2 − z1|

=
|w − w1|
|w2 − w1|



Lež́ı-li bod z na př́ımce určené body z1, z2, nabývá jejich poměr reálné hodnoty,
tedy (z − z1)/(z2 − z1) ∈ R. Obraz př́ımky je v podobném zobrazeńı př́ımka, proto
i body w1, w2, w lež́ı na společné př́ımce. Odtud plyne (w − w1)/(w2 − w1) ∈ R.
Nastává tedy jedna z možnost́ı

z − z1
z2 − z1

=
w − w1

w2 − w1

(4)

z − z1
z2 − z1

= − w − w1

w2 − w1

(5)

Na obrázku vlevo jsou vzory, na obrázku vpravo jsou obrazy. Bod z se zobraźı do
jednoho z koncových bod̊u úsečky, podle (4) do pravého, podle (5) do levého. Vid́ıme,
že (5) nezachovává pořad́ı bod̊u na př́ımce, proto plat́ı (4). Odtud odvod́ıme, stejně
jako v předchoźım bodu, tvrzeńı věty.
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