Linearni zobrazeni v komplexnim oboru
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Cilem tohoto textu je ukézat, ze linearni zobrazeni v komplexnim oboru popisuji po-
dobné zobrazeni.

Odkazujeme Ctenaie na struc¢ny popis linearnich zobrazeni v nasledujicich textech

1. V [1] na strané 66 mezi definici 4.2.5 invariantniho bodu a definici 4.2.6. V popisu
linearni funkce zna¢i P mnozinu nenulovych komplexnich éisel, S tzv. komplexni

sféru S = C U {oo}.

2. V knize autoru Agarwal, Perera, Pinelas. Piislusné dvé strany knihy najde ¢tenar
v archivu ukpe-2018-19. Kromé popisu obsahuje piiklad s obrazkem.

V tomto textu vse jesté jednou struc¢né shrneme jinymi slovy.

Definice. Ve shodé s vyse zminovanymi texty budeme pod linedrnim zobrazenim rozumét

zobrazeni
z—az+b, abeC, a#0 (1)

Invariantni bod. V [1] najde ¢tenaf definici pod ¢islem 4.2.5. My zde rozebereme pocet
invariantnich bodu v z&avislosti na hodnotach a, b v (1). Rovnice invariantniho bodu
z = az + b mé jeden kofen pro a # 1, nemé zadny kofen pro a = 1, b # 0 a ma nekonecné
mnoho kotenu pro a =1, b= 0.

Strucny piehled linearnich zobrazeni.
1. a =1, b = 0: identita
2. a =1, b+# 0: posunuti

3. V piipadé a # 1 mé zobrazeni (1) jeden invariantni bod zy € C. Ozna¢ime w obraz
bodu z € C. Dostaneme rovnice

w = az-+b

Zo = azg+b
Odectenim téchto rovnic dostaneme
w— 2o = a(z — z)
a pripadné dalsi dpravou dostaneme
w =2y + a(z — 2p).

K nésledujici klasifikaci je potieba, aby si ¢tendr zopakoval geometricky vyznam
nasobeni komplexnich ¢isel.



(a) |a] = 1, a # 1: otoceni o thel ¢ = arga okolo bodu zj, v piipadé ¢ > 0
v kladném sméru (proti sméru hodinovych rué¢icek), v piipadé ¢ < 0 v zépor-
ném sméru (po sméru hodinovych rucicek)

(b) arga =0 (tzn. a € R, a > 0): stejnolehlost s koeficientem a a stredem z

(c¢) Obecny piipad je slozeni otoceni o tihel ¢ = arg a a stejnolehlosti s koeficientem
|al.

Pomér bodta. Pomérem navzdjem riuzniych bodu z1, zo, z3 v komplexni roviné budeme

rozumeét podil
z3 — %1

(2)

V [1] je definovéan dvojpomér bodu definici 4.3.21. Ctendi si snadno rozmysli, Ze to je
podil pomeéru.

pomer(zy, 29, 23) =
29 — 21

Ctenaf pravdépodobné zné definici podobného zobrazeni v roviné a vi co je to koefi-
cient podobného zobrazeni. Pro piipadné osvézeni paméti tyto pojmy zopakujeme.

Definice. Zobrazeni bodu v roviné budeme nazyvat podobniym zobrazenim, pokud existuje
k € (0,400) takové, ze pro libovolnou dvojici bodu Xi, X, a jejich obrazy Y;, Y, plati
pro vzdélenosti | X Xs|, [Y1Ya|

Y1Ya| = k| X1 X5

Cislo k nazyvame koeficientem podobného zobrazend.

Daéle predpokladame, ze ¢tenafr vi, ze podobné zobrazeni v roviné zobrazuje primku
na primkui, ze zachovava poradi bodu na piimce a ze zachovava thel primek.

Geometricky vyznam poméru bodu. Ctendi necht si rozmysli nésledujici tvrzeni.
Doporucujeme nakreslit obrazek a zopakovat si geometricky vyznam rozdilu a podilu
komplexnich ¢isel.

1. Lezi-li body z1, 29, 23 ve vrcholech trojihelniku, pak argument ¢isla (2) je roven tihlu
ve vrcholu v bodé z;. Znaménko argumentu popisuje, jestli se od ramene z;25 k ra-
meni z;z3 dostaneme po, nebo proti sméru hodinovych rucicek. Absolutni hodnota
pomeéru (2) je rovna podilu stran trojihelniku.

2. Z predchoziho bodu plyne, ze trojihelniky abc, def (v jejichz vrcholech jsou kom-
plexni ¢isla a, b, ¢, d, e, f) jsou si podobné pravé kdyz plati jeden ze vztahu

(a) pomer(a,b,c) = pomer(d,e, f), v tom piipadé je orientace thlu pii vrcholech
a, d totozna
(b) pomer(a,b,c) = pomer(d, e, f), v tom piipadé je orientace dhlu pii vrcholech

a, d opacna

3. pomer(a,b,c) € R pravée kdyz lezi body a, b, ¢ na piimce. Pfitom bod a lezi mezi
body b, ¢ pravé kdyz je pomer(a, b, c) < 0.



V predchozim textu jsme ukézali, ze linearni zobrazeni (1) popisuje podobné zobrazeni.
Nyni ukdzeme opacné tvrzeni (opa¢nou implikaci), a sice, ze kazdé podobné zobrazent,
které navic zachovava orientaci wihlu (tj. orientujeme-li ihel ve sméru hodinovych rucicek,
pak je jeho obraz také orientovan ve sméru hodinovych rucicek), 1ze popsat pomoci linedrn{
funkce.

Véta. Necht z; # 2, jsou komplexni &fsla a wy, ws jejich obrazy v podobném zobrazeni.
Necht toto podobné zobrazeni zachovavé orientaci tihli. Pak pro obraz w bodu z plati

Z— 2

w:wl—i—(wg—wl)z s
2 7 <1

Disledek. Podobné zobrazeni zachovéavajici orientaci tihla 1ze v komplexni roviné popsat
linearni funkei.

DUKAZ véty. Budeme rozlisovat dva ptipady: bod z bud lezi nebo nelezi na pfimce uréené
body 21, 2.

1. Pokud z na primce z125 nelezi, pak tyto tii body tvori trojihelnik. Z vlastnosti
podobného zobrazeni plyne, ze je tento trojuhelnik podobny trojihelniku ur¢enému
obrazy w, wy, we. Pfidame-li k podobnosti jesté pozadavek zachovani orientace 1ihlu,
pak je obraz w urcen jednoznac¢né a pomeéry vzoru a obrazu se rovnaji

z— 2z w — wy

= (3)

22— 2 W — W1

Vyjadfenim obrazu w z (3) pak dostavame tvrzeni véty.
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Na obrazku vlevo jsou znézornény body zi, 2z, z tvorici trojuhelnik a u jednoho
uhlu je zvolena a vyznacena jeho orientace. Na obréazku vpravo jsou k bodum wy,
wy dokresleny podobné trojihelniky. Jeden z nich zachovava orientaci, druhy ji méni
v opacnou.

2. Zbyva probrat pripad bodu lezicich na spolecné ptimce. Z definice podobného zob-

razeni plyne
|z — 21|  |Jw—w|

|z — 21| B |wy — w |



Lezi-li bod z na piimce urcené body 2z, 22, nabyva jejich pomeér redlné hodnoty,
tedy (z — 21)/(22 — z1) € R. Obraz piimky je v podobném zobrazeni piimka, proto
i body wy, we, w lezi na spoletné pifmce. Odtud plyne (w — wy)/(wy — wy) € R.
Nastava tedy jedna z moznosti

F-Aa _ w—w (4)
2 — 2 Wy — W1
-m . wow (5)
Zo — 21 Wz — Wy
— —
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Na obrazku vlevo jsou vzory, na obrazku vpravo jsou obrazy. Bod z se zobrazi do
jednoho z koncovych bodu tsecky, podle (4) do pravého, podle (5) do levého. Vidime,
ze (5) nezachovéva poradi bodu na piimce, proto plati (4). Odtud odvodime, stejné
jako v predchozim bodu, tvrzeni véty.
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