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1. Zakladni pojmy.
Obdobné jako v pripadé ¢iselnych fad budeme symbol

S file) M
k=1

nazyvat (nekonecnou) radou funkci. Soucty

sul0) = 3 fila) @)

budeme nazyvat c¢dstecnymi soucty rady.

Budeme tikat, ze fada konverguje v bodé xy € R, pokud mé posloupnost ¢asteénych
souctu {s, (o)}, vlastni (tj. koneénou) limitu.

Budeme tikat, ze fada konverguje na mnoziné M C R, pokud ma pro kazdé z € M
posloupnost {s,(z)}22; vlastni limitu.

Limitu ¢astecnych souc¢tu budeme nazyvat souctem rady.

Podobné budeme definovat absolutni konvergenci rady v bodé xq, pripadné na mnozine
M — pokud konverguje posloupnost {>";_; | fx(2)|}52, pro x = x¢, piipadné pro z € M.

2. Co nas bude zajimat.
1. Zda je soucet tady spojitych funkci spojitou funkci. Presnéji: zda v pripadé funkei fy
spojitych na mnoziné M takovych, ze mé rada (1) soucet na M, je i soucet spojitou

funkei na mnoziné M.

2. Zda derivaci ¢len po clenu dostaneme tadu, jejiz soucet je derivaci souctu rady.
Presnéji: zda pro funkce f, které maji na M derivaci a rfada

> _filw)
k=1
konverguje na M, plati ,
(Z fk<x>> -3 fiw)
k=1 k=1

Uvidime, ze ani jedna z vlastnosti obecné neplati. Obé ale plati pro mocninné tady.



3. Nespojita limita spojitych funkci.
Posloupnost s, (z) = (sin z)?" konverguje pro kazdé z € R.

Na levém obrazku jsou postupné plnou silnou, plnou slabou, ¢arkovanou, teckovanou carou
grafy funkci sy, So, S3, s4 na intervalu [0, 4]. Umyslné jsme nenechali jsme vykreslit osy,
snad je tak obrazek prehlednéjsi. Vpravo jsou postupné na stejném intervalu grafy funkei
S5, 5§10, $205 S100-

Pro z = 7/2 je sinz = 1. Pro kazdé n € N je tedy s,(7/2) = 1.

Pro ostatnf z € [0,4] je sin®z € [0,1), a proto je lim, . s,(2) = 0.

Vidime, ze posloupnost spojitych funkei {s,} mé limitu, ktera neni spojita. Zapiseme

tuto vlastnost pomoci limit. Funkce s, jsou spojité, tedy

lim s,(z) = s,(x0) (3)

T—T0

Limitu posloupnosti {s,} oznacime s, tedy

s(z) = lim s,(x) (4)
n—o0
Spojitost funkce s zapiSeme
lim s(z) = s(zo) (5)
Tr—xT0

Dosadime (4) do (5)

lim lim s,(z) = lim s,(xq)
T—TQ N—00 n—00

a na pravé strané dosadime z (3)

lim lim s,(z) = lim lim s,(z)
T—To N—00 n—00 T—TQ

Vidime, ze spojitost limitni funkce odpovida rovnosti limit pocitanych v opaéném poradi.

Pojdme jesté celou véc vysvétlit na podobném piikladu. Spocitejme limitu vyrazu
x™ pro x — 17 a n — co. Spocitame-li nejdiive limitu pro z — 1~ dostaneme 1" a to
je rovno jedné. Pro n — oo pak dostaneme limitu konstantni posloupnosti rovnu jedné.
Spocitame-li limity v opacném poradi, tedy nejdiive limitu pro n — oo, dostaneme pro x
v levém okoli jedné limitu rovnu nule. Limita nuly je pak pro x — 1~ rovna nule.

Poznamenejme jesté, ze stejné vlastnosti maji nekonecné soucty. Soucet fady defi-
nujeme jako limitu ¢dstecnych souctu. Posloupnost {s,} lze vyjadrit jako posloupnost
¢astecnych souctu, zvolime-li a; = s; a pron € N, n > 2 zvolime a,, = s,, — s,,_1. Pak je

Sn =D oy Q-



4. Derivace rady c¢len po c¢lenu.
Upravime derivaci souc¢tu fady. V prvnim kroku jen napiseme definici derivace. Ve druhém
definici souc¢tu nekonecné rady. Ve tretim pouzijeme vétu o limité rozdilu a nasobku.

(; %(w)) = lim (Za(x +h) — Za(m)) /h

k=1 k=1

- i (J:H;O;W - J%;a@)) /i

Upravime soucet tady derivaci. V prvnim kroku napiseme definici souctu rady. Ve druhém
definici derivace. Ve tietim pouzijeme vétu o limité souctu.

Sde) = lim Y ()

Dostali jsme stejné vyrazy s prohozenym potradim limit. V minulém odstavci jsme vidéli,
Ze obecné na poradi limit zalezi. Proto udélame zavér, ze obecné nemame zajisténo, ze
véta o derivaci souctu plati i pro nekoneény pocet séitancu.

5. Komplexni ¢isla.
Budeme pracovat s funkcemi komplexni proménné a budeme potiebovat vztahy |z 29| =
|21[22], [21 + 22| < |21] + [22] ap.

Ukol: Dokaite, ze pro z1,z € C plati |z + z| < |z1| + |22], |2122] = |21]|22], |21 — 22| <
|21] + |22| a pro 25 # 0 plati |21/22| = |21|/|22]. A pro z € C, k € N plat{ |2*| = |2|*.

6. Zakladni pojmy v komplexnim oboru.

V tvodnim odstavei jsme zavedli zakladni pojmy v redlném oboru. Pro rozsiteni pojmu
do komplexniho oboru potfebujeme definici limity posloupnosti. Tu najde ¢tenar v [1] na
strané 15, vztah (1.4).

Pfed ni v oznaceni 1.2.1 najdete definici okoli bodu a prstencového okoli. Vyrok z, €
U.(z) 1ze pomoci absolutni hodnoty prepsat |z, —z| < e. Pak je definice limity posloupnosti
v komplexnim oboru formalné stejnd jako v readlném oboru. Upozornime jen, ze nelze
pouzit zapis z, € (z — &,z + €). Zejména proto, Ze na mnoziné komplexnich ¢isel neni
definovano usporadani.

Déle budeme potrebovat pojem limity funkci v komplexnim oboru a od limity odvozeny

pojem derivace. Definici limity funkce najde ¢tendr v [1] pod éislem (1.5). Formélné je
stejnd jako v redlném oboru.

Definici derivace najde ¢tenar v [1] na zacatku odstavce 1.4. Opét je formélné stejna
jako v redlném oboru.



Jedina odchylka je, ze v komplexnim oboru je okoli kruh a prstencové okoli je kruh bez
svého sttedu. V redlném oboru je okoli interval a prstencové okoli je interval bez svého
prostitedniho bodu.

7. Holomorfni funkce.
Definici holomorfni funkce najde ¢tendr v [1] pod ¢islem 1.4.3.

Dulezita je véta 5.5.3 o funkci holomorfni na oteviené mnoziné. Pritom pro nas nejsou
zajimavé vzorce v 1), 2) s kiivkovymi integraly (hlavné proto, ze jsme se kiivkovym
integralum nevénovali). Dilezity je dusledek vztahu (5.32) v bodu 2): v bodé ( € G m4
funkce holomorfni na G derivace vsech fddu. V bodé 3) navic tvrdime, ze Taylorova fada
se stfedem v bodé ( konverguje na nejvétsim kruhu se stredem v (, ktery je podmnozinou
G - viz OBRAZEK — TODO.

Ve znéni véty jsou koeficienty Taylorovy fady oznaceny ay, definici Taylorovy fady
najde étendi v [1] pod ¢islem 2.3.4, my zde piipomeiime, ze je v ni a; = f*(¢)/k!.

Ukazeme, ze na mnoziné redlnych ¢isel je situace odlisna.

Napiiklad funkce f : x — z|z| ma na R derivaci f': x — 2|z|, ale v bodé nula nema
f druhou derivaci. Srovnejte s tvrzenim 2) véty 5.5.3.

Funkce ¢ mé na R derivace vSech fadu. Nize ukazeme, ze v bodé nula jsou vSechny
jeji derivace rovny nule, tedy Taylorova tada je nulova funkce, zatimco funkce g nabyva
mimo nulu kladnych hodnot. Srovnejte s rovnosti v bodé 3) véty 5.5.3.

X—.TQ.I'
gH{gp( 1/2?) xig

Spocitejme tedy derivace funkce g v bodé nula. Nemuzeme pouzit derivaci podle vzorcu,
musime pocitat piimo z definice. V prvnim kroku napiseme definici a ve druhém do ni

dosadime ) ) (1/m)
) — . exp(—
o) — ping 900 = 9(0) . exp(~1/h%)
g0 =l = =i
Limitu spocitdme substituci H = 1/h. Pro h — 0% je H — +o0, proh — 0~ je H — —oc.
Uvidime, ze obé limity — pro H — £oo — vyjdou stejné, proto si zjednodusime zapis a
budeme je psat najednou. Po substituci dostaneme

) exp(—l/hQ)_ ) 5
oy G i ot

Limitu napravo spocitdme L’Hospitalovym pravidlem (ovéite predpoklady jeho pouziti)
H 1

. 772 _ . I ) . s
Hl_lglooHexp( i) H1—1>I£oo exp(H?) L H1—1>I:Eoo 2H exp(H?)

Vysledna limita je rovna nule, proto je ¢’(0) = 0.
Druhou derivaci spoc¢itdme podobné
" 1 gl<h) — g/(O)
9°(0) = fim h

h je z prstencového okoli nuly, tedy h # 0, proto ¢'(h) spocitdme derivovanim podle
vzorcu. Za ¢'(0) dosadime vyse vypoctenou hodnotu ¢’(0) = 0. Dostaneme

2h3exp(—h72) -0
" 1
0= h




Po tpravé a substituci H = 1/h dostaneme

" . 2H 4
g°(0) = H1—1>rjr:loo exp(H?)
Opét pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo a dojdeme k vysledku ¢”(0) = 0.

Stejnym zpusobem spocitame dalsi derivace a nahlédneme, ze po substituci vzdy do-
staneme limitu ze zlomku s polynomem proménné H v &itateli a exp(H?) ve jmenova-
teli. Dostatecny pocet aplikaci L’Hospitalova pravidla snizi stupen v ¢itateli na nulu (tj.
v ¢itateli bude konstanta — polynom nulového stupné), zatimco ve jmenovateli bude souéin
polynomu a vyrazu exp(H?). Limita tohoto vyrazu je nula, tedy i derivace g™ (0) je rovna
nule.

8. Mocninné fady v komplexnim oboru.

Zakladni definice najde ¢tenai v [1], zacatek druhé kapitoly, definice 2.1.1, piiklad 2.2.2.
Pro odkazy v textu zde uvedeme mocninnou fadu se stfedem v bodé zy € C a koefici-

enty a; € C pro k € NU {0}.

> ap(z — ) (6)

9. Piredpokladané znalosti.
V odstavcich 10 — 13 pojednéavame podrobné o mocninnych radéch, vyslovujeme véty a do-
kazujeme je. Zde struéné pripomeneme vlastnosti fad a posloupnosti, které predpokladame,
Ze C¢tenar zna.

1. Soucet konecné geometrické fady je pro kvocient ¢ # 1
1—q"
l—gq

@+ ag+ag++ad =a

2. Soucet nekonecné geometrické fady — posloupnost {¢"}52, ma pro |¢| < 1
limitu rovnu nule. Odtud pro tato ¢ plyne

Z mg" = 1—
k=0 4

Konvergenci geometrické fady s kvocientem ¢, |¢| < 1
opakované vyuzijeme v dukazech: je-li 2z, € C stred
mocninné fady a zvolime-li body z1, zo € C tak, ze je
z1 bliz k zp nez z, tedy je |21 — 20| < |22 — 20|, pak
je |21 — 20l/]z2 — 20| € [0,1) a tedy ndsledujici fada
konverguje.

Z(|21 — 20| /[22 — Zo|)k

0

o
k=
3. Nutna podminka konvergence tady je nulova limita posloupnosti ¢lent tady.

Formalné zapsano, je-li

s= lim s, € R (tedy limita s je konecnd),
n— oo



pakis, 1 —sa
Ap = Sp, — Spe1 — S—s=10

. Konvergentni posloupnost je omezena. Formalné zapséno
jeli a, - LeR pak (IM € R)(Vn € N)(|a,| < M)

Specidlné pro konvergentni fadu Y -, ax odtud a z nutné podminky konvergence
plyne existence M € R takového, ze

(Vk € N)(Jax| < M)

. »Zbytky ¢asteénych souctti“ konvergentni rady se blizi k nule. Pro konver-
gentni fadu plati

Pro ,zbytky ¢dsteénych soucti®, tedy soucty od ¢lenu n + 1 po nekonecno z, (viz
dole) plati s, + z, = s a tedy z, = s — s,,. Proto je lim,, ,, 2, = s — s = 0.

(e 9]

Zp — E ar

k=n+1

Tuto vlastnost pouzijeme v zavéru dukazu spojitosti sou¢tu mocninné rady v od-
stavei 11.

10. Véta o poloméru konvergence.

Pfipometime, Ze okoli bodu z € C zna¢ime bud’ symbolem® B, (z) nebo U,(z) a je rovno
mnoziné bodu z komplexni roviny, které maji vzdalenost od bodu zg mensi nez r. Formalné
Zapsano

Bi(z0) = Up(20) ={2 € C: |z — 2| <1}

Véta o poloméru konvergence mocninné fady. Ke kazdé mocninné radé (6) existuje
¢islo R € [0, +o00] takové, ze plati

1. V ptipadé R = 0 fada absolutné konverguje pro z = zy a pro ostatni z nekonverguje

a navic je mnozina jejich ¢lent {ay(z — 20)* : k € N} neomezenA.

2. V pripadé R = +o0o tada konverguje absolutné pro vsechna z € C.

3. V pripadé 0 < R < +00

(a) Rada (6) konverguje absolutné pro z € Ugr(zy). Mnozinu Ug(z) nazyvame
kruhem konvergence mocninné rady.

1V textu Jiitho Veselého [1] je pouzit symbol U. Na zacatku élanku 1.2 o topologickych a metrickych
vlastnostech prostoru komplexnich é&isel Jif{ Vesely pise, ze prostory C a R? jsou izometricky izomorfni a
ve svém textu o metrickych prostorech pro okoli pouziva symbol B. Za zminku stoji, ze B je z anglického
ball a U z némeckého umgebung (okol).



(b) Pro z € {z € C: |z — 2| > R}, tedy pro body z vné kruhu konvergence, fada
(6) nekonverguje ani neabsolutné. Navic je mnozina jejich clent {a(z — 2)* :
k € N} neomezena.

(c) Pro z € {z € C : |z — z| = R}, tedy na hrani¢ni kruznici kruhu konver-

gence, fada (6) muze a nemusi konvergovat. Pokud ale v jednom bodé kruznice
konverguje absolutné, pak konverguje absolutné na celé kruznici.

4. V pripadé, ze existuje limita vpravo, tak plati

R = lim k

k—o0

(7)

Ap+1

Ctenaf najde obréazek charakterizujici vétu v [1] na strané 43 (elektronicka strana 48).
Najde tam i ptiklad 2.2.6 uvadéjici fady s ruznymi hodnotami poloméru konvergence od
nuly po nekonecno.

Diikaz véty o poloméru konvergence mocninné fady prebirame z [1]. V pozndmce 2.3.2
je odvozen vzorec (2.8) a v piipadé existence limity (7) odtud plynou i dalsi tvrzeni véty.

Pfi neexistenci limity (7) je dukaz zalozen na lemmatu 2.2.3.

Lemma 2.2.3 a jeho dukaz necht si ¢tendr laskave precte v [1]. My ho zde doprovdzime
nasledujicim obrazkem.

K dukazu jesté pripominame, ze nutna podminka kon-
vergence fady je nulova limita n-tého ¢lenu fady. Plati
to v redlném i komplexnim oboru.®

Omezenost ¢lenu posloupnosti je vlastnost kazdé kon-
vergentni posloupnosti.

2Pomoci ¢asteénych souctu lze n-ty ¢len vyjadiit a, = s, —
Sn—1 a pro konvergentni posloupnost se sou¢tem s plati
Sn — Spn_1 —s—s=0.

Definujme nyni
R = sup{|z| : fada (6) konverguje}

Nakreslete si (nebo si ji predstavte) kruznici se stfedem v bodé zp a polomérem R. Z de-
finice R plyne, ze libovolné blizko hrani¢ni kruznici lezi bod, v némz fada (6) konverguje.
Odtud a z lemmatu 2.2.3 plyne, ze fada (6) absolutné konverguje v celém kruhu Ug(zp).

V bodé z vné kruhu (|z — z9| > R) nemohou byt ¢leny fady omezené, protoze by pak
fada (6) absolutné konvergovala v kruhu U._.(20) (viz téZ lemma 2.2.5 v [1].)

11. Véta o spojitosti mocninné rady na kruhu konvergence.
V minulém odstavci jsme definovali polomér konvergence mocninné rady R € [0, +00] a
ukazali jeho vlastnosti. Kruh Ug(z) budeme nazyvat kruhem konvergence.

V tomto odstavci ukazeme, zZe soucet mocninné fady je na kruhu konvergence spojitou
funkci. Nemuze se tedy pro mocninnou fadu stat to, co v odstavci 3 s fadou s ¢asteénym
souctem s,(r) = (sinx)?".



Oznac¢me s(z) sou¢et mocninné fady

s(:) = > anls — )" ®)

a s,(2) jeji ¢astecné soucty
sul2) = Y ez — )t (9
k=0
Odhadneme shora hodnotu vyrazu |s(z;) — s(zq)| — vlozime vyraz s nulovou hodnotou a
pouzijeme trojihelnikovou nerovnost |a + b+ ¢| < |a| + |b] + ||

s(21) = s(22)| = [s(21) = sn(21) + sn(21) = Sn(22) + sn(22) — s(22)| <
< fs(z1) = sn(20)] + [sn(21) = sn(22)| + [sn(22) — s(22)|  (10)

Zvolime z; uvnitt kruhu konvergence Ug(zg). Okolo
bodu z; nakreslime kruh Us(z;) lezici uvniti kruhu
konvergence a nedotykajici se hranice kruhu konver-
gence (tj. plati |21 — 29| +6 < R). Déle zvolime r — po-
lomér teckované kruznice se stredem v bodé zp: r < R
(kruznice je uvnitf kruhu konvergence), r > |z;—zo|+9
(kruh Us(z1) lezi uvniti kruznice a nedotyka se ji).

Pro z € U,(29) a m > n plati (opét pouzijeme troju-
helnikovou nerovnost, tentokrat na m — n s¢itancu)

[5m(2) = su(2)| = | D an(z—20)* | < ) law(z = 2)"|

a ddle, protoze je |z — 29| < r, odtud plyne

5(2) = sl < 2 Jaelrt

k=n+1
Limitnim pfechodem pro m — oo dostaneme

5() = sa(2) < 3 Janlrt

k=n+1

Teckovanou kruznici jsme zvolili uvniti kruhu konvergence. Proto je > i |ak|r® < 400
a odtud plyne, Ze volbou dostateéné velkého n muZzeme dosdhnout?

(e o]

Z |ag|r* < % (11)

k=n+1
Prvni a tfeti s¢itanec pravé strany (10) je tedy mensi nez £/3. Protoze je s, spojita
funkce, existuje d; > 0 takové, ze pro zy € Uy, (z1) je i prostiedni ¢len mensi nez /3.
Odtud dostaneme pro zs € Upingss,3(21)°
|s(z1) — s(22)| <e/3+¢/3+¢/3=¢

a tedy spojitost souctu s v bodé z;.

2Viz bod 5 z odstavce 9.
3Tedy platf |20 — 21| < J 1 |21 — 22| < d1.



12. Véta o poloméru konvergence fady zderivované ¢len po clenu.

Ukédzeme, ze fada (6) a fada z ni vznikla derivaci ¢len po ¢lenu, tedy fada (12), maji
stejny polomér konvergence. Ozna¢me R polomér konvergence fady (6) a Rger polomeér
konvergence tady (12).

Z kak(z - Zo)kil (12)

Z nerovnosti |kay| > |ag| platné pro k € N, k > 1 plyne nerovnost

D lar(z = 20)" < (2 = 20) ) Ikaw(z — 20)*|
k=1 s

a z této nerovnosti plyne implikace

D lkar(z—2) M eR = D la(z—2)" €R
k=0

k=0

a odtud plyne Rger < R.
Abychom dokéazali rovnost poloméru, potiebujeme ukazat opa¢nou nerovnost R <
Rger, ktera je ekvivalentni opac¢né implikaci

dlanz— ) eR = > |ka(z— )" €R (13)
k=0 k=0

Zvolme z € Bg(z) a k nému z; (viz obrazek) spliujici
|z — 20| < |21 — 20| <R

Upravime (vyndsobenim vyrazem rovnym jedné)

o0
> lkar(z = 20)* Y =
k=0
[e) -z k—1
=D _klar(z = 20) M| o
21 — %0
k=0

Z z € Bg(z) plyne absolutni konvergence tady (6) pro z = z; a odtud omezenost
¢lenu této fady (nutnd podminka konvergence) a tedy existence konstanty M € (0, +o0)
splnujici
(Vk € N)(Jar(z1 — 20)*| < M)
K dokdzani implikace (13) pak staci ukdazat (14) a pouzit srovndvaci kritérium
> kM
0

k=

k eR (14)

z —

20
21 — 20

Oznacéime ¢ = |z — 2o|/|21 — 20| € [0,1) a pfepiSeme (14) na

> kMg" eR (15)
k=0

Ukéazeme dva ruzné postupy, jak (15) dokazat.

9



1. Napisme (15) ve tvaru
[e'S) ook
>_kMq" =3 > Md"
k=0 k=0 i=1
a pouzijme, ze fada s nezdpornymi ¢leny neméni soucet po prehdzeni potradi ¢lent.

Prehédzenim dostaneme radu
o oo
> > M

i=1 k=i

K secteni této fady pouzijeme vzorec pro soucet geometrické rady. Pripomenme, ze

q€[0,1).
q" q
) ST SR

i=1 k=i

2. K éislum z, z; zvolime 2y splijici |z —zg| < |22 — 20| < |21 — 20| a fadu (14) upravime

k k
Z LM Z LM z 20 29 20
=0 21— %0 0 2 — 20| [”1 T %0
Oznacéime qo = |z — 2o|/|22 — 20|, vime, Ze ¢ € [0,1) a nize ukdzeme existenci
M, € (0, +00) takového, ze pro k € N plati
[kMgs| < M, (16)
Odtud pak plyne
29 — ZO
kM M.
Z 21— 20 Z ? 21— R0

a protoze fada napravo konverguje, konverguje podle srovnavaciho kritéria i fada
nalevo.

Dokazme tedy (16). Spocitdme podil sousednich ¢lenu

(k+1)Mg™|  k+1
[kMgs| &

q2

Tento podil ma pro k — oo limitu rovnu g € [0,1). odtud plyne, Ze je posloupnost
{|kMg5|}22, od uréitého clenu klesajici. Zarovenn vime, Ze jeji ¢leny jsou kladné.
Odtud plyne, ze ma posloupnost maximalni prvek a ten muzeme zvolit za M.

13. Véta o derivaci mocninné fady c¢len po ¢élenu.
Pro polomér konvergence R fady (6) a z € Bg(z9) oznacime f(z) soucet rady (6). Pro
z,w € Br(zy) upravime vyraz f(w) — f(2).

V prvni tupravé dosadime za f(z), f(w), ve druhém pouzijeme vétu o limité rozdilu
(pfipomindme, Ze soucet nekonecné rady je limita ¢astecnych souctu), ve tietim pouzijeme
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vzorec A¥ — BF = (A — B)(A*! + A*2B + ... + BF1) ve étvrtém pouzijeme vétu o
limité nasobku

flw)=f(z) = Y a(w—2)" =) ar(z—z)"
— Zak [(w = 20)" = (2 — 20)"]
= Z arp(w — 2) [(w—20)" "+ (0w —20) (2 = 20) + -+ + (2 — 20)" ']

= (w—2) Zak [(w = 20)" "+ (w — 20)" (2 — 20) + -+ + (2 — 20)*7]

Dosazenim do (f(w) — f(2))/(w — z) dostaneme

W = [(w =z (w—2) Rz — )+ 4 (-] (A7)

Definujme nyni funkci

giwes e w € Br(z) \ {z}
Yoo ark(z — 20)fF "t w=z

K dokazani tvrzeni o derivaci mocninné fady ¢len po ¢lenu v bodé z staci ukazat spojitost
funkce g v bodé z.

Zvolme pevné z € Ug(z) a polomeér teckované kruz-
nice 7 spliujici r < R (kruznice lezi uvniti kruhu kon-
vergence) a |z—zo| < 7 (bod z lezi uvniti kruhu U, (zp).
Pro w € U,(z) oznac¢me (¢len fady v (17))

Jr(w)=ay [(w—zo)k—l_f(w—zo)kf?(Z—z0)+...+(z_20)k—1]

Plati
lim fi.(w) = apk(z — z0)""

w—z

My chceme ukazat spojitost funkce g v bodé z, tedy

lim E Jr(w) = E ark(z — 2)" !
w—z
k=0 k=0

Diukaz je stejny jako dukaz spojitosti mocninné rady v odstavci 11, potfebujeme k nému
obdobu vztahu (11), v nasledujicim ji odvodime.
Upravme pro w, z € U,(zo)

|fe(w)| = ag [(w = 20)" "+ (w— 20)" (2 — 20) + -+ + (2 — 20)" '] |
< ag [|w — zo|k_1 + |w — Zo|k_2|2 — |+ + |z - zolk_l] |
< ]ak\krkfl
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Odtud plyne

o) < > Jaglkrt! (18)
k=n+1 k=in+1

Protoze kruznice U, (zy) lezi v kruhu konvergence, lze dle bodu 5 odstavce 9 zvolit n tak,
aby pravé a tedy i leva strana nerovnosti (18) byla mensi nez /3.

14. Pripomenuti Taylorovych polynomi.

TODO: TAYLOROVY POLYNOMY FUNKCI EXP, SIN, COS, LAGRANGEUV TVAR
ZBYTKU, DUKAZ, ZE JMENOVANE FUNKCE SE ROVNAJI SOUCTU SVYCH TA-
YLOROVYCH RAD.

15. Definice elementarnich funkci v komplexnim oboru.
Exponencialni funkci a goniometrické funkce definujeme jako soucet mocninnych tad.

Lk )k 21 >, (—1)k2k
exp(z) = Z i sin( Z 2k N cos(z) = W
k=0

k=0 k=0
[’Jlohy.

1. Ukazte, ze poloméry konvergence vSech tii fad jsou rovny nekonecnu.

2. Ukazte, ze pro z € C plati

exp(iz) = cos(z) + isin(z) (19)
3. Ukazte, ze pro z € C plati
sin(—z) = —sin(z) cos(—z) = cos(z)

4. Ukazte, ze pro z € C plati

exp(z) + exp(—2)

cos(iz) = 5
_exp(iz) + exp(—iz)
cos(z) = 5

5. Ukazte, ze pro z € C plati

o _exp(z) — exp(—=z)
sin(iz) = i 5

) . exp(iz) — exp(—iz)
sin(z) = —i 5

K odvozeni vztahu exp(z 4 iy) = exp(z)(cos(y) + isin(y)) pouzijeme (19) pro z =y a
dale potfebujeme vztah

(Vz1, 29 € C)(exp(z1 + 22) = exp(21) exp(22)) (20)

Tento vztah lze odvodit bud z definice exponenciélni funkce (zatim vynechdme, pozdéji
doplnime) nebo pomoci véty o jednoznaé¢nosti (viz odstavec 16).

Reseni rovnic s neznamou z a zadanou pravou stranou w
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1. exp(z) =w
Pouzijeme vztah exp(z + iy) = exp(z)(cosy + isiny) a fesime rovnici s redlnou
proménnou z: expx = |w| a rovnici s redlnou proménnou y: y € Argw.

2. sin(z) = w
Vyjadiime sin(z) pomoci exp(iz), exp(—iz).
Po substituci w = exp(iz), exp(—iz) = 1/w piejde nase rovnice na kvadratickou
rovnici, kterou vytesime a dle bodu 1 spocitame z.

3. cos(z) =w
Resime analogicky jako v bodé 2.

Logaritmus definujeme jako mnohoznacnou inverzni funkci k exponencidlni funkci.
Hlavni hodnota logaritmu je ta z hodnot logaritmu, ktera ma imaginarni ¢ast z intervalu
(—m, 7.

16. Véta o jednoznacnosti a jeji pouziti.
Véty o jednoznacnosti jsou v [1] pod éfsly 2.4.3, 5.7.1. Rikajf, ze funkce definovani na
realné ose mé maximalné jedno rozsiteni na funkci majici derivaci v komplexnim oboru.
Nas bude zajimat pripad funkce kterda ma v C derivaci a je nulova na redlné ose, napft.
f(z) = sin(2z) — 2sinz cosz. Z véty o jednoznacnosti pak plyne f(z) = 0 pro z € C.
Odtud pak plyne platnost vztahu sin(2z) = 2sin z cos z v komplexnim oboru.
Jako dalsi dusledek uvedeme odvozeni vztahu pro zq, 2o € C

exp(z1 + 22) = exp(21) exp(2s) (21)

Vezméme pevné z; € R a funkei f(z) = exp(z; + 2) — exp(z1) exp(z). Vime, ze pro z € R
je f(z) = 0 a ze funkce f mé v C derivaci. Z véty o jednoznacnosti pak plyne f(z) =0
pro z € C. Jinymi slovy (21) plati pro z; € R, 2o € C. Zvolme nyni 2z, € C a funkeci
g(2) = exp(z + 29) — exp(z) exp(22), 0 které vime, ze pro z € R je g(z) = 0 a funkce g
mé derivaci na C. Z véty o jednoznacnosti pak plyne g(z) = 0 pro z € C a tedy (21) pro
21,29 € C.
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