Uvod do analyzy komplexni proménné
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Komplexni ¢isla

Téma komplexnich ¢isel je velice ndrocné, a proto je nejprve dulezité si fict, co
vlastné komplexni ¢isla znamenaji. To udélame pomoci nékolika definic, z nichz
dvé jsou elementdrnéjsi a pro nas dulezité a zbylé tii jsou néro¢néjsi a pro
nds tim paddem nadramcové (coz ale nijak neznamend, Ze maji byt opomenuty).
Posledni tii definice tak zminujeme pouze jako moznost k dalsimu prostudovéni.

1. stfedoskolska definice {1}

Tato definice zavadi komplexni ¢isla takto:
a+1ib, kde a,beR akde i=+-1.

Casto se pouziva (jak je z nadpisu patrné) na stfednich skoldch, avsak nenf to
az tak fastnd volba, jak zahy zjistime, protoze zde dochézi k rozporu. Vezméme
zlomek % a nejprve ho pocitejme rozsitenim a podruhé ho pocitejme piimym
dosazenim za predpokladu, ze i = /—1
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Rozepsanim je ziejmé, ze zde dochdazi ke sporu, i kdyz jsme v obou ptipadech
pocitali s predpokladem i = y/—1. Z tohoto duvodu je lepsi tuto definici obménit.
Za predpokladu, ze ma ¢tenatr pokrocilejsi znalosti z algebry lze pouzit 3. defi-
nice.

=v-1=i.

2. definice

Nyni se ale podivdame na druhou moznou definici, kterou lze pouzit pii zavadéni
komplexnich ¢isel. Tato definice m4 jisté vyhody, proto ji uvadime jako jednu
z dulezitych. Zadefinujme si tedy komplexni ¢isla nasledujicim zpusobem:

Vezméme algebraickou strukturu (R%,@,®), kde @, ® jsou bindrni operace
na R? (tzn. dvojici prvki z R? piifadi prvek z R?) a jsou definovany vztahem:

[a,b) & [e,d] = [a+ ¢, b+d]

[a,b] ® [e,d] = [ac — bd, ad + bc]

Vyse zminénou vyhodou této definice je to, ze nas nemusi trapit vztahy platici
pro i. Proto se nyni muZzeme zaméiit na zkoumani této algebraické struktury
a urceni toho, zda se jedna o okruh ¢i téleso.



Vlastnosti

Je nutné si nejprve ujasnit vlastnosti, které v této algebraické struktute plati
a z nichz muzeme déle vychdzet.

e [0,1]®10,1] = [-1,0]
b [I7O] © [:%O] = [Iy,O]

o [2,0]& [y,0] = [z +y,0],
tedy kdyz vezmeme mnozinu [z, 0] s operacemi @, ®, matematicky zapsano
([,0] : 2 € R, ®, ®), vidime, Ze je izomorfni s (R, +, ).

Zavedeme-li oznacen{ i = [0,1] a = [z, 0] pro = € R, potom plat{
1 ii=[-1,0 =1
2. [6,0]®[0,1] = [b0 — 01,51 + 00] = [0, 5]
3. [a,b] =1[a,0]® [0,b] =a+bi

Cil

Nasim cilem je ukazat, ze komplexni ¢isla tvoii téleso. V této definici si ddme
tu praci, ze si kazdou vlastnost télesa ukdzeme a tim potvrdime platnost téchto
axiomu. Pf¥ipomenme jen, Ze operace +, - jsou operace na realnych ¢islech a maji
tedy ,normalni“ vlastnosti.

e Komutativita:
la,b] & [c,d] = [a+ ¢,b+ d];

[e,d] @ [a,b] = [c+ a,d + b].

Asociativita:

[a,0] ® ([c,d] ® [e, f]) = [a,b] ® [c+e,d+ fl=[a+c+eb+d+ f];

([a,b] @ [c,d]) @ e, fl=la+c,b+d @ [e, fl=[a+c+e b+ d+ f].

Nulovy prvek:
[a,b] ©1[0,0] =[a+ 0,b+ 0] = [a,b].

e Opacny prvek:

la,b] ® [—a,—b] = [a + (—a),b+ (=b)] = [0,0].

e Komutativita:
[a,b] ® [¢,d] = [ac — bd, ad + bc];

[c,d] © [a,b] = [ca — db, cb + dal.



e Asociativita:
[a,0] © ([e,d] @ [e, f]) = [a,b] ® [ce — df,cf + de] =
= [a(ce — df) — b(cf + de),a(cf + de) + b(ce — df )] =
= [ace — adf — bef — bde, acf + ade + bee — bdf];
([a,b] © [¢,d]) ® [e, f] = [ac — bd,ad + bc] © [e, f] =
= [(ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + be)e] =
= [ace — bde — adf — bef,acf — bdf + ade + bee].
e Jednotkovy prvek:
[a,0] ®[1,0] = [a — 0,0 + 0] = [a,b].

e Existuje inverzni prvek?

la,6] ® [z,3] 7 [1,0]

Resime soustavu:
ar —by =1

ay +by =0,
, . . —b
feSime tedy determinant matice soustavy: [ Z a } =a?+ b2 # 0.
Nyni si pfipomenme, jak pfesné zni axiom o inverznim prvku:

pro kazdé z € C, z # 0, emistuje inverzni prvek (znac¢ime ho z~') tak,
ze plati z(z71) = 1.

Determinant je tedy nenulovy, matice je regularni a proto existuje feSeni
soustavy, z ¢ehoz dale vyvozujeme existenci inverzniho prvku.

e Distributivita:
[a,0] © ([e;d] @ [e, f]) = [a, 0] © ([c + e, d + f]) =
=[a(c+e)=bld+ f),ald+ f) +blc+e)] =
= [ac+ ae — bd — bf,ad + af + bc + be];
[a,b] © ([¢,d] ® [e, f]) = [ac — bd, ad + bc] @ [ae — bf,af + be] =
= [ac —bd+ ae — bf,ad + bc+ af + be].

Ke dvéma jiz ukdzanym definicim bychom rady jesté zminily dalsi tii definice,
které jsou nadramcové, nicméné pro ty ctenare, kteii maji pokrocilejsi znalosti
z algebry, mohou byt uzite¢néjsi nez dvé vyse zminéné definice.

Jedna se o nasledujici t¥i definice, u nichz zminujeme pouze jejich podstatu.



3. definice

Komplexni ¢isla zavadime nasledovné:

a+ib, kde a,beR akde 2=-1

4. definice - Korenové nadtéleso

Jadro této definice spoc¢ivd v tom, ze k télesu (R, +,-) piiddme kofen rovnice
2?2 +1=0.

5. definice - Okruh polynomi nad R

Jedn4 se o zbytkové t¥idy pii déleni polynomem P(x) = x? + 1.
Mame dva polynomy, oznacme je R a @, které patii do stejné tiidy, pokud
existuje polynom S takovy, ze plati

R-Q=P-5



