Vysvétlete vyznam dvou slov komplezni v terminu: komplexni funkce
komplexni proménné. Uvedte piiklad redlné funkce komplexni proménné a
komplexni funkce redlné proménné.

Cim se lisi funkce realné a komplexni proménné:
1. Funkce z +— |z| méd na R primitivn{ funkei, ale v bodé 0 nemd derivaci.

2. Funkce 2 — z|z|,2 € R m4a na R prvni derivaci, ale v bodé 0 nem4&
druhou derivaci.

3. Funkce . ( )
exp 21 T € —1, 1
T =
frw { 0 v (—1,1)
je spojitd na R, ma na R derivace vSech tadu, v bodech 1 a —1 jsou
vS8echny tyto derivace nulové, tedy i Taylorova fada v téchto bodech je
nulové, ale jeji soucet neni roven funkci f.

Pro funkci f komplexni proménné definovanou na oteviené mnoziné G C
C jsou nasledujici podminky ekvivalentni (my jsme béhem semestru stihli
ukdzat je implikaci 2 = 1):

1. f méa na mnoziné G derivaci

2. Ke kazdému 2 € G existuje konvergentni mocninné fada Y ax(z — 29)*

a okolf U (zp) takové, Ze f je na U(zp) rovna > ap(z — 29)*.

3. K funkci f existuje lokdlné na mnoziné G primitivni funkce F'. Tj. ke
kazdému z € G existuje okoli U(z) a funkce F' takova, ze na U(z) plati
F' = f.

Studijni literatura: Brzezina, Vesely: Uvod do komplexni analyzy

7 kapitoly 1 predevsim:
zavedeni komplexnich ¢isel jako dvojic redlnych ¢isel s operacemi nasobeni
a s¢itéani; zobrazovéni komplexnich ¢isel v roviné (Gaussova rovina); ab-
solutni hodnota, ¢islo komplexné sdruzené, trojihelnikova nerovnost, alge-
braicky, goniometricky a exponencidlni tvar komplexniho ¢isla, argument



komplexniho ¢isla.

Izometrickd izomorfie prostorii R? a C, konvergence posloupnosti a fad kom-
plexnich ¢isel, absolutni a neabsolutni konvergence.

Sféra: S = C U {oo}; stereograficka projekce, odvozeni vztahu.

Limita komplexni funkce komplexni proménné, definice, véta 1.3.2 (o limitach
a aritmetickych operacich).

Derivace funkce komplexni proménné — vSe z odstavce 1.4.

O linearné lomené funkci predevsim:
Definice 4.3.1, poznamka 4.3.3, poznamka 4.3.4; definice kruhové inverze,
odvozeni, ze z + 1/z je kruhové inverze vzhledem ke kruznici se stredem
v pocatku a s jednotkovym polomérem, z — zy + 72/2z — 2y je kruhovd in-
verze vzhledem ke kruznici se stiredem v bodé 2y a s polomérem 7.
Definice zobecnéné kruznice (4.3.11), pozndmka 4.3.12, lemma 4.3.13 (o ob-
razu zobecnéné kruznice v zobrazeni z +— 1/z a obdobny dusledek pro
linedrné lomenou funkei (pouzijeme pozndmku 4.3.3).
Pomér bodu 21, 29, 23: %, geometricky vyznam. Piiklad do pisemky: v Gaus-
sové roviné jsou zadany body a,b,c a (kvuli méfitku) body 1,i; vyznacte
pomeér (a — b)/(b—c).
Dvojpomeér bodu zi, ..., 24, definice 4.3.21. Ptiklad do pisemky: v Gaussové
roviné jsou zadény body a,b, ¢, d a (kvuli méfitku) body 1,4; vyznacte dvoj-
pomér [a, b, ¢, d]. Dokazte geometrickymi prostiedky dusledek 4.3.25. Piiklad
do pisemky: zjistéte, zda zadané 4 body lezi na piimce a zda lezi na kruznici.
Ukazte vypoctem, ze linedrné lomend funkce zachovavéa dvojpomeér bodu (tj.
ze plati lemma 4.3.24).
Invariantni body (definice 4.2.5), pocet invariantnich bodu linedrné lomené
funkce (horni pulka strany 70). Véta 4.3.15 jako dusledek po¢tu invariantnich
bodu.
Priklad do pisemky: pro zadané dvojice bodu z,ws,..., 23, w3 naleznéte
linearné lomenou funkci, kterd zobrazuje bod z; na bod w;; naleznéte linearné
lomenou funkci, kterd zadanou kruznici zobrazi na zadanou piimku.

O mocninnych radach predevsim:
Cléanek 2.2 vse kromeé 2.2.8-9.
Z 2.3: poznamka 2.3.2, definice 2.3.3, lemma 2.3.4 (i s dukazem, ktery jsme
delali na prednasce a lisi se od dukazu v textu), véta 2.3.5 i s dukazem,
pritom lze vynechat pouziti stejnomérné konvergence a nahradit jej m-testem.

Dusledek 2.3.7-8, piiklad 2.3.9 (piiklad do pisemky).



Véta 2.4.1 i s dukazem, poznamka 2.4.2, lemma o nulovych bodech mocninné
fady (mnozina nulovych bodu mé jen vnitini a izolované body), dusledek
lemmatu: nenulovd mocninnd fada ma pouze izolované nulové body (na
prednasce ke konci semestru).

Exponencialni a goniometriké funkce — definice pomoci Taylorovy tady
(tedy pro goniometrické funkce jinak, nez v textu); Euleruv vztah (prot € R
plati exp(it) = cost + isint) a jeho odvozeni, véta 4.4.3 a jako dusledek
vztah exp(z +1iy) = exp z(cosy +isiny), goniometricky a exponencidlni tvar
komplexniho ¢isla.

Hyperbolické funkce a jejich vztah k exponencidlni a goniometrickym funk-
cim.

Periodicita a obor hodnot exponencidlni funkce, logaritmus jako inverzni
funkce, hlavni hodnota logaritmu (log) a logaritmus jako vicehodnotova fun-
kece (Log). Argument nenulového komplexniho ¢isla (arg, Arg).

Priklady do pisemky: feSeni rovnice s koplexni proménnou, pocetné napi.
expz = 1—3i, cosz = =31, sin z = 4, graficky napi. cosz = 2 — i.

Derivace funkce komplexni proménné:
Cauchy-Riemannovy podminky: ¢lanky 3.2, 3.3. Piiklad do pisemky: zjistéte,
zda zadana funkce spliuje Cauchy-Riemannovy podminky.

Konformni zobrazeni:
Uhel kiivek jako tihel jejich tecen. Funkee (zobrazeni), kterd mé v bodé z, € C
nenulovou derivaci, zachovava tihel kiivek, které se v bodé z, protinaji. Dukaz
obrazkem.



