Linearni zobrazeni v komplexnim oboru
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Cilem textu je ukazat vztah linearnich zobrazeni v komplexnim oboru k podobnym zobra-
zenim v Gaussové roviné. Zacneme zopakovanim definice linedrniho zobrazeni a ukazeme,
ze kazdé linearni zobrazeni popisuje podobné zobrazeni v Gaussové roviné. V druhé casti
textu ukazeme opac¢nou implikaci, tedy, ze kazdé podobné zobrazeni v Gaussové roviné
zachovavajici pravotocivou orientaci je mozné popsat pomoci linearniho zobrazeni.

Definice. Ve shodé se standardni definici budeme pod linedrnim zobrazenim rozumét
zobrazeni
z—az+b, abeC, a#0 (1)

Invariantni bod. Bod, ktery se zobrazi sam na sebe, tj. vzor splyva se svym obrazem, na-
zveme invariantnim bodem. V geometrii takové body zpravidla nazyvame samodruznymi.

Ukol. Ptripomente si samodruzné body téchto zobrazeni: otoceni, stejnolehlosti, posu-
nuti. Je to stied otaceni, stied stejnolehlosti, posunuti o nenulovy vektor nema zadny
samodruzny bod.

Ukol. Rozmyslete si, kolik ma zobrazeni (1) invariantnich bodu v zavislosti na hodnotéch
a, b. Uvédomte si, ze invariantni bod je kofenem rovnice

azo+ b=z (2)

a ta md pro a # 1 jeden kofen, pro a = 1 bud nekoneéné mnoho nebo zadny kofen.
Strucny prehled linearnich zobrazeni.
Nejdiiv rozebereme ptipad a = 1:

1. a=1, b =0: dosazenim do (1) dostaneme z + z. Toto zobrazeni popisuje identitu.

2. a =1, b # 0: dosazenim do (1) dostaneme z — z + b. Toto zobrazeni popisuje
posunuti o vektor 0b.

Zbyvéa probrat piipad a # 1. Z predchoziho vime, ze zobrazeni (1) ma v tomto piipadé
jeden invariantni bod. To napovida, ze by toto linearni zobrazeni mohlo popisovat otoc¢eni
a stejnolehlost v Gaussové roviné. Uvidime, ze kromé téchto dvou zobrazeni popisuje i
jejich slozeni.
Obraz bodu z € C oznac¢ime w a invariantni bod oznacime zy. Dostaneme rovnice

w = az+b

zg = azg+b
Odectenim téchto rovnic vyloucime b. Misto néj se v rovnici objevi zy.

w— 2o = a(z — z) (3)



Dalsimi apravami lze dostat
w=2zy+a(z—z) piipadné w=az+ zy— az.

Ke klasifikaci zobrazeni pouzijeme tvar (3).
Ukol. Zopakujte si geometricky vyznam nésobeni komplexnich ¢isel, tyto znalosti pak

pouzijte k rozboru vztahu (3).

3. |a|] = 1, a # 1: Linedrni zobrazeni popisuje otoceni o tthel ¢ = arga okolo bodu
20, v pripadé ¢ > 0 v kladném sméru (proti sméru hodinovych ruéicek), v piipadé
¢ < 0 v zdporném sméru (po sméru hodinovych rucicek)

4. arga =0 (tj. a € R, a > 0): Linearni zobrazeni popisuje stejnolehlost s koeficientem
a a stredem zg

5. Obecny piipad je slozeni otoceni o tihel ¢ = arg a a stejnolehlosti s koeficientem |al,
oboji se stfedem v invariantnim bodu z.

Zaveér. Ukazali jsme, ze linedrni zobrazeni popisuje v Gaussové roviné nékteré z po-
dobnych zobrazeni: posunuti, identitu, otoceni, stejnolehlost, zobrazeni slozené z otoceni
a stejnolehlosti se stejnym stfedem. Zaroven jsme rozebrali, jak typ zobrazeni souvisi
s koeficienty linedrniho zobrazeni.

Priklady.
Otoceni o thel ¢ v kladném sméru se stiedem v bodé zy 1ze popsat pomoci linearniho
zobrazeni

f(2) = 20+ (cos(y) + isin(p))(z — 20),
pokud toto otoceni slozime se stejnolehlosti s koeficientem k, dostaneme popis
f(2) = 20+ k(cos(p) + isin(p))(z — 20),
samotnou stejnolehlost popiseme
f(z) =20+ k(z — 2),
otoceni v zaporném smeéru popiseme
f(2) = 20+ (cos(p) —isin(p))(z — 2).

Vsechna vyse uvedend zobrazeni zachovavaji pravotocivou orientaci. Prikladem zobrazeni,
které méni tuto orientaci, je osova symetrie. Symetrii okolo realné osy popisuje zobrazeni

fz) ==

Opacny problém. V dalsim se zamérime na rozbor opa¢ného problému: mame zadané
podobné zobrazeni v Gaussové roviné a hledame linearni zobrazeni, které ho popisuje.
Zacneme pripomenutim, co je podobné zobrazeni.



Definice. Zobrazeni bodu v roviné budeme nazyvat podobnym zobrazenim, pokud existuje
k € (0,400) takové, ze pro libovolnou dvojici bodu Xi, X, a jejich obrazy Y7, Y, plati
pro vzdélenosti | X1 Xs|, [Y1Y5|

Y1Ya| = K[ X1.Xs|

Cislo k nazyvame koeficientem podobného zobrazend.

Ukol. Zopakujte si vlastnosti podobnych zobrazeni: zobrazuje piimku na piimku, za-
chovava poradi bodu na primce, zachovava hel ptimek, trojihelnik o vrcholech ABC'
zobrazuje na trojihelnik A’B'C’, ktery je s AABC podobny.

Cil. Ukazeme, ze pro libovolnou ¢tverici 21, 20, wi,we € C, 21 # 29, wy # wo existuje
praveé jedno podobné zobrazeni, které

1. zobrazuje bod z; na bod wy,

2. bod 25 na bod ws»,

3. zachovava pravotocivou orientaci

a toto zobrazeni lze popsat linedrnim zobrazenim.

Na obrazku vlevo jsou znazornény body 21, zo doplnéné bodem z na trojihelnik, u vrcholu
z9 je vyznacena orientace uhlu. Vpravo jsou obrazy wi, ws doplnéné dvéma zpusoby na
trojihelnik podobny s trojuhelnikem z;z;2. Pfitom pouze horni trojihelnik zachovava
orientaci thlu.
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Ukol. Rozmyslete si, ze vice zpusoby nelze doplnit dsecku wjwsy 1ze na trojihelnik po-
dobny s trojuhelnikem z;25z. Odtud pak plyne, ze podobné zobrazeni majici vlastnosti 1.
— 3. popsané vyse existuje pravé jedno.

Zbyva ukazat, ze je mozné toto zobrazeni popsat pomoci linedarniho zobrazeni a také
ukazat, jak.

Ukol. Rozmyslete si, ze podobnost trojuhelniku je relace, ktera je ekvivalenci a ze jed-
notlivé tridy ekvivalence lze charakterizovat komplexnim ¢islem

zZ — 29

(4)

21 — 22

NAvVOD: Zopakujte si geometricky vyznam rozdilu a podilu komplexnich ¢isel a uvédomte
si, ze argument ¢isla (4) je roven thlu ve vrcholu v bodé zy, znaménko argumentu popisuje,



jestli se od ramene z;25 k rameni zzy dostaneme po, nebo proti sméru hodinovych rucicek,
absolutni hodnota poméru (4) je rovna podilu velikost{ stran trojihelniku.

Pomeér bodi. Predchozi ivahy nas vedou k definici:
Pomeérem navzdjem riznych bodi z1, ze, z3 v komplexni roviné budeme rozumeét podil

23 — %1

(5)

pomer(z, 29, 23) = po—
2 — 21

Ukol. Rozmyslete si, ze z podobnosti trojihelnikt z; 252, wiwsw plyne rovnost pomeéru

w — Wy zZ— 21

= (6)

W9 — W1 Z9 — 21

Ukol. Upravte (6) na
w=w +——(2—2) (7)

7 ptredchoziho plyne tvrzeni:

Véta. Necht z; # 2 jsou komplexni &fsla a wq, ws jejich obrazy v podobném zobrazeni.
Necht toto podobné zobrazeni zachovéava orientaci hli. Pak je toto zobrazeni popsané
linearni funkei

Wo — W1
f(z)=w + ——

zZ—Z
ol Gl

Dusledek. K dvojici vzoru s obrazy zj, wy, 29, ws existuje pravé jedno podobné zobrazeni
zachovévajici pravotocivou orientaci. Typ tohoto zobrazeni je dan podilem (wy—w;q) /(22—

21).

Piiklad. Pro dvojici vzoru a obrazu f(1+ i) =2, f(1 — i) = 3 vypocteme podil ze (7)
3—2 1 1

1—i—(1+14) -2 2

Prislusné linearni zobrazeni je tedy otoceni o 90° slozené se stejnolehlosti s koeficien-
tem 1/2. Otoceni a stejnolehlost maji spolecny stied. K jeho vypoctu nejdiive napiseme
zobrazeni ve tvaru (7)

f(z):2+g(z—1—i)

a z rovnice f(zp) = 2o vypocteme invariantni bod
1

Invariantni bod vyjde zp = 11/5 + 3i/5.
Dané dvojice obrazu a vzoru urcuje otoc¢eni okolo stfedu v bodé zg 0 90° v kladném sméru
slozené se stejnolehlosti s koeficientem 1/2 se stejnym stfedem.



