Derivace funkce komplexni proménné
23. listopadu 2022

METRICKY PROSTOR

Ukol: Ukazte, ze mnozina komplexnich ¢isel spolu se zobrazenim (21, 22) = |21 — 22| tvoii
metricky prostor.

NAvoD: Bud napiste axiomy metrického prostoru a ukazte, Ze jsou splnény (staci vam
k tomu zékladni vlastnosti absolutni hodnoty) nebo ukazte izometricky izomorfismus s Eu-
klidovskym prostorem F, (tj. R? s euklidovskou metrikou).

KOMPLEXNI FUNKCE JAKO DVOJICE REALNYCH FUNKCI DVOU REALNYCH PROMENNYCH

Funkci z — f(z), kde z € Ci f(z) € C, tedy komplexni funkci komplexni proménné
lze rozkladem na redlnou a imaginarni ¢ast vyjadrit pomoci dvou realnych funkci realné
proménné.

Priklad: pro f(z) = 2? je

flo+iy) = (x +iy)* = 2” — y* + 2ixy
a prislusnd dvojice realnych funkei je
u(z,y) =Re f(z +iy) = 2> —y* v(z,y) =Im f(z +iy) = 2y
Pro f(z) = exp(z) je
[z +iy) = exp(x + 1y) = exp(x)(cos(y) + isin(y))
a prislusna dvojice realnych funkei je
u(z,y) = exp(x)cos(y) v(z,y) = exp(z) sin(y)

LIMITY KOMPLEXNI FUNKCE

Nahote je zminka o izometrickém izomorfismu mezi (C,|. — .|) a (R?||. — .||c). Odtud
plyne, ze limitu funkce f : C — C lze zkoumat jako limitu funkce

F:R* >R’ F(z,y) = (Re f(z +iy),Im f(z + iy))
ve vyse uvedenych pifkladech je pro f(z) = z?
F(z,y) = (a% = y*, 22y)
a pro f(z) =exp(z) je

F(z,y) = (exp(z) cos(y), exp(z) sin(y))



Z hlediska oboru hodnot jsou limity snadné, pocitame je po slozkach. Tj.
lim u(x,y),v(x, = lim  w(x,y), lim  v(x,
<z,y>a<xo,yo)( (@), v(z,y)) <(x,y>a(xo,yo> (@9) (2.9)—(@0.50) ( y))
Z hlediska defini¢niho oboru je situace komplikovanéjsi, mame tzv. dvojnou limitu, ktera
vyzaduje stejnou limitu po v8ech pifimkach i spojitych kiivkach (prochézejicich limitnim
bodem (¢, yo))-
DERIVACE KOMPLEXNI FUNKCE
Definice je stejné jako v realném oboru, tedy
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Prepiseme derivaci pomoci redlnych funkei u, v
(Az,Ay)—(0,0) Ax 4+ iAy
Priklad: f(z) =%

Spocitame derivaci po piimkach rovnobéznych s osami. Nejdrive rovnobézku s osou x
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A jesté rovnobézku s osou y

Ar — 0,Ay =0: lim —= = lim

Zaver: limita neexistuje, a proto neméa funkce z — Z derivaci v zadném bodé z € C.
Piiklad: f(z) = ||
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Zase budeme pocitat limitu po piimkach rovnobéznych s osami.

Ar — 0,Ay=0:
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Vypocet je korektni pro z = x + iy # 0. Pro z = 0 nebudeme zlomek rozsifovat (nulou),
méame limitu lima, 0 |Az|/Az, o které zjistime, ze neexistuje (zprava je rovna jedné, zleva
minus jedné).

Ay — 0,Ax=0:

.|z +iy +iAy| — |z + iy 22 (y+ Ay)? — a2 + 2
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Zaveér: pro z = 0 derivace neexistuje, protoze neexistuje limita po piimce rovnobézné
s osou y a pro z # 0 derivace neexistuje, protoze se limity po piimkach rovnobéznych
s osami nerovnaji.

CAUCHY-RIEMANNOVY PODMINKY

Cauchy-Riemannovy podminky odvodime pfes limity po piimkéch.

u(z + Az, y) + (e + Az, y) — u(z,y) —iv(z,y)
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Rovnobézka s osou y

- u(z,y + Ay) +iv(z,y + Ay) — u(z,y) —iv(z,y)
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A po dpravé (ve druhém vyrazu se i pokrati, v prvnim upravime 1/i na —i):
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Limity po obou primkéch se rovnaji, proto plati
ou n 0v Ou n ov
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Cauchy-Riemannovy podminky ziskame porovnanim realné a imaginarni ¢asti
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Zéaroven jsme odvodili vztah

ou Ov Ov Ou

f(:zc—l—zy)z%—l—z%:a—y—za—y (1)

Priklad: Pro f(z) = 2?2 jsme vySe odvodili u(z,y) = * — y*, v(z,y) = 2zy. Cauchy-
Riemannovy podminky jsou splnény

Piiklad: Pro f(z) = exp(z) jsme vyse odvodili

w(z,y) = exp(x) cos(y),  v(z,y) = exp(z)sin(y)
Cauchy-Riemannovy podminky jsou splnény

ou v v , ou
p exp(x) cos(y) = oy Pl exp(z)sin(y) = "oy

Uloha: Ukazte, ze pro funkce z — z, z |z| Cauchy-Riemannovy podminky splnény
nejsou a pro funkce z — 23, z — zexp(z) splnény jsou.

VLASTNOSTI DERIVACI

Plati stejné (a stejné se i odvodi) vzorce pro derivaci a aritmetické operace, derivaci slozené
funkce a derivaci mocniny s pfirozenym exponentem (mocniny s jinym exponentem zatim
vynechdme protoze je neni mozné definovat stejné piimocare jako v redlném oboru).
Pro f(z) = 2% ovéifme f(z) = 2z s pouzitim (1)

0(2zy)
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1) = fla i) = S =

=2x + 21y = 22

Podobné pro f(z) = exp(z) = exp(x + iy) = exp(x) cos(y) + i exp(x) sin(y)

F2) = Flatiy) = a(exp(:glcos(y)) +ia(exp(glsm(y))

= exp(x)cos(y) + iexp(x) sin(y) = exp(z)

Ukol: Pro obé vyse uvedené funkce odvod'te derivaci z druhé varianty (1)

B ov . Ou

fl(z) = a oy

Z existence derivace jsme odvodili Cauchy-Riemannovy podminky. Jsou tedy nutnou
podminkou existence derivace.



Na pifkladé funkce f(z) = exp(—1/z*) rozsitené v nule nulou (tj. f(0) = 0) ukdzeme,
ze nejsou postacujici podminkou. Pro z # 0 je (viz poznamka o vlastnostech derivaci)

4exp(—1/z%)
— T

f'(z)

a odtud plyne platnost Cauchy-Riemannovych podminek.
Pro z =0 je

f(2,0) = exp(—1/(z+0i)*) = exp(—=1/z*)  f(0,y) = exp(=1/(0+iy)*) = exp(—1/y")

a tedy

u(@,0) = exp(—1/z%),v(z,0) =0 u(0,y) = exp(~1/y"),v(0,y) = 0
K vypoctu derivace pouzijeme definici

. o 4 o
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Substituci H = 1/h pievedeme jednostranné limity pro h — 0% na limity v nekone¢nech

I H
H-oss exp(H*)

tuto limitu spo¢itdme pomoci L’Hospitalova pravidla a vyjde nula, proto i (2) vyjde nula.
Odtud plyne, ze vSechny derivace vyskytujici se v Cauchy-Riemannovych podminkéch
jsou rovny nule a tedy jsou podminky splnény.
Derivaci v bodé nula ale funkce f nemd, protoze neni v nule spojita (stejné jako v redlném
pripadé z konecné derivace v bodé plyne spojitost v bodé). Spojitda neni, protoze limita
po piimce z =t + it je rovna

lim exp(—1/(t + it)*)

a (t+it) = t4(1 4+ ) = —4t*, odtud exp(—1/(t +it)*) = exp(1/(4t*)) a limita je tedy
rovna nekonecnu — neni rovna f(0) = 0 a proto neni funkce f v bodé nula spojité.
DERIVACE FUNKCE DVOU PROMENNYCH

K formulaci nutné a postacujici podminky pro existenci derivace funkce komplexni pro-
ménné pripomeneme co je derivace funkce dvou proménnych. V dalsim jsou a € R?, v € R?
body v R? a u : R — R je funkce dvou proménnych. Rikdme, ze mé u v bodé a derivaci,
pokud zbytek Taylorova polynomu prvniho stupné

Ry(v) =u(a+v) —u(a) — v - grad f(a)

vyhovuje vztahu

lim
v—(0,0) [|v]|



NUTNA A POSTACUJICI PODMINKA EXISTENCE DERIVACE

Nutnou a postacujici podminkou existence derivace funkce f v bodé z = x + iy je splnéni
C-R podminek v bodé z spolu s existenci derivace funkci v = Re f, v = Im f v bodé

(z,y).
TODO: dikaz



