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PFijimaci zkousky z matematiky pro akademicky rok 2017 /18
NMgr. studium Ué&itelstvi matematiky ZS, SS

Datum zkousky: Registra¢ni &islo uchaze¢e:

Priklad | 1 |2 |3 | 4 | 5| Celkem
Varianta 1 Body

o Ke kazdému ptikladu uved'te podrobny, pfim&ten& okomentovany postup. Reeni podtrhnéte.
e Povolené pomiicky: psaci a rysovaci potfeby.

Zadani

1 Je dana funkce
fror—y=vdr+1.
Uréete defini¢ni obor, obor hodnot a derivaci funkce. Uréete rovnici te¢ny funkce v bodé
T = [2,7]. Nalrtnéte graf funkce a vypottené teény.

2 Vypoctéte integral
/f(x) dz, kde f(z)= ng—j—zl‘

Ur&ete zékladni vlastnosti (definiéni obor D( f), paritu, priseiky s osami, limity v krajnich
bodech D(f)) a nalrtnéte jeji graf.

3 Nalezn&te mnoZinu ., v&ech (redlnych) YeSeni (x,y, z) soustavy

r—ay = 1,
y—z = 07
r+a’z = a®+1,

v zavislosti na parametru o € R. Jaky objekt pfedstavuje mnoZina ., geometricky?

4 UvaZujte mnoZinu zbytkovych tfid Z;o = {0, 1,...,9} spolu s operacemi s¢itani a nasobeni
(modulo deset). MnoZina invertibilnich (tj. inverzi majicich) prvkd Zj, tvo¥i spolu s na-
sobenim abelovskou grupu.

Rozhodnéte zda je tato grupa izomorfni s C4, nebo Cy x Co, pfitemz C; zna&i cyklickou
grupu ¥adu k. lzomorfizmus napiste.

5 P¥imka p je déna rovnici 2z + 3y — 9 = 0. Urlete obecnou rovnici i parametrické rovnice
pfimky, kterd je kolmd k pfimce p a prochdzi prisec¢ikem P dané pfimky p s osou z.
Na&rtnéte graf.
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Reseni
P¥iklad 1 (20 bodii celkem)

Musi platit 42 4+ 1 > 0, tedy D(f) = (=1, 00) BP® H(f) =R§ = [0, 00) G ). Derivace
je

4 9
/ — — (3 body)'
fz) 2z +1  Jir+1

Bod dotyku 7" = [z, f(z)] = [2, 3], smémice te¢ny je hodnota derivace proz = 2, tj. f'(2) = 2.

Teénu hledame ve smérnicovém tvaru y = kz +q = f'(z)x + q = %x + ¢. Dosazenim bodu
dotyku 3 = f(z) = f'(z)x + ¢ = 2 - 2+ q ziskdme ¢ = 2. Rovnice teny je tedy y = 2z + 2,
po tpravé 2z — 3y + 5 = 0 (4 2o Grafem funkce je &ast paraboly, viz obrazek 1.

T
f(x)=(dx+1)""2 7
— — —2x=-3y+5=0 _ 7

o T=[23] -
4 L .
3 - -
2 - -
17 -
O - -

9 | I I I I
-1 0 1 2 3 4 5

Obrézek 1: Graf funkce f (4 2o®) 3 jeji te¢ny G oM v bodé T = [2, 3] z p¥ikladu 1.
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P¥iklad 2 (20 bodi celkem)

Integrujeme pomoci substituce

Substituce :
3T t = g2 4 4(6bodi) 3 3
— = — 1 =—1 .
/$2+4dx @ _ g, 5 tdt 5 n(|t]) + Const
%dt = 3zdx

3 .
=3 In(x% +4) + Const. (6 bod®)

Pro integrand f(z) = $23_‘i4 ziejmé plati: D(f) =R, f(z) = —f(—=z) (lichd funkce, tj. jeji
graf je symetricky podle potatku), specidln& f(0) = 0; déle f(z) >0 prox >0 (a f(z) <0

pro z < 0), navic lim, .. f(x) = 0*(# %) Graf funkce viz obrazek 2.

2 T T
f(x)=3x(x2+4)~" |

Obrézek 2: Graf funkce f (*2°%) z p¥ikladu 2.

P¥iklad 3 (20 bodd celkem)

Gaussovou eliminaci ziskdme horni trojihelnikovy tvar (> bod®)
1 —a 0 1 1 —a 0 |1 1 —«a 0 1
0o 1 -1 0 ~|10 1 —-1/0 ~ 10 1 —1 0
1 0 2|a?2+1 |-1%) |0 a | |-a2¥)]|0 0 o®+ala?
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Zatneme posledni rovnici (a*+a)z = o? a provedeme diskuzi; zfejmé& a® +a = (a+1)(a+0):
e Pro & = —1 dostaneme 0z = 1 a soustava tak nema ¥eSeni. MnoZina YeSeni je prazdna,

S| = ()5 bodi)

e Pro a = 0 dostaneme 0z = 0, soustava se redukuje na dvé& rovnice o tfech nezndmych.
Proménnou z, jiz odpovidajici rovnice vypadla, si zvolime, tj. z = 7, 7 € R. Z druhé rovnice
dopotitame y = 7. Z prvni rovnice dopoditame x = 1. MnoZinou FeSeni je pfimka

1
Sy = 7| TeR} (Gbodl)

T
e Proa # 0 & a # —1 dostaneme z = —%5. Z druhé rovnice dopotitdme y = <. Z prvni
. v’y s o a2+a+1

rovnice dopotitdime x = 1+ o - 755 = “ 77— MnoZina FeSeni je jednobodova
1 a?+a+1
A = a (5 bodi)
eR\{0,—1} o1 .

P¥iklad 4 (20 bodd celkem)

Invertibilni prvky jsou nesoud&lné s modulem, tj. Z, = {1,3,7,9} 2 *°®) (p¥ipadng je ziskdme
z tabulky nasobent), z¥ejmé (6 bod®):

Zipg |1 3 79 Cila b c d Cy x Cy | (a,a) (a,b) (bya) (b,b)
1 /1379 ala b ¢ d (a,a) | (a,a) (a,b) (bya) (b,b)
313917, blbcda, (a,b) | (a,b) (a,a) (b,b) (b,a) .
71719 3 cle d a b (b,a) | (b,a) (b,b) (a,a) (a,b)
9 19 7 31 d|d a b c (b,b) | (b,b) (b,a) (a,b) (a,a)

Porovnanim ¥4dd vdech prvkii (¥4d prvku s je ord(s) = |{s*; k € Z}|) jednotlivych grup
(6 bodii)

VAN ord(1) =1, ord(3) = 4, ord(7) = 4, ord(9) =2
Cy: ord(a) = 1 ord(b) =4, ord(c) = 2, ord(d) =4
Co xCy:  ord((a,a)) = ord((a,b)) =2, ord((b,a)) =2, ord((bb)) =2

vidime, Ze Zi, # (Cy x Cy) (izomorfizmus na sebe zobrazuje prvky stejnych ¥adi a Cy x Cy
neobsahuje prvky ¥adu 4 (generatory), které v Z%, jsou), musi tedy byt izomorfni s C, (2 bod),
Zbyva najit néktery ze dvou moznych izomrfismi ¢ : Z*, — Cy. Z¥ejmg (4 body)

e(l)=a a ¢(9)=c, zvolime-linaptiklad ¢(3) =10, pak ¢(7)=d.
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P¥iklad 5 (20 bodi celkem)

e Normilovy vektor 7 = (2,3) p¥imky p je smérovym vektorem kolmice (2 bo).

e Smérovy vektor 5= (3, —2) p¥imky p je normalovym vektorem kolmice (2 Po9).

e Prisecik P pfimky p s osou z:
9
y=0 — 22r-9=0 — zr=- =— p:[_’o](lbod)_

e NAactr viz obrazek 3.

Obecnd rovnice kolmice:
e Vyjdeme napriklad z obecného tvaru p¥imky ax + by + ¢ = 0, ze znalosti normalového
vektoru kolmice dostaneme 3x — 2y + ¢ = 0. Dosadime soutadnice bodu P a vyjad¥fime

c=—ar —by=—-3x+2y = —3.§+2.0: _% (3 body)
Dostdvame tedy 3z — 2y — 2 = 0, po tpravé 6z — 4y — 27 = (0 (2 bod),
Parametricka rovnice kolmice:
e Parametricky popis kolmice k ziskdme napfiklad ze smérového vektoru kolmice. Je ddn
vztahy & = o + 2L, y = yo + 3t, t € RGP,
e Dosazenim bodu P dostdvime x = g +2t, y = 3t, t € R(2body),

Obrazek 3: Na¢rt situace (® P49 7z p¥ikladu 5.
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