
Přij́ımaćı zkoušky z matematiky pro akademický rok 2020/21

NMgr. studium Učitelstv́ı matematiky ZŠ, SŠ

Datum zkoušky: Registračńı č́ıslo uchazeče:

Varianta 1

Př́ıklad 1 2 3 4 5 Celkem

Body

• Ke každému p̌ŕıkladu uved’te podrobný, p̌rimě̌reně okomentovaný postup. Řešeńı podtrhněte.
• Odevzdávejte také pomocné výpočty — p̌ŕıklad částečně spoč́ıtaný je lepš́ı než nespoč́ıtaný.
• Povolené pomůcky: psaćı a rýsovaćı poťreby.

Zadáńı

1 Je dána množina M = {f1, f2, f3, f4} čty̌r funkćı

f1(x) = x3 + x2, f2(x) = x2 + x, f3(x) = x+ 1, f4(x) = 1 + x3.

Nalezněte (nějakou) maximálńı lineárně nezávislou podmnožinu B množiny M a prvky
rozd́ılu M\B vyjáďrete jako lineárńı kombinace prvk̊u B.

2 Vypočtěte určitý integrál ∫ 1

0

x4 · (1− x)4

1 + x2
dx.

Je výsledek kladný, nulový, nebo záporný?

3 Nalezněte všechny asymptoty (asymptotické p̌ŕımky) funkce

g(x) =
x3 + x

x2 + x− 1
.

Poznamenejme, že jich je v́ıce než dvě.

4 Jsou dány dvě roviny v prostoru

ρ : x+ y + z + 1 = 0, σ : x− y + z − 1 = 0.

Nalezněte jejich pr̊usečnici (p̌ŕımku lež́ıćı v jejich pr̊uniku) a napǐste ji v parametrickém
tvaru.

5 Nalezněte posledńı č́ıslici (v deśıtkové soustavě) č́ısla

33
33

.

Pozor na pǒrad́ı operaćı!
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Řešeńı

Př́ıklad 1 (20 bod̊u celkem)

Nejprve však bude vhodné funkce interpretovat jako (sloupcové) aritmetické vektory. To nejsnáze
uděláme tak, že budeme uvažovat jejich soǔradnice v monomiálńı bázi nap̌r. (x3, x2, x1, x0).
Celou množinu pak můžeme interpretovat jako matici (5 bodů)

M =


1 0 0 1
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1


←− x3

←− x2

←− x1

←− x0

↑ ↑ ↑ ↑
f1 f2 f3 f4

Nyńı pomoćı nap̌r. Gaußovy eliminačńı metody urč́ıme hodnost matice M . Zjist́ıme t́ım (i) zda
je množina M lineárně (ne)závislá, nav́ıc (ii) je-li lineárně závislá, nalezneme tak (některou)
maximálńı lineárně nezávislou podmnožinu. Gaußova eliminace je v tomto p̌ŕıpadě velmi jen-
doduchá, stač́ı postupně odeč́ıtat řádky: (5 bodů)

M =


1 0 0 1
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1

 ∼


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 1 1 0
0 0 1 1

 ∼


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1
0 0 1 1

 ∼


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1
0 0 0 0

 .
Vid́ıme, že prvńı ťri sloupce jsou lineárně nezávislé, čtvrtý je jejich kombinaćı. Formálně zbývá
dǒrešit soustavu rovnic  1 0 0 1

0 1 0 −1
0 0 1 1

 ,
ta je však triviálńı. Čtvrtý sloupec, resp. funkci dostáváme jako lineárńı kombinaci

f4(x) = f1(x) · 1 + f2(x) · (−1) + f3(x) · 1 = f1(x)− f2(x) + f3(x).
(10 bodů)

Pozn. že nyńı je již žrejmé, že libovolná ťŕıprvková podmnožina je maximálńı lineárně nezávislou
podmnožinou.

Př́ıklad 2 (20 bod̊u celkem)

Nejprve funkci uprav́ıme do tvaru jednoduš̌śıho pro integraci roznásobeńım čitatele (5 bodů)

x4 · (1− x)4

1 + x2
=
x4 · (1− 4x+ 6x2 − 4x3 + x4)

1 + x2
=
x8 − 4x7 + 6x6 − 4x5 + x4

x2 + 1
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a částečným vyděleńım (5 bodů)

(x8 − 4x7 + 6x6 − 4x5 + x4)
−(x8 + x6)

−4x7 + 5x6 − 4x5 + x4

−(−4x7 − 4x5)
5x6 + x4

−(5x6 + 5x4)
−4x4

−(−4x4 − 4x2)
4x2

−(4x2 + 4)
−4

: (x2 + 1) = x6 − 4x5 + 5x4 − 4x2 + 4

tedy ∫ 1

0

x4 · (1− x)4

1 + x2
dx =

∫ 1

0

(
x6 − 4x5 + 5x4 − 4x2 + 4− 4

x2 + 1

)
dx

=

[
x7

7
− 4x6

6
+

5x5

5
− 4x3

3
+ 4x− 4 · arc tan(x)

]1
0

=
22

7
− π

nebot’ arc tan(1) = π/4. (5 bodů)

Protože funkce x4, (1 − x)4 a 1 + x2 jsou na intervalu integrace [0, 1] nezáporné a na
otev̌reném intervalu (0, 1) dokonce kladné, je integrál kladný, tedy 22/7− π > 0. (5 bodů)

Poznamenejme, že jsme t́ım ově̌rili, že velmi dob̌re známá a obĺıbená racionálńı aproximace
č́ısla π, totiž 22/7, je jeho horńım odhadem, nebot’ 22/7 > π.

Př́ıklad 3 (20 bod̊u celkem)

Asymptoty mohou být ťrech typů: svislé, vodorovné a šikmé.

Svislé asymptoty

Připomeňme, že funkce g(x) má svislou asymptotu v bodě a (tj. p̌ŕımka x−a = 0 je asymptou)
pokud je alespoň jedna jednostranná limita g(x) v a nevlastńı. Svislé asymptoty tedy nemá
smysl hledat v bodech, kde je funkce spojitá. Funkce g(x) je racionálńı, jediné, kde má smysl
hledat asymptoty jsou nulové body jmenovatele (pro vyšeťrováńı limit se však budou hodit i
nulové body čitatele). Čitatel má žrejmě jediný nulový bod

x3 + x = x · (x2 + 1) = 0,

x = 0,
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jmenovatel má dva

x2 + x− 1 = 0,

x =
−1±

√
5

2
.

Dostáváme tedy (5 bodů)

(−∞, −1−
√
5

2
) (−1−

√
5

2
, 0) (0, −1+

√
5

2
) (−1+

√
5

2
,∞)

čitatel − − + +
jmenovatel + − − +

g(x) − + − +

Pro jednostranné limity v nulových bodech jmenovatele tedy plat́ı

lim
x−→(−1−

√
5

2
)−
g(x) = −∞, lim

x−→(−1−
√
5

2
)+
g(x) =∞,

a
lim

x−→(−1+
√

5
2

)−
g(x) = −∞, lim

x−→(−1+
√
5

2
)+
g(x) =∞.

V obou bodech jsou tedy svislé asymptoty (5 bodů)

x− 1 +
√
5

2
= 0 a x− 1−

√
5

2
= 0.

Vodorovné a šikmé asymptoty

Vodorvné resp. šikmé asymptoty má smysl hledat pouze v nevlastńıch bodech, tedy pro x −→
±∞. Zřejmě

lim
x−→±∞

g(x) = ±∞,

vodorovnou asymptotu funkce g(x) tedy nemá žádnou.
Zbývá asymptota šikmá, tedy ve tvaru y = kx+ q (resp. kx− y+ q = 0), kde k 6= 0. Jej́ı

směrnici k nalezneme snadno bud’ jako limitu g(x)/x nebo g′(x), žrejmě (5 bodů)

k = lim
x−→±∞

g(x)

x
= lim

x−→±∞

x2 + 1

x2 + x− 1
= lim

x−→±∞

g′(x)

=
lim

x−→±∞

x4 + · · ·
(x2 + x− 1)2

= 1.

Protože směrnice nezáviśı na x, šikmá asymptota existuje. Existuje nav́ıc se stejnou směrnićı
v obou nevlastńıch bodech. Zbývá dopoč́ıtat q.

Protože funkce g(x) se v nevlastńıch bodech chová jako kx + q, zbývá dopoč́ıtat limity
(5 bodů)

q = lim
x−→±∞

g(x)− kx = lim
x−→±∞

g(x)− x = lim
x−→±∞

x3 + x

x2 + x− 1
− x3 + x2 − x

x2 + x− 1
= −1.

Šikmou asymptotou tedy je p̌ŕımka

x− y − 1 = 0.

Je jedinou šikmou asymptotou sd́ılenou oběma nevlastńımi body.
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Př́ıklad 4 (20 bod̊u celkem)

Pr̊usečnice je množinou bodů, které splňuj́ı rovnice obou rovin. Můžeme si ji tedy p̌redstavit
jako množinu řešeńı soustavy rovnic obou rovin, tj. (7 bodů)

x+ y + z = −1, x− y + z = 1.

Sečteńım a odečteńım obou rovnic dostaneme ekvivalentńı soustavu

2x+ 2z = 0, 2y = −2.

Druhou rovnici uḿıme ihned vy̌rešit, žrejmě y = −1. Řešeńı prvńı rovnice muśıme paramet-
rizovat, žrejmě pro z = t, kde t ∈ R, dostaneme x = −t. Soustava rovnic má tedy množinu
řešeńı (7 bodů)

{(−t,−1, t) : t ∈ R} .

Zároveň také ihned dostáváme parametrický tvar této množiny – p̌ŕımky (6 bodů)

(x, y, z) = (−t,−1, t) = (0,−1, 0) + (−1, 0, 1) · t,

nebot’ řešen homogenńı soustavy ~s = (−1, 0, 1) je směrovým vektorem pr̊usečnice a partikulárńı
řešeńı (0,−1, 0) je nějakým bodem na této pr̊usečnici.

Př́ıklad 5 (20 bod̊u celkem)

Ptáme se na posledńı č́ıslici v deśıtkové soustavě, tedy na zbytek po děleńı deśıti, tj.

33
33 ≡ x mod 10 (5 bodů).

Pro jistotu p̌ripomeňme, že

33
33

= 3(3
(33)).

Na úlohu můžeme j́ıt bud’ úvahou, nebo s využit́ım Eulerovy věty, která ř́ıká, že pro nesoudělná
č́ısla a a m (znač́ıme a ⊥ m) plat́ı

aϕ(m) ≡ 1 mod m,

kde ϕ(m) znač́ı počet č́ısel menš́ıch než m nesoudělných s m.
Zřejmě 3 ⊥ 10 a ϕ(10) = |{1, 3, 7, 9}| = 4, tedy

34 ≡ 1 mod 10.

(Ke stejnému výsledku dojdeme snadno i úvahou.) Původńı otázka se tedy redukuje na otázku,
kolikrát se mocnina 4 vejde do 33

3
, resp. kolik zbyde, tj. na řešeńı úlohy

33
3 ≡ y mod 4 (5 bodů).
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Opět využijeme Eulerovy věty. Zřejmě 3 ⊥ 4 a ϕ(4) = |{1, 3}| = 2, tedy

32 ≡ 1 mod 4.

Předchoźı úloha se tedy redukuje na otázku, kolikrát se mocnina 2 vejde do 33, tj. na řešeńı
úlohy

33 ≡ z mod 2 (5 bodů).

Třet́ı aplikace Eulerovy věty by byla opět možná, ale zbytečná. Posledńı úloha je totiž
triviálńı. Ptáme-li se na zbytek po děleńı dvěma, ptáme se, zda je č́ıslo sudé, či liché. Protože
součin dvou lichých č́ısel je vždy liché č́ıslo, je i č́ıslo 33 = (3 · 3) · 3 liché, tedy z = 1. Tedy

33
3 ≡ 3z = 31 = 3 mod 4, y = 3.

Tedy

33
33 ≡ 3y = 33 = 27 ≡ 7 mod 10.

Posledńı deśıtkovou č́ıslićı našeho č́ısla je tedy 7. (5 bodů)
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