
Přij́ımaćı zkoušky z matematiky pro akademický rok 2021/22

Bc. studium Matematika se zamě̌reńım na vzděláváńı

Datum zkoušky: Registračńı č́ıslo uchazeče:

Varianta 0 (vzorový test)

Př́ıklad 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Celkem

Body

• Ke každému p̌ŕıkladu uved’te podrobný, p̌rimě̌reně okomentovaný postup. Řešeńı podtrhněte.
• Odevzdávejte také pomocné výpočty — p̌ŕıklad částečně spoč́ıtaný je lepš́ı než nespoč́ıtaný.
• Povolené pomůcky: psaćı a rýsovaćı poťreby.

Zadáńı (Pozor, zadáńı má dvě strany!)

1 (Úpravy výraz̊u) Zjednodušte výraz

a2 − b2

c2 − d2
:
b− a
c+ d

a určete podḿınky, za kterých výraz i provedená zjednodušeńı dávaj́ı smysl.

2 (Posloupnosti & řady) Truhlá̌r rožrezal lat’ku 4 m dlouhou na deset d́ıl̊u tak, že každý daľśı d́ıl
lat’ky je o 6 cm deľśı, než d́ıl p̌redcházej́ıćı. Jak dlouhý je nejkraťśı a nejdeľśı d́ıl? Š́ı̌rku
řezu zanedbejte.

3 (Rovnice & nerovnice) Vy̌rešte nerovnici s absolutńı hodnotou

|x− 3|+ 2 · |x+ 1| > 4.

4 (Soustava rovnic) Početně nebo graficky nalezněte množinu řešeńı soustavy

2 · (y − 3)− 1

6
= −1

6
· (6 · x+ 1),

2 · (y + 5) +
1

7
=

1

7
· (1− 7 · x).

5 (Funkce & jejich grafy) Načrtněte graf funkce

f(x) = −2 · x2 + 3 · x− 3

a vyznačte soǔradnice zaj́ımavých bodů.
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Zadáńı (Druhá strana)

6 (Goniometrické funkce) Nalezněte všechna řešeńı rovnice

3 · (cos(x))2 − (sin(x))2 − sin(2 · x) = 0.

7 (Kombinatorika & pravděpodobnost) Z pěti úseček délek

2 cm, 3 cm, 5 cm, 7 cm a 11 cm

náhodně vybereme ťri (tedy každá trojice má stejnou pravděpodobnost, že bude vybrána).
Určete pravděpodobnost, že z vybraných úseček lze sestrojit trojúhelńık.

8 (Komplexńı č́ısla) Nalezněte absolutńı hodnotu, reálnou a imaginárńı část č́ısla

i10 − i

2 · i + 1
.

9 (Analytická geometrie) Napǐste implicitńı rovnici kružnice k procházej́ıćı body

A[6, 1], B[8, 5] a C[2, –1].

Načrtněte ilustračńı obrázek.

10 (Konstrukčńı úloha) V rovině jsou dány dvě r̊uznoběžky p, q a bod S, který je vniťrńım
bodem ostrého úhlu, jenž r̊uznoběžky p a q sv́ıraj́ı. Bod S p̌ritom nelež́ı na ose ostrého
úhlu tvǒreného p̌ŕımkami p a q, viz obrázek 1. Sestrojte čtverec ABCD se sťredem S
tak, aby jeho vrchol A ležel na p̌ŕımce p a vrchol C ležel na p̌ŕımce q.

Obrázek 1: Zadáńı p̌ŕıkladu 10.

Poznámka: Nakreslete náčrtek, proved’te grafický rozbor, napǐste symbolický zápis kon-
strukce, uved’te diskusi řešeńı a konstrukci narýsujte.
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Řešeńı

Př́ıklad 1 (Úpravy výraz̊u) (5 bod̊u celkem)

Podḿınky (nenulové jmenovatele):

c2 − d2 6= 0 &
b− a
c+ d

6= 0 & c+ d 6= 0,

neboli
c 6= ±d & a 6= b (1 bod).

Zjednodušeńı:

a2 − b2

c2 − d2
:
b− a
c+ d

=
a2 − b2

c2 − d2
· c+ d

b− a
(1 bod) =

(a− b) · (a+ b)

(c− d) · (c+ d)
· c+ d

b− a
(1 bod)

=
(a+ b)

(c− d)
· 1

−1
=
a+ b

d− c
(2 body).

Př́ıklad 2 (Posloupnosti & řady) (5 bod̊u celkem)

Označme délku prvńıho d́ılu a1, druhého a2, ... a obecně j-tého aj. Plat́ı že každý následuj́ıćı
je o d = 6 (cm) deľśı než p̌redchoźı, tedy

aj = aj−1 + d, neboli aj = a1 + (j − 1) · d

pro j = 2, . . . , n kde n = 10 (2 body).

Součet délek d́ıl̊u je žrejmě roven

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an =
1

2
· n · (a1 + an).

Celkem měla lat’ka 4 m = 400 cm, plat́ı tedy

S10 = 400,

5 · (a1 + a10) = 400,

5 · (a1 + (a1 + 9 · 6)) = 400 (2 body).

Vy̌rešeńım posledńı rovnice pro a1 dostaneme a1 = 13 a a10 = 67 (1 bod).

Př́ıklad 3 (Rovnice & nerovnice) (5 bod̊u celkem)

Nulové body absolutńıch hodnot jsou žrejmě −1 a 3, řešeńı tedy budeme hledat izolovaně na
ťrech podintervalech

(−∞,−1) −1 (−1, 3) 3 (3,+∞)
x− 3 − − − 0 +
x+ 1 − 0 + + +

(1 bod).
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Je-li tedy x prvkem intervalu:

• (−∞,−1), pak se nerovnice zjednoduš́ı na:

−(x− 3)− 2 · (x+ 1) > 4,

−3 · x+ 1 > 4,

−3 · x > 3,

x < −3.

Nerovnice je tedy splněna pro všechna x ∈ (−∞,−3) (1 bod).

• (−1, 3), pak se nerovnice zjednoduš́ı na:

−(x− 3) + 2 · (x+ 1) > 4,

x+ 5 > 4,

x > −1.

Nerovnice je tedy splněna pro všechna x ∈ (−1, 3) (1 bod).

• (3,+∞), pak se nerovnice zjednoduš́ı na:

(x− 3) + 2 · (x+ 1) > 4,

3 · x− 1 > 4,

3 · x > 5,

x >
5

3
.

Nerovnice je tedy splněna pro všechna x ∈ (3,+∞) (1 bod).

Zbývá vyjasnit, že x = −1 řešeńım neńı (4 + 2 · 0 6> 4) a x = 3 řešeńım je (0 + 2 · 4 > 4).
Řešeńım nerovnice tedy jsou všechna

x ∈ (−∞,−3) ∪ (−1,+∞) (1 bod).

Př́ıklad 4 (Soustava rovnic) (5 bod̊u celkem)

Asi nejrozumněǰśı bude zač́ıt úpravou obou rovnic

2 · (y − 3)− 1

6
= −1

6
· (6 · x+ 1),

2 · (y + 5) +
1

7
=

1

7
· (1− 7 · x),
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do co nejjednoduš̌śıho tvaru. Zbav́ıme se tedy všech závorek, členy s neznámými p̌reháźıme na
jednu (levou) stranu a dostaneme

x+ 2 · y = 6,

x+ 2 · y = −10,
(2 body).

Nyńı nap̌r. odečteńım obou rovnic od sebe (tedy sč́ıtaćı metodou) dostaneme formálně rovnici

0 = 16 (1 bod),

kterou však zjevně nelze splnit pro žádné x a y. Množina řešeńı je tedy prázdná ∅ (2 body).

Alternativě můžeme v posledńı dvojici rovnic identifikovat rovnice dvou p̌ŕımek v rovině se
stejným normálovým vektorem ~n = (1, 2), tedy i stejým směrovým vektorem ~s = (2,−1),
procházej́ıćı však r̊uznými body.

Doťretice můžeme posledńı dvojici rovnic interpretovat jako dvojici lineárńıch funkćı y1 =
f1(x) = −1

2
· x+ 3 a y2 = f2(x) = −1

2
· x− 5 a technicky vzato zopakovat p̌redchoźı úvahu.

Př́ıklad 5 (Funkce & jejich grafy) (5 bod̊u celkem)

Jedná se o kvadratickou funkci jej́ımž grafem je parabola. Koeficient u kvadratického členu je
záporný, parabola tedy bude

”
otev̌rená dol̊u“ (1 bod). Zaj́ımat by nás mohly pr̊useč́ıky s osami.

Pr̊useč́ıky s osou x źıskáme řešeńım kvadratické rovnice,

−2 · x2 + 3 · x− 3 = 0.

Zřejmě

x1,2 =
−3±

√
9− 4 · 2 · 3
−4

=
3

4
∓
√
−15

4
,

tedy parabola pr̊useč́ıky s osou x nemá. Celý graf tedy lež́ı
”
pod osou x“ (1 bod).

Pr̊useč́ık s osou y źıskáme snadno dosazeńım nuly no p̌redpisu funkce

f(0) = −3 (1 bod).

Posledńım zaj́ımavým bodem bude vrchol paraboly. Ten lež́ı vždy uprošred mezi oběma kǒreny
(jeho x-ová soǔradnice je jejich aritmetickým pr̊uměrem). Tedy xV = 3

4
. Pak yV = f(xV ) =

−2 · 9
16

+ 3 · 3
4
− 3 = −15

8
(1 bod).

Náčrtek grafu viz obrázek 2.
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Obrázek 2: Náčrtek grafu funkce f(x) z p̌ŕıkladu 5 (1 bod).

Př́ıklad 6 (Goniometrické funkce) (5 bod̊u celkem)

Zkusme všechny goniometrické funkce v rovnici

3 · (cos(x))2 − (sin(x))2 − sin(2 · x) = 0

p̌revést na stejný argument, tedy zbavit se dvojnásobného úhlu. Zřejmě dostaneme

3 · (cos(x))2 − (sin(x))2 − 2 · sin(x) · cos(x) = 0 (1 bod).

Nyńı se pokuśıme goniometrické funkce sjendotit, abychom pracovali jen s jednou. Zkusme
celou rovnici vydělit nap̌r. (cos(x))2, dostaneme

3− (cos(x))2

(sin(x))2
− 2 · sin(x) · cos(x)

(cos(x))2
= 0,

3−
(

cos(x)

sin(x)

)2

− 2 · sin(x)

cos(x)
= 0,

3− (tan(x))2 − 2 · tan(x) = 0 (1 bod).

Dostali jsme obyčejnou kvadratickou rovnici, pro p̌rehlednost můžeme provést substituci t =
tan(x),

−t2 − 2 · t+ 3 = 0, neboli t1,2 =
2±
√

4 + 12

−2
= −1∓ 2 (1 bod).
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Pro t1 = −3 dostáváme

tan(x) = −3, neboli x = arc tan(−3) + k · π, k ∈ Z.

Pro t2 = 1 dostáváme

tan(x) = 1, neboli x =
π

4
+ k · π, k ∈ Z.

Tedy celkem

x ∈
{

arc tan(−3) + k · π, π
4

+ k · π : k ∈ Z
}

(2 body).

Př́ıklad 7 (Kombinatorika & pravděpodobnost) (5 bod̊u celkem)

Vyb́ıráme náhodně ťri úsečky z pěti. Nejprve si tedy ujasńıme, kolika způsoby můžeme výběr
provést. Prvńı můžeme žrejmě vybrat pěti způsoby, druhou pak čty̌rmi a ťret́ı už jen ťremi. Na
pǒrad́ı p̌ritom žrejmě nezálež́ı. Konstruujeme tedy ťŕıprvkové kombinace z pěti,

C(5, 3) =

(
5

3

)
=

5!

3! · (5− 3)!
=

5 · 4 · 3
3!

= 10 (2 body).

Alternativně můžeme počet kombinaćı źıskat výčtem všech možnost́ı.

Zbývá ově̌rit, ze kterých lze zkonstruovat trojúhelńık. Snadno nahlédneme, že nap̌r. trojice
{2, 3, ?} nesplňuj́ı trojúhelńıkovou nerovnost. Ta bude kĺıčem k odpovědi. Vzhledem k tomu,
že kombinaćı neńı mnoho, rychle zjist́ıme, že trojúhelńıkovou nerovnost splňuj́ı pouze dvě

{3, 5, 7} a {5, 7, 11} (2 body).

Protože každou trojici můžeme vybrat se stejnou pravděpodobnost́ı, pravděpodobnost, že tvǒŕı
trojúhelńık je počet p̌ŕıznivých p̌ŕıpadů ku celkovému počtu p̌ŕıpadů, tedy

P (trojice tvǒŕı trojúhelńık) =
2

10
=

1

5
= 0.5 = 20 % (1 bod).

Př́ıklad 8 (Komplexńı č́ısla) (5 bod̊u celkem)

Pro začátek je dobré si p̌ripomenout, že i2 = −1 tedy i4 = 1. To nám v prvńı řadě pomůže
upravit čitatel výrazu

i10 − i

2 · i + 1
=

i4 · i4 · i2 − i

2 · i + 1
=
−1− i

1 + 2 · i
(2 body).

Nyńı se poťrebujeme zbavit komplexńıho výrazu ve jmenovateli, tedy poťrebujeme zlomek
vhodně rozš́ı̌rit

−1− i

1 + 2 · i
=
−1− i

1 + 2 · i
· 1− 2 · i

1− 2 · i
=

(−1− i) · (1− 2 · i)
1 + 4

=
−3 + i

5
(2 body).
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Označ́ıme-li hodnotu výrazu pro jednoduchost z, pak jeho reálná a imaginárńı část, resp.
absolutńı hodnota jsou

<(z) = −3

5
, =(z) =

1

5
, |z| =

√
(<(z))2 + (=(z))2 =

√
10

5
(1 bod).

Př́ıklad 9 (Analytická geometrie) (5 bod̊u celkem)

Body A, B a C lež́ı na hledané kružnici, tedy úsečky AB, AC a BC jsou tětivy této kružnice.
Stač́ı vybrat dvě z nich, nalézt jejich osy kolmé na tyto tětivy a v jejich pr̊useč́ıku lež́ı sťred
kružnice.

Začněme nap̌r. osou úsečky AB, žrejmě B − A = (2, 4) je normálový vektor osy, tj. oAB :
2 · x+ 4 · y+ γ = 0. Osa nav́ıc muśı procházet sťredem tětivy, tedy bodem 1

2
(A+B) = [7, 3],

můžeme tedy dopoč́ıtat koeficient γ = −2 · 7− 4 · 3 = −26. Tedy, po zjednodušeńı (vyděleńı
rovnice dvěma)

oAB : x+ 2 · y − 13 = 0 (1 bod).

Nyńı zopakujeme celý postup pro druhou tětivu, nap̌r AC. Normálový vektor osy je C −A =
(−4,−2), osa p̌ritom procháźı bodem 1

2
(A + C) = [4, 0], tedy po zjednodušeńı (vyděleńı

rovnice −2)

oAC : 2 · x+ y − 8 = 0 (1 bod).

K nalezeńı sťredu kružnice zbývá vy̌rešit soustavu dvou nalezených rovnic os. Vyjáďŕıme-li nap̌r.
z prvńı rovnice x = 13− 2 · y a dosad́ıme do druhé, dostaneme

26− 4 · y + y − 8 = 0, neboli y =
−26 + 8

−4 + 1
= 6.

Dopoč́ıtáme x = 13− 2 · 6 = 1, č́ımž dostáváme soǔradnice sťredu

S[1, 6] (1 bod).

Poloměr kružnice urč́ıme snadno jako vzdálenost sťredu S a jednoho z bodů na kružnici,
nap̌r. A, tedy

% = |SA| =
√

(xA − xS)2 + (yA − yS)2 =
√

(1− 6)2 + (6− 1)2 = 5 ·
√

2 (1 bod).

Dostáváme tak rovnici kružnice ve tvaru

k : (x− 6)2 + (y − 1)2 = 50 (1 bod).

Náčrtek kružice viz obrázek 3.
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Obrázek 3: Náčrtek kružnice k z p̌ŕıkladu 9 (1 bod).

Obrázek 4: Vlevo náčrtek řešeńı p̌ŕıkladu 10 (1 bod). Vpravo grafický rozbor p̌ŕıkladu 10 (1 bod).

Př́ıklad 10 (Konstrukčńı úloha) (5 bod̊u celkem)

Aby S byl sťredem hledaného čtverce ABCD, kde A ∈ p a C ∈ q (viz náčrtek na obrázku 4
vlevo), je dobré si uvědomit následuj́ıćı:

Z vlastnost́ı sťredové souměrnosti v́ıme, že p̌ŕımka, která neprocháźı sťredem souměrnosti S,
se v dané sťredové souměrnosti zobraźı na p̌ŕımku s ńı rovnoběžnou. Z toho plyne, že obrazem
bodu A lež́ıćıho na p̌ŕımce p ve sťredové souměrnosti se sťredem S je bod A′ lež́ıćı na p̌ŕımce
p′, která je rovnoběžná s p̌ŕımkou p. Poněvadž čtverec ABCD je sťredově souměrný útvar
podle svého sťredu S, plat́ı, že obraz A′ vrcholu A splývá s vrcholem C hledaného čtverce, tj.
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A′ ≡ C. Podle zadáńı úlohy má ale také vrchol C ležet na dané p̌ŕımce q. Odtud plyne, že
hledaný vrchol C je pr̊useč́ıkem p̌ŕımek p′ a q, viz grafický rozbor na obrázku 4 vpravo.

K sestrojeńı zbývaj́ıćıch dvou vrchol̊u B, D čtverce ABCD využijeme vlastnost́ı čtverce.
Úhlop̌ŕıčky čtverce jsou na sebe navzájem kolmé, proto sťredem S sestroj́ıme p̌ŕımku u kolmou
k úsečce AC. Na p̌ŕımce u budou tedy ležet zbývaj́ıćı vrcholy B, D čtverce. Dále v́ıme, že
úhlop̌ŕıčky čtverce jsou shodné a že se navzájem půĺı. Zkonstruujeme proto kružnici k se
sťredem S a s poloměrem o velikosti rovné délce úsečky SA. Kružnice k je kružnićı čtverci
ABCD opsanou. Chyběj́ıćı vrcholy B, D jsou pr̊useč́ıky p̌ŕımky u a kružnice k. Na závěr
sestroj́ıme čtverec ABCD. Symbolicky:

1. p′; SS (S; p→ p′)

2. C; C ≡ p′ ∩ q
3. A; SS (S;C → A)

4. k; k(S; |SA|)
5. u; S ∈ u a zároveň u ⊥ AC

6. B, D; B,D ≡ k ∩ u
7. čtverec ABCD (2 body).

Konstrukce je na obrázku 5.

Obrázek 5: Konkstrukce z p̌ŕıkladu 10 (1 bod).
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