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Pf¥ijimaci zkousky z matematiky pro akademicky rok 2020/21
NMgr. studium Ué&itelstvi matematiky ZS, SS

Datum zkousky: Registra¢ni ¢islo uchazet¢e:

Priklad | 1 {2 | 3| 4 |5 | Celkem
Varianta 1 Body

o Ke kazdému ptikladu uved'te podrobny, pfim&ten& okomentovany postup. Reeni podtrhnéte.
e Odevzdavejte také pomocné vypolty — ptiklad &asteéné spolitany je lepsi neZ nespocitany.
e Povolené pomiicky: psaci a rysovaci potreby.

Zadani

1 Je dana mnozina M = {f1, fa, f3, f4} CtyF funkci
file) =2 +a%, folw) =2+, falw)=x+1, fi(z)=1+2"

Naleznéte (n&jakou) maximalni linedrn& nezavislou podmnoZinu B mnoZiny M a prvky
rozdilu M \ B vyjadfete jako linedrni kombinace prvki .

1 4-1_ 4
/de-
0

1+ 22
Je vysledek kladny, nulovy, nebo zdporny?

2 Vypoctéte urdity integral

3 Nalezné&te viechny asymptoty (asymptotické p¥imky) funkce

(2) 2+
r) = —m .
g ?+x—1

Poznamenejme, Ze jich je vice neZ dvé.
4 Jsou dany dvé roviny v prostoru
prr+y+z+1=0, c:rx—y+z—-1=0.

Naleznéte jejich prisenici (pfimku leZici v jejich priiniku) a napiste ji v parametrickém
tvaru.

5 Nalezn&te posledni &islici (v desitkové soustavé) &isla

33°

3

Pozor na poradi operaci!
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ReZeni
P¥iklad 1 (20 bodi celkem)

Nejprve v8ak bude vhodné funkce interpretovat jako (sloupcové) aritmetické vektory. To nejsnaze

udéldme tak, Ze budeme uvaZovat jejich soufadnice v monomidlni bazi nap¥. (23, 22, x!, 2°).

Celou mnoZinu pak miizeme interpretovat jako matici (> bd%)
1 0 0 1 — 23
1 1 0 O «— 2?
M = 01 1 0 ot
0 0 1 1 — 2V
LI Y
i o fs Ja

Nyni pomoci nap¥. GauBovy elimina&ni metody uréime hodnost matice M. Zjistime tim (i) zda
je mnoZina M linedrné& (ne)zavisla, navic (ii) je-li linedrn& zavisla, nalezneme tak (né&kterou)
maximalni linedrné nezavislou podmnoZinu. GauBova eliminace je v tomto p¥ipadé velmi jen-

doducha, sta&i postupné odetitat ¥adky: (° bodd)
1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1
M- 1 100 01 0 —1 01 0 -1 01 0 -1
0110 011 0 0 0 1 1 0 0 1
0011 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0O

Vidime, Ze prvni t¥i sloupce jsou linedrné nezdvislé, ¢tvrty je jejich kombinaci. Formalné zbyva
dofesit soustavu rovnic

10
0 1
0 0
ta je viak trividni. Ctvrty sloupec, resp. funkci dostdvame jako linedrni kombinaci
fa@) = fi(x) - 1+ folx) - (=1) + fa(z) - 1 = fu(w) = folx) + fa(x). 000
Pozn. Ze nyni je jiz zfejmé, Ze libovolna t¥iprvkova podmnoZina je maximalni linearné nezavislou

podmnoZinou.

P¥iklad 2 (20 bodd celkem)

Nejprve funkci upravime do tvaru jednodu¥diho pro integraci roznasobenim Citatele (5 bodi)

- (1—x)t o' (1 —4do+62% — 423 + %) 2% — 427 + 62° — 42 + 24

14 22 N 14 22 2+ 1
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a taste¢nym vydélenim (5 bodd)

(28 — 427 + 625 — 42° + 2%)
— (2% + 29)

—4x" 4 528 — 42° + 2*
—(—42" — 42°)

1

(2 +1) = 2°%—42°+5zt —4a? +4

tedy

1.4 4 1

(1 — 4
/ Ty ( ?) dx / 28 — 425 4+ 5at —4a® + 4 — dz
0 1+ 22 0 2?41

1

7 45 50 A3
— [%_%+%—%+4x—4~arctan(aﬁ)]o
22
=— -
7

nebot arctan(1) = 7 /4. (5 bodt)
Protoze funkce z*, (1 — x)* a 1 + z? jsou na intervalu integrace [0, 1] nezdporné a na
otevieném intervalu (0, 1) dokonce kladné, je integrél kladny, tedy 22/7 — 7 > 0. (5 bodd)
Poznamenejme, Ze jsme tim ové¥ili, Ze velmi dobfe znama a oblibend raciondlni aproximace
gisla m, totiz 22/7, je jeho hornim odhadem, nebot 22/7 > 7.

P¥iklad 3 (20 bodd celkem)

Asymptoty mohou byt tfech typi: svislé, vodorovné a Sikmé.

Svislé asymptoty

P¥ipomeiime, Ze funkce g(x) m3 svislou asymptotu v bodg a (tj. pfimka x—a = 0 je asymptou)
pokud je alespoii jedna jednostrannd limita g(x) v a nevlastni. Svislé asymptoty tedy nemd
smysl| hledat v bodech, kde je funkce spojita. Funkce g(z) je raciondlni, jediné, kde ma smysl
hledat asymptoty jsou nulové body jmenovatele (pro vy3etfovani limit se v8ak budou hodit i
nulové body ¢&itatele). Citatel m4 zfejm& jediny nulovy bod

P rr=x (2 +1)=0,

z =0,
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jmenovatel ma dva
2?4+ x—1=0,

-1+
=5

T

Dostavame tedy (5 bodt)

(=00, =15%) (F52,0) (0,7%) (5%, 00)
Citatel = — + +
jmenovatel + — — +
g(x) = + - +
Pro jednostranné limity v nulovych bodech jmenovatele tedy plati
lim  g(x) = —o0, lim  g(x) = oo,
a— (=155~ x%(flg\/gﬂ‘
a
lim r) = —00, lim ) = 0.
g g

V obou bodech jsou tedy svislé asymptoty (> Podd)

1++5 1-+5
xr — 5 =0 a T — 5

Vodorovné a sikmé asymptoty

Vodorvné resp. Sikmé asymptoty ma smysl| hledat pouze v nevlastnich bodech, tedy pro x —
+o00. Zfejmé
lim g(x) = o0,

r—+o00

vodorovnou asymptotu funkce g(z) tedy nema Zadnou.
Zbyva asymptota Sikm3, tedy ve tvaru y = kx + ¢ (resp. kx —y + g = 0), kde k # 0. Jeji

smérnici k nalezneme snadno bud jako limitu g(x)/x nebo ¢'(z), zfejmg (® bod®)
241 / 44 ...
be tim 9 gy L gy S0 g, o
r—rtoo X r—too 2+ —1 r—too = z—too (1:2 +x — 1)2

ProtoZe smérnice nezavisi na x, $ikma asymptota existuje. Existuje navic se stejnou smérnici
v obou nevlastnich bodech. Zbyva dopoditat q.

Protoze funkce g(x) se v nevlastnich bodech chové jako kx + ¢, zbyvd dopotitat limity
(5 bodi)

>+ 2?42t —z
= i — = 1 —xz= 1 — =—1.

Sikmou asymptotou tedy je p¥imka
r—y—1=0.

Je jedinou Sikmou asymptotou sdilenou obéma nevlastnimi body.
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P¥iklad 4 (20 bodi celkem)

Prise¢nice je mnozinou bodd, které spliiuji rovnice obou rovin. MlZeme si ji tedy predstavit
jako mnoZinu Yeeni soustavy rovnic obou rovin, tj. (7 bodt)

rH+y+z=—-1, r—y+z=1
Settenim a ode&tenim obou rovnic dostaneme ekvivalentni soustavu

20+ 22 =0, 2y = —2.

Druhou rovnici umime ihned vyftesit, ziejmé y = —1. ReSeni prvni rovnice musime paramet-
rizovat, zfejmé pro z = t, kde t € R, dostaneme = = —t. Soustava rovnic ma tedy mnoZinu
Fegeni (7 bodi)

{(—t,—1,t) : t e R}.

Zaroveii také ihned dostdvame parametricky tvar této mnoZiny — p¥imky (6 bod)

(x,y,2) = (—t,—1,t) = (0,—1,0) + (—1,0,1) - ¢,

nebot ¥fefen homogenni soustavy 5= (—1,0, 1) je sm&rovym vektorem priisenice a partikuldrni
feseni (0, —1,0) je n&jakym bodem na této priselnici.

P¥iklad 5 (20 bodii celkem)

Ptdme se na posledni &islici v desitkové soustavé, tedy na zbytek po déleni desiti, tj.
33 .
3% =z mod 100 bedd),

Pro jistotu pfipomerime, Ze
35" = 367,

Na tilohu miZeme jit bud tivahou, nebo s vyuZitim Eulerovy véty, ktera ¥ika, Ze pro nesoudéInd
gisla @ a m (znatime a L m) plati

a?™ =1 mod m,

kde ¢(m) zna¥i polet &isel mengich nez m nesoudélnych s m.
Z¥ejmé& 3 1 10 a ¢(10) = |{1,3,7,9}| = 4, tedy

3*=1 mod 10.

(Ke stejnému vysledku dojdeme snadno i dvahou.) Pivodni otdzka se tedy redukuje na otazku,
kolikrat se mocnina 4 vejde do 3%, resp. kolik zbyde, tj. na feSeni tlohy

3% = y mod 4 Podd),
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Opét vyuzijeme Eulerovy véty. Ziejm& 3 L 4 a p(4) = [{1,3}]| = 2, tedy
3>=1 mod 4.

P¥edchozi tiloha se tedy redukuje na otdzku, kolikrdt se mocnina 2 vejde do 32, tj. na ¥eSeni
dlohy
3% =2 mod 20 bodi),
Tteti aplikace Eulerovy véty by byla opét moznd, ale zbyte¢na. Posledni uloha je totiz
trividIni. Ptame-li se na zbytek po déleni dvéma, ptdme se, zda je &islo sudé, &i liché. Protoze
sougin dvou lichych &isel je vzdy liché &islo, je i &islo 3% = (3 - 3) - 3 liché, tedy z = 1. Tedy

3 =3"=3"=3 mod 4, y = 3.

Tedy

3

33" —3v _ 33 _97=7 mod 10.

Posledni desitkovou &islici nadeho &isla je tedy 7. (5 bodd)
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