
Přij́ımaćı zkoušky z matematiky pro akademický rok 2017/18

NMgr. studium Učitelstv́ı matematiky ZŠ, SŠ

Datum zkoušky: Registračńı č́ıslo uchazeče:

Varianta 1

Př́ıklad 1 2 3 4 5 Celkem

Body

• Ke každému p̌ŕıkladu uved’te podrobný, p̌rimě̌reně okomentovaný postup. Řešeńı podtrhněte.
• Povolené pomůcky: psaćı a rýsovaćı poťreby.

Zadáńı

1 Je dána funkce
f : x 7−→ y =

√
4x+ 1 .

Určete definičńı obor, obor hodnot a derivaci funkce. Určete rovnici tečny funkce v bodě
T = [2, ?]. Načrtněte graf funkce a vypočtené tečny.

2 Vypočtěte integrál ∫
f(x) dx, kde f(x) =

3x

x2 + 4
.

Určete základńı vlastnosti (definičńı obor D(f), paritu, pr̊useč́ıky s osami, limity v krajńıch
bodech D(f)) a načrtněte jej́ı graf.

3 Nalezněte množinu Sα všech (reálných) řešeńı (x, y, z) soustavy

x− αy = 1,
y − z = 0,

x+ α2z = α2 + 1,

v závislosti na parametru α ∈ R. Jaký objekt p̌redstavuje množina Sα geometricky?

4 Uvažujte množinu zbytkových ťŕıd Z10 = {0, 1, . . . , 9} spolu s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı
(modulo deset). Množina invertibilńıch (tj. inverzi maj́ıćıch) prvk̊u Z∗10 tvǒŕı spolu s ná-
sobeńım abelovskou grupu.

Rozhodněte zda je tato grupa izomorfńı s C4, nebo C2 × C2, p̌ričemž Ck znač́ı cyklickou
grupu řádu k. Izomorfizmus napǐste.

5 Př́ımka p je dána rovnićı 2x + 3y − 9 = 0. Určete obecnou rovnici i parametrické rovnice
p̌ŕımky, která je kolmá k p̌ŕımce p a procháźı pr̊useč́ıkem P dané p̌ŕımky p s osou x.
Načrtněte graf.
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Řešeńı

Př́ıklad 1 (20 bod̊u celkem)

Muśı platit 4x+ 1 ≥ 0, tedy D(f) = (−1
4
,∞) (3 body), H(f) = R+

0 = [0,∞) (3 body). Derivace
je

f ′(x) =
4

2
√

4x+ 1
=

2√
4x+ 1

(3 body).

Bod dotyku T = [x, f(x)] = [2, 3], směrnice tečny je hodnota derivace pro x = 2, tj. f ′(2) = 2
3
.

Tečnu hledáme ve směrnicovém tvaru y = kx + q = f ′(x)x + q = 2
3
x + q. Dosazeńım bodu

dotyku 3 = f(x) = f ′(x)x+ q = 2
3
· 2 + q źıskáme q = 5

3
. Rovnice tečny je tedy y = 2

3
x+ 5

3
,

po úpravě 2x− 3y + 5 = 0 (4 body). Grafem funkce je část paraboly, viz obrázek 1.
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Obrázek 1: Graf funkce f (4 body) a jej́ı tečny (3 body) v bodě T = [2, 3] z p̌ŕıkladu 1.
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Př́ıklad 2 (20 bod̊u celkem)

Integrujeme pomoćı substituce

∫
3x

x2 + 4
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
Substituce :

t = x2 + 4 (6 bodů)

dt
dx

= 2x
3
2
dt = 3xdx

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
3

2

∫
1t dt =

3

2
ln(|t|) + Const.

=
3

2
ln(x2 + 4) + Const. (6 bodů)

Pro integrand f(x) = 3x
x2+4

žrejmě plat́ı: D(f) = R, f(x) = −f(−x) (lichá funkce, tj. jej́ı
graf je symetrický podle počátku), speciálně f(0) = 0; dále f(x) > 0 pro x > 0 (a f(x) < 0
pro x < 0), nav́ıc limx−→±∞ f(x) = 0±(4 body). Graf funkce viz obrázek 2.
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Obrázek 2: Graf funkce f (4 body) z p̌ŕıkladu 2.

Př́ıklad 3 (20 bod̊u celkem)

Gaussovou eliminaćı źıskáme horńı trojúhelńıkový tvar (5 bodů) 1 −α 0 1
0 1 −1 0
1 0 α2 α2 + 1


−(1. ř.)

∼

 1 −α 0 1
0 1 −1 0
0 α α2 α2


−α·(2. ř.)

∼

 1 −α 0 1
0 1 −1 0
0 0 α2 + α α2

 .
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3



Začneme posledńı rovnićı (α2+α)z = α2 a provedeme diskuzi; žrejmě α2+α = (α+1)(α+0):
• Pro α = −1 dostaneme 0z = 1 a soustava tak nemá řešeńı. Množina řešeńı je prázdná,

S−1 = ∅ (5 bodů).

• Pro α = 0 dostaneme 0z = 0, soustava se redukuje na dvě rovnice o ťrech neznámých.
Proměnnou z, j́ıž odpov́ıdaj́ıćı rovnice vypadla, si zvoĺıme, tj. z = τ , τ ∈ R. Z druhé rovnice
dopoč́ıtáme y = τ . Z prvńı rovnice dopoč́ıtáme x = 1. Množinou řešeńı je p̌ŕımka

S0 =


 1
τ
τ

 ; τ ∈ R

 (5 bodů).

• Pro α 6= 0 & α 6= −1 dostaneme z = α
α+1

. Z druhé rovnice dopoč́ıtáme y = α
α+1

. Z prvńı

rovnice dopoč́ıtáme x = 1 + α · α
α+1

= α2+α+1
α+1

. Množina řešeńı je jednobodová

Sα∈R\{0,−1} =

 1

α + 1

 α2 + α + 1
α
α

 (5 bodů).

Př́ıklad 4 (20 bod̊u celkem)

Invertibilńı prvky jsou nesoudělné s modulem, tj. Z∗10 = {1, 3, 7, 9} (2 body) (p̌ŕıpadně je źıskáme
z tabulky násobeńı), žrejmě (6 bodů):

Z∗10 1 3 7 9
1 1 3 7 9
3 3 9 1 7
7 7 1 9 3
9 9 7 3 1

,

C4 a b c d
a a b c d
b b c d a
c c d a b
d d a b c

,

C2 × C2 (a, a) (a, b) (b, a) (b, b)
(a, a) (a, a) (a, b) (b, a) (b, b)
(a, b) (a, b) (a, a) (b, b) (b, a)
(b, a) (b, a) (b, b) (a, a) (a, b)
(b, b) (b, b) (b, a) (a, b) (a, a)

.

Porovnáńım řádů všech prvk̊u (̌rád prvku s je ord(s) = |{sk ; k ∈ Z}|) jednotlivých grup
(6 bodů)

Z∗10 : ord(1) = 1, ord(3) = 4, ord(7) = 4, ord(9) = 2
C4 : ord(a) = 1, ord(b) = 4, ord(c) = 2, ord(d) = 4

C2 × C2 : ord((a, a)) = 1, ord((a, b)) = 2, ord((b, a)) = 2, ord((b, b)) = 2

vid́ıme, že Z∗10 6' (C2 × C2) (izomorfizmus na sebe zobrazuje prvky stejných řádů a C2 × C2
neobsahuje prvky řádu 4 (generátory), které v Z∗10 jsou), muśı tedy být izomorfńı s C4 (2 body).

Zbývá naj́ıt některý ze dvou možných izomrfismů ϕ : Z∗10 −→ C4. Zřejmě (4 body)

ϕ(1) = a a ϕ(9) = c, zvoĺıme-li nap̌ŕıklad ϕ(3) = b, pak ϕ(7) = d.
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Př́ıklad 5 (20 bod̊u celkem)

• Normálový vektor ~n = (2, 3) p̌ŕımky p je směrovým vektorem kolmice (2 body).

• Směrový vektor ~s = (3,−2) p̌ŕımky p je normálovým vektorem kolmice (2 body).

• Pr̊useč́ık P p̌ŕımky p s osou x:

y = 0 =⇒ 2x− 9 = 0 =⇒ x =
9

2
=⇒ P =

[
9

2
, 0

]
(1 bod).

• Náčtr viz obrázek 3.

Obecná rovnice kolmice:

• Vyjdeme nap̌ŕıklad z obecného tvaru p̌ŕımky ax + by + c = 0, ze znalosti normálového
vektoru kolmice dostaneme 3x− 2y + c = 0. Dosad́ıme soǔradnice bodu P a vyjáďŕıme

c = −ax− by = −3x+ 2y = −3 · 9

2
+ 2 · 0 = −27

2
(3 body).

Dostáváme tedy 3x− 2y − 27
2

= 0, po úpravě 6x− 4y − 27 = 0 (2 body).

Parametrická rovnice kolmice:

• Parametrický popis kolmice k źıskáme nap̌ŕıklad ze směrového vektoru kolmice. Je dán
vztahy x = x0 + 2t, y = y0 + 3t, t ∈ R (3 body).

• Dosazeńım bodu P dostáváme x = 9
2

+ 2t, y = 3t, t ∈ R (2 body).
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Obrázek 3: Náčrt situace (5 bodů) z p̌ŕıkladu 5.
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