
Přij́ımaćı zkoušky z matematiky pro akademický rok 2019/20

NMgr. studium Učitelstv́ı matematiky ZŠ, SŠ

Datum zkoušky: Registračńı č́ıslo uchazeče:

Varianta 1

Př́ıklad 1 2 3 4 5 Celkem

Body

• Ke každému p̌ŕıkladu uved’te podrobný, p̌rimě̌reně okomentovaný postup. Řešeńı podtrhněte.
• Odevzdávejte také pomocné výpočty — p̌ŕıklad částečně spoč́ıtaný je lepš́ı než nespoč́ıtaný.
• Povolené pomůcky: psaćı a rýsovaćı poťreby.

Zadáńı

1 Předpisem

f(x) =

√
x

3− x2

je dána reálná funkce reálné proměnné x. Určete maximálńı definičńı obor funkce f ,
obor hodnot a derivaci funkce. Určete intervaly monotonie a lokálńı i globálńı extrémny
funkce. Načrtněte graf funkce.

2 Vypočtěte neurčitý integrál ∫
dx

1 + ex
,

kde e je Eulerovo č́ıslo.

3 Nalezněte množinu všech řešeńı Sp = {(x, y, z)} soustavy rovnic

x+ y + z = 1
x+ 2y + z = 1
x+ y + p2z = p

závislé na parametru p ∈ R.

4 Určete posledńı č́ıslici (v deśıtkové soustavě) č́ısla

362019 .

5 Rovina % je dána rovnićı x + y + z − 1 = 0. Určete směrové vektory roviny. Dále určete
parametrické rovnice p̌ŕımky, která je k rovině % kolmá a procháźı bodem B = [3; 1; 4].
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Řešeńı

Př́ıklad 1 (20 bod̊u celkem)

Funkce f(x) =
√

x
3−x2 je definována když je:

(i) jmenovatel nenulový, tj. 3− x2 6= 0, tedy ±
√

3 6∈ D(f),

(ii) zlomek pod odmocninou nezáporný. Zřejmě

x ∈ (−∞,−
√

3) {−
√

3} (−
√

3, 0) {0} (0,
√

3) {
√

3} (
√

3,∞)
sgn(x) − − − 0 + + +

sgn(3− x2) − 0 + + + 0 −
sgn( x

3−x2 ) + ndef. − 0 + ndef. −

tedy
D(f) = (−∞,−

√
3) ∪ [0,

√
3). (3 body)

Funkce je na D(f) spojitá, f(0) = 0, limx−→
√
3 f(x) = +∞, tedy H(f) = [0,+∞). (3 body)

Derivace je definovaná ve všech vniťrńıch bodech D(f) (tedy na D(f) \ {0}) a plat́ı

f ′(x) =

[(
x

3− x2

) 1
2

]′
=

1

2

(
x

3− x2

)− 1
2

· 3 + x2

(3− x2)2
=

√
3− x2
x

· 3 + x2

2(3− x2)2
(6 bodů) > 0,

funkce f je tedy na celém D(f) rostoućı (2 body). Extrémů může f nabývat pouze na hranici
D(f), tedy pouze pro x ∈ {0}, kde má lokálńı a zároveň globálńı minimum (3 body).
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Obrázek 1: Graf funkce f (3 body) z p̌ŕıkladu 1.
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Př́ıklad 2 (20 bod̊u celkem)

Integrovanou funkci nap̌r. šikovně rozš́ı̌ŕıme∫
dx

1 + ex
=

∫
exdx

ex(1 + ex)
, (4 body)

a provedeme vhodnou substituci t = ex,
dt
dx

= ex,
dt = exdx

 (4 body) tj.

∫
exdx

ex(1 + ex)
=

∫
dt

t(1 + t)
.

Rozkladem na parciálńı zlomky

1

t(1 + t)
=
A

t
+

B

1 + t
=
A+ (A+B)t

t(1 + t)
,

kde A = 1 a A+B = 0, tj. B = −1, (4 body) dostáváme∫
dt

t(1 + t)
=

∫
dt

t
−
∫

dt

1 + t
= ln |t| − ln |1 + t|+ Const. (4 body)

a tedy ∫
dx

1 + ex
= ln |ex| − ln |1 + ex|+ Const. = x− ln(1 + ex) + Const. (4 body).

Př́ıklad 3 (20 bod̊u celkem)

Soustavu nejprve uprav́ıme Gaußovou eliminaćı (zde pouze vhodným odečteńım; rozd́ıly druhé
a prvńı, a ťret́ı a prvńı) do tvaru

x+ y + z = 1
y = 0

(p2 − 1)z = p− 1

(4 body)

Posledńı rovnice

(p− 1)(p+ 1)z = p− 1

je výchoźım bodem pro diskuzi (4 body). Zřejmě:

• Pro p = −1 se posledńı rovnice redukuje na 0z = −2 a soustava jako taková tedy nemá
řešeńı, tj.

S−1 = ∅ (4 body).
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tel.: +420 485 352 515 kmd.fp.tul.cz www.fp.tul.cz IČ: 467 47 885 DIČ: CZ 467 47 885
3



• Pro p = 1 se posledńı rovnice redukuje na 0z = 0, celá soustava pak na

x+ y + z = 1
y = 0

z čehož ihned dostáváme y = 0 (z druhé rovnice) a z = τ , x = 1 − τ , τ ∈ R (z prvńı
rovnice) tj.

S1 = {(1− τ, 0, τ) : τ ∈ R} (4 body),

soustava má nekonečně mnoho řešeńı.

• Pro p 6= ±1 můžeme v posledńı rovnici dělit výrazem (p2−1) dostáváme z = p−1
p2−1 = 1

p+1

(z posledńı rovnice), y = 0 (z druhé rovnice) a x = 1− 1
p+1

= p
p+1

, tj.

Sp 6=±1 =

{(
p

p+ 1
, 0 ,

1

p+ 1

)}
(4 body).

Př́ıklad 4 (20 bod̊u celkem)

Ptáme se na posledńı č́ıslici v deśıtkové soustavě, hledáme tedy takové x ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}
aby

362019 ≡ x mod 10 (4 body).

(Pro jistotu p̌ripomeňme, že 362019 = 3(62019) 6= (36)2019 = 36·2019.) Zřejmě

1 = 30 ≡ 1 mod 10
3 = 31 ≡ 3 mod 10
9 = 32 ≡ 9 mod 10

27 = 33 ≡ 7 mod 10
81 = 34 = 3 · 33 ≡ 3 · 7 = 21 ≡ 1 mod 10

35 = 3 · 34 ≡ 3 · 1 = 3 mod 10
36 = 3 · 35 ≡ 3 · 3 = 9 mod 10

...
3` ≡ k mod 10

3`+1 = 3 · 3` ≡ 3 · k mod 10

(4 body)

p̌ričemž č́ısla na pravých stranách se opakuj́ı s periodou čty̌ri. Poťrebujeme tedy zjistit kolikrát
se vejde čty̌rka do 62019, resp. p̌resněji, kolik je y ∈ {0, 1, 2, 3} tak aby

62019 ≡ y mod 4 (4 body)
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(vzhledem k tomu, že 3 a 10 jsou nesoudělné, lze k této kongruenci dospět p̌ŕımo použit́ım
Eulerovy věty a Eulerovy funkce ϕ; ϕ(10) = 4). Zřejmě

1 = 60 ≡ 1 mod 4
6 = 61 ≡ 2 mod 4

36 = 62 ≡ 0 mod 4
63 = 6 · 62 ≡ 6 · 0 = 0 mod 4

...
6` ≡ 0 mod 4 pro ` ≥ 2.

(4 body)

Protože 2019 ≥ 2, pak 62019 ≡ 0 = y mod 4 a

362019 ≡ 3y = 30 = 1 = x mod 10 (4 body).

Posledńı č́ıslićı je tedy 1.

Př́ıklad 5 (20 bod̊u celkem)

Rovina % : x + y + z − 1 = 0 má normálový vektor ~n% = (1; 1; 1) (4 body). Směrové vektory
(rovina má dva) jsou na normálový vektor kolmé, můžeme zvolit nap̌r.

~s%,1 = (1;−1; 0), a ~s%,2 = (0; 1;−1) (4 body).

Př́ımka p je parametricky dána jako množina bodů

[x; y; z] = [x0; y0; z0] + ~sp · t, t ∈ R (3 body),

kde ~sp je směrový vektor p, t je parametr a [x0; y0; z0] je libovolný bod p̌ŕımky p. Protože
hledáme p̌ŕımku kolmou na rovinu, pak ~sp = ~n%

(3 body). Př́ımka má procházet zadaným bodem
B = [3; 1; 4] (3 body), tedy

p : x = 3 + t
y = 1 + t
z = 4 + t

(3 body)

p̌ŕıpadně p : [x; y; z] = [3; 1; 4] + (1; 1; 1) t, kde t ∈ R.
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Přij́ımaćı zkoušky z matematiky pro akademický rok 2019/20

NMgr. studium Učitelstv́ı matematiky ZŠ, SŠ

Datum zkoušky: Registračńı č́ıslo uchazeče:

Varianta 2

Př́ıklad 1 2 3 4 5 Celkem

Body

• Ke každému p̌ŕıkladu uved’te podrobný, p̌rimě̌reně okomentovaný postup. Řešeńı podtrhněte.
• Odevzdávejte také pomocné výpočty — p̌ŕıklad částečně spoč́ıtaný je lepš́ı než nespoč́ıtaný.
• Povolené pomůcky: psaćı a rýsovaćı poťreby.

Zadáńı

1 Předpisem

f(x) = ln

(
x

1− x2

)
je dána reálná funkce reálné proměnné x. Určete maximálńı definičńı obor funkce f ,
obor hodnot a derivaci funkce. Určete intervaly monotonie a lokálńı i globálńı extrémny
funkce. Načrtněte graf funkce.

2 Vypočtěte určitý integrál ∫ 3

0

x · e−
x
2 dx,

kde e je Eulerovo č́ıslo.

3 Nalezněte deteminant matice

A =


1 0 0 0 0 2
0 5 0 0 4 0
0 0 9 8 0 0
0 0 8 7 0 0
0 6 0 0 5 0
2 0 0 0 0 3

 .

4 Určete posledńı č́ıslici (v deśıtkové soustavě) č́ısla

36 2019

+ 59 2019

.

5 Jsou dány dvě roviny % : x + y + z − 1 = 0 a π : x + y − z + 1 = 0. Zjistěte, zda jsou,
či nejsou rovnoběžné. Pokud jsou rovnoběžné, určete jejich vzdálenost. Pokud nejsou,
nalezněte parametrickou rovnici jejich pr̊usečnice (p̌ŕımky lež́ıćı v jejich pr̊uniku).
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Řešeńı

Př́ıklad 1 (20 bod̊u celkem)

Funkce f(x) = ln
(

x
1−x2

)
je definována když je:

(i) jmenovatel nenulový, tj. 1− x2 6= 0, tedy ±1 6∈ D(f),

(ii) argument logaritmu kladný. Zřejmě

x ∈ (−∞,−1) {−1} (−1, 0) {0} (0, 1) {1} (1,∞)
sgn(x) − − − 0 + + +

sgn(1− x2) − 0 + + + 0 −
sgn( x

1−x2 ) + ndef. − 0 + ndef. −

tedy
D(f) = (−∞,−1) ∪ (0, 1). (3 body)

Funkce je na D(f) spojitá, limx−→0+ f(x) = −∞, limx−→1− f(x) = +∞, tedy H(f) = R.
(3 body) Derivace je definovaná na celém D(f) a plat́ı

f ′(x) =
1− x2

x
· 1 · (1− x2)− x · (0− 2x)

(1− x2)2
=

1 + x2

x(1− x2)
(4 body).

Zřejmě

x ∈ (−∞,−1) (0, 1)
sgn(1 + x2) + +
sgn(1− x2) − +

sgn(x) − +

funkce f je tedy na obou intervalech D(f) rostoućı (4 body). Extrémů může f nabývat pouze
na hranici D(f), která ovšem neńı součást́ı D(f). Funkce tedy extrémy nemá (3 body).

Př́ıklad 2 (20 bod̊u celkem)

Nalezneme primitivńı funkci k funci x · e−x
2 , nap̌r. metodou per-partes[

u = x, v′ = e−
x
2 ,

u′ = 1, v = −2e−
x
2 ,

]
(7 bodů)

tj. ∫
x · e−

x
2 dx = −2xe−

x
2 + 2

∫
e−

x
2 dx = −(2x+ 4)e−

x
2 + Const. (7 bodů)

Dosazeńım integračńıch meźı dostaneme∫ 3

0

x · e−
x
2 dx =

[
−(2x+ 4)e−

x
2

]3
0

= 4− 10e−
3
2 . (6 bodů)
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Obrázek 1: Graf funkce f (3 body) z p̌ŕıkladu 1.

Př́ıklad 3 (20 bod̊u celkem)

Můžeme opakovaně použ́ıt Laplace̊uv rozvoj podle řádku nebo sloupce, nebo můžeme nap̌r.
provést šikovnou simultánńı permutaci řádk̊u a sloupc̊u, dostaneme

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0 2
0 5 0 0 4 0
0 0 9 8 0 0
0 0 8 7 0 0
0 6 0 0 5 0
2 0 0 0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 0 0 0
2 3 0 0 0 0
0 0 5 0 0 4
0 0 0 9 8 0
0 0 0 8 7 0
0 0 6 0 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 0 0 0
2 3 0 0 0 0
0 0 9 8 0 0
0 0 8 7 0 0
0 0 0 0 5 6
0 0 0 0 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(8 bodů).

Protože posledńı determinant je blokově diagonálńı (2 body), dostaneme

det(A) = det

([
1 2
2 3

])
· det

([
9 8
8 7

])
· det

([
5 6
4 5

])
(5 bodů)

a tedy

det(A) = (1 · 3− 2 · 2) · (9 · 7− 8 · 8) · (5 · 5− 6 · 4) = 1 (5 bodů).

Př́ıklad 4 (20 bod̊u celkem)

Ptáme se na posledńı č́ıslici v deśıtkové soustavě, hledáme tedy takové x ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}
aby

36 2019

+ 59 2019 ≡ x mod 10 (3 body).
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(Pro jistotu p̌ripomeňme, že ab
c

= a(b
c) 6= (ab)c = ab·c.) Začneme prvńım sč́ıtancem 36 2019

.
Zřejmě

1 = 30 ≡ 1 mod 10
3 = 31 ≡ 3 mod 10
9 = 32 ≡ 9 mod 10

27 = 33 ≡ 7 mod 10
81 = 34 = 3 · 33 ≡ 3 · 7 = 21 ≡ 1 mod 10

35 = 3 · 34 ≡ 3 · 1 = 3 mod 10
36 = 3 · 35 ≡ 3 · 3 = 9 mod 10

...
3` ≡ k mod 10

3`+1 = 3 · 3` ≡ 3 · k mod 10

(3 body)

p̌ričemž č́ısla na pravých stranách se opakuj́ı s periodou čty̌ri. Poťrebujeme tedy zjistit kolikrát
se vejde čty̌rka do 62019, resp. p̌resněji hledáme y ∈ {0, 1, 2, 3} tak, aby

62019 ≡ y mod 4 (3 body)

(vzhledem k tomu, že 3 a 10 jsou nesoudělné, lze k této kongruenci dospět p̌ŕımo použit́ım
Eulerovy věty a Eulerovy funkce ϕ; ϕ(10) = 4). Zřejmě

1 = 60 ≡ 1 mod 4
6 = 61 ≡ 2 mod 4

36 = 62 ≡ 0 mod 4
63 = 6 · 62 ≡ 6 · 0 = 0 mod 4

...
6` ≡ 0 mod 4 pro ` ≥ 2

(3 body)

Protože 2019 ≥ 2, pak 62019 ≡ 0 = y mod 4 a

362019 ≡ 3y = 30 = 1 = x mod 10 (3 body).

Podobně vyšeťŕıme druhý sč́ıtanec 59 2019
. Zde je situace ještě jednoduš̌śı

1 = 50 ≡ 1 mod 10
5 = 51 ≡ 5 mod 10

25 = 52 ≡ 5 mod 10
...

5` ≡ 5 mod 10 pro ` ≥ 1, tedy

59 2019 ≡ 5 mod 10

(3 body)

Posledńı č́ıslićı je tedy

36 2019

+ 59 2019 ≡ 1 + 5 ≡ 6 mod 10 (2 body).
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Př́ıklad 5 (20 bod̊u celkem)

Rovina % : x+y+z−1 = 0 má normálový vektor ~n% = (1; 1; 1), rovina π : x+y−z+1 = 0
má normálový vektor ~nπ = (1; 1;−1). Kdyby byly roviny rovnoběžné, měly by stejné normálové
vektory. Roviny tedy rovnoběžné nejsou (4 body).

Pr̊usečnice, tedy p̌ŕımka lež́ıćı v pr̊uniku obou rovnin je množinou bodů splňuj́ıćıch rovnice
obou rovin zároveň. Budeme tedy hledat množinu všech bodů (̌rešeńı), vyhovuj́ıćıch soustavě
rovnic

x+ y + z − 1 = 0
x+ y − z + 1 = 0

schematicky

[
1 1 1
1 1 −1

] x
y
z

 =

[
1
−1

]
(4 body).

Řeš́ıme nap̌r. Odečteńım obou rovnic (tj. Gaußovou eliminaćı) dostaneme[
1 1 1 1
1 1 −1 −1

]
∼
[

1 1 1 1
0 0 −2 −2

]
(4 body)

tedy z = 1. Volba parametru, nap̌r. y = τ , τ ∈ R, nám umožńı dopoč́ıtat posledńı neznámou
x = −y − z + 1 = −τ (4 body). Dostáváme tak parametrický popis pr̊usečnice

p : x = −τ
y = τ
z = 1

(4 body)

p̌ŕıpadně p : [x; y; z] = [0; 0; 1] + (−1; 1; 0) τ , kde τ ∈ R.
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