TECHNICKA UNIVERZITA V LIBERCI
Fakulta pfirodovédné-humanitni
a pedagogicka |

PFijimaci zkousky z matematiky pro akademicky rok 2019/20
NMgr. studium Ué&itelstvi matematiky ZS, SS

7 v/

Datum zkousky: Registracni &islo uchaze¢e:

Ptiklad | 1 |2 | 3|4 |5 | Celkem
Varianta 1 Body

o Ke kazdému ptikladu uved'te podrobny, pfim&fen& okomentovany postup. Reseni podtrhnéte.
e Odevzdavejte také pomocné vypolty — priklad &asteéné spolitany je lep$i neZ nespoditany.
e Povolené pomlicky: psaci a rysovaci potteby.

Zadani

1 PYedpisem
f(z) .
:L' =
3— a2

je dana redlnd funkce redlné proménné x. Uréete maximalni defini¢ni obor funkce f,
obor hodnot a derivaci funkce. Urlete intervaly monotonie a lokalni i globalni extrémny
funkce. Nadrtnéte graf funkce.
dx
1+er’

3 Nalezn&te mnoZinu v3ech YeSeni .7, = {(z,y, )} soustavy rovnic

2 Vypoctéte neurdity integral

kde e je Eulerovo ¢&islo.

r+y+z =1
T4+2y+z
s+y+p’z = p

I
—_

zavislé na parametru p € R.

4 Urcete posledni &islici (v desitkové soustav) &isla

2019
367

5 Rovina g je ddna rovnici x +y + 2 — 1 = 0. Urlete smérové vektory roviny. Déle urtete
parametrické rovnice p¥imky, kterd je k rovin& o kolma a prochazi bodem B = [3;1;4].
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ReZeni
P¥iklad 1 (20 bodi celkem)

Funkce f(z) = /3752 je definovdna kdyZ je:

(i) jmenovatel nenulovy, tj. 3 — 22 # 0, tedy +v/3 & D(f),
(ii) zlomek pod odmocninou nezdporny. Zfejmé

ze | (=00, —V3) {=V3} (=v3,0) {0} (0,v3) {v3} (V3,0)
— — -

sgn(z) - 0 + +
sgn(3 — x?) — 0 + + + 0 —
sgn(3%s) + ndef. - 0 + ndef. -

tedy

D(f) = (=00, —V/3) U[0,1/3).( bod)

Funkce je na D(f) spojita, f(0) =0, lim, , 5 f(z) = +oo, tedy H(f) = [0, +0o0). G oW
Derivace je definovand ve v3ech vnit¥nich bodech D(f) (tedy na D(f) \ {0}) a plati

17/ 1
b x o1 x 2 342 [3—a? 3+ a? (6 bodi)
@)= [(3—332) ] ~ 3 <3—x2) B-222 V 2z 2B-a2p >0

2 body

funkce f je tedy na celém D(f) rostouci ( ). Extrémi miZe f nabyvat pouze na hranici
D(f), tedy pouze pro = € {0}, kde m4 lokéIni a zarove# globalni minimum  bodv),
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Obréazek 1: Graf funkce f o) z p¥ikladu 1.
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P¥iklad 2 (20 bodi celkem)

e

Integrovanou funkci nap¥. Sikovné rozsitime

/ dx _ / e*dx (4 body)
1+4e® e*(1+ev)’

a provedeme vhodnou substituci

t =e", x
dt e (4 body) 4j, / _ede / |
ddzt = e"dx er(1+e7) t1+1)

Rozkladem na parcidlni zlomky

1 A B A+ (A+ B)t
:—+ = R
t(l+t) t 14t t(1+1)

kde A=1a A+ B=0,tj. B=—1,#b%) dostavime

dt dt dt
——— = [ — — | —— =1In|t| — In|1 4 t| + Const. 2o
/t(1+t) /t /1+t nff] =L+ + Cons

a tedy

d
/ 1 _:C —=1In|e®| —In|1 + ¢*| + Const. =  — In(1 + ¢*) + Const. (+ 2o,
e.’.E

P¥iklad 3 (20 bodii celkem)

Soustavu nejprve upravime GauBovou eliminaci (zde pouze vhodnym odeltenim; rozdily druhé
a prvni, a t¥eti a prvni) do tvaru

r+y+z = 1
y =0
-1z = p-1

(4 body)

Posledni rovnice
P—Dp+)z=p—1
je vychozim bodem pro diskuzi (* Po%) . Z¢ejmé:
e Pro p = —1 se posledni rovnice redukuje na 0z = —2 a soustava jako takovd tedy nemd
feSeni, tj.

yfl _ @(4 body).
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e Pro p =1 se posledni rovnice redukuje na 0z = 0, celd soustava pak na

r+y+z =1
’y =

z ehoz ihned dostdvdme y = 0 (z druhé rovnice) a z =7, 2 =1 —17, 7 € R (z prvni
rovnice) tj.

A={1-71,0,7) : 7€ R}(4 body)

soustava ma nekone&né mnoho ¥eSeni.

e Prop # 41 mizeme v posledni rovnici d&lit vyrazem (p?—1) dostdvéme z = ;’;:11 = ﬁ
Ve . . 7 - o 1 o p -
(z posledni rovnice), y = 0 (z druhé rovnice) a z =1 — — 5 = &5 1.
R = p 0 1 (4 body)
pF P + 1 ’ ) D + 1
P¥iklad 4 (20 bodi celkem)
Ptdme se na posledni &islici v desitkové soustavé, hleddme tedy takové x € {0,1,2,...,9}

aby

36" = 2 mod 10 body)

(Pro jistotu p¥ipomeiime, e 36°"" = 3(6*"%) £ (36)2019 — 36:2019 ) Z¥eims
1=3° = 1 mod 10
3=3" = 3 mod 10
9=32 = 9 mod 10
27=3> = 7 mod 10
81=3'=3.3> = 3.7=21=1 mod 10 (4 body)
3?=3.32 = 3-1=3 mod 10
30=3.3> = 3-3=9 mod 10
3 = k mod 10
3+ =3.3° = 3.k mod 10

pFicemZ &isla na pravych stranach se opakuji s periodou &ty¥i. Potfebujeme tedy zjistit kolikrat

se vejde Etyrka do 6219, resp. presnéji, kolik je y € {0,1,2,3} tak aby
62019 =y mod 4(4 body)

EEE TECHNICKA UNIVERZITA V LIBERCI | Fakulta pFirodovédné-humanitni a pedagogicka | Studentska 1402/2 146117 Liberec 1

HEE e +420485352515 | kmd.fp.tul.cz | www.fp.tul.cz | I1C: 46747885 | DIC: CZ 467 47 885



TECHNICKA UNIVERZITA V LIBERCI
Fakulta pfirodovédné-humanitni
a pedagogicka |

(vzhledem k tomu, Ze 3 a 10 jsou nesoud&lné, Ize k této kongruenci dospét pfimo pouZitim
Eulerovy véty a Eulerovy funkce ¢; p(10) = 4). Zfejm&

1=6° = 1 mod4
6=6! = 2 mod4
36=62 = 0 mod4
4 bod
=6-62 = 6-0=0 mod 4 (4 boy)

6 = 0 mod4 prol>2.
ProtoZe 2019 > 2, pak 62 =0 =y mod 4 a
37" =3v=3"=1=2 mod 100>,

Poslednf &islici je tedy 1.

P¥iklad 5 (20 bodi celkem)

Rovina 9 : # +y+ 2z — 1 = 0 m4 normélovy vektor 77, = (1;1;1) (#°4) Smg&rové vektory
(rovina ma dva) jsou na normalovy vektor kolmé, miZzeme zvolit nap¥.

S0 = (1,=1;0), a 5,0 =(0;1;—1) P,
Pt¥imka p je parametricky dana jako mnoZina bodi
(7393 2] = [203 903 20) + 5, -, t € REPY),
kde 5, je smérovy vektor p, t je parametr a [xo;yo; 20| je libovolny bod p¥imky p. ProtoZe

hleddme p¥imku kolmou na rovinu, pak 3, = 7, (3 body)  P¥imka ma prochazet zadanym bodem
B = [3;1;4] G bod)  tedy

p:x = 3+t
y — 1+t (3body)
z = 4+t
pripadné p: [z;y;2] = [3;1;4] + (1;1;1) ¢, kde t € R.
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PFijimaci zkousky z matematiky pro akademicky rok 2019/20
NMgr. studium Ué&itelstvi matematiky ZS, SS

Datum zkousky: Registra¢ni &islo uchazete:

Priklad | 1 |2 |3 | 4 | 5 | Celkem
Varianta 2 Body

o Ke kazdému ptikladu uved'te podrobny, pfim&ten& okomentovany postup. Reeni podtrhnéte.
e Odevzdavejte také pomocné vypolty — ptiklad &dsteéné spolitany je lepsi neZ nespoditany.
e Povolené pomiicky: psaci a rysovaci potreby.

Zadani

1 PYedpisem

flz) =1In (1 _”TxQ)

je dana redlnd funkce redlné proménné x. Uréete maximalni defini¢ni obor funkce f,
obor hodnot a derivaci funkce. Uréete intervaly monotonie a lokalni i globalni extrémny
funkce. Naértnéte graf funkce.
3
/ z-e 2dz,
0

2 Vypoctéte urdity integral

kde e je Eulerovo ¢islo.

3 Naleznéte deteminant matice

S O 0O OO
O Ot O O = O
W o O OO NN

N OO OO
O OO O ot o
O O o oo

4 Urcete posledni &islici (v desitkové soustav) &isla

36 2019 + 592019 .
5 Jsoudény dvé roviny 0 : z+y+z—1=0am: x+y—2+1=0. Zistéte, zda jsou,

¢i nejsou rovnobézné. Pokud jsou rovnobézné, uréete jejich vzddlenost. Pokud nejsou,
naleznéte parametrickou rovnici jejich priseénice (p¥imky lezici v jejich priniku).
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ReZeni
P¥iklad 1 (20 bodi celkem)

Funkce f(x) =In (ﬁ?) je definovdna kdyz je:
(i) jmenovatel nenulovy, tj. 1 — 2% # 0, tedy +1 &€ D(f),

(ii) argument logaritmu kladny. Z¥ejmé

sgn(x) - - - 0 + + +
sgn(1 — 2?) — 0 + + + 0 —
sgn(%z) + ndef. - 0 +  ndef. -

tedy
D(f) = (—00, —1) U (0,1). B bod)

Funkce je na D(f) spojita, lim, o+ f(x) = —o0, lim, ;- f(x) = 400, tedy H(f) = R.
(3 body) Derivace je definovana na celém D(f) a plati

12 1 (1-a?) - (0-20) 1437 (4

fw) = T (1 —22)? —o(1—2?) '
Ztejmé
ve | (-o0,—-1) (0,1)
sgn(1l + z?) + +
sgn(1 — 2?) — +
sgn(z) - +

(4 body) " Extrém( miie f nabyvat pouze

3 body)

funkce f je tedy na obou intervalech D(f) rostouci
na hranici D(f), ktera ovéem neni soutasti D(f). Funkce tedy extrémy nemé (

P¥iklad 2 (20 bodi celkem)

Nalezneme primitivni funkci k funci z - e~ 2, nap¥. metodou per-partes

— I a2
u =, vo=¢€ 2, (7 bodii)
v

z

= —2e72,
tj.
/x e 3dr = —2ze 3 + Q/e;”dx — _(295 4 4)e’% + Const, (7 bodi)

Dosazenim integracnich mezi dostaneme

3
/ z-e 2dr = [—(22 + 4)e*%}‘3 — 4 _ 10e—5 (6bodi)
0
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5 . . . . . . .
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Obrézek 1: Graf funkce f G 2o z p¥ikladu 1.

P¥iklad 3 (20 bodi celkem)

Miizeme opakované pouzit Laplaceliv rozvoj podle fadku nebo sloupce, nebo miZeme napft.
provést Sikovnou simultanni permutaci fadki a sloupcti, dostaneme

10 00 0 2 120000 12 0 0 0 0
050040 23 0000 23 0000
009800 {005 004 |009 8 0 0o
det(A)_()(]87[)()_()()()98()_()()87()(] ’
06 00 5 0 0008720 00 0056
20000 3 006 005 00 0045
ProtoZe posledni determinant je blokové diagonalini( *°%) dostaneme
B 1 2 9 8 5 6 (5 bodi)
i =aa ([ 1 2]) - ([2 3])an ([ )
a tedy
det(A)=(1-3-2-2)-(9-7—8-8)-(5-5—6-4) = 1 bed®),
P¥iklad 4 (20 bodd celkem)
Ptdme se na posledni &islici v desitkové soustavé, hleddme tedy takové = € {0,1,2,...,9}

aby
36% + 59" = 2 mod 10Bbody)
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a pedagogicka |
(Pro jistotu p¥ipomeiime, 7e a*” = a®) # (a¥)¢ = a¥¢.) Zaéneme prvnim stitancem 36°""°.
Ztejmé
1=3> = 1 mod 10
3=3" = 3 mod 10
9=3%2 = 9 mod 10
27=3% = 7 mod 10
81=3'=3.3 = 3.7=21=1 mod 10 ,
5 — ody)
3=3-3 = 3-1=3 mod 10
36=3-3" = 3:-3=9 mod 10
3 = k mod 10
31=3.3" = 3.k mod 10

pFicemZ &isla na pravych strandch se opakuji s periodou &tyfi. Potfebujeme tedy zjistit kolikrat
se vejde Etytka do 62919, resp. presn&ji hledame y € {0, 1,2, 3} tak, aby

(2019 (3 body)

=y mod 4

(vzhledem k tomu, Ze 3 a 10 jsou nesoud&lné, Ize k této kongruenci dospét pfimo pouZitim
Eulerovy véty a Eulerovy funkce ¢; ¢(10) = 4). Z¥ejm&

1=6° = 1 mod4
6=6" = 2 mod4
36=62 = 0 mod4
3 bod
G =662 = 6-0=0 modd Y
6/ = 0 mod4 prol>2

ProtoZe 2019 > 2, pak 62’ =0 =y mod 4 a

62019

367 =3v=3=1 =2 mod 100G bo®),

Podobné vySetfime druhy séitanec 59%" Zde je situace jesté jednodussi

1=5" = 1 mod 10
5=5" = 5 mod 10
_r2
25 =5 = 5 mod 10 (3 body)
5 = 5 mod 10 pro/f>1, tedy

59" = 5 mod 10
Posledni &islici je tedy

362019 I 592019 =14+5=6 mod 10(2 body)'
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P¥iklad 5 (20 bodi celkem)

Rovina ¢ : z+y+2z—1 = 0 ma normalovy vektor 77, = (1;1;1), rovinam: z4+y—2+1=0
md normalovy vektor 7, = (1; 1; —1). Kdyby byly roviny rovnob&zné, mély by stejné normalové
vektory. Roviny tedy rovnob&zné nejsou (4 bod).

Priisecnice, tedy pfimka leZici v priniku obou rovnin je mnoZinou bodi spliiujicich rovnice
obou rovin zdrovefi. Budeme tedy hledat mnoZinu v3ech bodi (Feseni), vyhovujicich soustavé
rovnic

x
Thy—z+1=0 schematicky { 11 -1 yl=1 :

Resime nap¥. Odettenim obou rovnic (tj. GauBovou eliminaci) dostaneme

L1 1] 1] (11 1] 1 ]wbea
11 —1]-1 00 —2|-2

tedy z = 1. Volba parametru, napt. y = 7, 7 € R, ndm umoZni dopocitat posledni nezndmou

x=—y—2z+1=—7#bd Dostdvdme tak parametricky popis priise¢nice
prx = —T
y = T (4 body)
z =1

p¥ipadné p: [z;y;2] = [0;0;1] 4+ (—1;1;0) 7, kde 7 € R.
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