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PfFijimaci zkousky z matematiky pro akademicky rok 2016/17
NMgr. studium Ué&itelstvi matematiky ZS, SS

Datum zkousky: Registra¢ni &islo uchaze¢e:

Priklad | 1 |2 |3 | 4 | 5| Celkem
Varianta 1 Body

o Ke kazdému ptikladu uved'te podrobny, pfim&ten& okomentovany postup. Reeni podtrhnéte.
e Povolené pomiicky: psaci a rysovaci potreby.

Zadani

1 Je dana funkce ]

f:y:2ac—1'

Urcete definiéni obor, obor hodnot a derivaci funkce. Uréete rovnici te¢ny funkce v bodé
T = [1,7]. Nalrtnéte graf funkce a vypottené teény.

2
/fo_ld:c, r e R.

Ur&ete zékladni vlastnosti (definiéni obor D( f), paritu, priseiky s osami, limity v krajnich
bodech D(f)) a nalrtnéte jeji graf.

2 Vypoctéte integral

3 Naleznéte vlastni &isla a vlastni vektory matice
a —b
M =
a spottéte dhel, ktery sviraji jeji vlastni vektory (uvaZujte obecn& a # 0, b # 0).

4 UvaZujte mnoZinu zbytkovych tfid Zs = {0,1,...,7} spolu s operacemi s¢itani a ndsobeni
(modulo osm). MnoZina invertibilnich (tj. inverzi majicich) prvki Zf tvofi spolu s ndso-
benim abelovskou grupu.

Rozhodnéte zda je tato grupa izomorfni s C4, nebo Cy x Co, pFfitemz C;, zna&i cyklickou
grupu ¥adu k. lzomorfizmus napiste.

5 Je ddna pfimka p : 3z — 4y + 12 = 0. Urlete obvod trojuhelniku vymezeného p¥imkou p a
osami x, y soufadnicového systému. Naértnéte graf.
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ReZeni
P¥iklad 1 (20 bodd celkem)

Musi platit 2z — 1 # 0, tedy D(f) = R\ {3} C*°™, H(f) =R\ {0} @Y. Derivace je

—2 (3 body)

f(x) 2r=1)

Bod dotyku T' = [z, f(x)] = [1, 1], smé&rnice tedny je hodnota derivace pro z = 1, tj. f'(1) =
—2. Te&nu hleddme ve smé&rnicovém tvaru y = kx + q = f'(z)x + ¢ = —2z + ¢. Dosazenim
bodu dotyku 1 = f(z) = f'(z)x + ¢ = —2 -1 4 q ziskdme ¢ = 3. Rovnice te¢ny je tedy
y = —2x + 3, po lpravé 2z + y — 3 = 0 b°M)  Grafem funkce je hyperbola, viz obrazek 1.

4 T 1
' f(x)=(2x=1)""
N — — — 2x+y-3=0
\ o T=[1,1]
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Obrézek 1: Graf funkce f*boM) 3 jeji tetny G PoM) v bod& T = [1, 1] z p¥ikladu 1.
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P¥iklad 2 (20 bodi celkem)

Integrujeme pomoci substituce

Substituce :
P _ 24 1(6bod) 1
/ L odp=| oo :/—dtzln(|t|) + Const.
2 +1 o= 2z t
dt = 2xdz

= In(z2+ 1) + Const. (6 od®),

Oznatme integrand f(x) = —3%. Z¥ejm& D(f) = R, f(x) = — f(—x) (licha funkee, tj. jeji
graf je symetricky podle potdtku), specidlng f(0) = 0; déle f(z) >0 prox >0 (a f(z) <0

pro z < 0), navic lim, .., f(x) = 054 %) Graf funkce viz obrazek 2.

2 T T
| f(x)=2x(x2+1)~" |

Obrézek 2: Graf funkce f (* 2o z p¥ikladu 2.

P¥iklad 3 (20 bodid celkem)

Pro vlastni &islo A a vlastni vektor v plati Mv = v\, v # 0. Specidln& tedy det(M — \I) = 0,
kde

a—A\N —b

det(M =D =| "7 7

‘ = (a—N)?+0* =\ = 2a\ + (a® + %) C Lo,
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PouZitim vzorce pro kofeny kvadratické rovnice dostdvame vlastni &isla \; o = a =4 bi (6 Podd),

Oznatme xy, y, slozky vlastniho vektoru v, = [gﬁ] ¢ = 1,2. Zbyva vyfesit soustavy
(M - )\(I)"Ug =0,/(=1,2,tj.
a — (a + bi) —b 0 :Fi —11]0 :Fi —110 (2 body)
b a— (a+bi)|0 1 Fi|0 0 0|0
tedy
:Fi.%g — 1yg = 0.
Regenim jsou naptiklad vektory v, = (1] = [lavy= (2] = [;] (6 bodd),

[{(v1,v2)

Uhel ¢ mezi vektory v; a v, spotteme podle vztahu cos(p) = -) je skalarni

kde
. e © oo ||v1||||v2|| (- /
soutin vektoril (nezapominejme na nekomutativitu skaldrniho sou&inu souvisejici s komplexnim
sdruZovanim druhym z jeho argumentil) a || - || je norma vektoru, tj.

2172 + 17| _0_ 0

Iz + [Py e + [gwl? 2

Alternativné Ize dhel ur&it nasledujici dvahou: Matice je zfejm& normalni MM7T = MTM
(mnoZina takovych matic je spolu se s¢itdnim a ndsobenim izomorfni s mnoZinou komplexnich
Cisel a jejich s&itdni a ndsobenim). Vlastni vektory normdlnich matic odpovidajici riznym
vlastnim &islim (b # 0 = \; # \3) jsou navzajem ortogondlni, hledany dhel je tedy 7/2.

a tedy g (4 body)

cos(ip) = p =

P¥iklad 4 (20 bodi celkem)

Invertibilni prvky jsou nesoud&lné s modulem, tj. Z% = {1,3,5, 7} 2 2°¥) (p¥ipadné je ziskdme

z tabulky ndsobent), z¥ejmé (6 bod®):

Zi|1 3 5 7 Cila b ¢ d Cy xCy | (a,a) (a,b) (bya) (b,b)
11357 ala b ¢ d a,a) | (a,a) (a,b) (b,a) (b,b)
3131 75, blbcda, (a,b) | (a,b) (a,a) (b,b) (b,a) .
515 7 1 3 cle d a b (b,a) | (b,a) (b,b) (a,a) (a,b)
7175 31 d|d a b c (b,b) | (b,b) (b,a) (a,b) (a,a)
Porovnanim ¥4dd vdech prvkii (¥4d prvku s je ord(s) = |{s*; k € Z}|) jednotlivych grup
(6 bod)
73 ord(1) =1, ord(3) = 2, ord(5) = 2, ord(7) =2
Cy: ord(a) = 1, ord(b) = 4, ord(c) = 2 ord(d) =4
CoxCy:  ord((a,a)) =1, ord((a,b)) =2, ord((b,a)) = ord((b,b)) =2

vidime, Ze Z§ # C, (izomorfizmus na sebe zobrazuje prvky stejnych ¥adi a C, obsahuje prvky
¥adu 4 (generétory), které v Z nejsou), musi tedy byt izomorfni s Cy x Cy (2 Po4),
Zbyva najit néktery ze esti moznych izomrfismii ¢ : Z; — Cy x Cy. Z¥ejmg (# bod?)

©(1) = (a,a), zvolime-li nap¥iklad ¢(3) = (a,b) a ¢(5)=(b,a), pak ©(7)=(b,0b).
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P¥iklad 5 (20 bodi celkem)

e Prvni vrchol trojihelnika P = [0, 0] je prise&ik os.

Priselik pfimky p s osou y:

r=0 = —dy4+12=0 = y=3 = R=1/0,3]"bW,

Priselik pfimky p s osou x:

y:O > 3r+12=0 — r = —4 _— S:[_470](4body)‘

Vzdalenost |RS| = /(=4 — 0)2 + (0 — 3)2 = 5 (4 bedy),
Obvod trojihelnika RSP je 0 =5 + 4 + 3 = 12 (4 body),
Nactr viz obrazek 3.

Obrézek 3: Na¢rt situace (4 *°%) z p¥ikladu 5.
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