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PFijimaci zkousky z matematiky pro akademicky rok 2021 /22

Ve ’

Bc. studium Matematika se zamérenim na vzdélavani

Datum zkousky: Registratni &islo uchaze¢e:

Priklad |1 |23 |4[5|6|7]8|9]10 | Celkem
Varianta 0 (vzorovy test) Body

o Ke kazdému ptikladu uved'te podrobny, pfim&ten& okomentovany postup. Reeni podtrhnéte.
e Odevzdavejte také pomocné vypocty — ptiklad &dsteéné spolitany je lepsi neZ nespoditany.
e Povolené pomiicky: psaci a rysovaci potreby.

Zadani (Pozor, zadani ma dvé strany!)

1 (Upravy vyrazii) Zjednoduéte vyraz

-0 b—a
2—d? " c+d

a urtete podminky, za kterych vyraz i provedend zjednoduseni davaji smysl.

2 (Posloupnosti & ¥ady) Truhla¥ rozfezal latku 4 m dlouhou na deset dilii tak, Ze kazdy dalsi dil
latky je o 6 cm del$i, neZ dil predchazejici. Jak dlouhy je nejkratdi a nejdel3i dil? Sitku
fezu zanedbejte.

3 (Rovnice & nerovnice) VyreSte nerovnici s absolutni hodnotou

e —3|+2|x+1| > 4.
4 (Soustava rovnic) Poletné nebo graficky naleznéte mnoZinu ¥eSeni soustavy

2y =)~ s =g (6t 1),

2-(y+5)+

(1=T7-x).

| — O =
| =

5 (Funkce & jejich grafy) Nalrtnéte graf funkce
flx)=—-2-22+3-2—3

a vyznacte soufadnice zajimavych bodd.
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Zadani (Druha strana)

6 (Goniometrické funkce) Naleznéte vSechna FeSeni rovnice
3 (cos(z))? — (sin(x))? —sin(2 - z) = 0.

7 (Kombinatorika & pravdépodobnost) Z péti tselek délek
2cm,3cm,5cm, 7cmall cm

nahodn& vybereme t¥i (tedy kaZd4 trojice ma stejnou pravdépodobnost, Ze bude vybrana).
Urcete pravdépodobnost, Ze z vybranych dselek lze sestrojit trojuhelnik.

s

8 (Komplexni &isla) Naleznéte absolutni hodnotu, redlnou a imagindrni ¢3st &isla

0 —j
2-i+1°

9 (Analyticka geometrie) NapiSte implicitni rovnici kruZnice k prochdazejici body
Al6,1], B[8,5] a C[2,—1].
Nacrtnéte ilustracni obrazek.

10 (Konstrukeni dloha) V roviné jsou ddny dvé riznobéZzky p, ¢ a bod S, ktery je vnitfnim
bodem ostrého dhlu, jenZ riznobézky p a ¢ sviraji. Bod S p¥itom neleZ/ na ose ostrého
thlu tvofeného p¥imkami p a q, viz obrazek 1. Sestrojte &tverec ABC'D se stfedem S
tak, aby jeho vrchol A leZel na p¥imce p a vrchol C' leZel na p¥imce q.

Obréazek 1: Zadani prikladu 10.

Poznimka: Nakreslete naértek, provedte graficky rozbor, napiste symbolicky zapis kon-
strukce, uved'te diskusi ¥edeni a konstrukci narysuijte.
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Reseni

Priklad 1 (Upravy vyrazii) (5 bodis celkem)

Podminky (nenulové jmenovatele):

b
E_d40 & Y20 & c+d#£0,
c+d
neboli
c#+d & a#b AP

Zjednoduseni:

> =V b—a a®=V ctd quq  (a=b)-(a+b) ct+d

A—d> c+d E—-d® b—a (c—d)-(c+d) b—a

_(a+b) 1 _a+b(2body)
d—c '

c—d

—
~—
|
—_

Ptiklad 2 (Posloupnosti & Fady) (5 bodi celkem)

Ozna¢me délku prvniho dilu a;, druhého as, ... a obecné j-tého a;. Plati Ze kazdy nasledujici
je o d =6 (cm) del3i nez predchozi, tedy

a; = aj_1 +d, neboli aj=a1+(j—1)-d
pro j =2,...,n kde n = 10 (2 body),

Soulet délek dili je z¥ejmé& roven

1
Sn:a1+a2+---+an:§- -(al—i—an).

Celkem méla latka 4 m = 400 cm, plati tedy
Sho = 400,
5- (a; + ayp) = 400,
5-(ay + (a3 +9-6)) = 400 2bod),

VyFeSenim posledni rovnice pro a; dostaneme a; = 13 a a;p = 67 (1 bod),

Ptiklad 3 (Rovnice & nerovnice) (5 bodi celkem)

Nulové body absolutnich hodnot jsou zfejmé —1 a 3, YeSeni tedy budeme hledat izolované na
tfech podintervalech

‘ (—OO,—l) ‘ —1 ‘ (_173) ‘ 3 ‘ (37+OO>
z—3| - - = o[ + (1 bod)
vl - 0 + |+ +
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Je-li tedy x prvkem intervalu:
e (—o0,—1), pak se nerovnice zjednodu¥i na:

—(x—=3)—2-(z+1) >4,
—3-x+1>4,
—3-x >3,

T < —3.

Nerovnice je tedy splnéna pro viechna 2 € (—oo, —3) ( bod),

e (—1,3), pak se nerovnice zjednodusi na:

—(x—=3)+2-(x+1) >4,
x4+ 5 >4,
x> —1.

Nerovnice je tedy spln&na pro viechna z € (—1,3) ( bod),

e (3,400), pak se nerovnice zjednodusi na:

(x=3)+2-(x+1) >4,
3-x—1>4,

3-x >0,

5

> —.
T3

Nerovnice je tedy splnéna pro viechna 2 € (3, +oc) (1 bod),

Zbyva vyjasnit, ze x = —1 YeSenim neni (4 +2-0 # 4) a v = 3 feSenim je (0 +2-4 > 4).
ReSenim nerovnice tedy jsou v8echna

x € (=00, —3) U (—1, +oc) (Ped),

P¥iklad 4 (Soustava rovnic) (5 bedi celkem)

Asi nejrozumnéj$i bude zadit Gpravou obou rovnic

2y =) s =g (6t 1),

(1_73:)7

| — 3=
~| =

2-(y+5)+
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do co nejjednodussiho tvaru. Zbavime se tedy vSech zavorek, ¢leny s neznamymi prehdzime na
jednu (levou) stranu a dostaneme

r+2-y=6, (2 body)
r+2-y=-10,

Nyni nap¥. ode¢tenim obou rovnic od sebe (tedy s¢itaci metodou) dostaneme formaln& rovnici
1 bod
0=16 (Pod)

kterou vak zjevn& nelze splnit pro #adné x a y. MnoZ¥ina ¥edenf je tedy prazdna () (2 body),

Alternativé miZeme v posledni dvojici rovnic identifikovat rovnice dvou p¥imek v roviné se
stejnym normalovym vektorem 77 = (1,2), tedy i stejym smé&rovym vektorem § = (2, —1),
prochazejici v8ak rliznymi body.

Dotfetice mizeme posledni dvojici rovnic interpretovat jako dvojici linearnich funkci y; =
fi(x) = —% x4+ 3ay = folr) = —% -x — 5 a technicky vzato zopakovat pfedchozi tivahu.

Ptiklad 5 (Funkce & jejich grafy) (6 bodi celkem)

Jednad se o kvadratickou funkci jejimz grafem je parabola. Koeficient u kvadratického ¢&lenu je
zaporny, parabola tedy bude ,oteviend doli" (* ®°9) Zajimat by nds mohly priisetiky s osami.
Priseliky s osou x ziskdame FeSenim kvadratické rovnice,

—2-2°+3-2-3=0.

Ztejmé
-3+v9-4-2-3 3:':\/—15

T2 = —4 1Ty

tedy parabola priisetiky s osou = nema. Cely graf tedy le¥i , pod osou z* (1 od),

Prisetik s osou y ziskdme snadno dosazenim nuly no pFedpisu funkce

f(O) — _3 (1 bod)‘

Poslednim zajimavym bodem bude vrchol paraboly. Ten leZi vZdy uprosfed mezi obéma kofeny
(jeho x-ova soutadnice je jejich aritmetickym primérem). Tedy zy = %. Pak yy = f(zy) =
2.9 43.3_ 3= _15 (1bod)

16 4 8 :

Na&rtek grafu viz obrazek 2.
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[3/4,-15/8]

[0.-3]

-3 -2 -1 0 1 2 3

Obrézek 2: Nagrtek grafu funkce f(x) z p¥ikladu 5(* o9,

Ptiklad 6 (Goniometrické funkce) (5 bodi cetkem)
Zkusme vSechny goniometrické funkce v rovnici
3 (cos(z))? — (sin(x))? —sin(2-z) =0
prevést na stejny argument, tedy zbavit se dvojndsobného thlu. Zfejmé dostaneme
3 - (cos(z))? — (sin(z))? — 2 - sin(z) - cos(x) = 0 (o),

Nyni se pokusime goniometrické funkce sjendotit, abychom pracovali jen s jednou. Zkusme
celou rovnici vydé&lit nap¥. (cos(r))?, dostaneme

~ (cos(x))* 2 -sin(x) - cos(x) _
) (sin(z))? (cos(x))? 0
[ cos(z) 2 _, sin(z) _
k (sin(x)) 2 cos(z) 0,

3 — (tan(z))? — 2 - tan(z) = 0 (1 b9,

Dostali jsme obycejnou kvadratickou rovnici, pro prehlednost miZeme provést substituci ¢ =
tan(z),

244+ 12
—?—2-t+3=0, neboli t1,2:—2+=—1q:2(1b°d).
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Pro t; = —3 dostdvame
tan(x) = —3, neboli = =arctan(—-3)+ k-7, k€ Z.
Pro to = 1 dostavame
tan(z) = 1, neboli T = % +k-7m, keZ.

Tedy celkem
T € {arctan(—3) + k-, % +k-w: ke Z} (2 body)

Ptiklad 7 (Kombinatorika & pravdépodobnost) (5 bedt celkem)

Vybirdme ndhodné t¥i Gsecky z péti. Nejprve si tedy ujasnime, kolika zplsoby miizeme vybér
provést. Prvni miZeme zfejmé& vybrat péti zplsoby, druhou pak &tyfmi a t¥eti uz jen tfemi. Na
poradi pfitom zfejmé nezdleZi. Konstruujeme tedy t¥iprvkové kombinace z péti,

5) 50 5.4-3

C(5,3) = <3 — 10 (2body).

S 3l.(5=3) 3

Alternativné miizeme pocet kombinaci ziskat vyétem vSech moZnosti.

Zbyva ovérit, ze kterych lze zkonstruovat trojihelnik. Snadno nahlédneme, Ze nap¥. trojice
{2,3,7} nespliiuji trojihelnikovou nerovnost. Ta bude klitem k odpovédi. Vzhledem k tomu,
Ze kombinaci neni mnoho, rychle zjistime, Ze trojuihelnikovou nerovnost spliiuji pouze dvé

{3,5,7} a {5,7,11} (2bod),

ProtoZe kaZdou trojici mizeme vybrat se stejnou pravdépodobnosti, pravdépodobnost, Ze tvofi
trojihelnik je pocet pFiznivych pfipadl ku celkovému poctu ptipadi, tedy

2 1
P(trojice tvofi trojihelnik) = Tiatte 0.5 = 209 (1bod).

Priklad 8 (Komplexni Eisla) (5 bodi celkem)

Pro zatatek je dobré si pripomenout, 7e i = —1 tedy i* = 1. To ndm v prvni ¥adé pomiize
upravit Citatel vyrazu
it0 —i ittt iz -1 —1-i (2 body)

2.i+1  2-i+1 1+2-i

Nyni se potfebujeme zbavit komplexniho vyrazu ve jmenovateli, tedy potfebujeme zlomek
vhodné rozsi¥it
—1—i —1—i 1—2-i_(—1—i)-(1—2-i)_—3+i(Zbody)

1+2-i 1+2-1i 1-2-i 144 5
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Oznadime-li hodnotu vyrazu pro jednoduchost z, pak jeho redlnd a imaginarni &ast, resp.
absolutni hodnota jsou

R(z) = —< I(z2) = %, 12| = V(R(2))? + (3(2))2 = @ (1 bod)

Priklad 9 (Analytickd geometrie) (5 bodi celkem)

Body A, B a C' lezi na hledané kruznici, tedy use¢ky AB, AC' a BC jsou tétivy této kruZnice.
Stadi vybrat dvé z nich, nalézt jejich osy kolmé na tyto tétivy a v jejich prisediku leZi stfed
kruZnice.

Zatn&me napt. osou Usetky AB, ziejm& B — A = (2,4) je normdélovy vektor osy, tj. oap :
2-x+4-y+~ = 0. Osa navic musi prochazet stfedem t&tivy, tedy bodem $(A+ B) = [7, 3],
miZeme tedy dopotitat koeficient v = —2-7 — 4 -3 = —26. Tedy, po zjednoduseni (vydéleni
rovnice dvéma)

oap: x+2-y—13 =0 (1bod),

Nyni zopakujeme cely postup pro druhou tétivu, nap¥ AC. Normalovy vektor osy je C'— A =
(—4,—2), osa ptitom prochdzi bodem (A + C) = [4,0], tedy po zjednoduseni (vyd&leni
rovnice —2)

oac: 2-x+y—8=0 1Pd)

K nalezeni stfedu kruznice zbyva vyfesit soustavu dvou nalezenych rovnic os. Vyjad¥ime-li napt.
z prvni rovnice x = 13 — 2 - y a dosadime do druhé, dostaneme

~26+8

26 —4- —8=0 boli = = 6.
y+y , neboli Yy =—rry

Dopotitdme x = 13 — 2 -6 = 1, &imZ dostavdme soutadnice st¥edu

5[1’ 6] (1 bod).

Polomér kruZnice uréime snadno jako vzdélenost stfedu S a jednoho z bodl na kruZnici,
napf. A, tedy

0=1SA] = /(4 — 252+ (ya —ys)2 = /(1 — 6)2+ (6 — 1)2 — 5. /2 (1bod),
Dostavame tak rovnici kruZnice ve tvaru
k, . (ZL' _ 6)2 + (y o 1)2 =50 (1 bod).

Nacrtek kruZice viz obrazek 3.
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k: (x -.‘1?2 +

\10
\.

y - 6)° = 50

B=(8,5)

C=(@-1),
N -
\ T~

Oac -
Ay

Obrazek 3: Na¢rtek kruZnice k z p¥ikladu 9 (* bod).

Obrazek 4: Vlevo natrtek feeni p¥ikladu 10 (1 *°4) Vpravo graficky rozbor p¥ikladu 10 (* bod).

Ptiklad 10 (Konstrukéni tiloha) (5 bodi cetkem)

Aby S byl stfedem hledaného ¢tverce ABC'D, kde A € p a C' € ¢ (viz nacrtek na obrazku 4
vlevo), je dobré si uvédomit nasledujici:

Z vlastnosti stfedové soumérnosti vime, Ze pfimka, kterd neprochazi stfedem soumérnosti S,
se v dané stfedové soumérnosti zobrazi na pfimku s ni rovnobéznou. Z toho plyne, Ze obrazem
bodu A leZiciho na pfimce p ve stfedové soumérnosti se sttedem S je bod A’ leZici na p¥imce
p/, kterd je rovnob&zna s pfimkou p. PonévadZ ¢tverec ABCD je stfedové soumérny utvar
podle svého stfedu S, plati, Ze obraz A’ vrcholu A splyva s vrcholem C' hledaného &tverce, tj.
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A’ = C. Podle zadani dlohy md ale také vrchol C' leZet na dané p¥imce ¢. Odtud plyne, Ze
hledany vrchol C' je prisecikem p¥imek p’ a ¢, viz graficky rozbor na obrazku 4 vpravo.

K sestrojeni zbyvajicich dvou vrchold B, D &tverce ABCD vyuZijeme vlastnosti Etverce.
Uhlopf¥i¢ky &tverce jsou na sebe navzajem kolmé, proto stfedem S sestrojime p¥imku u kolmou
k useéce AC'. Na pFimce u budou tedy leZet zbyvajici vrcholy B, D ¢&tverce. Dale vime, Ze
thlopficky &tverce jsou shodné a Ze se navzdjem pili. Zkonstruujeme proto kruZnici k se
stfedem S a s polomérem o velikosti rovné délce tsetky S A. KruZnice k je kruZnici &tverci
ABCD opsanou. Chybégjici vrcholy B, D jsou priseliky pfimky u a kruznice k. Na zavér
sestrojime ¢tverec ABC'D. Symbolicky:

P’ SS (Sip = ')

C,C=png

A; SS (S;C — A)

k; k(S;|SA))

w; S € u a zaroveli u L AC

B, D;B,D=kNu

ttverec ABC'D (2 body),

N o ok w =

Konstrukce je na obrazku 5.

Obrazek 5: Konkstrukce z p¥ikladu 10 (1 bod),
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