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Anotace

Zakladnim cilem diplomové prace bylo podat jednotny vyklad zakladi teorie
dynamickych systéml a teorie fizeni spolu s Ulohami line4rni algebry, které se v téchto
oborech nejcastéji vyskytuji — feSeni soustav linearnich rovnic a problémy vlastnich Cisel.
Diraz byl kladen na feSeni velmi rozséhlych tloh a na sledovani potfebnych vlastnosti s tim
souvisejicich metod. Seznamili jsme se s problémy, které nastavaji pfi implementaci metod
v pocitaci. Pokusili jsme se zde na ptikladu vypoctu tlohy z teorie fizeni (vypocet fiditelnosti
systému) poukazat na nutnost studia numerickych vlastnosti algoritmi zejména u rozsahlych
uloh.

V druhé casti diplomové prace jsme popsali dalsi priklady z teorie fizeni, které vedou
na rozsahlé algebraické problémy. Prvni ztéchto ptikladi byl vypocet vlastnich kmitd
piezoelektrického rezonétoru, pfevedeny na problém nalezeni nul konkrétniho dynamického
systému. Druhym piikladem byl problém fizeni tzv. ,,inteligentniho materialu® realizované¢ho
konkrétni strukturou (zaloZeno taktéz na principu piezoelektrického jevu). Tento ptiklad
v podstat¢ vede na nalezeni optimalniho (a fyzikalné realizovatelného) fizeni. Ve tfetim
ptikladu jsme se pokusili popsat obecnou linearni stacionarni iteraéni metodu na feSeni
soustav linearnich rovnic jako systém s regulatorem a regulovanou soustavou. Tento ptiklad
op¢ét mize vést na problém nalezeni optimalniho fizeni.

Abstract

In this diploma project we wish to describe in a uniform way some basic theory of
dynamic systems and control together with linear algebraic problems arising from these areas
— solving linear algebraic systems and eigenvalue problems. We have emphasized solving
very large problems and focused on properties of corresponding large-scale computational
methods. We have researched numerical problems of computer implementations of various
methods. We have attempted to present an example of the control theory problem (computing
of system controllability), which illustrates necessity of analyzing numerical properties of
algorithms in particular when solving large-scale problems.

In the second part we have described some other control problems giving rise to large-
scale algebraic computations. In the first example eigenfrequencies of a piezoelectric
resonator have been studied as zeros of some particular dynamic system. In the second
example we have described the principle of control of so called “smart material structure”,
based again on some piezoelectric properties. In the third example we have presented a
general stationary iterative method for solving of linear algebraic system as a dynamical
system. Here again the algebraic problem is related to optimal control.
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Uvod

V poslednich desetiletich pokrocil vyvoj v oblasti vypocetni techniky vyrazné
kuptedu. Tento pokrok umoznil provadét nejriznéjsi i velmi slozité inzenyrské vypocty,
vedouci ¢asto na algebraické ulohy se stovkami tisic az miliony nezndmych. A¢ se jedné o
nejruznéjSi ulohy (obecné linedrni i nelinearni), jddrem vypocetnich algoritmt pro feSeni
vétSiny numerickych tloh je feSeni soustav linearnich rovnic a vypocet vlastnich ¢isel matice.

Vétsina tloh, feSenych v nejriznéjSich inzenyrskych oborech, vede piimo na tyto
ulohy linearni algebry. Stejn¢ tak tomu je i v teorii dynamickych systémi a teorii fizeni,
kterymi se budeme podrobnéji zabyvat. Otevieme-li ucebni text zabyvajici se touto
problematikou, dfive ¢i pozd€ji na soustavy linearnich rovnic i na problém vlastnich cisel
narazime. Nalezneme zde i podrobna vysvétleni, jakymi cestami se k témto problémim
dospé€lo. Rovnéz se Casto setkame s riznymi ptiklady, jak takové ulohy fesit. Tyto ukazkové
ptiklady byvaji obvykle jednoduché, aby byly snadno pochopitelné a rychle fesitelné. Typicka
ucebnicovd uloha vede na soustavu nékolika linearnich rovnic s odpovidajicim poctem
neznamych. Takovou soustavu pak Ize snadno vyfesit naptiklad Gaussovou eliminaci ¢i jinym
standardnim kone¢nym algoritmem. V ucebnicich byva pochopitelné¢ ukézano, ze dany
problém vede zcela obecné na soustavu linearnich rovnic, ovSem jak tuto soustavu fesit,
sestava-li z velkého poctu rovnic, tam jiz vétSinou uvedeno neni.

U takto rozsahlych uloh (fadu desitek tisic, stovek tisic ¢i milionil) ovSem narazime na
zcela novy a nezanedbatelny problém. Obecné zndmym faktem je, Ze pocita¢ neni schopen
pracovat s libovolnou numerickou piesnosti. Neni schopen pracovat s realnymi Cisly, a tak
jejich mnozinu vyrazné redukuje — pouziva pouze cisla patiici do jisté konecné podmnoziny
¢isel racionalnich (obvykle fikdme, ze pocitac pracuje v aritmetice s kone¢nou piesnosti).
V pribéhu jakychkoliv vypocti tak dochazi k neptesnostem jednak pii predavani vstupnich
dat pocita¢i a jednak pifi vlastnim vypoctu. Dochazi k vzniku zaokrouhlovacich chyb.
V pribéhu numerického feseni se zaokrouhlovaci chyby mohou kumulovat. Chceme-li fesit
né¢jakou rozsahlou ulohu linedrni algebry, musime byt schopni ji efektivné algoritmizovat a
vypocetni postup implementovat na daném pocitaci s plnym védomim novych neptesnosti!
K siteni zaokrouhlovacich chyb v pribéhu vypocétu dochazi v jakémkoliv algoritmu. Kvalitni
algoritmy jsou ovSem schopny $ifeni zaokrouhlovacich chyb omezit. V idealnim piipadé je
pak vysledek vypoctu zatizen chybou jen na trovni zékladniho zaokrouhlovéani (strojové
pfesnosti). U nestabilnich algoritmi ¢i implementaci dochazi ke kumulovani
zaokrouhlovacich chyb. Vysledek miize byt zatizen tak velkou chybou, ze je zcela
nepouzitelny. Analyzou stability jednotlivych algoritmi a citlivosti riznych typt tuloh lze
ukazat, jak je vysledek vypoctu ptfesny. Tyto néstroje ve vzajemné souvislosti s analyzou
konvergence itera¢nich metod tak hraji naprosto zésadni roli pfi navrhu algoritmii pro velmi
rozsahlé ulohy.

Bohuzel v soucasné dobé neni bézné k dispozici mnoho ucebnic, které by naptiklad
pravé v kontextu teorie fizeni poskytovaly uspokojivy navod, jak takové problémy fesit
z pohledu numerické matematiky. Problém je Casto i v tom, Ze jazyk inZenyrt a matematikt
se mnohdy li§i. ReSeni praktického problému se ¢asto omezi jen na prevedeni daného
problému do podoby matematickych rovnic a na jeho feSeni praktickym postupem bez hlubsi
analyzy vSech numerickych souvislosti! Stejné¢ tak matematik Casto omezi svoji praci pouze
na feSeni striktné formulované matematické ulohy bez hlubsi souvislosti s redlnym
problémem. A stejné¢ k tomu miize piistupovat i programdtor, ktery se pak nezavisle
na ptredchozich  poznatcich snazi ~matematikem navrZzenou numerickou metodu



implementovat. VSechny tyto faze feSeni néjaké ulohy jsou bezesporu velmi dilezité.
Nespornym faktem je ovSem také to, Ze vyzndme-li se jako matematici v tom, co ndm dal
k dispozici technik nebo inzenyr — feSitel daného problému, a zndme-li strukturu reélného
problému, miizeme s ohledem na to navrhnout postup feSeni ulohy, ktery mize byt do jisté
miry efektivnéj$i. Jsme-li navic schopni tuto metodu implementovat, mize feseni celého
problému vést na jesté lepsi vysledky. Je ziejmé, Ze u rozsdhlych projektd neni v silach
jednoho clovéka toto vSechno obsdhnout. Dilezitd je v tomto sméru dobrd komunikace a
spoluprace mezi jednotlivymi ¢leny mozného feSitelského kolektivu a alespoil zakladni vhled
do prace ostatnich feSiteld. To je ovSem podminéno pravé potifebou nalezeni spole¢ného
z4jmu, motivace a jazyka.

V tomto textu se pokusime popsat jednoticim zplUsobem vybrané zakladni ulohy,
vyskytujici se pravé v teorii dynamickych systémt, v teorii fizeni a v matematice (zejména
v numerické linedrni algebie). Rovnéz se pokusime poukdzat na dilezitost analyzy numerické
stability. Poté se budeme se zabyvat konkrétnimi ptiklady rozsahlych uloh teorie fizeni,
napiiklad  hledanim  vlastnich  frekvenci  piezoelektrického  rezonatoru.  Model
piezoelektrického rezonatoru realizujeme pomoci metody koneénych prvki — FEM. K tomuto
modelu budeme pfistupovat jako ke klasickému dynamickému systému, jak jej zname z teorie
dynamickych systému. Vlastni frekvence rezonatoru budeme hledat jako nuly pfislusného
dynamického systému. Dale se strucné¢ budeme vénovat fizeni inteligentnich materidlt
(struktur) zalozenych opét na bazi piezoelektrickych materiali. Jako dynamicky systém také
popiSeme obecnou linearni staciondrni iteracni metodu pro feSeni soustav linedrnich rovnic.
V zavéru se zminime o problémech pfi feSeni Ljapunovovych rovnic (specialni tvar soustavy
linedrnich rovnic, ktery se v teorii fizeni Casto vyskytuje), jejichz studium by se mohlo stat
vychodiskem pro dalsi praci.



1. Zaklady teorie dynamickych systémii a teorie Fizeni
1.1 Linearni dynamicky systém

Dynamické systémy je mozné tfidit podle rlznych hledisek. Klasicky je mozné
systémy rozliSovat napiiklad na systémy typu Single Input Single Output (SISO) a Multiple
Input Multiple Output (MIMO). Nyni se budeme zabyvat témét vyhradné systémy typu
MIMO, coz nebudeme dale zdlraznovat (tyto systémy jsou obecnéjsi z hlediska popisu).
respektive na systémy se spojitym popisem a na systémy popsané diskrétnim zpiisobem. V
podstaté vSechny dusledky, o kterych zde budeme dale hovotit z pohledu teorie dynamickych
systémd a teorie fizeni, 1ze odvodit jak pro systémy spojité, tak pro systémy diskrétni. My se
budeme opét pro jednoduchost zabyvat téméf vyhradné systémy spojitymi. A asi
nejpodstatnéjsi rozdéleni je rozdéleni na systémy linedrni a na systémy nelinearni.

Zde se budeme vyhradné zabyvat systémy linearnimi, které jsou popsané standardnim
linearnim modelem [1.2; kap. 3.2; (3.1)]

x(t)=Ax(t)+ Bu(t), (1.1)
y(t)sz(t)+Du(t), (1.2)
kde x(¢) je n-rozmérny stavovy vektor (vektor vnitrnich stavii systemu), u(t) je m-rozmérny

vstupni vektor a y(f) je p-rozmérny vystupni vektor systému. Matice A, B, C a D jsou obecné
komplexni matice ptislusnych rozméri, viz obrazek 1.1.

x|=|4 x|+| B u
n nn n nm
y|=C x|+| D u
p pn n pm

Obrazek 1.1; Schematické znédzornéni rovnic (1.1) a (1.2).
Analogicky standardni popis diskrétniho systému je [1.2; kap. 3.2; (3.8)]

X :(hA+I)xk+(hB)u,c :;bck+§uk, (1.1a)
Vi =Cx, + Duy, (1.2a)

kde 4 je krok Casové diskretizace a [ je jednotkova matice.



Spojitym linearnim dynamickym systémem (LDS) nazveme dvojici rovnic (1.1), (1.2),
jez je urCena uspofadanou Ctvetici matic (4, B, C, D). Matice 4, B, C a D nejsou funkcemi
¢asu, pracujeme tedy se stacionarnim LDS.

vvvvvv

vvvvvv

modelem je naptiklad nestaciondarni LDS, tedy model, v kterém jsou matice 4, B, C a D
obecné funkce Casu. Systém tak zlstane linedrnim vici vektoru vstupu a stavovému vektoru,
vypocet se vSak vyrazné zkomplikuje. Dale je mozné do modelu zavést piimou zavislost
vystupniho vektoru na derivaci (obecné libovolné derivaci) vstupniho vektoru; jedna se tedy
o jisté zobecnéni matice D, viz [1.1; (1.0, 1)] nebo [1.2; kap. 3.6; pt. 5]. NejobecnéjSim
popisem (ovSem jiz nelinedrniho dynamického systému) je obecna stavova rovnice davajici
do souvislosti ¢as, vstupni vektor, stavovy vektor, vystupni vektor a jejich derivace.

vvvvvv

respektive singularniho linearniho dynamického systému. Tento popis systému nas zde bude
zajimat zejména proto, ze Uloha hledani poli a nul systému s timto popisem vede na tzv.
zobecnény problém viastnich cisel. Singularni linearni dynamicky systém je popsan rovnicemi
[1.2; kap. 3.5; (3.38)]

Ex(t)=Ax(t)+Bu(t), (1.3)

y(t) = Cx(t)—i—Du(t) . (1.4)
Je zifejmé, ze je-li matice E regularni, lze rovnici (1.3) snadno pfevést na rovnici (1.1) a tedy
i cely popis dynamického systému lze vyjadfit standardnim zpisobem. Kdyz je ovSem matice

E singularni, systém popsat standardnim zptisobem nelze. Proto jsou také tyto systémy
nazyvany singularni, n€kdy t€z implicitni nebo zobecnéné [1.2; kap. 3.5].

1.2 Vnitini a vnéjsi popis dynamického systému, prenos dynamického systému

Dynamicky systém (1.1), (1.2) Ize popsat mnoha riznymi zptsoby. Tzv. vritini popis
systemu vyjadiuje relaci typu

{vstup — stavovy vektor — vystup},

ukézkou vnitinitho popisu je tedy i samotna soustava tzv. stavovych rovnic (1.1) a (1.2).
Vnéjsi popis systému vyjadiuje pouze relaci typu

{vstup — vystup}.

Vnéjsi popis je tedy svym zplisobem nelplny, nebot’ zde postraddme informaci o stavu
systému, kterou nelze obecné odvodit pouze ze znalosti vstupt a vystupi [1.2; kap. 3.3].

Pii analyze stacionarnich LDS lze svyhodou pouzivat Laplaceovych nebo
Fourierovych obrazii vyse uvedené soustavy rovnic (1.1), (1.2). Casto tedy budeme pouzivat
integralni transformace, zejména Laplaceovu a Fourierovu [1.3; kap. 28], [1.4]. Laplacetv
obraz soustavy (1.1), (1.2) je nasledujici [1.2; kap. 3.2; (3.3)]



sX(s)—x(O):AX(S)+BU(S), (1.5)
Y(s) = CX(S)+DU(S), (1.6)

kde vektory X(s), U(s) a Y(s) jsou Laplaceovy obrazy vektort x(¢), u(¢) a y(f) a vektor x(0)
odpovidéa vektoru x(7) v ¢ase ¢t = 0. Rovnice (1.5), (1.6) mizeme piepsat v maticové formée
nasledujicim zptisobem

{S];A ﬂ[imf”(”[ifiﬂ {;((gﬂ (1.7)
Matice

s[-4 -B
P(S)=|: c b } (1.8)

je nazyvana matici systemu (system matrix). Matice (1.8) je dalSim ptikladem vnitfniho
popisu systému, nebot’ obsahuje vSechny informace o stavovych rovnicich systému. Pokud
z rovnice (1.5) vyjadiime vektor X(s) a dosadime ho do rovnice (1.6), dostaneme po upravach
nasledujici vztah

Y(s)=| C(s1-4)" B+D|U(s)+| C(s1-4)" |x(0), (1.9)

popisujici systém (1.1), (1.2). Budeme-li uvazovat nulové pocateéni podminky (tedy
x(0) = 0), vztah (1.9) se vyrazné zjednodusi

Y(s):G(s)U(s), (1.10)
kde matice G(s) je Schuruv doplnék podmatice (sI-A) v matici P(s), viz [2.3; (1.23)], tedy
G(s)=C(sI-A4) B+D. (1.11)

Matice G(s) je nazyvana prenosovou matici systému (transfer-function matrix). Prenosem
rozumime podil Laplaceova obrazu vystupu ku Laplaceovu obrazu vstupu pii nulovych
pocatecnich podminkach. Libovolny prvek matice (1.11) je tedy podil Laplaceovych obrazl
odpovidajiciho vystupu ku odpovidajicimu vstupu za nulovych pocatecnich podminek.
Funkce Gj(s), tedy ij-ty prvek prenosové matice (1.11), vyjadfuje prenos j-tého vstupu na i-ty
vystup. Popis systému rovnici (1.9), respektive matici (1.11), je vnéjSim popisem systému.

Ze vztahu (1.11) lze ukdzat, ze prvky matice G(s) jsou raciondln¢ lomené funkce
v proménné s. Prvky Gj; jsou tvofeny podilem dvou polynomi v proménné s,

k k-1
_ PSPy sS H A DS+ Py B ()
G, (S) = = .

l -1
QS + S Hot Qs+, Oy (s)




Polynom ¢itatele P« je polynom k-tého stupné, polynom jmenovatele Qj;.; je polynom /-té¢ho
stupné (posledni index vyjadiuje stupenn polynomu). Lze ukazat, ze k i / jsou maximalné rovny
n, pricemz n je pocet fadkl (sloupcil) matice 4 (rozmér stavového vektoru x(¢) z rovnice
(1.1)). Daéle lze ukazat, Ze je-li matice D nulova, je €islo k£ maximalné rovno n—1. Systém
s nulovou matici D nazyvame strikiné ryzim systemem (proper system). Teoretické odvozeni
tvarll polynomt Citatele a jmenovatele funkci Gj; ze vztahu (1.11) je moZzné napfiklad takto:

. <y qvr . , .. -1 . . ..
(1) Ze vztahu (1.11) vyjadiime inverzni matici (s/~4) . Nejprve definujeme matici R,
S=dy 4 ... T4y, hw hy o Ny
—-a s—a —-a r, I r
21 22 te 2 21 22 oo 2
R= (SI - A) = . . . e !
_anl _anZ cee ST ann an rnZ oo rnn

Vyjéadiime inverzni matici k matici R [1.3; kap. 1.25; véta 6]

Pir Pz -+ Puy

R = 1 P2 P -+ P2y
act(R) o]

pnl an pnn

kde p;; jsou doplitky prvku r;; [1.3; kap. 1.17; definice 2],
p; = (—l)”j det(Rij) )

Matice R; vznikne z matice R vynechanim i-t¢ho fadku a j-t€ho sloupce (je to tedy matice
stupné n—1). Doplnék p; je determinant matice R; vynasobeny &islem (~1)7. Prvky inverzni
matice R ' vyjadiime

det (R[j )

[R'] = [(SI—A)A}H =(-1)" G (R)

g

Determinant matice R je polynom stupné n v proménné s a determinant matice R;; je polynom
stupné¢ n—1 v proménné s. Prvky této inverzni matice jsou tedy raciondln¢ lomené funkce;
podily téchto dvou polynomtl.

(i1) Ze vztahu (1.11) dale vidime, Ze inverzni matici (s/~4) ' nasobime zleva matici C
a zprava matici B. Matice B ani matice C nejsou zavislé na proménné s; ob¢ jsou
tvofeny pouze &isly. Z nasobeni matic je ziejmé, Ze prvky matice C(s/-A4) 'B jsou
linearni kombinace prvki matice (sI-4)" s koeficienty tvofenymi prvky matic
B, C. Prvky matice C(sI-A)'B jsou tedy také racionalnd lomené funkce.
Maximalni stupenn polynomu citatele n—1 a polynomu jmenovatele n se maticovym
nasobenim nijak nezméni.



(iii)  Prvky matice C(sI-4)'B+D (tedy prvky matice G(s); viz (1.11)) mizeme zapsat
tedy takto

—

n—1 n—2
(5)= SinaS” Gy aS A GGy By (S)+d ,

" +C s+ 4C 05+ 0 Y Z,(s)

kde dj; je pfisluSny prvek matice D. Provedeme-li soucet pfevedenim na spolecného
jmenovatele, zapiSeme prvky Gj; jako

-1
G, (s)= diCy.s" + (dijgz'j;n—l + 8ot )Sn KR +(d,-jC,-j;l +§,-j;l)s + (dfjcz'/;o +E~'i/';0)
! i FC 8" o+ s+
_ Sy (s)+d,Zy.(s) _ B (s)
Zii;n (S) Qi/';n (S)

Je vidét, Ze prvky Gj jsou racionalné lomené funkce. Dale je vidét, jak nulovost matice D
ovliviluje maximalni stupeil polynomu citatele v téchto funkcich.

Ziejm¢ lze nalézt ur€ity polynom d(s), pomoci kterého upravime matici G(s)
nasledujicim zptisobem

G(S)= d(s)F(S)’

kde F(s) je matice stejnych rozmérti jako matice G(s), ale je tvofena pouze polynomy.
Nejjednodussi jmenovatel matice G(s) je polynom d(s) s nejmensim stupném, pro ktery toto
plati; uvazujeme pouze monické (normalizované) polynomy, tedy polynomy s jednotkovym
koeficientem u nejvyssi mocniny. Nejjednodussi jmenovatel je roven nejmensimu spolecnému
nasobku polynomii Qy(s). Lze ukazat, Ze nejjednodussi jmenovatel je polynom maximalné n-
tého stupné a je-li polynomem n-tého stupné, je dan vztahem

d(s) = det(sl—A) )

Nejjednodussi jmenovatel d(s) je tedy maximaln€ roven charakteristickéemu polynomu
systemu det(sI-A), respektive charakteristickému polynomu matice A (slovy linearni algebry).
Je-1i det(sI-A) nejjednodussim jmenovatelem, 1ze dale ukézat, ze prvky Fy(s) matice F(s) jsou
polynomy maximalné¢ n-t¢ho stupné; v ptipadé systému (1.1), (1.2) s nulovou matici D
maximalné stupné n—1.

V odstavci 1.4 ukaZzeme, Ze matice G(s) a polynom d(s) maji stézejni vyznam pfi
vypoctu tzv. poli systému. Kofeny nejjednodussiho jmenovatele d(s) jsou tzv. prenosové
poly. Koteny charakteristického polynomu jsou tzv. systémové poly (slovy teorie systémil),
respektive vlastni Cisla matice 4 (slovy linearni algebry, viz kapitolu 2.3).

Ptfenosovou matici je mozné vyjadrit i u singularniho systému (1.3), (1.4),

G(s)=C(sE-A4) B+D. (1.12)



Kdyz porovname matice (1.11) a (1.12) zjistime, ze byla jednotkova matice 7 v (1.11)
nahrazena singularni matici £ v (1.12). Charakteristicky polynom singularniho systému bude
odpovidat zobecnénému charakteristickému polynomu matice 4. Nalezeni systémovych pola
singularniho LDS tak bude ekvivalentni zobecnénému problému vlastnich ¢isel matice 4 (viz
kapitolu 2.3.4).

U diskrétnich systéma (1.1a), (1.2a) lze vyjadiit matice P(z) a G(z), analogie matic
P(s) a G(s). Postupujeme stejné jako u systému spojitého, pouze spojitou Laplaceovu
transformaci nahradime diskrétni z-transformaci [1.4; kap 15]. VSechny vyrazy i obé matice
vypadaji v podstaté formalné stejné. Obraz soustavy rovnic (analogie rovnic (1.5), (1.6)) je

zX(z)—zx(O):;lX(z)vLEU(z), (1.5a)
Y(z) = CX(Z)+DU(Z) . (1.6a)

Matice P(z) a G(z) (analogie matic (1.8) a (1.11)) jsou

P(Z)E{ZI;A _zﬂ’ (1.8a)

G(z)=C(-4) B+D: (1.11a)

viz [1.2; kap. 3.2].

1.3 Charakteristiky dynamického systému — dalsi zpiisoby popisu systému
1.3.1 Prechodova a impulsni charakteristika

U dynamickych systémi se miizeme setkat kromé popisu soustavou rovnic (1.1), (1.2)
nebo matici (1.8), resp. (1.11) s popisem pomoci ruznych charakteristik ¢i funkci. Piikladem
jsou prechodova a impulsni (vahova) charakteristika (funkce). K jejich zavedeni ovSem

potiebujeme nejprve zminit tzv. Heavisideovu funkci a tzv. Diracuv impuls.

Heavisideovu funkci (jednotkovou skokovou funkci) znatime symbolem #(f) aje popsana
vztahy

n(z)=0 pro  t<0,
1 pro t>0.

Diracitv impuls (Diracova distribuce, jednotkovy impuls), ktery neni funkci, ale tzv.
zobecnénou funkei (distribuci) [1.5; kap. 4; str. 229], zna¢ime symbolem oJ(¢) a je popsan
vztahy

3(r)=0 pro t#0,

10



Mezi Heavisideovou funkci a Diracovym impulsem je mozné formaln€ (po zobecnéni pojmu
derivace) zavést vztah (viz [1.5; kap. 4.3 a 4.4; str. 232-237])

B(t):%n(t).

Laplaceovy obrazy Heavisideovy funkce a Diracovy distribuce jsou

Nyni zavedeme prechodovou charakteristiku (funkci) systému jako reakci systému
na buzeni Heavisideovou funkei (jednotkovym skokem), resp. m-rozmérnym vektorem téchto
funkei pfi nulovych pocatecnich podminkéach. Pfechodovou charakteristiku obvykle zna¢ime
h(t) a ziskame ji provedenim zpétné Laplaceovy transformace [1.2; kap. 2.2.3],

u(t)=n(t), (1.13)
h(1)= £ {G(s)U (s)) = £ {G(s)l}. (1.14)

Dale zavedeme impulsni (vahovou) charakteristiku (funkci) systému. Impulsni
charakteristiku systému obvykle znacime g(¢) a je odezvou systému na buzeni Diracovym
impulsem, respektive m-rozmérnym vektorem téchto distribuci pfinulovych pocatecnich
podminkach [1.2; kap. 2.2.3],

(1.15)
g(t)=L'{G(s)U(s)} =L "{G(s)}. (1.16)

<
—~
~
~—~—
Il
(o7
—_
=~
~
-

Laplaceovym obrazem impulsni charakteristiky je tedy pfimo pfenosova matice systému.

Mezi ptechodovou a vdhovou charakteristikou systému a mezi jejich Laplaceovymi
obrazy lze formaln¢ zavést vztahy [1.2; kap. 2.2.3]. Vztahy mezi charakteristikami jsou

g()=2h(),  respektive  h(1)=[g(x)ds

Vztahy mezi Laplaceovymi obrazy charakteristik jsou

G(s)=sH(s), respektive  H(s)=—G(s).

11



1.3.2 Frekvencni charakteristiky systéemu

Frekvenéni charakteristika systému popisuje chovani systému pii buzeni harmonickym
signalem na vstupu (pro jednoduchost zapisu uvazujeme systém SISO)

u(r)=sin(ot)= Im{exp(fmt)} ,

kde symbol 7 znac¢i imaginarni jednotku a @ znaci thlovou frekvenci harmonického signalu.
Abychom mohli vypocitat odezvu systému y(¢) s impulsni charakteristikou g(f), sta¢i najit
vzor k Laplaceovu obrazu soucinu funkci G(s)U(s) pro tuto konkrétni volbu funkce u(¢)
respektive U(s). Budeme-li piredpoklddat, ze odezva systému bude ustdlena, najdeme tfesSeni
relativné jednoduSe. Vzorem soucinu G(s)U(s) je konvoluce impulsni charakteristiky g(¢) a
budici funkce u(z); viz [1.2; kap. 2.2.4].

y(t):ij::g(r)u(t—t)dr =Ig(r)lm{exp(fm (t—r ))}dr =

400

- Im{exp(fc)t) _[ g(t)exp(—imt)dr } = Im{exp(io?) G (iw )} =

—00

= ‘G(i(o )‘ sin((nt +arg(G(ic)))) =T'sin(wt+¢).

Jak je wvidét, ustilend odezva systému na buzeni harmonickym signdlem je plné
charakterizovana komplexni funkci G(iw). U systétmi MIMO se G(iw) nazyva matici
frekvencnich prenosii (charakteristik). Matici frekvenénich ptenosii systému ziskdme jako
hodnotu pfenosové matice systému G(s) v bod€ s = iw.

Existuji-li navic Fourierovy obrazy obecného vstupniho signalu U(iw) a ptislusného
vystupniho signalu Y(iw), potom plati nasledujici vztah

Y (io) = G (iw ) U (iw).
U frekvencnich charakteristik se c¢asto vyuziva jejich grafického zobrazeni
(u rozsdhlych MIMO systémil neni mozné cely systém popisovat graficky, nicméné u jeho
vybranych charakteristickych ¢asti to mize byt vhodné a nazorn¢). Pouzivaji se zejména dva

zpisoby grafického zobrazeni. Nyquistova charakteristika — grafické zobrazeni frekvenéniho
pienosu v komplexni roviné

G(io)=Re{G(io)}+iIm{G (iw)},
nebo zobrazeni v polarnich soufadnicich
G(io)= ‘G(im )‘exp(farg(G(fm))).

Druhym casto pouzivanym zpusobem je Bodeho graf — zavislost log|G(iw)| a arg(G(iw)) na
log(w). Vyjadieni v logaritmickych soutadnicich je vyhodné zejména proto, ze je zde mozné
amplitudovou i fazovou charakteristiku dobfe aproximovat pifimkovymi asymptotami.
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1.4 Pély a nuly systému

Poly a nuly systému jsou komplexni ¢isla (komplexni frekvence), ktera charakterizuji
vnitini dynamiku daného systému a jeho vazbu na okoli. Poly i nuly maji specificky fyzikalni
vyznam. Poly systému popisuji vnitini dynamiku systému, charakterizuji vnitini rezonance
systétmu. Jsou to komplexni frekvence, které je systém schopen za urcitych okolnosti
generovat, aniz by byly pfimo obsazeny ve vstupnim signdlu. Systém mutze pii vhodné
zvolenych pocatecnich podminkach na vystupu generovat signaly exp(ili), kde 4; jsou poly
systému, aniz by byl kterykoliv z téchto signalti obsazen ve vstupnim signalu. Nuly systému
charakterizuji vazbu systému na jeho okoli a odpovidaji antirezonancim systému. Nuly
predstavuji komplexni frekvence, které systém utlumi, pokud jsou ve vstupnim signalu
obsaZeny. Systém majici na vstupu signal exp(iv;f), kde v; je nula systému, ma pii vhodné
zvolenych pocatecnich podminkach nulovy vystup, a to ptesto, ze vstupni i stavovy vektor je
nenulovy.

1.4.1 Prenosové poly a nuly systému a kanonicky tvar prenosové matice

Prenosové poly (transmission poles) a prenosové nuly (transmission zeros) systému
jsou komplexni frekvence dané prenosovou matici systému G(s) — matice racionalné
lomenych funkci v proménné s. Klasicky postup, jak urcit pienosové poly a nuly systému, je
zalozen na tzv. Smithove-McMillanové formé pirenosové matice G(s). Zacneme postupnymi
Upravami pfenosové matice, z nichZ prvni jsme jiz naznacili diive

G(S)z F(S) (1.17)

d(s)

Z ptenosové matice je mozné vytknout polynom d(s), ktery je nejmenSim spoleCnym
nasobkem polynomi Qj(s), jmenovateli funkci Gj(s). Tento polynom jsme nazvali
nejjednodussim jmenovatelem matice G(s). Zde by bylo namisté pifipomenout: matice G(s) a
F(s) jsou matice rozméra p x m (stejn¢ jako naptiklad matice D, viz (1.11)), hodnosti obecné

g <min {p, m}.

Polynomidlni matici F(s) je mozné pomoci fadkovych a sloupcovych uprav vyjadrit
v tzv. Smithové formé, n€kdy téz tikdme v kanonickém tvaru

L(S)F(S)R(s):s(s){s*(s) 0}, (1.18)

kde matice L(s), resp. R(s) lze interpretovat jako fadkové, resp. sloupcové Gpravy matice F(s).
Ob¢ tyto matice jsou ¢tvercoveé a unimoduldrni (jejich determinant je konstantni a nezavisi
na s). Provedenim téchto fadkovych a sloupcovych uprav ziskdme z obecné polynomidlni
matice F(s) matici S(s), ta je polynomialni matici v kanonickém tvaru. Matice S(s) obsahuje
nenulovy diagonalni blok S”(s) rozmérii g x ¢, ktery mé tvar

S'(s)=diag[ S, (s), S,(s), ... S,(s)]. (1.19)
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Kazdy polynom Si(s) ma tu vlastnost, ze déli vSechny polynomy Sj(s), kde i <j <gq. Tyto
polynomy nazyvame invariantni faktory (polynomy) matice F(s). To tedy znamena, Ze pocet
kotenovych ¢initeltt polynomt Si(s) s rostoucim i neklesa [1.1; kap. 2.1], [1.2; kap. 3.4].

Analogicky 1ze pomoci fadkovych a sloupcovych tprav (matice reprezentujici Gpravy
jsou stejné jako u (1.18)) odvodit kanonicky tvar matice G(s), tzv. Smithovu-McMillanovu
formu (viz [1.1; kap. 2.3], [1.2; kap. 3.4])

L(s)G(s)R(s):M(s):{M*(S) 0}, (1.20)

kde matice M(s) je pravé prenosova matice systému v Smithové-McMillanové tvaru. Mezi
kanonickymi tvary matic F(s) a G(s) zfejmé¢ plati vztah

M(s)= S(S). (1.21)

Kanonické tvary obou matic G(s) a F(s) maji také obdobnou strukturu. Matice M(s) obsahuje
nenulovy diagonalni blok M (s) rozméra g x g tvofeny racionalné lomenymi funkcemi

M’ (s)=diag[ M, (s), M,(s), ... M,(s)]=

— diag als) ea(s) b)) (1.22)

vi(s) wa(s) , ,(5)

Pro polynomy &i(s) a wi(s) plati: kazdy polynom &i(s) déli vSechny polynomy egi(s), kde
i <j <gq, a kazdy polynom w(s) d€li vSechny polynomy wi(s), kde 0 <k <i. To znamena, Ze
s rostoucim i pocet kofenovych €initelt u polynomt &,(s) neklesa a u polynomu y;(s) neroste.

Pirenosové poly systému 4; jsou pak definovany jako kofeny polynomil w;(s)
(pfi buzeni systému signdlem exp(l;if) bude odezva syst¢ému nekonecnd). Soucin polynomi
wi(s) nazyvame polovym polynomem, zna¢ime

As)=T]w.(s). (1.23)

Obdobn¢ ptenosové nuly systému v; jsou definovany jako kotfeny polynomi &4(s) a soucin
téchto polynomii pak nazveme nulovym polynomem, znacime

v(s)=]Te(s). (1.24)

1.4.2 Urceni kanonického tvaru matice pomoci minorii

Kanonicky tvar matice G(s) lze ziskat 1 jinym postupem, neZ pomoci fadkovych a
sloupcovych tprav matice, naptiklad pomoci minori (subdeterminant) matice. Nejprve z
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prenosové matice G(s) pomoci vztahu (1.17) vyjadiime polynomialni matici F(s). Lze ukazat
[1.2; kap. 3.4; (3.28)], Ze pro jednotlivé polynomy Si(s) kanonického tvaru (1.18)
polynomidlni matice F(s) plati

(1.25)

kde Di(s) je nejvétsi spoleny délitel vSech minori i-tého fadu dané matice F(s), pfiemzZ plati,
ze Dy = 1. Pro uréeni kanonického tvaru pienosové matice G(s) — Smithovy-McMillanovy
formy pak staci pouzit vztah (1.21); plati tedy

M (s)=28) S D) (1.26)

Tento postup je u rozsahlejSich systémil ziejme velmi neefektivni, vzhledem k potfebé pocitat
velké mnozstvi determinantd (polynomidlnich matic) a ur€it jejich nejvetsi spolecny délitel.

1.4.3 Riizné typy nul systému

Ptenosové nuly systému, které jsme urcili pomoci Smithovy-McMillanovy formy
pfenosové matice, nejsou vSechny nuly, které Ize v systému definovat a které se v systému
vyskytuji. Existuje cela tada dalSich definic riznych nul. Komplexni frekvence, které
nazyvame nuly, maji spolecnou tu vlastnost, ze zplsobuji jisté nulové chovani systému —
typicky nulovy vystup. Nepiijemné je to, ze rizné definice riiznych nul se Casto prekryvaji a
rizni autofi ¢asto pouzivaji u riznych definic stejnou terminologii, coz obCas plisobi zmatek.

Zakladnim rozdilem pfi vypoctu riznych typi nul je to, z jaké matice vychazime.
Pfenosové nuly byly vypocteny z nejjednodussiho jmenovatele prenosové matice systému
G(s). Nuly lze pocitat i z charakteristického polynomu systému nebo z matice systému P(s).
Matice systému P(s) obsahuje vétsSi mnozstvi informaci o systému nez matice pienosova.
Rozdil mezi obéma maticemi je pravé v rozdilné mnozin¢ nul, kterou definuji. Obecné lze
fici, Ze mnozina nul definovanych matici P(s) je vEtsi, neZ mnozina nul definovanych matici
G(s); pokud ovSem je systém takzvané kompletné riditelny a kompletné pozorovatelny, obé
mnoziny nul se shoduji [1.1; kap. 4; Transmission zeros].

Nyni stru¢né naznacime, s jakymi typy nul se miizeme v teorii systémi setkat.

(1) Prenosové nuly (transmision zeros) urCime z kanonického tvaru tzv. Smithovy
McMillanovy formy (1.22) pienosové matice G(s), respektive znulového
polynomu (1.24) nalezenim jeho kofenii. Kanonicky tvar matice ziskdme pomoci
fadkovych a sloupcovych tprav nebo pomoci minort matice (1.25).

(i)  Invariantni nuly (invariant zeros) jsou definovany pomoci minorti nejvyssiho fadu
matice systému P(s); presnéji feCeno jedna se o kofeny polynomu, ktery je
definovan jako nejvétsi spolecny delitel vSech minort nejvyssiho fadu matice P(s).
Typické pro invariantni nuly je nulové chovani systému na vystupu. Mnozina
ptenosovych nul je podmnozinou mnoziny nul invariantnich [1.1; kap 4.
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(iii)

(iv)

)

Vystupni potlacené nuly (output decoupling zeros) se vyskytuji v systémech, které
nejsou tzv. kompletné pozorovatelné (viz kapitolu 1.5.2). V podstaté tyto nuly
existuji, existuje-li minimaln¢ jeden n-rozmérny vektor w (pravy vlastni vektor
matice A), pro ktery plati Cw = 0; musi tedy platit

2=\ o 127
c "% (1.27)

kde zop je vystupni potlacena nula [1.1; kap. 5.1; (5.1,3)]. Vystupni nuly lze pocitat
pomoci Smithovy formy matice Po(s), kde

P, (s)= {SI; A} . (1.28)

Lze ukézat, ze systém nema zadné vystupni potlacené nuly tehdy a jen tehdy, kdyz
Smithova forma matice Po(s) ma tvar [I,, 0]". Pokud matice nema tento tvar
Smithovy formy, Ize nalézt unimodularni matici Qg(s), ktera je pravym spolecnym
delitelem [1.9; str.32; def. 11] matice (s/-4) a matice C. Matice QOz(s)
charakterizuje nepozorovatelny subsystém a obsahuje vystupni potlacené nuly
zkoumaného systému [1.1; kap. 5.1].

Vstupni potlacené nuly (input decoupling zeros) se vyskytuji v systémech, které
nejsou tzv. kompletne riditelné (viz kapitolu 1.5.1). Opét lze ukazat, ze existence
téchto nul souvisi s existenci n-rozmérného sloupcového vektoru v (levy vlastni
vektor matice 4), pro ktery plati v'/B =0 (symbolem ” znagime transponovany,
komplexné sdruzeny tedy tzv. Hermitovsky sdruzeny), musi platit

Vv [z,l-4, —B]=0, (1.29)

kde z; je vstupni potlacend nula [1.1; kap. 5.2; (5.2,3)]. Vstupni nuly lze pocitat
pomoci Smithovy formy matice P(s), kde

P (s)=[sl-4, -B]. (1.30)

Lze ukézat, Ze systém nemd zadné vstupni potlacené nuly tehdy a jen tehdy, kdyz
Smithova forma matice P/(s) ma tvar [/,, 0]. Pokud matice tento tvar Smithovy
formy nemad, lze nalézt unimodularni matici Q(s), kterd je levym spolecnym
delitelem [1.9; str. 32; def. 11] matice (sI-4) a matice B. Matice Q;(s)
charakterizuje neriditelny subsystém a obsahuje vstupni potlacené nuly
zkoumaného systému [1.1; kap. 5.2].

Vstupne-vystupni potlacené nuly (input-output decouplning zeros); mize se stat, ze
bude existovat n&jaké w, v" a ndjaké zjo tak, Ze budou splnény oba vztahy (1.27) a
(1.29) soucasné. Bude platit rovnost z; = zp = zp. Takové z;0 pak nazveme
vstupné-vystupni potlacenou nulou. Je ztejmé, Ze vstupné-vystupni potla¢end nula
je takova nula, kterd patii sou¢asné do mnoziny vystupnich potlacenych nul i do
mnoziny vstupnich potla¢enych nul [1.1; kap. 5.3].
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(vi)  Systémové nuly (systém zeros) lze urcit pomoci vhodné vybranych minordi matice
systému P(s), viz [1.1; kap. 6]. Obecné lze fici, Ze systémové nuly tvoii kompletni
mnozinu v§ech nul systému.

1.4.4 Vztahy mezi riiznymi typy nul

Mezi mnozinami riiznych typt nul definovanymi v pfedchozim odstavci existuje velké
mnozstvi vztahll. Zde zminime pouze nékolik zakladnich vztahli. Rizné mnoziny jsou
definovany pomoci rlznych matic — pfenosové nuly pomoci pienosové matice G(s),
invariantni a systémové nuly pomoci systémové matice P(s) a vstupni, respektive vystupni
potlacené nuly pomoci riznych blokl systémové matice P(s); viz (1.28) a (1.30).

Ze vztahu (1.11) pro vypocet pfenosové matice systému (pro jednoduchost uvazujeme
systém s nulovou matici D)

G(s)=C(sI-4)" B

a ze vztahl definujicich vstupni a vystupni potlacené nuly (1.27), (1.29) lze odvodit vyznam
potlacenych nul a jejich vliv na systém. V popisu vystupnich, resp. vstupnich potlacenych nul
v pfedchozim odstavci bylo feceno, ze existuje polynomidlni matice Qg(s), resp. Qi(s), ktera
je pravym, resp. levym spole¢nym délitelem matice (s/-4) a matice C, resp. B. Ze vztahu pro
vypocet prenosové matice (1.11) je ziejmé, ze pii vypoctu pienosu dojde k vykraceni faktora
Or(s) a Qi(s). Dusledkem je vykraceni potlatenych nul, které byly v téchto faktorech
obsazeny. Tyto nuly nijak neovlivituji pfenos systému a nevyskytuji se v mnozin¢ nul
pienosovych (definované matici G(s)). Oproti tomu napiiklad mnoZina invariantnich nul,
definovana pomoci matice P(s), kterd obsahuje jest¢ nevykracené informace, mize nékteré
z potlatenych nul obsahovat. Mnozina invariantnich nul obsahuje celou mnozinu nul
prenosovych a v ptipadé, ze ma systém vice vystupti nez vstupt nebo naopak, obsahuje 1 cast
mnoziny vystupnich nebo vstupnich potlacenych nul. Pocet vystupnich, resp. vstupnich
potlatenych nul, které mnozina nul invariantnich obsahuje, pak souvisi s poctem
nepozorovatelnych, resp. neriditelnych modii systému, viz [1.1; kap. 9.1].

Rozdil mezi mnozinou systémovych nul a mezi mnozinou invariantnich nul je v tom,
7ze mnozina systémovych nul obsahuje (kromé mnoziny nul pfenosovych) kompletni sadu
vstupnich 1 vystupnich potlacenych nul. Vztah mezi mnozinami lze jednoduSe vyjadfit
nasledujicim zptisobem

{prenosové nuly} < {invariantni nuly} < {systémové nuly},

pfic¢emz plati

{systémové nuly} \ {prenosové nuly} =
= {vystupni potlacené nuly} U {vstupni potlacené nuly}.
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V souvislosti s kracenim potlacenych nul pii vypoctu pienosové matice G(s) si
vSimneme tohoto faktu. To, s ¢im se potlacené nuly vykrati, jsou pdly systému, které vznikly
inverzi matice (s/—4) z potlacenych nul, viz (1.11). Lze tak dodefinovat mnozinu systémovych
polii. Prenosové poly jsou definovany pifenosovou matici G(s), resp. pélovym polynomem
(1.23), systémové poly jsou definovany matici systému P(s). Plati vztahy

{systémové nuly} = {prenosové nuly} U
U {vystupni potlacené nuly} U {vstupni potlacené nuly}

{systemové poly} = {prenosové poly} U
U {vystupni potlacené nuly} U {vstupni potlacené nuly}.

1.5 Zakladni pojmy z teorie Fizeni a vlastnosti systémi (-abilities)

V teorii fizeni zkoumdme vlastnosti systémt, které nas zajimaji v souvislosti s fizenim
téchto systému. Rizenim systému rozumime generovani vstupni veliGiny u(z) systemu (1.1),
(1.2), kterou nazyvame 7idici veli¢ina. Ridici veli¢inu generujeme tzv. reguldtorem. Rizenim
se obecn¢ snazime dosahnout toho, aby se vystup systému y(¢) choval podle naSich ptredstav.
V praxi to znamena, ze mame zadanou urcitou pozZadovanou hodnotu vystupu, které se
snazime dosdhnout. Ta tvoii jeden ze vstupli reguldtoru. Druhym vstupem regulatoru je
hodnota skute¢ného vystupu systému, tj. hodnota vystupu, kterou systém skutecné generuje.
Rozdil mezi pozadovanou hodnotou vystupu a skuteCnou hodnotou vystupu nazyvame
regulacni odchylka. Regulatorem se snazime na zéklad¢ regulacni odchylky generovat takovy
prabéh fidici veliiny u(?), aby se regulacni odchylka zmenSovala. V systému tak zavedeme
zpetnovazebni regulaci.

ZmenSovani regulacni odchylky je velmi Siroky pojem a ke zmenSovani muiize
dochdzet mnoha riznymi regulatory. Regulator mize naptiklad systém fidit tak, abychom
dosahli pozadovaného vystupu v minimalnim ¢ase. Existuje tak celd fada riiznych algoritmi
regulace — casové optimalni rizeni, kvadraticky optimalni rizeni, atd., viz [1.6]. Moznost tidit
dany systém je také zavisld na vlastnostech tohoto syst¢ému. Zde se budeme velmi stru¢né
zabyvat vyhradné vlastnostmi systému, které fizeni ovliviiuji (ne tedy problémy vlastni
realizace regulatoru).

1.5.1 Riditelnost a dosazitelnost v systému (Controllability) [1.2; kap. 8]

Jak jsme jiz zminili, jednou ze zékladnich tloh teorie fizeni je najit takovy pribéh
fidici veli¢iny u(?), kterd zplisobi zménu stavu x, resp. vystupu y z dané pocate¢ni hodnoty xo,
resp. yo v urcitou pfedem zvolenou hodnotu stavu x;, resp. vystupu y;. Prvnim problémem,
ktery se vyskytne v souvislosti s feSenim této tlohy, je samotna existence takového rizeni.
Jsou systémy, u kterych nelze nékterych stavii dosdhnout zadnym pribéhem fidici veliCiny.
Pokud takové fizeni existuje, mize jich naopak existovat vice (existuje tedy vice prabchu
fidici veliCiny) takovych, které systém dovedou k nami pozadované hodnoté vystupu. Z téchto
uvah vyplyva problém optimdalniho rizeni systéemu [1.2].
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Dosazitelnost stavu

V piedchozim odstavci jsme zminili, Ze nékterych stavii systému nelze dosahnout.
Nyni ptesn¢ definujeme pojem dosazitelnosti stavu v systéemu. Mame-li néjaky stav xp,
kterého chceme dosdhnout, je tento stav dosazitelny tehdy a jen tehdy, existuje-li takové
fizeni u(r), které systém do tohoto stavu pievede z pocatecniho stavu xo v konecném case.
O celém systému pak mizeme fici, ze je systémem dosaZitelnym, jsou-li dosazitelné vSechny
jeho stavy.

Riditelnost stavu

V jistétm smyslu opacny pojem k pojmu dosazitelnost stavu v systému je pojem
riditelnosti stavu v systému. Mame-li systém v n¢jakém stavu xg, hledame néjaké tizeni u(z),
které prevede systém do stavu pocateéniho (nulového) xy v konecném case. Existuje-li takové
fizeni, fekneme, Ze stav xp systému je fiditelny. Jsou-li vSechny stavy systému fiditelné,
fekneme o systému, ze je systemem riditelnym.

Riditelnost a dosazitelnost stavu v nestacionarnim systému

Slozitéjsi je situace u nestacionarnich systému. Nestacionarni systémy jsou takové
systémy, u kterych jsou obecné matice A, B, C a D zavislé na Case. Takové systémy méni
pochopitelné své vlastnosti v zavislosti na Case. Stav, ktery je fiditelny, resp. dosazitelny
v n¢jakém Case #;, nemusi byt obecné fiditelny, resp. dosazitelny v néjakém jiném case t,.
U nestaciondrnich systémi tak nezkouméame vlastnosti stavu x, ale obecné vlastnosti
udalosti (¢, x), viz [1.2; kap. 8.6].

Rikame, Ze udalost (#,, x) je dosazitelna, existuje-li konedny &as #; < t, a fizeni u(?),
piicemz t; <t < t, takové, Ze udalost (z;, 0) jim lze pfevést na udalost (¢, x). Plati-li toto
tvrzeni pro libovolny stav x, pak je systém dosazitelny v ¢ase #,.

Rikame, Ze udalost (,, x) je Fiditelnd, existuje-li konedny Gas t3 > #, a Fizeni u(?),
piicemz t, <t < t3 takové, Ze udalost (#;, x) jim lze pievést na udalost (3, 0). Plati-li toto
tvrzeni pro libovolny stav x, pak je systém tzv. fiditelny v ¢ase .

Kriteria riditelnosti a dosazitelnosti stavu

Mohlo by se zdat, ze oba pojmy (fiditelnost 1 dosazitelnost) jsou identické a ze
fiditelnost ziskdme z dosazitelnosti pouze ,,inverzi Casu® a naopak. U tzv. reverzibilnich
systéemiu tyto pojmy opravdu splyvaji. Staciondrni linedrni dynamické systémy, tedy systémy,
kde matice 4, B, C, D jsou nezavislé na Case, jsou systémy reverzibilni.

Nyni je potfeba rozhodnout o tom, zda dany linearni dynamicky systém (stacionarni,
spojity) popsany rovnicemi (1.1), (1.2) je fiditelny, respektive dosazitelny. Odvozeni kritérii
fiditelnosti a dosazitelnosti viz [1.2; kap. 8.4, 8.5]; zde uvedeme pouze vysledky, tedy
jednotliva kritéria.
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O n¢jakém stavu xp fekneme, Ze je stavem fiditelnym, pokud lezi v prostoru
generovaném sloupci matice B a matici 4, jak je vidét z nasledujiciho vyrazu (pfipomenime,
7e matice 4 ma rozméry n X n a matice B ma rozmery n X m),

xg €span{by,b,,....b,. b, Ab,,...,Ab,,... . A"'b, A"'b,,... . A", },

kde b; jsou jednotlivé sloupce matice B. Lze tedy fici, ze linedrni dynamicky systém
(staciondrni, spojity) je fiditelny, resp. dosazitelny, pokud plati

rank[B, AB, A’B, ... A"*lB]Erank[QC]:n, (1.31a)

kde matice Q¢ ma rozméry n x mn, viz [1.2; kap. 8.4; (8.25)].
Existuji 1 dal$i kritéria fiditelnosti, respektive dosazitelnosti systému. Napiiklad test
pomoci vlastnich vektorti. Systém popsany rovnicemi (1.1), (1.2) je fiditelny, pokud

neexistuje zadny nenulovy sloupcovy vektor ¢, ktery je levym vlastnim vektorem matice 4 a
soucasn¢ je kolmy na vSechny sloupce matice B. Pokud jsou splnény ob¢ nésledujici rovnosti

q"A=rq", g"B=0

pro n&jaky nenulovy vektor ¢ a pro ptislugné vlastni &islo A, sytém fiditelny neni. Viz rovnici
(1.29) a odstavec o vstupnich potlacenych nuléach.

Dalsi zpuasob, jak popsat fiditelnost systému, je test pomoci hodnosti. Linearni
dynamicky systém (1.1), (1.2) je fiditelny pouze tehdy, plati-li nasledujici rovnost

rank[A7 -4, B]=n (1.31b)

pro vSechna A, e A (A4).

Riditelnost vystupu a kritéria riditelnosti vystupu

Podobné jako jsme definovali fiditelnost, resp. dosazitelnost stavu, je mozné definovat
1 fiditelnost vystupu. Ptame se, zda je mozné pievést vystup z néjaké libovolné hodnoty yy na
jinou libovolnou hodnotu y;. Respektive ptame se na to, zda existuje takové fizeni u(f), které
by zménu vystupu realizovalo v kone¢ném case.

Riditelnost vystupu systému lze popsat a vyjadiit fadou riznych zpisobi; uvedeme
pouze zakladni kritérium, které jsme uvedli i1 u popisu fiditelnosti stavu systému. Rikame, ze
linearni dynamicky systém ma fiditelny vystup, pokud plati

rank| D, CB, CAB, .., CA"'Bl=rank|Q,|=p, (1.32)

kde matice Qc, ma rozméry p x m(n+1). Rikdme také, 7e linearni dynamicky systém
(stacionarni, spojity) systém vyjadieny pomoci pienosové matice G(s) ma fiditelny vystup,
jestlize jsou fadky této matice linearné nezavislé, viz [1.2; kap. 8.7].
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1.5.2 Pozorovatelnost a rekonstruovatelnost systéemu (Observability) [1.2; kap. 9]

Stavové veliciny systému jsou v podstaté ,,ukryté uvnitt systému* a obvykle nejsou
meéfitelné, na rozdil od veli¢in vstupnich a vystupnich. Dilezitou otazkou tedy je, zda lze
méfenim vstupnich a vystupnich veli¢in urcit stav, v kterém se systém nachazi.

Pozorovatelnost systéemu

O systému fekneme, ze je pozorovatelny, je-li moZno zméfenim vstupni a vystupni
veli¢iny na konecném intervalu jednoznacné urcit stav systému na zacatku tohoto intervalu.
Nemuzeme-li urcit stav systému jednoznacné, pak systém obsahuje tzv. nepozorovatelné
stavy. To jsou takové stavy systému, které se viilbec neprojevi na vystupu.

Rekonstruovatelnost systému

O systému fekneme, Ze je rekonstruovatelny, je-li mozno zmétenim vstupni a vystupni
veli¢iny na koneném intervalu jednoznacné urcit stav systému na konci tohoto intervalu.
Rekonstruovatelnost systému se také nékdy nazyva obnovitelnosti nebo identifikovatelnosti
systému. Pozorovatelnost a rekonstruovatelnost systému maji velky vyznam pii tzv.
experimentalni identifikaci systéemu.

Pozorovatelnost a rekonstruovatelnost systému jsou velmi blizké pojmy. Pokud jsme
schopni urcit stav systému na pocatku néjakého intervalu (tedy pocatecni podminku stavu
v tomto intervalu), jsme vzdy schopni urcit i stav systému na konci tohoto intervalu. Z
pozorovatelnosti systému tedy obecné ptimo vyplyva i rekonstruovatelnost systému (opacné
tvrzeni neplati). Oba pojmy splyvaji u systémt reverzibilnich stejné¢ jako tomu je v ptipadé
fiditelnosti a dosazitelnosti. U nestaciondrnich systémill jsou oba pojmy pozorovatelnost i
rekonstruovatelnost obecné zavislé na Case.

Kritéria pozorovatelnosti a rekonstruovatelnosti systému

Podobné jako u fiditelnosti a dosazitelnosti 1ze ukazat, Ze linedrni dynamicky systém
(stacionarni, spojity) je pozorovatelny, resp. rekonstruovatelny, pokud plati

rank| €7, (c4), (c4?), ..., (ca™) |=rank[Q ]1=n. (1.33a
() (e) . () [=rank[Q,]=n. (1330

kde matice Qp ma rozméry n x pn, viz [1.2; kap. 9.3.1].

Dal$im ze zakladnich kritérii fiditelnosti je kritérium pomoci vlastnich vektorh
matice 4. Systém (1.1), (1.2) je nepozorovatelny pouze tehdy, je-1i néktery z vlastnich vektora
r matice 4 kolmy na fadky matice C. Tedy pokud plati ob€ rovnosti

Ar=»Ar, Cr=0

pro néjaky nenulovy vektor » a pro piislusné vlastni Cislo A, systém pozorovatelny neni.
Vektor r, ktery splituje vySe uvedenou rovnost, se pak nazyva nepozorovatelny vlastni vektor,
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jemu odpovidajici vlastni ¢islo 4 se nazyva nepozorovatelné viastni cislo a dohromady tvofi
tzv. nepozorovatelny mod. Viz rovnici (1.27) a odstavec o vystupnich potlacenych nulach.

Poslednim kritériem, které uvedeme, je kritérium pomoci hodnosti. Systém (1.1), (1.2)
je pozorovatelny pouze tehdy, pokud plati

rank|[ A,/ - 4", C"|=n (1.33b)

pro viechna A, e A (A4).

1.5.3 Poznamky k dosazitelnosti a pozorovatelnosti
Dualita pojmii

Dosazitelnost (fiditelnost) a pozorovatelnost (rekonstruovatelnost) systému spolu tizce
souviseji. Zavedeme-li n&jaky systém S; = (4, B, C, 0) a systém S, = (4, C', B', 0), ktery
nazveme systémem dudlnim k systému S, pak plati, Ze je-li systém S, dosazitelny (fiditelny),
pak je systém S, pozorovatelny (rekonstruovatelny) a naopak [1.2; kap. 9.3.3].

Nedosazitelné a nepozorovatelné systémy

Ptenos systému (prvek pfenosové matice) je racionalné lomend funkce. Je-li kazdy
prenos systému tvofen dvéma nesoudélnymi polynomy (nemaji stejné kotfenové Cinitele),
fikame, Ze je systém v minimalni realizaci. Pokud je alespont jeden z pfenosti systému
roz$ifen (polynom Ccitatele a polynom jmenovatele maji nevykraceny stejny kotenovy Cinitel),
systém v minimalni realizaci neni, fikdme, Ze systém je v neminimalni realizaci. Nevykraceny
kofenovy ¢initel polynomu Cditatele/jmenovatele bude v systému piedstavovat nulu/pol.
Neminimalni realizace neni vhodné pro analyzu dosazitelnosti a pozorovatelnosti systému.
Nevhodnd neminimalni realizace mtize zpusobit, Ze systém nebude plné¢ dosaZzitelny nebo
pozorovatelny.

Obdobny mechanismus ztraty dosazitelnosti resp. pozorovatelnosti je v systémech,
které jsou tvofeny vice subsystémy napt. v sériovém zapojeni. Pfenos systému tvoreného
sériovou kombinaci subsystémul je dan soucinem pienost jednotlivych subsystémi. Ma-li
jeden ze subsystémi pienosovou nulu vtakovém bod€, vkterém ma jiny subsystém
pienosovy pol, dojde k vykraceni pdlu s nulou mezi subsystémy. Takto vytvoreny systém pak
bude také obsahovat nedosazitelné resp. nepozorovatelné casti, viz [1.2; kap. 9.4].

Grammova matice (gramian) riditelnosti, pozorovatelnosti
Grammova matice (gramian) riditelnosti, resp. pozorovatelnosti ma velky vyznam pro

uréeni fiditelnosti (dosazitelnosti), resp. pozorovatelnosti (rekonstruovatelnosti) systému
pro linearni, zejména nestaciondrni, ale i stacionarni dynamické systémy.
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Gramian fiditelnosti W je pro stacionarni systémy definovan vztahem

0

W.=

S

respektive W, => A'BB" (ZIT )i
i=0
a vyhovuje Ljapunovové rovnici
AW, +W. A" =-BB'

respektive ~ AW.A" —W.=—-BB"

exp(At) BB’ exp(ATt)dt

pro spojité systémy, (1.34)
pro diskrétni systémy (1.35)
pro spojité systémy, (1.36)
pro diskrétni systémy, (1.37)

viz [1.2; kap. 8.6.2]. Jsou-li vSechna vlastni ¢isla matice 4 v levé poloroviné komplexni
roviny, pak je gramian fiditelnosti pozitivn¢ definitni pouze tehdy, je-li systém plné

dosazitelny a fiditelny.

Gramian pozorovatelnosti Wy je pro stacionarni systémy definovan vztahem

0

W, = J.exp(ATt)CTC exp(At)dt

(=]

respektive W, = Z(;IT )i c'cA

o0
=0

a vyhovuje Ljapunovove rovnici
AW, +W,4=-C"C

respektive ~ A'W,A-W,=-C"C

pro spojité systémy, (1.38)
pro diskrétni systémy (1.39)
pro spojité systémy, (1.40)
pro diskrétni systémy, (1.41)

viz [1.2; kap 9.5.2]. Jsou-li vSechna vlastni ¢isla matice 4 v levé poloroviné komplexni
roviny, pak je gramian pozorovatelnosti pozitivné definitni pouze tehdy, je-1i systém plné

pozorovatelny a rekonstruovatelny.

V kapitole 3.4 se k problémiim vypoétu fiditelnosti systému vratime. Riditelnost
spocitame na konkrétnim systému pomoci (1.31a). V kontextu numerické linedrni algebry
ukézeme nevhodnost postupu, ktery z (1.31a) plyne.
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1.5.4 Stabilita, stabilizovatelnost a detekovatelnost systéemu [1.2; kap. 10]

Stabilita je pojem, ktery vsichni uréitym zplsobem intuitivn¢ chapeme, bohuzel nase
intuitivni pfedstavy o vyznamu néjakého pojmu mohou byt zdrojem nejasnosti. V riznych
oborech lidské Cinnosti se Casto pouzivaji stejné terminy pro vyjadieni odlisného vyznamu.
Stejné je tomu i s pojmem stabilita. V teorii systému se vyskytuje cela fada riznych definic
pojmu stabilita. Princip, na kterém je pojem stabilita postaven, je vSak vétSinou stejny.
Vyvola-li mald (omezena) zména da < ¢ néjaké veli¢iny a malou (omezenou) zménu dff < o
néjakeé jiné S, pak je veli¢ina f ur€itym zptisobem stabilni vzhledem k veli¢iné a.

Klasicky se vteorii fizeni zavadi tzv. [japunovska stabilita, kterd reprezentuje
omezenost zmén stavové veli€iny x dynamického systému vzhledem k omezené zméné
pocate¢nich podminek v okoli néjakého rovmovazného stavu systému x;. Rovnovaznym
stavem systému se stavovym popisem x = f(x) rozumime stav xg, pro ktery plati f{xz) = 0.
Déle se definuje tzv. kvaziasymptoticka stabilita, kterd reprezentuje schopnost stavu x
dynamického systému pro cCas rostouci nade vSechny meze konvergovat k né&jakému
rovnovaznému stavu xg. Ljapunovska stabilita o konvergenci stavu nic nefikd, naopak
kvaziasymptoticka stabilita nic netfika o jeho omezenosti v libovolném daném case. Je-li vSak
néjaky rovnovazny stav xs systému ljapunovsky stabilni a zarovenl je i kvaziasymptoticky
stabilni, fikdme o ném, Ze je asymptoticky stabilni. Asymptoticka stabilita rovnovaznych
stavll ma v praxi asi nejvétsi vyznam. Pro linedrni systém lze ukazat, ze je danym zplsobem
stabilni tehdy, je-li stejnym zpisobem stabilni jeho nulovy bod (tedy stav x =0); viz
[1.2; kap. 10]

Dale se definuje cela fada dalSich stabilit systému. Podobné jako jsme popsali stabilitu
stavu systému, je mozné definovat stabilitu vystupu systému. Pokud naptiklad systém neni
plné pozorovatelny (existuji stavy, které se neprojevi na vystupu), pak je mozné, ze piestoze
je stav systému nestabilni, vystup mize byt stabilni. Stabilita vystupu systému vzhledem k
vstupu systému se také nékdy nazyva stabilitou vnéjsiho chovani systému nebo také Bounded
Input Bounded Output (BIBO) — kazdému omezenému vstupu odpovidd omezeny vystup
systému.

Pro urCeni stability linearnich systémili se pouzivd a existuje celd fada kritérii
(naptiklad Routhovo kritérium stability [1.2; kap. 10.4.1], Hurwitzovo kritérium stability
[1.2; kap. 10.4.2] nebo Routhovo-Schurovo kritérium stability [1.2; kap. 10.4.3]). Zékladnim
kritériem stability linearniho systému, ze kterého vétSina kritérii vychazi, je fakt, ze vlastni
Cisla matice 4 musi mit zaporné redlné casti, tedy Ze vlastni ¢isla matice 4 lezi v levé
poloroviné komplexni roviny. Lezi-li néjaké vlastni ¢islo matice 4 pfimo na imaginarni ose a
ma tedy realnou ¢ast nulovou, fikdme o systému, ze je na mezi stability. Pfipomenme, ze
vlastni Cisla matice A (kofeny charakteristického polynomu systému) uzce souvisi
s pfenosovymi poly systému. VySe jmenovana kritéria se ¢asto snazi rozhodnout o stabilité
systtmu a obejit pfitom problém s hledanim vlastnich ¢isel, tedy problém faktorizace
charakteristického polynomu systému.

Vétsina kritérii stability rozhoduje o stabilité stacionarnich linedrnich dynamickych
systémi. Chceme-li tedy takova kritéria pouzit i pro systém nestacionarni nebo nelinearni,
systém v daném bod¢€ a daném case linearizujeme a stabilitu pocitdme pouze v okoli tohoto
bodu a v tomto ¢ase. Jednim z kritérii stability systému jsou Ljapunovovy vety o stabilite; viz
[1.2; kap. 10.2]. Ljapunovovy metody urceni stability systému lze aplikovat i na systémy
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nelinearni. Tyto metody jsou tedy obecnéjsi a v analyze nelinedrnich systémi jsou
nejpouzivanéjsi. Ljapunovovy metody jsou také zalozeny na principu linearizace systému.

Z Ljapunovovy analyzy stability [1.2; kap. 10.2] vyplyvaji dilezita tvrzeni a zavéry i
pro linedrni dynamické systémy. Néktera si zde uvedeme. Mame-li linearni dynamicky
systém dany rovnici

x(1)=Ax(r) spojity
nebo X, = Ax, diskrétni,

pak tento systém ma stav x =0 asymptoticky stabilni tehdy, kdyz k libovolné symetrické
pozitivn¢ definitni matici Q existuje symetrickd pozitivné definitni matice P takova, ze plati
Ljapunovova rovnice [1.2; kap. 10.2; (10.11), (10.13)]

A"P+P4A=-Q pro spojity, (1.42)
respektive ~ A"PA-P=-Q pro diskrétni systém. (1.43)

S ohledem na jednoduchost feSeni Casto za matici Q volime jednotkovou matici 7, rovnice pak
maji tvar

A"P+PA=-1 pro spojity, (1.44)

respektive ~ A"PA-P=-I pro diskrétni systém. (1.45)

Stabilizovatelnost a detekovatelnost

Podobn¢ jako je mozné kazdy systém rozlozit na napfiklad dosazitelnou
a nedosazitelnou cast, je mozné systém také rozdelit na jeho Cast stabilni a na ¢ast nestabilni.
O systému pak tikame, ze je stabilizovatelny v tom piipad€, Ze celd jeho nestabilni Cast
(vSechny jeho nestabilni mody) je obsazena v jeho dosazitelném podprostoru. To znamena, ze
kazdy nestabilni stav systému je dosazitelny, tedy nedosazitelné mohou byt pouze takové
stavy, které jsou stabilni. Je zfejmé, Ze je-li systém dosazitelny nebo stabilni, pak je také
stabilizovatelny. Obdobné¢ mizeme o systému fici, ze je detekovatelny, jestlize vSechny jeho
nestabilni stavy jsou pozorovatelné (projevi se ve vystupu). To znamenad, Ze nepozorovatelné
jsou pouze takové stavy, které jsou stabilni. Je zifejmé, Ze je-li systém pozorovatelny nebo
stabilni, pak je tento systém také detekovatelny; viz [1.2; kap. 10.6].
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2. Nastroje linearni algebry pouZivané v teorii Fizeni

Ze zékladnich line4rnich algebraickych uloh, které se v teorii fizeni a v teorii
dynamickych systémil nejéastéji vyskytuji, zminime &tyfi. ReSeni soustavy linearnich rovnic
(viz kapitolu 2.1), feSeni zobecnéné soustavy linedrnich rovnic, tzv. problému nejmensich
¢tverct (viz kapitolu 2.2), problém vlastnich ¢isel matice (viz kapitolu 2.3) a problém
singularnich ¢isel matice, respektive tzv. singularni rozklad (viz kapitolu 2.4). Tyto
algebraické ulohy a nastroje na jejich feSeni jsou Casto v technické literatuie popsany jen
okrajove. Nastroje na feSeni jednoduchych ucebnicovych uloh mnohdy nejsou pouzitelné
k feSeni uloh, které se v praxi vyskytuji (z divodu rozmérid redlnych uloh; typickym
ptikladem jsou soustavy linedrnich rovnic s fadové az miliony neznamych).

Nejprve si zavedeme nckteré pojmy linearni algebry, které budeme pozdéji pouzivat.
M¢jme matici 4 rozméri n X m (ma tedy n m-rozmérnych tadkovych vektord, resp. m n-
rozmérnych sloupcovych vektorl), pak R(4) oznacuje obor hodnot matice A (range A). Obor
hodnot je mnozina vsech n-rozmérnych vektori y, které generuje matice 4; piSeme

R(A):{yeR” 1y = Ax, VxeR’"} =span{a,, ..., a,},

R(A)cR",
kde sloupcové vektory a; jsou sloupce matice 4. Obor hodnot matice A tvoii podprostor
prostoru R". Déale N(A) oznauje nulovy prostor matice A (null space A). Nulovy prostor je
mnozina vSech m-rozmérnych vektorti x takovych, které matice A zobrazi na nulovy vektor;
piSeme

N(4)={xeR":4x=0},

N(4)cR".

Nulovy prostor matice 4 tvofi podprostor prostoru R”. Mezi oborem hodnot matice a
nulovym prostorem matice plati vztahy

R(A)UN(4")=R", R(A)LN(4"),
R(A")UN(4)=R", R(A")LN(4),

kde symbol L znali, Ze prostory, resp. bdze prostorli jsou vzajemné ortogondlni;
viz [2.1; kap. 7.2.1].

2.1 Soustavy linearnich rovnic

Reseni soustavy linearnich rovnic je jedna z nejznaméjsich uloh linearni algebry. V té
nejjednodussi podobé se se soustavami rovnic setkdvame jiz na zékladni Skole. Soustavy
rovnic jsou také jednou z nejCastéji feSenych algebraickych uloh v technické a inzenyrské
praxi. V prvni kapitole, tykajici se systému a teorie fizeni, jsme na problém feSeni soustav
linearnich rovnic také nékolikrat narazili. Soustavy linedrnich rovnic jsou napiiklad tzv.
Ljapunovovy rovnice, s kterymi jsme se jiz setkali (viz kapitolu 1.5, problém fiditelnosti a
pozorovatelnosti dynamického systému, Ljapunovovy véty o stabilit¢).
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Soustavu z linearnich rovnic
n
Zaijxj:bi’ proi=12,...,n
j=1

pro n neznamych x; zapisujeme symbolicky v maticovém tvaru

a, dp a, || % b,
Gy Ay Aoy || X2 | b,
. - b
anl anZ ann xn bn
respektive
Ax=b, (2.1)

kde A4 je matice rozmérl n x n — tzv. matice soustavy, b je n-rozmérny vektor — tzv. vektor
pravé strany (zkracené prava strana) a x je n-rozmerny vektor neznamych. Pokud ma
matice 4 jednotlivé tadky, resp. sloupce linearné¢ nezavislé, fikdme, ze je reguldarni
(invertovatelnd). K regularni matici A existuje inverzni matice A, plati

A'A=44"=1,

kde 7 je jednotkova matice. Je-li matice 4 reguldrni, jednotlivé rovnice soustavy jsou linearné
nezavislé a soustava rovnic (2.1) ma jednoznacné feSeni x. Pomoci inverzni matice feSeni
vyjadiime jako

x=A"b. (2.2)

2.1.1 Soustavy linearnich rovnic v atypickém tvaru
Ljapunovovy rovnice

Ne vzdy je vSak soustava linedrnich rovnic zapsana ve tvaru (2.1). V kapitole 1.5 jsme
se setkali s Ljapunovovymi rovnicemi (napt. rovnice (1.36), (1.37)), tyto rovnice jsou také
soustavy linearnich rovnic, ovSem zapsané ve specidlnim tvaru. Nejbézné¢jsi Ljapunovova
rovnice je

MX+XM"=-0, (2.3)

kde M, Q jsou znamé Ctvercové matice, X je nezndma Ctvercova matice; vSechny matice jsou
fadu n x n. Vztah (2.3) popisuje soustavu linedrnich rovnic se specialni strukturou, lze ji
obecné pievést na soustavu popsanou vztahem (2.1), naopak soustavu popsanou vztahem
(2.1) na soustavu popsanou vztahem (2.3) obecn¢ prevést nelze. V praxi je ovSem casto
vyhodné soustavu popsanou vztahem (2.3) na soustavu popsanou vztahem (2.1) nepfevadeét;
viz naptiklad [2.6].
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Druhou Ljapunovovou rovnici je
NXN" - X =-Q, (2.4)

kde N, Q jsou zndmé Ctvercové matice, X je nezndma ¢tvercova matice; vSechny matice jsou
fadu n x n. Vztah (2.4) stejné jako vztah (2.3) popisuje soustavu linearnich rovnic se specialni
strukturou, lze ji obecné pievést na soustavu popsanou vztahem (2.1), opacny prevod obecné
provést nelze.

Rovnice (2.3) a (2.4) vteorii fizeni vychazeji zriznych modeli dynamického
systému, rovnice (2.3) je svazdna se spojitym popisem; rovnice (2.4) je svazéana s diskrétnim
popisem; viz naptiklad kapitolu 1.5.4, vztahy (1.42), (1.43).

Sylvestrovy rovnice

Dalsi typ nestandardniho zépisu soustavy line4drnich rovnic pouzivaji takzvané
Sylvestrovy rovnice. Prvni Sylvestrova rovnice je

MX+XE=-0, (2.5)

druhé Sylvestrova rovnice je
NXF-X=-0, (2.6)

kde M, N jsou znamé ¢tvercové matice fadu » X n, matice E, F, jsou zndmé ctvercové matice
fadu m x m, matice Q je znama matice fadu n x m, matice X je neznama matice fadu »n x m.
Ze zéapisu rovnic je ziejmé, Ze jsou zobecnénim rovnic Ljapunovovych.

Soustavu linearnich rovnic popsanou vztahem (2.5), resp. (2.6) lze opét obecné prevést
na soustavu linearnich rovnic popsanou vztahem (2.1), opa¢ny ptevod obecné provést nelze.

Zobecneni Ljapunovovych a Sylvestrovych rovnic

Existuji jest¢ obecné tvary Ljapunovovych a Sylvestrovych rovnic. Nékdy se tak
muzeme setkat se symetricky sdruzenou Ljapunovovou rovnici

MXE" + EXM" =-0Q,
resp. s obecnou Sylvestrovou rovnici

SN XE =-0.

Oba vztahy opét popisuji soustavu linedrnich rovnic, 1ze je tak obecné pfepsat na soustavu
linearnich rovnic ve tvaru (2.1).
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Riccatiho (nelinearni) rovnice

V teorii fizeni se Casto vyskytuji jesté takzvané Riccatiho rovnice (naptiklad
v souvislosti s problémem tzv. optimélniho fizeni [1.6; kap. 2.4]). Riccatiho rovnice je

MX +XM" - XGX =-Q.

Tento vztah ovSem jiZ nepopisuje soustavu linearnich rovnic, ale soustavu kvadratickych
rovnic. Rovnici zde zmifiujeme pouze proto, Ze linearni Cast této rovnice (tedy rovnice bez
kvadratickych ¢lenil) je pravé Ljapunovovou rovnici; viz [1.2], [1.6].

2.1.2 Primé metody resSeni soustavy rovnic (2.1)

Reseni soustavy linearnich rovnic klasickém tvaru, tedy pomoci matice soustavy a
pomoci vektoru pravych stran, je mozné nalézt mnoha zpisoby. Hlavni rozdéleni metod
feSeni (2.1) je rozdé€leni na tzv. primé metody a na iteracni metody. PHimé metody vychdzeji
z transformaci matice soustavy a vektoru pravych stran, které provadime tak dlouho, az
nalezneme feSeni. U metod iteracnich se vychazi z pocatecniho odhadu feSeni, ktery se
postupné zpiesiiuje na zakladé¢ odchylky tohoto odhadu od skute¢ného feseni. Iteraéni metody
tak ponechavaji matici soustavy v ptivodnim tvaru. To je zékladni rozdil mezi ptistupy
jednotlivych typti metod.

Cramerovo pravidlo
Jako prvni metodu feSeni (2.1) mizeme uvést tzv. Cramerovo pravidlo. Tuto metodu

feSeni uvadime mezi piimymi metodami, piestoze neni typickym piedstavitelem piimych
metod. Metodu zde zatazujeme spiSe z historickych divodi. Touto metodou hledame

jednotlivé slozky vektoru feseni x = (x1, x2, ..., Xi, ..., xn)T soustavy rovnic (2.1) takto
Di
X, =—,
D

kde D je determinant matice 4 této soustavy a D; je determinant matice, kterd vznikne
z matice 4 nahrazenim i-tého sloupce vektorem pravych stran. Tato metoda je v praxi jen
velmi tézko pouzitelnd, vypocet n+1 determinantl matic fd&du n x n je pro velkd n uloha
aritmeticky velmi naro¢na (pro n vtadech stovek ji lze jiz povazovat za prakticky
neproveditelnou).

Cramerovo pravidlo je typickym piikladem metody, kterd je velmi snadno
aplikovatelnd na malé ulohy (napf. soustava tii rovnic) a zaroven je absolutné nepouzitelna
pro ulohy rozsahlé. Metoda je naprosto nepouZitelnd i pii feSeni takovych tloh na pocitaci.
Zejména z diivodu velké spotieby strojového ¢asu (obrovské mnozstvi aritmetickych operaci).
Druhym diivodem je problém numerické stability (viz kapitolu 3.3) algoritmu, ktery by tuto
metodu realizoval. Pii pouziti nevhodného postupu vypoctu determinantu mtize byt vysledek
(vlivem zaokrouhlovacich chyb) zatizen neimérné velkou chybou. Nalezené feSeni soustavy
(2.1) tak mtize byt zcela nepouzitelné.
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Gaussova eliminace (LU faktorizace)

Gaussova eliminace systematicky pfevadi ptivodni soustavu (2.1) na ekvivalentni
soustavu (na soustavu, kterd ma stejné feSeni jako soustava pivodni), ktera je v hornim, resp.
dolnim trojuhelnikovém tvaru. Systematicky prevod je tvofen posloupnosti elementarnich
uprav soustavy (vhodnych linearnich kombinaci jednotlivych rovnic). Typicky se soustava
pievadi na horni trojtihelnikovy tvar, dale tedy budeme uvaZovat pouze tento tvar. Reseni
soustavy s trojihelnikovou matici dostaneme tzv. zpétnym chodem (nejprve nalezneme
nezndmou x, vektoru nezndmych x trivialnim zpiisobem z posledni rovnice trojuhelnikové
soustavy, pak obdobnym zpisobem nalezneme neznamou x,; a tak dale az nalezneme
neznadmou x;). VSechny upravy ptivodni soustavy, vedouci na horni trojihelnikovou soustavu,
lze zapsat jako transformacni matici, ta ma dolni trojuhelnikovy tvar. V kazdé reguldrni
matici 4 1ze provést jistou pivotaci (vzajemnou zaménu nékolika fadka, resp. sloupcil) tak, ze
vysledna matice mé vSechny levé horni ¢tvercové podmatice regularni (vSechny hlavni rohové
minory jsou nenulové). Takovou matici nazyvame silné regularni. Pro kazdou siln€ regularni
matici 4 plati (viz [2.3; véta 1.24])

A=LU, (2.7)
kde L je jednotkova dolni trojihelnikova matice (na diagonéle jsou jednicky, poddiagonalni
prvky jsou obecné nenulové), U je horni trojuhelnikova matice. Tento rozklad je jednoznaény,
nazyvame ho LU faktorizaci. Soustavu rovnic (2.1) lze (po ptipadné pivotaci) piepsat

LUx=b

a feSeni soustavy pomoci Gaussovy eliminace l1ze prepsat

Ax=b, (2.8a)
L'Ax=L"b, (2.8b)
Ux=c, (2.8¢)

kde matice L™ je jednotkova dolni trojuhelnikova matice, kter reprezentuje upravy ptivodni
matice soustavy, U je matice horni trojuhelnikové soustavy a c je vektor pravych stran horni
trojuhelnikové soustavy. Gaussova eliminace realizuje LU faktorizaci. Pokud zname piimo
faktorizaci matice soustavy (zname matice L, U), feSeni soustavy lze prepsat

LUx=b, (2.9a)
Le=b, (2.9b)
Ux=c. (2.9¢)

Oba postupy jsou formalné zcela ekvivalentni, pouze u Gaussovy eliminace (2.8) v pribéhu
vypoctu provadime LU faktorizaci, kterou v ptipadé (2.9) jiz zname. Hledani feSeni je
rozlozeno do nékolika krok — nalezeni faktorizace, feSeni dolni trojuhelnikové soustavy
doprednym (primym) chodem (2.9b), feSeni horni trojuhelnikové soustavy zpétnym chodem
(2.8¢), resp. (2.9b). Hledani faktorizace a feSeni horni trojuhelnikové soustavy je u Gaussovy
eliminace vzajemné provazano v jednom kroku (2.8b).
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Bunch-Parletiiv a Choleského rozklad (LL" faktorizace)

Je-li matice 4 soustavy (2.1) symetrickd, je mozné této symetrie vyuzit a misto
LU rozkladu (2.7) ma matice rozklad

A=LDL", (2.10)

kde L je jednotkova dolni trojuhelnikova matice, D je diagonalni matice. Tento rozklad je
jednoznacény, nazyvame ho Bunch-Parletitv rozklad (faktorizace).

Je-li matice 4 soustavy (2.1) pozitivné definitni (pro libovolné x plati x"Ax > 0, viz
[2.3; kap. 2]), ma rozklad

A=LL", (2.11)

kde L je jednotkova dolni trojuhelnikova matice. Tento rozklad je jednozna¢ny, nazyvame ho
Choleského rozklad.

Provedenim Bunch-Parletova, resp. Choleského rozkladu matice fesime soustavu (2.1)
obdobné¢ jako u Gaussovy eliminace.

2.1.3 Stacionarni iteracni metody reseni soustavy rovnic (2.1)

Pti iteraCnim feSeni soustav linedrnich rovnic se nejprve pokusime néjakym zplisobem
odhadnout piesné feSeni x aproximaci feSeni x”. Tento odhad postupné v jednotlivych
krocich zptesiiujeme. Obecné schéma zptesiiovani odhadu je u linearnich itera¢nich metod

A = ) O =4 ) (5 g ) =

=(1-H"4)x" + 5= B + HYb, (2.12)

kde horni index v zadvorkdch oznacuje Cislo iterace, vektor r je tzv. reziduum a matice H(k),
resp. B® je matice charakterizujici jednotlivé metody. Matice B® se nazyva iteracni matice.

(

Reziduum v k-tém kroku (iteraci) je rozdil k-té aproximace feseni x* a skutedného

feSeni x ulohy zleva ndsobeny matici 4, piSeme
P =4 (x —x® ) = Ax— Ax"™ =b— A" |

Pomoci matice H®, resp. B® také rozdélujeme metody do dvou zakladnich skupin. Jsou to
linearni staciondrni a nestaciondrni iteracni metody. Stacionarni metody jsou takové, u
kterych se tyto matice neméni v jednotlivych iteracich, plati tedy H®=H*"  resp.
B® = B*D U nestacionarnich metod se tyto matice méni zavislosti na iteraci.
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Stacionarni iteracni metody

U stacionarnich metod tedy plati, ze H, resp. B jsou konstantni matice, nezavislé
na iteraci. Vztah (2.12) pfepiSeme

0 =39 4 g = (1- HA)x"™ + Hb = Bx" + Hb . (2.12a)

Nyni definujeme vhodny rozklad matice A
A=M-N,
kde matice M je snadno invertovatelnd. Pro soustavu (2.1) plati

Ax=b,
Mx=Nx+b,

definujeme iteracni vzorec

M) = N 4
X =M NG M (2.12b)

Z porovnani iteracnich vzorci (2.12a), (2.12b) vyplyva vztah mezi maticemi H, M. Pomoci
matice B ovéfime konzistenci obou vzorcd,

H=M",
B=I-HA=1-M"'(M~-N)=I-1+M"'N=M"N.

Matici H, resp. M nelze zvolit libovolng, obzvlast’ ma-li byt snadno invertovatelna.
Rozborem itera¢niho vzorce (2.12a) 1ze pro matici H odvodit omezeni. Chceme, aby platilo

. k
lim x*) = x s
k—o0

musi byt tedy splnéna podminka

lim (7~ HA)" =lim B* =0. (2.13)

k—o0 k—>o0
Tato podminka je splnéna, pokud

p(B)Emax{X: Bx:Xx,x¢0}<l, (2.14)

tedy pokud je spektralni polomér p matice B (v absolutni hodnot€ nejvétsi vlastni ¢islo matice
B) mensi nez jedna.
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Konkrétni stacionarni iteracni metody

Nez zminime nékteré konkrétni stacionarni iteracni metody, zavedeme rozklad matice
A soustavy (2.1) na soucet tii matic,

A=D-L-U, (2.15)
kde D je diagonalni matice (obsahuje pouze diagonalni prvky matice A) a L, resp. U je
striktn€ dolni, resp. striktné horni trojuhelnikovd matice (obsahuje pouze pod-, resp.

naddiagonalni zaporné vzaté prvky matice 4).

Nyni uvedeme tvar matice H pro nékteré klasické stacionarni iteraéni metody:

Richardsonova metoda H =0l =diaglo, o, ..., o], kdewo>0,
Jacobiho metoda H=D"'=diag[l/a,, Va,, ..., la,]
Gauss-Seidlova metoda H = (D — L)f1 ,

SOR — Superrelaxacni metoda H = (D —(JJL)A , kde o € (0, 2) ,

(matice musi byt regularni).

Analyza konvergence pro jednotlivé metody viz [2.1; kap. 10.2], [2.3; kap. 12]. Stacionérnich
metod se postupem casu vytvofilo velké mnozstvi, existuji varianty metod, specializované pro
strukturované ulohy (naptiklad SSOR pro symetrické ulohy).

2.1.4 Nestacionarni iteracni metody, projekcni metody
Nestaciondrni a semiiteracni metody — urychleni konvergence

Vyse popsané itera¢ni metody vétSinou k presnému feSeni konverguji asymptoticky.
To znamend, ze metoda dokonverguje k feSeni (teoreticky) po nekone¢né mnoha iteracich.
V praxi ndm staci feSeni s né¢jakou kone¢nou piesnosti, proto je mozné metodu ukoncit
po konecné mnoha krocich. Nicméné pravé asymptotickd konvergence stacionarnich metod
muze pfi pozadavku rozumné piesnosti feSeni vést na velké mnozstvi pocitanych iteraci.
Konvergence tak muze byt pro rozsdhlé ulohy velmi zdlouhava. Vyznamné urychleni
konvergence pfinaseji nestacionarni a semiiteracni metody.

Nestacionarni metody jsou charakteristické tim, Ze se matice H®, resp. B¥ méni
v zavislosti na iteraci. Pfikladem takové nestaciondrni metody mize byt varianta vysSe
popsané superrelaxani metody (SOR), v niZ pouZijeme parametr @y, ktery se bude ménit
v zavislosti na iteraci. Hlavnim cilem variace parametrii u nestacionarnich a semiitera¢nich
metod je urychleni konvergence téchto metod, viz [2.1; kap. 10.4].
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Projekcni metody — zakladni princip

Zakladni princip projekcnich metod je zobrazeni rozsadhlé tlohy na ulohu mensi,
snadnéji fteSitelnou. Provadime tedy projekci Ulohy z plivodniho n-rozmérného prostoru
do prostoru mensiho, m-rozmérného, kde tuto ulohu fesime. Snazime se, aby platilo

m<n.

ResSeni redukované m-rozmérné ulohy zpétné zobrazime do plvodniho n-rozmérného
prostoru, tim ziskame feSeni piivodni n-rozmérné ulohy.

Nyni popiseme projekéni metody konkrétné. Mame tlohu (2.1)
Ax=b, pricemz AeR™,
hledame aproximaci feSeni xx v m-rozmérném podprostoru K prostoru R” (dolni index g zde
neznaci iteraci ale podprostor, v kterém aproximaci hledame). Pro urceni této aproximace xx
potiebujeme m nezéavislych podminek. Tyto podminky jsou podminky ortogonality rezidua rg
na bazi ur¢itého m-rozmérného podprostoru L. Reziduum rg je tedy kolmé na podprostor L.

Tyto podminky se nazyvaji Petrov-Galerkinovy podminky, piSeme

x, €K, kde K=R(U)=span{u, ..., u,},
b—Ax, L L, kde L=R(V)=span{v, ..., v,}.

Matice U, resp. V jsou matice typu n X m, jsou tedy tvofeny m n-rozmérnymi sloupcovymi
vektory. Aproximace feSeni xx 1ze pomoci matice U vyjadrit

x, =Ux,
kde x je feSeni redukované soustavy. Z ortogonality rezidua a podprostoru L dostaneme
V' (b—Ax,)=0,  poroznasobeni Vib—VTAUX =0.

Pro vypocet aproximace feSeni xx puvodni n-rozmérné soustavy nyni potfebujeme nalézt
feSeni m-rozmérné soustavy rovnic

b-A3=0, kde b=V'b,  A=V'AU;
viz obrazek 2.1.

Princip projekce nyni jednoduchym zplsobem zakomponujeme do schématu
iteraCnich metod. Nyni budeme znalit x piesné feSeni ulohy, xx aproximaci feSeni
v podprostoru K (tu se snazime nalézt), x* aproximaci feseni v podprostoru K v p-té iteraci.
Miizeme psat

xe =x"+d%,  kde d¥ = 477,

pricemz r?) je reziduum v p-té iteraci.
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Predpokladejme, ze plati

d¥ e K a b—A(x(”)er(p))J_L.

Plati nasledujici vztahy

A = UR?), P = - A5

Iteraéni vzorec je nésledujici

A =20 L ud = 2 LU (v 4 U)*1 pTAe)

Obecné u iteracni metody mohou byt podprostory L a K rizné v riznych iteracich,
tedy L=L" a K=K" prop=1,2, .... Je-li matice soustavy 4 symetrick, oba podprostory

mohou byt stejné (tedy L = K a U = V); viz naptiklad [2.1; kap. 10.5].

K=R(U)
L=R(V)

x,.=Ux

=>
Il

>

Obrazek 2.1; Zakladni schéma fungovani projekcnich metod.
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Metody Krylovovych podprostorii — metoda konjugovanych gradientii (CG)

Metody Krylovovych podprostort (nékdy téz krylovovské metody) a zejména metody
zalozené na CG jsou v soucasnosti standardem pro feSeni soustav linedrnich rovnic, jsou
vhodné pro feSeni rozsahlych tidkych symetrickych uloh. Jednad se o projekéni metody, u
kterych posloupnosti podprostorit L* a K nahradime posloupnosti Krylovovych podprostorii

Kk(r(o),A):span{r(o), Ar(o), Azr(o), cees Ak’lr(o)},

tedy LD = K® = K"V, 4), k=1, 2, ..., kde *” je po&ateéni reziduum (tedy +” = b — Ax?).

Jednou z téchto metod je metoda konjugovanych gradientii — CG. Tato metoda je
fundamentéalni metodou pro feSeni soustav rovnic se symetrickou pozitivné definitni matici.
Metoda CG hleda feseni v kazdém kroku (v kazdé iteraci) ve sméru p®, ktery je dan linearni
kombinaci rezidua a predchoziho sméru p*". Plati tedy

P = g WM k=0,1,2, .., pridemsz P =,
Z pozadavku vzajemné A-ortogonality jednotlivych smérii p*
(p", Ap(">)=o, i=0,1,2, ... k1.

vyplyvéa pozadavek na parametr f¥. Vektory p*™ a ¥ lezi v Krylovové podprostoru

K", 4), pticemz vektory p©, ..., p*™" tvoii A-ortogonalni bazi tohoto podprostoru. Lze
ukéazat, 7e k-té reziduum * je ortogonalni na podprostor Ki(”), 4), viechna rezidua jsou tedy
vzajemné ortogonalni

(r(k), r("))=0, i=0,1,2, ... k—1.

Tento vztah mize platit maximalné pro » nenulovych rezidui, pro P9 £ 0,£k=0,1, ..., n—1.
Pro k=n miZe byt splnén pouze pokud ~”=0. Metoda CG tedy konverguje k fedeni
maximalné v n krocich; viz [2.1; kap. 10.6].

Algoritmus realizujici metodu CG:

KO S ax® pO 0,

for £ =0,1,2,... while Hr(k) >¢ do

2

o = (9, 9) /( P ap®);

(k) 4 o (F) (/f);

K +a'p

=X

P 20 g ®) 40,

B = (4, p50) /(rm’ );
(1) _ plbet) g 4) 0,

5

p
end.
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Cislo ¢ v algoritmu oznacuje piesnost, se kterou budeme feseni hledat. Toto &islo zde pozbyva
smyslu, nebot’ v pfesné aritmetice je jiz n-té¢ reziduum vzdy nulové, mizeme tedy dat ¢ = 0.
Je-li algoritmus implementovan v aritmetice s konecnou ptesnosti (tedy na pocitaci), je & >0
(viz kapitolu 3).

Metoda CG byla poprvé popsana Hestensem a Stiefelem v ¢lanku [2.4]. V tomto
¢lanku byl také poprvé popsan vyse zminovany algoritmus. Vice podrobnosti k metodé¢ CG
nalezneme pravé v [2.4], nebo napiiklad v [2.5]. Popis metody véetné algoritmu nalezneme
také v [2.1; kap. 10.6].

2.2 Problém nejmensich ¢tverci

Problém nejmensich ctvercii je zobecnénim soustavy linearnich rovnic. Ulohu, kterou
je zde potieba fesit, zapiSeme takto

Ax

Q

b. (2.16)

Uloha (2.16) je zobecnénim tilohy (2.1), matice 4 je obdéInikova rozmérii n x m, jejiz hodnost
je r <min {n, m}, vektor x je m-rozmérny vektor neznamych a vektor b je n-rozmérny vektor
pravych stran. Pokud je m > n, fikdme, Ze soustava (2.16) je nedourcend (mé vice neznamych
nez rovnic). Pokud je m < n, fikdme, Ze soustava (2.16) je preurcend (ma vice rovnic nez
nezndmych).

2.2.1 Existence Feseni a jednoznacnost reseni ulohy (2.16)

Pokud je splnéna podminka
beR(4), (2.17)

pak lze tlohu (2.16) fesit ptesne, loha mé klasické reseni, existuje tedy takové x, ze plati
Ax = b. Je-li navic splnéna podminka

N(4)={0}, (2.18)

pak feSeni x je resenim jednoznacnym. Pokud podminka (2.18) splnéna neni a matice 4 ma
netrivialni nulovy prostor, existuje nekone¢né¢ mnoho klasickych feSeni. Libovolné z téchto
obecnych reseni, znaCime xo, 1ze rozlozit na soucet

Xp =Xp+Xy, xPJ_N(A), xNeN(A),
kde xp je partikularni Feseni, xy je vektor z nulového prostoru matice, plati

Axy = A(x,+xy)=Ax, + Ax, =b+0=b.
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2.2.2 Reseni ulohy (2.16) ve smyslu nejmensich ctvercii a Feseni minimalni v normé

V ptipadé, ze vektor b nelezi v prostoru hodnot matice 4 (neni splnéna podminka
(2.17)), ptesné feseni ulohy (2.16) neexistuje. Tato situace mize nastat u preuréenych soustav.
Hledame takové feSeni x, aby byla splnéna podminka minimalniho rezidua

||b - Ax” = min

ueR”

b— Aul. (2.19)

Toto feSeni x nazveme rFesenim ve smyslu nejmensich ctvercii. Je-li splnéna podminka (2.18)
pak je toto feSeni jednoznacné, pokud splnéna neni, existuje nekoneéné mnoho feSeni ve
smyslu nejmensich ¢tverct (k danému x, které splituje podminku (2.19), 1ze pficist libovolny
vektor xy z nulového prostoru matice 4, tento soucet podminku (2.19) splni téz).

Z divoda jednoznacnosti feSeni ulohy (2.16) zavadime reseni ve smyslu nejmensich
ctvercu minimalni v normé. To je takové teSeni x splnujici podminku (2.19), které ma
minimalni normu

[l = min ] [lo— 4] = min o 4u (2.20)
ueR”

Takto definované feSeni x ulohy (2.16) je vzdy jednoznaéné a plati x L N (4).

2.2.3 Metody reseni uloh nejmensich ctvercu

Ulohu nejmensich &tvercti (2.16) lze riznymi zpisoby pievést na soustavu linearnich
rovnic (2.1), tedy na tlohu, kterou jiz umime feSit. Rizné zplsoby pievodu ulohy realizuji
jednotlivé metody. Jednou z fundamentéalnich metod je Feseni rozsirené soustavy.
Reseni rozsirené soustavy

Nejprve definujme reziduum

r=b—Ax, (2.21)

kde x je feSeni ve smyslu nejmenSich ¢tvercli minimalni v normé (vektor spliujici (2.20)).
Reziduum (2.21) bude nenulové tehdy, pokud vektor b nelezi v oboru hodnot matice 4, tedy
pokud nelze nalézt klasické feSeni soustavy (2.16). Vektor b Ize rozlozit na ¢ast, ktera lezi
v prostoru hodnot matice 4, a na &ast, ktera lezi vnulovém prostoru matice A’. Mezi

vektorem pravych stran b a reziduem 7 plati vztah

D=1y D1y =Bl +7

Reziduum je tedy ta &ast vektoru b, ktera leZi v nulovém prostoru matice A, plati tedy

ATr=0. (2.22)
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Rovnice (2.21), (2.22) lze zapsat v maticovém tvaru, vysledkem zapisu je soustava
linearnich rovnic (2.1)

UT ﬂu :m (2.23)

Matice soustavy (2.23) je symetricka obecné indefinitni matice rozméru (n+m) x (n+m).
VyfteSenim soustavy (2.23) nalezneme feSeni uUlohy (2.16) ve smyslu nejmensSich ¢tverct
minimalni v norm¢ (2.20) a reziduum (2.21). Na feSeni této soustavy je mozné pouzit
napiiklad Bunch-Parletlv rozklad (viz kapitolu 2.1.2).

Reseni systéemu normalnich rovnic

Dalsi metodou je pouziti tzv. systému normalnich rovmnic. Tento postup je velmi
vyhodny pro feSeni uloh, pro které plati m << n. Postup je takovy, Ze celou soustavu (2.16)
vynasobime zleva matici A”. Protoze reziduum (2.21) r je &ast vektoru b leZici v nulovém
prostoru matice A”, plati

Ab=A"bly, +A'b| = Ab|,, +Ar=ATb|, 40

(4)
a soustava linearnich rovnic
A" Ax=A"b. (2.24)

jiz pjde vzdy fesit jednozna¢né. ResSeni x soustavy (2.24) je feSenim ve smyslu nejmensich
¢tverci minimalni v norm¢.

Pokud plati m << n, tak jsme piivodni soustavu pfevedenim na soustavu (2.24) velmi
vyrazné¢ zmensili. Systém normalnich rovnic (2.24) je soustava linearnich rovnic s matici
soustavy tadu m x m, tato matice je symetrickd pozitivné definitni. K feSeni soustavy (2.24)
1ze pouzit naptiklad Choleského rozklad (viz kapitolu 2.1.2).

Reseni systému normalnich rovnic vede na feSeni mensi soustavy linearnich rovnic
navic se symetrickou pozitivn¢ definitni matici. Systém normélnich rovnic ma i svoje
nevyhody. Pokud je matice 4 soustavy (2.16) Spatné podminéna (viz kapitolu 3.3.3), pak je
$patn& podminéna i matice soustavy (2.24), nebot’ plati k(474) = K*(4).
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2.2.4 QR rozklad

Pomoci QR rozkladu lze tesit nejen tlohy nejmensich ¢tverca (2.16), ale lze pomoci
n¢j fesit 1 soustavy linedrnich rovnic (2.1). ReSeni soustavy rovnic pomoci QR rozkladu se
pritom fadi mezi pfimé metody. Libovolnou matici 4 fadu n x m lze rozlozit

A=0R, (2.25)
kde O je ortogonalni matice (ma vzdjemné ortonormalni sloupce, plati tedy Q'Q=1,
respektive O~' = Q") a R je horni trojithelnikova matice. QR rozklad matice lze provést velmi
snadno (ukazeme vzapéti).

M¢jme ¢tvercovou matici 4 a matice Q a R, vSechny fadu n x n takové, ze plati (2.25).
Ozna¢me a; sloupce matice 4 a g; sloupce matice Q. Z ndsobeni matic ve vztahu (2.25) jasné
vyplyva, ze

4 =q 1y,

a, =qih, T 4,0,

an:Zn:q[r}n’
i=1
plati tedy vztah
span{a,, ..., a}=span{q, ... ¢}, Vi=12...n.

Postup vypoctu matic Q, R pti provadeéni rozkladu matice 4 je nésledujici,

’”11_”5’1 5 (Il:al/}/il’
. — _ — -
n, =4, 4,, Iy =9 — 41| 9, _(az %7”12) P s
n—1 n—1
. _ _
in —d; dy> Fon =% _qu‘?}n > q,=| 4, _qu‘nn Fon -
i=1 i=1
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Reseni uilohy (2.1) pomoci OR rozkladu

Reseni soustavy linearnich rovnic (2.1) i tilohy nejmensich &tverct (2.16) pomoci
QR rozkladu je snadné. Zacneme nejprve soustavou linearnich rovnic, plati

Ax=0Rx=b.
Pokud zname QR rozklad matice soustavy A, celou soustavu vynasobime zleva matici Q"

O"ORx=Q'b. (2.262)
Ri=c. (2.26b)

Postup je tedy, zname-li rozklad, obdobny jako u LU faktorizace (viz kapitolu 2.1.2). Reseni
soustavy linedrnich rovnic se tak redukuje na feSeni horni trojuhelnikové soustavy (2.26b).

Reseni uilohy (2.16) pomoci OR rozkladu

vvvvvv

potifeba si ujasnit, jak bude vypadat QR rozklad v pfipad€, ze matice 4 ma rozméry n X m.
Pokud n > m, mizeme psat

R,
A:QR:[QD Qz]{o}:gRl’

pficemz matice Q je ¢tvercova matice n X n, matice R je obdélnikova matice rozméra n x m.
Matice Q; je pak obdélnikovy blok n x m a matice R; je horni trojuhelnikovy blok m x m.
Pokud n < m, mizeme psat

A=0R=0[R, R],

pricemz matice Q je Ctvercova matice n x n, matice R je obdélnikova matice rozmért n X m.
Matice R, je horni trojihelnikovy blok 7 x n.

Reseni ulohy (2.16) napiiklad pro n>m je jiz formalné stejné. Pokud zname QR
rozklad matice 4, celou soustavu vynasobime zleva matici 0" = [0, 0»]"

O"ORx=0Q"b, (2.27a)
HaH
x=|2" b, (2.27b)
0 0,
Rx=0Q/b, (2.27¢)
Rx=c. (2.27d)

Matice Q; a Q> jsou vzdjemné ortogonalni, plati R(Q;)=R(4) a R(Q») = NAY); viz
[2.1; kap. 8.5.2]. Nalezeni feSeni minimalniho v normé (2.20) se tak opét redukuje na fesSeni
horni trojihelnikové soustavy (2.27d).
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2.3 Problém vlastnich cisel
2.3.1 Problém viastnich cisel
Probléem vlastnich cisel je problém nalezeni takovych Cisel 4, ktera splituji rovnost
Ax=Ax, pro x#0, (2.28)
respektive
y'A=ry", pro y#0. (2.29)
Tato Cisla A nazyvame viastni cisla matice A. Vektory x nazyvame (pravé) viastni vektory
matice A a vektory y nazyvame levé viastni vektory matice A. Mnozinu vlastnich ¢isel matice

A nazyvame spektrum matice A.

Pro libovolnou ¢tvercovou matici 4 fadu n x n definujeme charakteristicky polynom
det(A-A1)=0 (2.30)

v proménné A. Vlastni ¢isla matice 4 jsou kotfeny charakteristického polynomu. Matice ma n
vlastnich ¢isel, ne vSechna musi byt rliznd. Nalezeni vlastnich ¢isel faktorizaci polynomu
ovSem neni obecné mozné.
2.3.2 Mocninna metoda hledani viastnich cisel
Mocninnd metoda

Mocninna metoda je iteracni postup, jak urcit dominantni vlastni ¢islo matice (metodu
lze pouzit v pfipadé, Ze nckteré z vlastnich Cisel je dominantni, tedy v absolutni hodnoté

vyrazn¢ vEétsi, nez jsou vSechna ostatni). Pfedpokladejme, ze vlastni ¢isla A; matice 4 fadu
n X n spliyji tuto nerovnost

IRV v -2V (2.31)

Normalizované vlastni vektory x; diagonalizovatelné matice 4 tvoii bazi prostoru R”,
libovolny vektor ¢ je tedy mozné vyjadiit jako linearni kombinaci téchto vektor

q=) ax. (2.32)
i=l1
Vynasobime-li vektor ¢ matici 4, plati

Aqg = Zn:aiAxi = Zn:aikixi .
i=lI i=1
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Budeme-li vektor ¢ nasobit matici A4 k-krat, plati
A'q =Y a, A% =Y arfx =~alfx,. (2.33)
i=1 i=1
Diky tomu, ze plati (2.31), ziskame dominantni vlastni ¢islo 4;.

Inverzni iterace s posunutim (Shift + Inverse) a odhad vlastnich cisel

Mocninnou metodu lze pouzit jen v ptipad€, Ze mezi vlastnimi ¢isly matice plati vztah
(2.31). Vsechna vlastni ¢isla 4y, 42, 43,... 4, obecné matice A vSak timto postupem spocitat
nelze. Pro urceni takovych vlastnich ¢isel se pouzivaji tzv. inverzni iterace s posunutim.
Podstata této metody je zalozena na vytvoreni dominance ve spektru matice. Pokud mame
odhad ¢ néjakého vlastniho ¢isla matice 4, spoc¢itdme matici

A'=(A-cI) . (2.34)

Pokud o je dobry odhad vlastniho ¢isla matice 4, matice (4—o/) ma jedno vlastni ¢islo velmi
blizké nule a inverzni matice 4’ ma jedno dominantni vlastni ¢islo (absolutni hodnoty
vlastnich ¢isel matice odpovidaji pfevracenym hodnotam absolutnich hodnot vlastnich ¢isel
inverzni matice). Aplikovanim mocninné metody na matici 4’ ziskdme vlastni ¢islo 4 matice
A, jemuz bylo ¢islo o odhadem.

Otazka je, jak zvolit ¢ takové, aby bylo blizko né&jakého konkrétniho vlastniho ¢isla

matice 4. Nejprve si zvolime libovolny nenulovy vektor ¢ a pak ur¢ime odhad ¢ vlastniho
Cisla tak, aby tento odhad minimalizoval nésledujici vztah

min|[4g ~o g . (2.35)

Tento vyraz bude minimalni pro odhad ¢ dany Rayleighovym kvocientem

(4g.9)
(¢.9)

G, = (2.36)

min

a navic pro vhodné¢ zvoleny vektor ¢ (blizky vlastnimu vektoru matice 4) bude ¢ blizko
odpovidajiciho vlastniho ¢isla matice 4. V praxi se Rayleightiv kvocient a,,;, po€ita iteracné

- (k+1) _ (Aq(k) i q(k) )

= (2.37a)
(q(k) ’ q(/f) )
kde vektor ¢ je normalizovany vektor w,
o W 2.37b
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vektor w® je feSenim soustavy rovnic
(A - ("U) wh =g, (2.37¢)

vektor ¢© je pocateéni odhad.

2.3.3 Uplny problém viastnich cisel — OR algoritmus
Podobnostni a unitarni transformace matice

Problém nalezeni vlastnich ¢isel matice 4 neni mozné fesit analyticky. Tento problém
se tedy fesi iterané pomoci tzv. QR algoritmu. Pfed popisem tohoto algoritmu je potfeba
na uvod zavést nékolik pojmi. Matici 4, jejiz vlastni Cisla hleddme, je mozné transformovat
operaci

PAP' =B

na urcitou matici B, matice P je reguldrni transformacni matice. Tato transformace se nazyva
podobnostni transformaci. Podobnostni transformace neméni charakteristicky polynom
matice, ani spektrum matice. Vlastni Cisla matice 4 i matice B jsou stejna. Je-li transformacni
matice ortogondlni, znacime Q, piSeme

040" =B,

pak je tato transformace unitarni transformaci. Existuje takova unitarni transformace, ktera
matici 4 pfevede na horni trojihelnikovou matici,

040" =R, (2.38)

kde R je horni trojuhelnikova matice. Protoze matice R mé vsSak stejna vlastni Cisla jako
puvodni matice A4, lezi tato vlastni ¢isla pravé na jeji diagondle. Transformacni matici Q neni
mozné obecné analyticky nalézt, nebot’ bylo-li by to mozné, Slo by obecné nalézt koteny
libovolného polynomu.

OR algoritmus

QR algoritmus je metoda, ktera se v podstaté snazi najit transformaci ze vztahu (2.38).
Tuto transformaci hledd iteraéné a pouziva k tomu QR rozklad (viz kapitolu 2.2.3). Nejprve
matici A4, jejiz vlastni Cisla hledame, kone¢nym poctem podobnostnich transformaci (napf.
pomoci Householderovych reflexi viz [2.1; kap. 8.5]) pfevedeme na matici B, ktera je tvoiena
horni trojuhelnikovou matici a ma navic nenulovou prvni poddiagondlu. O takové matici
tekneme, Ze je v hornim Hessenbergové tvaru. Pokud ma prvni poddiagonala v§echny prvky
nenulové, fekneme o matici, ze je uplném hornim Hessenbergové tvaru (Proper Upper
Hessenberg — PUH). Pokud matice B neni v PUH tvaru, Ize ji pfepsat jako blokové horni
trojuhelnikovou matici, jejiz diagonalni prvky jsou bloky v PUH tvaru.
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Nyni madme matici B, kterd je v PUH tvaru a mé stejnd vlastni Cisla jako matice 4
(pokud B v PUH tvaru neni, nasledujici algoritmus aplikujeme na jednotlivé diagonalni bloky,
které v PUH tvaru jsou). QR algoritmus popiseme pomoci rekurzivnich vztahti

B — B, (2.39a)
BY .= RWo® (2.39b)

kde matice R* a O jsou matice, které jsme ziskali pomoci QR rozkladu z matice B*™", tedy
B* =oWRW, (2.39¢)

Vztah mezi dvéma po sobé jdoucimi maticemi B®, B,
BY = MW = RYBI (RY) = (0" )H B (2.40)

Vztah (2.40) je podobnostni, resp. unitarni transformaci, tudiz viechny matice B® maji stejna
vlastni ¢isla jako matice 4. Plati limita

limB" =R, (2.41)

k—o0

kde matice R je horni trojuhelnikova matice ze vztahu (2.38); viz [2.1; kap. 9.7].

2.3.4 Zobecneny problem viastnich cisel
Klasicky problém vlastnich ¢isel je hledani takovych €isel A, kterd splni rovnost (2.28)
Ax =Ax, pro x#0.
Cisla A jsou vlastni &isla matice 4, jsou to kofeny polynomu (2.30)
det(A—?J) =0.
Existuje také zobecneny problém viastnich cisel. Hledame ¢isla 4, ktera splni rovnost
Ax=AEx, pro x#0. (2.42)

Rekneme, Ze zobecnény problém vlastnich &isel je regularni, resp. singularni, pokud je matice
(A-AE) regularni, resp. singularni. Cisla 4, ktera jsou kotfeny polynomu

det(4-1E)=0, (2.43)

jsou zobecnéna vlastni ¢isla matice A. Matice A4, E jsou tadu n X n, polynom (2.43) je obecné
stupné p <n (v ptipadé singularniho problému se p = 0). Rekneme, Ze matice 4 v problému
(2.42) ma n—p zobecnénych vlastnich Cisel 4 = co. Zobecnény problém vlastnich ¢isel 1ze fesit
napiiklad mocninou metodou s inverzni iteraci (viz [2.1; kap. 9.9.4]).
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2.4 Singularni rozklad
2.4.1 Singularni rozklad — singularni cisla
Dal$im z Casto uzivanych nastroji linearni algebry je takzvany singuldarni rozklad

(Singular Values Decomposition — SVD). Mame-li n¢jakou obecnou obdélnikovou matici 4
fadu n x m, pak Ize tuto matici 4 rozlozit na soucin tfi matice

A=UYXVT, (2.44)

kde matice U a V jsou ortogonalni matice, matice U je fadu n x n, matice V je fadu m x m.
Matice X je fadu n x m a obsahuje pouze ctvercovy diagonalni blok Xz fadu » x r, plati

Y, =diag[o,, o©,, ..., o], (2.45)
pricemz
6,206,2...206,>0.

Cislo 7 je hodnost matice A (rank), tedy poéet linearné nezavislych sloupct, resp. fadkd. Pro
hodnost matice plati

r <min {n,m} ) (2.46)

Nenulova ¢isla g; nazyvame singuldarni cisla matice A.

2.4.2 Ekonomicka forma singuldarniho rozkladu

Matice X obsahuje velké mnozstvi nulovych fadka (pro n > m > r), respektive sloupct
(pro » < n <m). Singularni rozklad (2.44) se Casto ptepisuje v tzv. ekonomicke formeé

A=U, XV, , (2.47)
kde matice Uy je matice n X r a je tvofena prvnimi 7 sloupci matice U, matice V; je matice
rozmérd m X r a je tvofena prvnimi » sloupci matice V. Matice Z je blok (2.45) matice Z, ma

rozméry r x r. Ekonomickou formu singularniho rozkladu je mozné rozepsat pro jednotlivé
vektory u; a v; matic U, V

A:iupl.vf =Zr:(5[u[vf EiG[A[ . (2.48)
i=1 i=1 i=1

Matici A4 tak rozlozime na soucet » matic, které jsou tvotfeny vnéjsimi souciny vektort u;, v; a
singularnimi ¢isly ;. Vztahem (2.48) matici 4 vyjadiime jako soucet fezl 6;4; s hodnosti 1 a
s normou danou velikosti ptislusného singularniho cisla g;.
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2.4.3 Vztah singuldarnich a vlastnich cisel
Vztah (2.44) je mozné piepsat ve tvaru

AV =UY. (2.492)

Pokud vztah (2.44) nejprve transponujeme a vynasobime jej matici U zprava, je mozné ho
prepsat ve tvaru

AU=ry". (2.49b)

Nyni (2.49a), (2.49b) vyjadiime v ekonomickém tvaru a prepiSeme je pro jednotlivé vektory,
dostaneme tak (postupng¢)

Av,=cu,, (2.50a)
A'u, =cv,, proi=12...r. (2.50b)

Pokud (2.50a), resp. (2.50b) vynasobime zleva matici A", resp. matici 4, dostaneme po
nckolika malo dalSich upravach vztahy

A" Av, =c v, (2.51a)

1 1

AAd"w, =clu,. proi=12...r (2.51b)

Cisla ¢/ (druhé mocniny singularnich &isel) jsou tedy vlastni &isla matic 4’4, A4”, vektory v;,
resp. u; (sloupce matice U, resp. V) jsou vlastni vektory matice 4’4, resp. A4, (viz (2.28)).
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3. Problémy s implementaci — numericka linearni algebra

Ulohy line4rni algebry jsou zakladni nastroje nejen v teorii fizeni a teorii dynamickych
systému, ale i v mnoha dalSich oblastech inzenyrské Cinnosti. Velké mnozstvi realnych
fyzikalnich problému vede na tak slozité¢ ulohy, Ze je neumime analyticky fesit. Tyto tlohy
(veétsinou spojité v Case i v prostoru) diskretizujeme a po castech linearizujeme, napiiklad
pomoci FEM. Diskretizovana tiloha pak vede na rozsahlou soustavu linearnich rovnic nebo
na problém vlastnich Cisel. Zakladnimi matematickymi postupy, jak tyto linearni algebraické
ulohy fesit, jsme se zabyvali v druhé kapitole. Matice, figurujici algebraickych ulohach, jsou
Casto strukturované (dusledkem vhodné diskretizace), a diky snaze co nejpiesnéji popsat
fyzikalni problém jsou tyto matice navic velmi rozsahlé. Strukturovanost matic, s kterymi
pracujeme, lze casto v algoritmech vyuzit. Vznikaji tak algoritmy specializované na
algebraické ulohy s konkrétni strukturou, viz naptiklad [2.1; kap. 7.8]. Diky velkému rozsahu
algebraickych uloh je potfeba studovat numerické vlastnosti vyvijenych algoritmt.

Numerické vlastnosti algoritmi studujeme proto, ze tyto algebraické ulohy feSime
s vyuzitim vypocetni techniky a kazdy pocita¢ pracuje jen s omezenou presnosti. Pii vSech
operacich dochazi k vzniku zaokrouhlovacich chyb, které se Sifi vypoCtem a projevi se
vteSeni. U kvalitnich algoritm@, resp. implementaci je chyba feSeni pouze na Urovni
zakladniho zaokrouhlovani (tzv. strojova presnost). Reseni nalezené nekvalitnim algoritmem
muze byt zatizeno tak velkou chybou, Ze je zcela nepouZitelné.

V této kapitole budeme hovofit pravé o zobrazovani redlnych cisel v pocitaci,
o analyze stability algoritmti (kapitola 3.3.5) a o podminénosti dat vstupujicich do algoritmu
(kapitola 3.3.2). Analyzu algoritmii a jejich optimalizaci, studium vzniku a Sifeni
zaokrouhlovacich chyb, studium numerickych vlastnosti matic, atd. nazyvame numerickou
linearni algebrou.

V textu této kapitoly je teSeno nékolik konkrétnich trividlnich piikladii zejména
z diivodu prehledné prezentace zakladnich pojmt numerické linedrni algebry. Radu informaci
a prikladi v€etné analyzy konkrétnich algoritmil nalezneme v literatute, viz [3.3], [3.4].

3.1 Redlna ¢isla v pocitaci

Tento text si neklade za cil v€novat se dikladnéji otdzkdm zobrazeni redlnych cisel
v pocitaci. Presnéj§i popis ukladani a prace sredlnymi Cisly si muze zajemce nalézt
v literatute. Bézné pocitace PC pouzivaji format dany standardem IEEE, jiné pocitace
(respektive procesory) mohou pouzivat i jiny zptisob ukladdni. My se budeme zabyvat pouze
zpusobem, ktery je definovan normou IEEE, a navic velmi okrajové (viz napt. [3.1], [3.4]).

Mnozinu redlnych cisel nelze v pocita¢i celou zobrazit. PocitaC pracuje pouze
s kone¢nou piesnosti, misto realnych cisel pouziva cisla raciondlni. Ale ani mnozinu
raciondlnich cisel nelze v pocitaci zobrazit celou. MnoZinu realnych Cisel tak v pocitaci
nahrazujeme jistou kone¢nou podmnozinou mnoziny ¢isel raciondlnich, to je zdkladem vzniku
zaokrouhlovacich chyb pfi vypoctech. Tuto konecnou mnozinu budeme nazyvat mnozinou
cisel zobrazitelnych na pocitaci, Cisla z této mnoziny budeme nazyvat zobrazitelnymi cisly.

48



Ukladani zobrazitelnych ¢isel v pocitaci je mozné v jednoduché (normdalni) presnosti
(single), resp. v dvojité presnosti (double). Pro uloZeni takového ¢isla jsou pouZity Ctyfi, resp.
osm byti; ¢islo je tedy ulozeno na 32, resp. 64 bitech. Uklada v tzv. normalizovaném tvaru,
ten je definovan. Cislo je v tomto tvaru slozeno ze tfi &asti znaménko, mantisa a exponent.
Hodnota takto zakodovaného Cisla se ur¢i jako soucin mantisy a zakladu umocnéného na
exponent (samoziejmé s ohledem na piislusné znaménko). Jako zaklad se u pocitace pouziva
Cislo 2. Mantisa ¢isla v normalizovaném tvaru ma desetinnou tecku je pied svym nejvyssim
nenulovym faddem. Vzhledem k tomu, Ze mantisa je uloZena ptirozené v dvojkové soustavé,
tento nejvyssi nenulovy fad mé vzdy hodnotu 1, proto se neuklada (viz obrazek 3.1).

Mantisa v normalizovaném tvaru (nula + 9 bitl)

0.1XXXXXXXX

Cast mantisy, ktera se uklada

(zbyde 8 bitn)
XXXXXXXX
0.1
Prvni bit mantisy -

ma vzdy hodnotu 1, proto se neuklada
Obrazek 3.1; Mantisa vyjadiena ve dvojkové soustave.

Exponent je kladné, resp. zdporné celé Cislo, které specifikuje o kolik tada je potieba
desetinnou ¢arku v mantise posunout vpravo, resp. vlevo (absolutni hodnota zobrazované¢ho
Cisla je vétsi, resp. mens$i nez 1). Dulezité je upozornit, Ze exponent nemize byt u
normalizovanych ¢isel tvofen samymi jednickami, resp. samymi nulami. Tyto dva specialni
exponenty se vyuzivaji u tzv. nenormalizovanych c¢isel (o nich se zminime v této kapitole
pozd¢ji). Pro uloZzeni znaménka ¢isla se pouziva 1 bit (nulty) v normalni i v dvojité pfesnosti.
Pro ulozeni exponentu se pouzije 8, resp. 11 bitl. Mantisa méa 24, resp. 53 bitt, pro jeji
ulozeni vSak staci pouze 23, respektive 52 bitli (viz obrazek 3.1).

Kromé normalizovanych Cisel existuje jesté fada cisel nenormalizovanych. Existuji
dvé specialni ,.¢isla“. Prvnim specialnim ,,Cislem™ je Inf (infinite) a znaci plus resp. minus
nekonecno — exponent obsahuje samé jednic¢ky, mantisa samé nuly a znaménkovy bit znaci,
zda jde o plus, resp. minus nekonec¢no. Toto ,,¢islo* vznikne pii pfete¢eni v prubéhu vypoctu
(vysledek operace je v absolutni hodnoté vétsi nez nejvétsi normalizované ¢islo), nebo pii
déleni nenulového ¢isla nulou. Druhym specidlnim ,,Cislem* je NaN (not a number) a znaci,
ze vysledek operace neni ¢islo, resp. realné ¢islo. Toto ,,Cislo* je tedy vysledkem pii vycisleni
operaci 0/0, 0-c0, oo/oo, resp. pii vyCisleni operace J-1. Kédovéani tohoto »Cisla® je
nasledujici — exponent obsahuje samé jednicky, mantisa obsahuje libovolnou nenulovou
kombinaci, znaménkovy bit je také libovolny. Tato dvé Cisla vyuZivaji jednu ze zakazanych
kombinaci exponentu (viz normalizovana ¢isla) — exponent tvofeny samymi jednickami.

Dale existuji cisla, kterd se ukladaji v nenormalizovaném tvaru, tzv. subnormalni
cisla. Jsou to velmi mala Cisla, v absolutni hodnoté mensi neZ nejmensi normalizované cislo.
U subnormalnich c¢isel se znaménkovy bit vyuziva standardné, exponent v podstaté také,
ovSem v exponentu jsou samé nuly. Mantisa ¢isla se ukladé cela (u normalizovanych Cisel se
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mantisa ukladala bez prvniho bitu). Pti ukladani subnormalnich ¢isel v normalizovaném tvaru
by doSlo k podteceni exponentu. Subnormalni ¢isla vyuzivaji druhou ze zakazanych
kombinaci exponentu (viz normalizovanad cCisla) — exponent tvofeny samymi jedni¢kami.
Vyjimku tvofi ¢islo 0, to je také subnormalni ¢islo, v normalizovaném tvaru ziejmé nelze
vyjadfit. Cislo 0 se viak koduje jako 32, resp. 64 nul.

V pocitaci ulozend Cisla nazyvame Cisly s plovouci desetinnou carkou (floating point).
Operace s nimi v aritmetice s konenou presnosti nazyvame operace v plovouci desetinné
carce (floating point operation). Obraz realného Cisla a v pocitaci zna¢ime

a=1l(a). (3.1)

Vycisleny vysledek néjaké operace (napt. s¢itani) provedené na dvou redlnych cislech a, b
zobrazenych v pocitaci zna¢ime

E=ﬂ(&+5). (3.2)
Dalsi informace ohledné¢ ukladani cisel a manipulace scisly v pocita¢i (mnoZiny
zobrazitelnych Cisel, vycisleni zdkladnich aritmetickych operaci, atd.) viz [3.4].
3.2 Relativni strojova presnost
Pii zobrazovani realnych ¢isel na Cisla zobrazitelna v pocitaci dochazi k vzniku chyb.
Existuje zobrazitelné Cislo ¢ > 0, pro které plati, ze jeho soucet s jednickou v aritmetice s

konecnou piesnosti je roven opét jedniCee. Existuje pravé jedno Cislo ey, nejvétsi z Cisel e.
Toto ¢islo nazyvame relativni strojovou presnosti (relative machine precision), plati

fi(1+¢, )=1(1)=1. (3.3)
Relativni strojova piesnost klasického pocitace (PC) pii pouziti dvojité piesnosti je
priblizng ey, = 27, tedy ey~ 1.11 x 107'°,
Zobrazenim realného ¢islo @ do mnoziny Cisel zobrazitelnych se dopustime relativni
chyby ¢ a plati
a=a(1+5), picemz 0] < e, . (3.4)

Pro vycisleny vysledek néjaké operace (napi. nasobeni) provedené na dvou Ccislech
zobrazenych v pocitaci plati

fi(a-b)=a-b-(1+5), piidemz 6]<e,; (3.5)

podrobnéji viz [3.2; str. 4].
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3.3 Numericka stabilita a podminénost

S pojmem stabilita jsme se v tomto textu jiz setkali v prvni kapitole tykajici se teorie
fizeni. V teorii fizeni a v teorii dynamickych systému stabilitu definujeme omezenosti reakce
na omezeny podnét. V numerické linedrni algebfe budeme pojem stabilita chapat odlisné (viz
kapitolu 3.3.5).

3.3.1 Priklad na zacatek — Gaussova eliminace [3.2; str. 6; pt. 2]

Na tvod spocitame jednoduchy piiklad. Pokusime se pomoci Gaussovy eliminace bez
pivotace (klasicky, nejjednodussi algoritmus Gaussovy eliminace) nalézt feSeni jednoduché
soustavy linearnich rovnic

Ax=5b.

O tomto algoritmu je znamo, ze je numericky nestabilni, viz [3.2]. Na tomto piikladu budeme
ilustrovat disledky numerické nestability algoritmu. Mé&jme tedy

1.000x10*  1.000 | _}1.000
1.000 ~1.000 |’ 0.000 |

Uvazujme nyni aritmetiku, v niz ma libovolné ¢islo pouze ¢Etyii platné Cislice (v desitkové
soustave). Vysledky vSech vypocta tak budeme zaokrouhlovat na ¢tyfi platné Cislice. Pro
pocita¢ s takovou aritmetikou plati &y = 0.0001. Reeni této lohy v dané aritmetice je (pfesné
feseni nasleduje)

[0.9999 0.99990001
a 0.99990001 |’

Pouzijeme-li k feSeni ulohy Gaussovu eliminaci bez pivotace, postup bude nésledujici:

[2. tadek] := [2. fadek] — 10000 x [1. fadek];

ziskame tak soustavu v hornim trojuhelnikovém tvaru
1.000x10™* 1.000 x| 1.000
0.000  —1.000x10* || x, | |[-1.000x10" |
Zatneme postupné vycislovat feSeni horni trojuhelnikové soustavy. Plati x, = 1.000, coz je
dobré aproximace piesn¢ho feseni, chyba je dokonce mensi nez relativni strojova ptesnost.
Nyni dosadime takto vypoctené x, zpét a pokusime se nalézt x;. Plati x; = 0.000, coz je velmi
Spatna aproximace piresné¢ho feSeni, je chyba témét desetitisicindsobek relativni strojové

presnosti. Tak velka chyba je disledek numerické nestability pouzitého algoritmu (Gaussovy
eliminace bez pivotace).
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Jak jsme na predchozim trividlnim ptikladu ukézali, i u velmi jednoduché ulohy lze
nalézt velmi Spatné feSeni, pokud zvolime nevhodny algoritmus vypoctu. Pro ilustraci
nestability tohoto algoritmu na realném pocitaci staci za prvek a;; v matici 4 dosadit relativni
strojovou piesnost dané¢ho pocitace.

Ptesnost nalezeného feSeni nesouvisi jen s numerickou stabilitou pouzitého algoritmu.
Zavisi také na podminénosti vstupnich dat, na ktera jsme tento algoritmus aplikovali,
respektive na podminénosti ulohy. Jednotlivymi pojmy se budeme postupné zabyvat.

3.3.2 Podminénost ulohy (Condition)

Podminénost ulohy je dana pouze vstupnimi daty. Mé&jme matematickou ulohu, tu
budeme obecné reprezentovat funkci f. Tato funkce bude zobrazovat jista vstupni data x na
vystupni data f{x). Vstupni data specifikuji konkrétni tlohu, vystupni data jsou presnym
feSenim této konkrétni ulohy. Nym funkci f zobrazime n&jaka vstupni data x” na Vystupm data
AIx). Predpokladejme, Ze data x* jsou aproximaci dat x. Je-li pak resem Ax) blizko“
feseni f{x) fikame, Ze (loha je dobfe podminéna a naopak, pokud se f{x) vyrazné lisi od f{x)
uloha je $patné podminéna. Je ov§em potieba definovat ono ,,blizko*.

Definujme prostor Xy jako prostor vSech pfipustnych vstupt x funkce f a v tomto
prostoru definujeme metriku, budeme ji znacit d;y. Obdobné definujeme prostor Yoyr vSech
moznych vystupii f{x) funkce f'a v tomto prostoru definujeme metriku, budeme ji znacit dour.
Podminénost ulohy definujeme takto, viz [3.2; str. 4; (7)],

dour (f(x)af(X*))

* *
dpy(x.x )HO d[N (x,x )

(3.6)

Pokud je podminénost relativné mala, fikdme, Ze loha je dobre podminénd. Naopak, pokud
je podminénost relativné velka, fikdme, Ze tloha je spatné podminéna. Je-li podminénost
nekonecna, pak tikdme, ze tuloha je Spatné postavena. Vztah (3.6) v podstaté tika, ze
podminénost tlohy je déna jakousi derivaci funkce f/ podle jejich vstupnich dat. Velikost této
derivace, je-li omezena, rozhoduje otom, zda je tloha dobfe nebo S$patné¢ podminéna.
Omezenost, resp. neomezenost derivace charakterizuje dobte, resp. Spatné¢ postavenou tlohu;
viz [3.2], [3.3], [3.4].

3.3.3 Podminénost matice

Pohybujeme se zejména v oblasti linearni algebry a jednou z nejCastéjSich tloh je
feSeni soustavy linearnich rovnic. Vstupni data jsou Casto matice. V analyze podminénosti
ulohy soustavy linearnich rovnic pak definujeme cislo podminénosti matice A (stru¢né jen
podminénost matice A). Podminénost regularni matice 4 definujeme jako

A) =, a7, == 6.7

min
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kde pouzitd maticova norma je 2-norma (spektrdalni norma); viz [3.3; kap. 1.6.8; (1.6.39)].
Cislo Gyax @ omin j€ nejvetsi, respektive nejmensi singularni ¢islo matice A.

Rikame, Ze matice 4 je $patné podminén4, je-li ¢islo podminénosti relativné velké, a
naopak matice 4 je dobie podminénd, je-li ¢islo podminénosti relativné malé, tedy blizké
jedné. Ze vztahu (3.7) je ziejmé, ze Cislo podminénosti rovné jedné mé jednotkovéa matice 1.
Cislo podminénosti matice odrazi algebraické vlastnosti matice; viz napiiklad [3.3; kap. 2.4].
V nésledujici kapitole uvedeme piiklad vlivu velké podminénosti matice na feSeni soustavy
rovnic.

3.3.4 Priklad druhy — podminénost matice [3.4; str. 6]

M¢jme jednoduchou soustavu dvou rovnic pro dvé nezndmé; soustavu s matici 4 a
pravou stranou b, kde

2 6 8
A= , b= .
2 6.00001 8.00001

Ptesné feSeni této soustavy je
xX= [1, l]T .

Déle méjme druhou soustavu s nepatrné perturbovanymi prvky ax a b,

2 6 8
A= , b'= .
2 5.99999 8.00002

Ptesné feseni druhé perturbované soustavy je

T

x'=[10, 2]

Je vidét, e velmi mala relativni zména vstupnich dat (fadové 10°) vyvolala velkou relativni
zménu fefeni (fadové 10° az 10'). Z piikladu je patrné, e tato uloha feSeni soustavy
linedrnich rovnic je velmi citliva na perturbace vstupnich dat.

Vysoka citlivost na zménu vstupnich dat zde neni narozdil od prvniho ptikladu déna
nevhodnym algoritmem (pracovali jsme s pfesnou aritmetikou). Diivod velké citlivosti této
konkrétni soustavy rovnic je velkd podminénost matice 4. Podminénost matice A je
k=4x 10°. Radky matice 4 jsou téméf linearnd zavislé, proto méa matice tak vysoké &islo
podminénosti. Rikame, e matice 4 je blizko matici singularni. V prvnim piikladu (kapitola
3.3.1) je naopak matice soustavy podminéna velmi dobie (Cislo podminénosti je 2.677).
K chybnému vysledku v prvnim ptikladu vede pouziti numericky nestabilniho algoritmu
(ptevedeni matice na horni trojuhelnikovy tvar bez pfedchozi pivotace zptsobi velky nartst
podming&nosti matice soustavy, ¢islo podminénosti horni trojithelnikové matice je jiz 1 x 10°).
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3.3.5 Numericka stabilita algoritmu — prima / zpétna stabilita (Forward / Backward stability)

Pii analyze numerické stability néjakého algoritmu zjistujeme, jakym zplsobem se
algoritmem §ifi chyby. Mizeme postupovat v zdsad¢ dvéma zpiisoby.

Prima analyza chyb, prima stabilita algoritmu

Prvni zplsob je tzv. prima analyza chyb, ta definuje primou stabilitu algoritmu. Pti
pfimé analyze prochdzime algoritmus od zacitku do konce a snazime se odhadnout, jakym
zpusobem se chyby S$ifi. Tento postup je vSak velmi narocny a slozity, vétSinou
neproveditelny. Piimé analyzy chyb lze vyuzit pouze ujednoduchych algoritmt, které se
naptiklad pti vypoctu skalarniho soucinu vektorti, nebo pfi ndsobeni matice vektorem. Pfiméa
analyza je vétSinou mozna jen s konkrétnimi daty. Takto analyzovat algoritmus je tedy
potieba s riiznymi daty zvlast. Pfima analyza se v praxi nepouZziva.

Zpétna analyza chyb, zpétna stabilita algoritmu

Druhym zpiisobem je tzv. zpétna analyza chyb. Zpétnou analyzou jsme schopni popsat
stabilitu algoritmu obecné, odd€lené¢ od konkrétnich vstupnich dat. Diky tomu je mozné
analyzu libovolné konkrétni tllohy rozdélit na dva zakladni kroky, na analyzu zpétné stability
algoritmu (vzapéti ji popiSeme) a na podminénost vstupnich dat (kapitola 3.3.2 a 3.3.3).

M¢éjme danou matematickou ulohu. V kapitole 3.3.2 jsme pro tuto ulohu zavedli
funkci, kterd ji pfesné fesi, nazvali jsme ji f. Budeme-li tuto tilohu fesit numericky, pouzijeme
algoritmus (proceduru implementovanou v pocitaci s kone¢nou aritmetikou), ktery bude
funkci /v pogitadi reprezentovat. Algoritmus ozna&ime /. Numerické fedeni konkrétni ulohy
se vstupnimi daty x je f (x). Pokud existuji né¢jaka vstupni data x, kterd lezi ,blizko“
vstupnich dat x, takova, Ze /' (x) = fix"), pak o algoritmu /* fekneme, Ze je (numericky) zpétné
stabilni. Jinymi slovy algoritmus f je zpétné stabilni, pokud feSeni, které nalezne, je piesné
feSeni n&jaké konkrétni Glohy x ™, blizké* piivodni iloze x.

Jsou-li vstupni data x konkrétni ulohy, kterou chceme fesit, navic dobfe podminéna a
jsou-li data x" aproximaci dat x, znamena to, Ze f(x*) lezi ,,blizko* f(x). Ziejmé tedy pak plati,
7e numerické feseni /' (x) = fix") piivodniho problému x nalezené algoritmem 7~ leZi ,,blizko
skutecného feseni f{x) ulohy.

Na ptesnost vypoCtu maji tedy vliv dva rizné faktory, stabilita algoritmu a
podminénost dat. Nelze proto ocekavat, ze pouziti zpétné stabilniho algoritmu na Spatné
podminéna data povede obecné¢ na dobrou aproximaci presného feSeni. Viz piiklad
v kapitole 3.3.4 s velmi $patné podminénou matici (x =4 x 10°). I velmi mala perturbace dat
ma nezanedbatelny vliv na vysledek (algoritmus zde neni potfeba analyzovat, nebot’ mame
pfesna fesSeni). Stejné tak pouziti nestabilniho algoritmu na dobfe podminéna data nepovede
obecné na dobrou aproximaci ptfesné¢ho tfeSeni. Viz priklad v kapitole 3.3.1, kde feSime
soustavu linedrnich rovnic s relativné dobfe podminénou matici (x =2.6177) nestabilnim
algoritmem (Gaussova eliminace bez pivotace).
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Analyza stability konkrétnich algoritmtl je velmi slozitd, ptiklady analyzy stability a
dalsi informace tykajici se stability a podminénosti nalezneme v literatute [3.2], [3.3], [3.4].

3.4 Nevhodné algoritmy v teorii Fizeni — priklad vypoctu Fiditelnosti systému

Velky problém (i v teorii fizeni) je ten, Ze pro feSeni Casto velmi citlivych uloh se
Spatné podminénymi daty se pouzije ten nejjednodussi algoritmus, ktery je k dispozici.
Takovy algoritmus muze byt numericky nestabilni a feSeni Ulohy se nam nepovede
aproximovat s pozadovanou ptesnosti. Ptfikladem takového nejjednodussiho algoritmu je
pravé Gaussova eliminace bez pivotace pro feSeni soustav linedrnich rovnic (viz ptiklad
v kapitole 3.3.1).

Zde ukéazeme priklad takového nevhodného algoritmu pro vypocet fiditelnosti
systému. Méjme spojity linedrni dynamicky systém dany dvojici rovnic (1.1), (1.2), pfesné
popsany uspofadanou ¢tvefici matic (4, B, C, D). Pfipomeiime, Ze matice 4 ma rozmeéry n X n
a matice B ma rozméry n x m. Pro vypocet fiditelnosti jsme uvedli v kapitole 1 nékolik
kritérii. Bylo to kritérium (1.31a) zaloZené na vypoctu hodnosti matice a kritérium (1.31b)
zalozené na vypoctu vlastnich ¢isel matice a hodnosti matice. Prvni kritérium (1.31a) se zda
snaze algoritmizovatelné, vypocet fiditelnosti tedy postavime na ném. Dynamicky systém je
fiditelny tehdy, kdyz plati

rank| B, AB, A’B, ..., A"'B|=rank[Q.]=n. (3.8)

Plati tedy

LmJKn(bj’A):Kn(blaA)UKn(bZ,A)U...uKn(b A)=R",

m?
J=1

kde R" je n rozmérny prostor nad télesem realnych ¢isel a

K (b, 4)=span{b;, Ab, A’b, ..., A”'b}

J? J

je i-ty Kryloviiv podprostor dany vektorem b; a matici 4 (pozor, symbol U sjednoceni je zde
chapan ve smyslu sjednoceni prostorti, nikoliv pouze ve smyslu sjednoceni mnozin). Problém
fiditelnosti systému tedy pomoci (3.8) pfevedeme na problém urceni hodnosti (poctu linearné
nezavislych radka, resp. sloupct) matice Q¢ rozméra n x mn.
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Nejjednodussi algoritmus postaveny na kritériu (3.8) nejprve spocita matici Qc¢, pak
provede jeji singularni rozklad (SVD). Hodnost matice ur¢ime (viz kapitolu 2.4) jako pocet
nenulovych singularnich ¢isel matice. Vypocet provedeme pro konkrétni dynamicky systém.
M¢jme tedy piiklad [3.5] jednoduchého dynamického systému (staci ndm matice 4, B)

1 1
2! 1
A= 27 ) B=|1]|.

Matice 4 je relativnd $patn& podminéna, jeji podminénost je ¥ = 2", Pro jednotlivé prvky
matice Q¢ dané vztahem (3.8) plati

g, =200

Pro ptesnéjsi predstavu nyni polozime n =10 a spocitdime hodnost matice Q¢. Pii vypoctu
SVD na pocitaci s konecnou aritmetikou ovSem neurc¢ime skutecnou hodnost matice, ale tzv.
numerickou hodnost matice. Numerickéd hodnost je vZdy mensi nebo rovna skute¢né hodnosti
matice. Rozdil je zplsoben konec¢nou piesnosti ¢isel ulozenych v pocitaci. VSechna singularni
¢isla mensi nez relativni strojova pfesnost nejsou pii vypoctu na pocitaci akceptovana, proto
muze byt numericka hodnost matice mensi nez hodnost skutecna, viz [3.5].

Nalezneme tedy singularni rozklad matice Q¢ dané vztahem (3.8) pro n=10. Tti
nejmensi singularni ¢isla této matice jsou

05 =0.71247x 107, 69=0.36403x 10, o10=0.61289 x 1072,

Pokud bychom o problému fiditelnosti rozhodovali pomoci algoritmu postavené¢ho na kritériu
(3.8) na méné presném pocitaci, naptiklad na pocitaci s &y > 10" (tedy na pocitaci s veétsi
hodnotou relativni strojové presnosti, fadové vétsi nez 107'2), zavér by byl, Ze tento systém
neni fiditelny. Tento systém ovSem fiditelny je. PfestoZe jsme fekli, Ze matice 4 je relativné
Spatn¢ podminénd, pro mald n je podminénost pomérné uspokojiva. Pro n =10 je x=512.
Podminénost matice 4 zde ovSem vysledek vyrazné¢ neovlivni. Aby se tento systém
(4,B, ...,...) stal nefiditelnym vlivem perturbaci vstupnich dat, muselo by dojit
k perturbacim fadu 107. To je vzhledem k relativni strojové piesnosti 10 velmi velka
perturbace; viz [3.5].

Takto postaveny algoritmus na kritériu (3.8), resp. (1.31a) nemtze nikdy fungovat
spravné. Rozhodnout o fiditelnosti systému ovSem lze i podle kritéria (1.31b). Dynamicky
systém je fiditelny, pokud plati

rank[4]— A4, B]|=rank[P]=n, proi=1,....n, (3.9)

kde 4; jsou vlastni ¢isla matice 4. V algoritmu tedy musime nejprve fesit problém vlastnich
¢isel matice 4, nasledné problém hodnosti matic P;.
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U prvniho algoritmu postaveného na kritériu (3.8) pocitame n—1 soucinii matice
s vektorem a jeden singularni rozklad. U druhého algoritmu postavené¢ho na kritériu (3.9)
pocitdme vlastni Cisla matice a n singularnich rozklad. Druhy algoritmus je vypocetné

vvvvvv

Opak je ovSem pravdou, Ize ukézat [3.5], Ze pro nejmensi singulérni ¢islo o, matice P; plati

o, > proi=1, ..., n.
Navazeme-li na ptiklad, kde n = 10, pak zfejmé plati ze

o10> 0.48828 x 107>,

O fiditelnosti systému, pifi pouziti algoritmu postaveného na kritériu (3.9), rozhodneme
spravné uz na pocitate s hodnotou relativni strojové piesnosti fadové 10°; viz [3.5].

Algoritmus postaveny na kritériu (3.8) (3.9)
Minimalni hodnota &), pro dosazeni spravné¢ho 12 5
, P 10 10
vysledku (fadov¢)

Tabulka 3.1; Porovnani minimélnich fddovych hodnot relativnich strojovych ptesnosti pro
dosazeni spravného vysledku pfi pouziti riznych algoritmt.

Z tabulky 3.1 je vidét, ze pii pouziti prvniho algoritmu (3.8) potfebujeme provadét vypocty s
daleko vétsi presnosti. Soucasné po&itae maji pii pouziti dvojité presnosti ey~ 10'°, pouziti
obou postupt by tak vedlo ke spravnému vysledku (pro n = 10).

Tento ptfiklad ukazuje dulezitost vybéru vhodného algoritmu a dulezitost studia
chovani algoritmi. Pfi pouziti nevhodného algoritmu mizeme vysledek ziskat snadno, ale
tento vysledek vibec nemusi souviset se skuteCnym feSenim tulohy. Piestoze ob¢ kritéria
(3.8), (3.9) tiditelnosti systému jsou spravna, pouziti kritéria (3.8) jako vzorce pro vypocet
fiditelnosti je vyslovené nevhodné. Slabym mistem algoritmu postaveného na kritériu (3.8) je
pocitani mocnin matice A4, kazdym mocnénim matice se zvySuje Cislo podminénosti. Pro
matici 4 z tohoto piikladu dokonce plati x(4*) = «/(4). Matice 4" se s rostoucim & velmi
rychle blizi k matici singularni.

Toto slabé misto ovSem neni skryto piimo v kritériu (3.8), ale v tom, jakym zpiisobem
z ngj byl vytvoren algoritmus. Vhodnéjsi algoritmus postaveny na (3.8) by jednotlivé sloupce
matice Q¢ generoval a postupné vzijemné ortogonalizoval a normalizoval. Vysledkem
algoritmu by byla matice Q¢’ rozméri n x g, kde g <n je hodnost matice Q¢’, resp. Oc.
Sloupce matice Q¢ tak tvoii ortonormalni bazi g-rozmérného podprostoru prostoru R”.

V uvodu tohoto piikladu jsme wvyjadiili kritérium (3.8) pomoci sjednoceni tzv.
Krylovovych podprostort. Tyto podprostory se pouzivaji mj. (a také jsme na né narazili) pfi
feSeni soustav linearnich rovnic u projekénich metod (kapitola 2.1.4), piesnéji feCeno u metod
Krylovovych podprostort (krylovovskych metod), napiiklad metoda konjugovanych
gradienti CG. U téchto metod se baze podprostoru generuje pravé tak, ze se jednotlivé
vektory postupné vzajemné ortogonalizuji a normalizuji.
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4. Priklady velkych uloh v teorii dynamickych systémii a teorii Fizeni

V ptedchozich tfech kapitoldch jsme se vénovali zejména teoretickym otazkdm,
formulacim problému v teorii dynamickych systému a v teorii fizeni a jejich matematickym
popisim. Tim jsme zredukovali ulohy, které nds zajimaji, na nckolik malo uloh linedrni
algebry. Linearni algebraické ulohy jsme si roztfidili na zékladni typy tloh a naznacili jsme,
jak lze tyto Ulohy feSit. Upozornili jsme na problémy pii numerickém feSeni linedrnich
algebraickych uloh. Seznamili jsme se se zakladnimi pojmy z analyzy stability algoritmii.

V celém textu jsme neustdle upozornovali na to, ze se chceme zabyvat fesenim tloh
znacéné rozsahlych. Rozsdhlost uloh, nezanedbatelnym zplsobem ovliviiuje metody, které
muzeme k jejich feSeni pouzivat. Rozsahlost tiloh vyplyva z potteby zpiesiiovani vypoctl, je
zpusobena stale jemnéjsi diskretizaci zkoumanych oblasti, snahou o co nejvétsi komplexnost
zkoumanych tloh. Nyni se sezndmime s nékterymi problémy z teorie dynamickych systémi a
teorie fizeni, které vedou na velmi rozséhlé ulohy.

4.1 Struc¢ny uvod do fyziky piezoelektrickych materiali

Piezoelektrika jsou materidly vykazujici tzv. piezoelektricky jev. Jsou to materidly,
v nichZ existuje elektromechanickd vazba. Konkrétné se jedna o to, Ze u takového materialu
mizeme mechanickym namahdnim vyvolat odezvu v podobé vzniku elektrického pole
v materidlu. Naopak, pokud materidl vlozime do elektrického pole, mizeme v materialu
vyvolat mechanickou odezvu. Tento fyzikalni jev 1ze dobfe popsat pomoci termodynamiky.
Existence jevu zavisi zejména na vnitini struktufe a symetrii materidlu. Symetrie materialt
vychazi ze studia symetrie krystaldi a popisujeme ji pomoci grup symetrie. Fyzikaln¢ jev pak
popisujeme pomoci tenzorovych veli¢in, které charakterizuji materidlové vlastnosti
prislusného materidlu. Podrobny rozbor symetrie krystald, vlivu symetrie na vlastnosti
materiald a popis riznych tenzorovych veli¢in nalezneme v literatute, napiiklad v [4.7]. Popis
piezoelektrik a jejich pouziti pak nalezeme napiiklad v [4.6].

Zde uvedeme pouze bézné uzivany popis piezoelektrik pomoci stavovych rovnic
odvozenych z termodynamiky. Budeme-li uvazovat pouze izotermické déje (nebo pouze
adiabatické d¢je), piezoelektricky materidl miizeme popsat pomoci dvojice rovnic

T, =c\i)S, +eyE,, kdei,j, k,1=1..3 (4.1)

g

D, = e;,Sy _Sz(kS)Ek . (4.2)

Prvni rovnice (4.1) je rovnici mechanickou a druhd rovnice (4.2) je rovnice elektricka.
Jednotlivé fyzikalni veli¢iny, vystupujici v rovnicich, jsou

T; — tenzor napéti, Sij — tenzor relativni deformace,
D; — vektor elektrické indukce a E; — vektor intenzity elektrického pole.

Materialové konstanty vystupujici v rovnicich jsou pak

c(E),-jk, — tenzor elastickych modult (pfi konstantni intenzité elektrického pole),
e?k — tenzor piezoelektrickych modult
€ S,-j — tenzor permitivity (pfi konstantni deformaci).
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V obou rovnicich (4.1) a (4.2) pouzivame pti zapisu Einsteinovo scitaci pravidlo (v kazdém
soucinu s¢itame ptes opakujici se indexy). Plati tedy napf.

303
T, = ykz Skl +e,E, Z Z Ciint Skl + z PuEs

k=1 [=1 k=1

Diky symetrii tenzoru napéti, tenzoru deformace a symetrii materidlovych koeficientl
muzeme ob¢ rovnice (4.1) a (4.2) piepsat v tzv. stazeném tvaru viz [4.6; kap. 2.1; str. 24]

T, =cS +e,E,, kdei,j=1.3alu=1.56 (4.3)
D,=e,S, &l E,. (4.4)

V téchto dvou rovnicich se jiz vyskytuji pouze tenzory maximaln¢ druhého tadu, diky tomu
1ze uzit maticovy zapis tenzort. Ob¢ dve rovnice Ize zapsat jako jednu soustavu rovnic

T)_[¢” s S is
D| | ¢ —®|E|” |E| (43)

kde horni index " u matice piezoelektrickych modulti e’ znagi transponovanou matici. Matice
® v rovnici (4.5) tedy obsahuje vSechny materidlové konstanty piezoelektrického materidlu a
nazyva se elasticko-piezo-dielektrickou matici; budeme ji nazyvat prosté materialovou matici.
Rovnice (4.5) je schematicky zndzornéna na obrazku 4.1.

T =" e’ S

D e —g¥ E

Obrazek 4.1; Rovnice (4.5) se zvyraznénou strukturou materidlové matice ©.

Struktura materidlové matice ® je dana symetrii grupy pfislusné k danému materialu, viz
[4.6], [4.7]. S rostouci symetrii materidlu se struktura matice stdva stale 1idsi, ma stale vétsi
mnozstvi nulovych prvk.

Vsechny zde uvedené stavové rovnice, tedy rovnice (4.1) a (4.2), rovnice (4.3) a (4.4)
a rovnice (4.5) mizeme zapsat Ctyfmi rdznymi zptisoby. Rovnice mé obecné tvar zavislosti
jedné dvojice veli¢in (mechanicka a elektrickd veli¢ina) na druhé dvojici veli¢in. Z veli¢in
T, S, D, E tak mizeme vytvorit ¢tyfi riizné rovnice. Materidlova matice kazdé z téchto Ctyt
rovnic bude pochopitelné jina. Jednotlivé rovnice jsou rozepsany v literatufe, viz [4.6]. Vliv
symetrie na strukturu materidlové matice, viz [4.6] a [4.7].
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4.2 Priklad prvni — piezoelektricky rezonator jako dynamicky systém

Nyni se budeme zabyvat vlastnostmi tzv. piezoelektrického rezonatoru. Jedna se o
velmi jemny vybrus zpiezomateridlu. Tento vybrus je buzen naptfiklad harmonickym
elektrickym polem a vlivem elektromechanické vazby dojde kjeho rozkmitani. Tyto
piezoelektrické rezonatory se v praxi velmi Casto pouZzivaji, nebot’ maji mimotadné stabilni
chovani v Case (jejich rezonanc¢ni frekvence se s Casem témét neméni). Je ovSem nutné pro
konkrétni rezonator znat vlastni frekvence a tvary kmitd. Tyto frekvence rezonatoru miizeme
méfit v laboratofi, nékteré jednoduché tlohy Ize samoziejmé fesit analyticky. Tento problém
1ze také modelovat na pocitaci. Rezonancni frekvence je vlastni frekvence rezonatoru, na které
je rezonator buzen, pojem vlastni frekvence definujeme pozdéji v této kapitole.

Vsechny ptedchozi rovnice, které jsme si uvadéli, popisuji statické rozlozeni
mechanické (elastické) a elektrické energie v materialu — jsou to stavové rovnice. Rikaji nam,
kolik energie ,konzervované“ v materidlu je uloZzeno v podobé mechanické potencialni
energie, kolik je ulozeno v podobé elektrické energie a kolik energie jsme schopni
»presouvat® pomoci piezoelektrickych koeficientd (poméry téchto energii jsou popsany
koeficientem elektromechanické vazby, viz napt. [4.6; str. 29]). K popisu rezonétoru
potfebujeme rovnice, které budou popisovat jeho dynamiku. Potfebujeme tedy ziskat
pohybovou rovnici kontinua — piezoelektrického materialu. Pohybovou rovnici vyjadiime
dosazenim stavovych rovnic piezoelektrika (4.3), (4.4) do rovnice energetické bilance, tzv.
Hamiltonova energetického principu [4.9; kap. 6.4]. Ten tika, Ze rozdil kinetické a potencialni
energie je v kazdém okamziku roven praci vnéjSich sil. Nahradime-li navic elektrickou
indukci hustotou ploSného naboje a dosadime-li za elektrickou intenzitu gradient potencidlu
(viz [4.10; kap. 1.5]), ziskdme po diskretizaci tlohy naptiklad pomoci FEM dvojici rovnic

MU+K,U+K.®=F, (4.6)
KU+K,®=c. (4.7)

Celé odvozeni rovnic (4.6), (4.7) z rovnic (4.3), (4.4) vCetné diskretizace naptiklad viz [4.1],
[4.2], [4.3]. Tato dvojice rovnic vychdzi ze stavového popisu, jednotlivé pouzité fyzikalni
veli¢iny (matice K;) tak nepiimo souvisi s fyzikdlnimi veli¢inami v materidlové matici ©.
Stejn¢ tak jako ve stavovych rovnicich se zde vyskytuji mechanické a elektrické veliciny.
Jsou to vektory

U — deformace materialu (posunuti), F — vn¢jsi sila (napt. mechanické buzeni),
o — elektricky potencial a o — plosné hustota naboje.

Dale jsou to matice

Ky —matice reprezentujici mechanickou tuhost,
Kp — matice reprezentujici elektromechanickou vazbu a
Kg — matice reprezentujici elektrickou kapacitu.

Tyto matice obsahuji pfislusné materidlové koeficienty podobné jako materidlova matice ® a
obsahuji informace o zplsobu diskretizace rezondtoru. Posledni koeficient je matice

M — hmotnostni matice.

Tato matice popisuje setrvacnost rezonatoru, také odrazi strukturu tlohy po diskretizaci.
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Do modelu jsou také zahrnuty okrajové podminky pro U, v misté¢ uchyceni rezonatoru je
nulové posunuti, a pro @, zadany potencidl na elektrodach rezonéatoru. Pfesny a kompletni
popis aplikace FEM pro modelovani piezoelektrickych rezonatorti (varia¢ni odvozeni rovnic,
zahrnuti okrajovych podminek, atd.) nalezneme v literatute, viz naptiklad clanky [4.1]...[4.4]
a nebo naprtiklad disertac¢ni prace V. Pieforta [4.5].

N\

L y

piezoelektricky
rezonator

Obrazek 4.2; Piezoelektricky rezonator je vybrus z piezoelektrického materialu. Pro nalezeni
jeho vlastnich frekvenci lze pouzit naptiklad FEM model. V misté uchyceni rezonatoru (zadni
sténa) je zadana Dirichletova podminka — nulové posunuti.

Piedpokladejme, Ze posunuti U, které je v redlném problému funkci prostoru a casu,
bude v rovnicich (4.6), (4.7) harmonickou stojatou vinou,

U=u(x,y,z)-exp(iwt).
Pro druhou derivaci posunuti plati
U=-0U, (4.8)
kde w je pravé thlova frekvence kmitt. Po dosazeni vztahu (4.8) do rovnice (4.6) dostavame

(Ky -o’M)U+K,®=F, (4.9)
K,U+K,®=c. (4.10)

Vlastni frekvence wp je rezonator schopen v idealnim piipad¢ generovat bez buzeni, jsou tedy
feSenim soustavy rovnic (4.9), (4.10) s neznamou @ s nulovou pravou stranou (¥ =0, g =0).
Vynasobime-li rovnici (4.9) zleva matici —M ' a nahradime-li

o’ =\, (4.11)

vyjadiime dvojici rovnic (4.9), (4.10) v maticovém zéapisu
M-MTK,, -M'K,[|U| |0
M P = . (4.12)
K, K, O 0
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Hledame takova Az = wg’ a vektory [Ug, @], ktera rovnici (4.12) fesi, wg jsou tedy viastni
frekvence rezonatoru, vektor Ur odpovida tvaru mechanickych kmitd.

V kapitole 1.2 jsme pro popis dynamickych systémii zavedli matici systému P(s).
Blokové matice rovnice (4.12) je matici syst¢ému FEM modelu piezoelektrického rezonatoru.
Systémova matice (1.8) je

M-A4 -B| |M-MTK,, -MTK]
P(A)= = M "L (4.13a)
C D K K

P E
Ze systémové matice je mozné vyjadiit pienosovou matici P(s) systému (viz kapitolu 1.2).
Ptenosova matice (1.11) je

G(h)=B(M[-4)' C+D=K,(M~-M"K,) MK, +K,. (4.13b)

FEM model piezoelektrického rezonatoru je tedy v rovnici (4.12), resp. (4.13a), (4.13b)
popsan jako linearni dynamicky systém. Dynamicky systém vcetné vstupli a vystupl je
pomoci matice P(s) popsan viz (1.7),

() X(A)| [am-4 -B|[X(1)| [x(0)
ur)| | ¢ Dllu)] |Y(r)]
kde X(s) je stavovy vektor systému, U(s) je vstup systému, Y(s) je vystup systému a x(0) je

pocatecni podminka stavového vektoru. Tedy vstupem dynamického systému (4.12) je vektor
@, stavovym vektorem je vektor deformace U, vystupem je vektor hustoty ploSného naboje o.

Ptenosové poly linedrniho dynamického systému jsou takova /Ap, kterd splituji rovnici

(M —4)=0.

Pfenosové poly jsou vlastni ¢isla matice A. Invariantni nuly (viz kapitolu 1.4) jsou nuly
charakterizované nulovym chovanim systému na vystupu (nulovym ¥(4)), jsou tedy feSenim
rovnice (4.12). Invariantni nuly jsou kofeny polynomu, ktery je nejvétSim spoleCnym
délitelem vSech minord nejvyssiho fadu matice P(4) (1.8), resp. (4.13a).

Po6ly dynamického systému (4.12) jsou kvadraty vlastnich frekvenci mechanického
subsystému tohoto systému. Vlastni frekvence piezoelektrického rezonatoru wr jsou dany
mnozinou nul dynamického systému (4.12).

Hledéni vlastnich frekvenci piezoelektrického rezonatoru s vyuzitim diskretizace
pomoci FEM miize vést na velmi rozsahly dynamicky systém (4.12). Zde tedy poprvé
nardzime na ptiklad rozséhlé ulohy v teorii dynamickych systémi. Je ziejmé, Ze problém
nalezeni vlastnich frekvenci rezonatoru, tedy nul dynamického systému, neni mozné fesit
hledanim kofenl polynomu a Ze ani neni mozné tento polynom urcit jako nejvétsi spolecny
délitel minord matice P(s). V podstaté¢ vSechny operace nutné k vypoctu nul klasickym
zpusobem vedou na problém faktorizace polynomu, tedy na problém vlastnich cisel.
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4.3 Priklad druhy — aktivni piezoelektrické prvky

V druhém ptikladu rozsahlé tlohy teorie fizeni se zaméfime na studium specialniho
aktivniho piezoelektrického prvku. V soucasné dobé se jiz asi kazdy setkal s pojmem
inteligentni material (Smart Material). Aktivni piezostrukturu, kterou se nyni budeme
zabyvat, bychom mohli mezi tyto materidly zafadit. Tento materidl je tvofen elastickou
matrici, kterd piezoelektrické vlastnosti nevykazuje. Na matrici jsou pak ze dvou protilehlych
stran vrstvy piezomaterialu. V praxi musi byt jeSt€¢ kazda vrstva piezomateridlu opatiena
dvojici elektrod. Elektrody jsou potfeba proto, abychom mohli na vrstvu piezomaterialu
privést néjaké napéti, nebo abychom mohli métit ndboj, ktery zde vzniké deformaci materialu
vlivem zpétného piezoelektrického jevu. Priklad takové struktury je na obrazku 4.3.

I

— senzor (¢t = 0.1 mm)

| o

matrice (¢t = 1.0 mm)

aktuator (r = 0.1 mm)

Obrazek 4.3; Piezoelektricky aktivni prvek tvofeny tfemi vrstvami. Prostfedni (nejsilngjsi)
vrstva je matrice tvorena béznym elastickym materidlem. Tato vrstva je obklopend vrstvami
z piezoelektrickych materiali — senzorem a aktudtorem. Tloustky jednotlivych vrstev jsou
Cisté ilustracni.

Kazdou piezoelektrickou vrstvu takového materidlu budeme vyuZzivat jinym
zpusobem. Jednu vrstvu (na obrazku horni vrstvu) budeme vyuzivat jako senzor, druhou
vrstvu (spodni) budeme vyuzivat jako aktuator. Pokusme se nyni vysvétlit, jak mlzeme
takovy vrstevnaty materidl vyuzit a co nds vede k tomu, Zze ho nazyvame ,,inteligentnim*
materidlem. Prostfedni elastickou vrstvu mizeme rozkmitat pomoci néjakého budiciho
signalu. Elasticka vrstva (respektive celd struktura) miize byt realizovana napiiklad jako
kiidlo letadla nebo fotovoltaicky clanek vesmirné druzice. Obzvlast v kosmonautice a
aeronautice se takové problémy feSi velmi Casto. Plocha konstrukce kiidla se rozkmita
pomérné snadno a je zfejmé, Ze to neni zddouci. Otdzkou tedy je, jak tyto kmity, tedy vlastni
kmity elastické konstrukce, eliminovat. Opatiime-li tenkou elastickou vrstvu (matrici) velmi
slabou vrstvou piezoelektrického materialu s elektrodami, mizeme teoreticky relativné dobie
mefit deformaci matrice. Deformace matrice, zplisobend jejim kmitanim, pochopitelné
zpusobi deformaci piezovrstvy a vlivem zpétného piezoelektrického jevu dojde k hromadéni
naboje na elektrodach této vrstvy. Zmeétfenim napéti na elektrodach této vrstvy v raznych
bodech tak ziskame pfedstavu o deformaci matrice. Takovou vrstvu mizeme tedy povazovat
za jakysi distribuovany senzor. Druha piezovrstva je aktudtor. I na té dochdzi vlivem
deformaci matrice k hromadéni néboje, zde ovSem nebudeme napéti na elektrodach méfit.
Pravé naopak. Na elektrody aktuatoru pfivedeme zesilené napéti ze senzoru, samoziejmée
sopatnym znaménkem (resp. na aktuator pfivedeme napéti ze senzoru obecné
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transformované néjakym fidicim algoritmem R). Napéti zesilime naptiklad stokrat, abychom
mohli napéti vzniklé na aktudtoru vlivem zpétného piezoelektrického jevu zanedbat.
Piivedenim napéti s opacnym znaménkem dojde k deformaci aktudtoru opacnym smérem
vzhledem k matrici. Budeme-li opét aktudtor povazovat za aktudtor s distribuovanymi
parametry, mizeme se tak pokusit aktivné tlumit vibrace a kmity matrice. Princip funkce
materialu je schematicky zndzornén na obrazku 4.4.

vystup
senzor senzoru kontroler
4>
(zpétnovazebni regulator)
r ’ M r \.
budici signal
] /
D\ T fidici signdl
matrice
aktuator

Obrazek 4.4; Schéma funkce ,,inteligentniho* piezoelektrického prvku pro aktivni regulaci a
fizeni vibraci.

Pii modelovani takového materidlu na pocitac¢i napiiklad pomoci FEM do modelu
zahrneme 1 fidici algoritmus R (na obrazku realizovan kontrolerem). Hledani fidiciho
algoritmu je pak pochopiteln¢ velmi slozitou a velmi rozsahlou ulohou teorie fizeni (v prvnim
ptikladu jsme fesili pouze ulohu teorie dynamickych systémii).

Zde se nebudeme zabyvat tlohou hledéni optimélniho fizeni takové aktivni struktury.
Pouze se pokusime s vyuzitim prvniho ptikladu popsat dynamiku této struktury pro urcity
konkrétni tidici algoritmus. Tato aktivni struktura obsahuje tii vrstvy, ztoho jsou dvé
z piezoelektrického materiadlu. Piezovrstvy popiSeme rovnicemi analogickymi s rovnicemi
(4.6) a (4.7) z prvniho ptikladu [4.1; (10)], [4.3; (26)].

MU +SUg+K ,Ug+K; @ =F,, (4.14)
K Ug+K @5 =0. (4.15)
MU, +SU,+K, U, +K! ®, =F,, (4.16)
K, U,+K,®, =c,. (4.17)

Prvni dvojice rovnic (4.14) a (4.15) popisuje senzor, druhda dvojice (4.16) a (4.17) pak
aktuator (viz dolni indexy S/A u veli¢in a materialovych koeficientll). Vyznam jednotlivych
veli¢in 1 koeficientli byl jiz popsan v prvnim piikladu s vyjimkou koeficientu

S — matice tlumeni.
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Tato matice popisuje tlumeni, tedy jistou disipaci energie v materidlu (viz [4.1], [4.3]). Pro
uplné popséni modelu této struktury bychom jesté pottebovali pohybovou rovnici elastické
matrice. Ta by v podstaté vypadala stejné, jako pohybové rovnice senzoru/aktuatoru — rovnice
(4.14) a (4.16) — ovSem s nulovym koeficientem Kp. Pohybovou rovnici matrice bychom
potiebovali naptiklad pro vypocet vlastnich kmitd celé struktury. My ovSem pouze popiSeme
chovani aktudtoru (resp. odpovidajiciho dynamického systému) v zéavislosti na chovéni
senzoru (resp. odpovidajiciho dynamického systému) a v zavislosti na algoritmu fizeni R.
V dal$im popisu budeme vzdy uvazovat, ze pro senzor i aktuator byl pouzit stejny material se
stejnymi materidlovymi koeficienty a se stejnymi parametry (rozméry). Rovnéz budeme
uvazovat stejnou diskretizaci obou piezoelektrickych vrstev. Diky témto piredpokladiim budou
matice koeficientll senzoru a aktuatoru stejné. Potom tedy plati a budeme psat

KS,M :KA,M :KM9 KS,P :KA,P :KP’ KS,E :KA,E :KE9
SSZSA =S,
MS:MA =M.

Mechanické a elektrické veli¢iny (tedy U, F, @ a o) jsou pochopitelné u senzoru a u aktudtoru
ruzné. U vrstvy realizujici senzor nedochazi k buzeni elektrickym polem, plati tedy o5 = 0.
Z rovnice elektrické bilance senzoru (4.15) pak miizeme vyjadiit napéti na elektrodach
senzoru

D, =—K;'K,U,. (4.18)

Po dosazeni do pohybové rovnice senzoru dostdvame rovnici, kterd popisuje dynamiku
piezoelektrické vrstvy realizujici senzor

MU +SUg +(K, —K,K,'K, )Ug = F; . (4.19)

U piezoelektrické¢ vrstvy realizujici aktudtor jiz mame obecné¢ nenulové buzeni
elektrickym polem. Toto buzeni je dokonce prostiednictvim daného fidiciho algoritmu R
zavislé na napéti na senzoru. Jak jsme jiz zminili, optimalni algoritmus fizeni nebudeme
hledat, nebot’ je to pravdépodobné velmi slozitd tloha zavisejici na mnoha parametrech.
Kritérium optimality fidiciho algoritmu by byla ziejm& minimalni vychylka celé struktury
z nulové polohy. Algoritmi fizeni této struktury je v literature k dispozici nékolik [4.1]. Tyto
algoritmy jsou ale vétSinou relativné jednoduché a intuitivni. Chceme-li nyni popsat
dynamiku piezoelektrické vrstvy realizujici aktudtor, musime néktery z téchto algoritmi
pouzit. Nejprve tedy vyjadiime buzeni aktudtoru oy, tedy pravou stranu rovnice (4.17),
uvedeme si dva algoritmy fizeni. Oba algoritmy jsou zalozeny na tom, Ze aktudtor plisobi
proti sméru pohybu matrice (resp. celé¢ struktury). Aktuitorem se tak snazime potlacit
jakékoliv vibrace, ke kterym v matrici dochazi.
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Algoritmus Fizeni s konstantnim zesilenim (Constant Gain Feedback Control)

Tento algoritmus (resp. regulator) reaguje na velikost zmény (¢asové derivace) napéti
na senzoru, zesilenou a s opaénym znaménkem ji pfivede na aktuator. Zesileni je konstantni a
zaporné (z divodu zmény znaménka). Algoritmus popiSeme vztahem (viz [4.1])

G, =r%¢>s =&, =-T-K,'K,Uy, (4.20)

kde T' je zesileni (resp. matice zesileni) regulatoru. Z rozmérové analyzy této rovnice je
ziejmé, 7e matice zesileni I je v jednotkach [(C.m)/(V.s )] = [F.s.m 7].

Ljapunovovo Fizeni (Lyapunov Control — Constant Amplitude Feedback Control)

Druhy algoritmus reaguje pouze na smér zmény napé€ti na senzoru (reaguje pouze na
to, zda se napéti zvétSuje nebo naopak). Na aktudtor je pfiveden konstantni budici signal,
pouze sruznym znaménkem, respektive nulovy budici signdl v pfipad€, ze se napéti na
senzoru neméni. Algoritmus popiSeme vztahem (viz [4.1])

c, =F~sgn(%<bsj=r~sgn(®s)=—F~K;KP sgn(US). (4.21)

Matice I' je opét zesileni regulatoru a funkce sgn(x) je tzv. signum funkce. Tedy funkce, ktera
vrati znaménko argumentu. Funkce tedy vrati hodnotu —1 pro x < 0, hodnotu 0 pro x = 0 a
hodnotu +1 pro x > 0.

V piikladu pouzijeme fidici algoritmus popsany vztahem (4.20). S pomoci tohoto
vztahu pfepiSeme pohybovou a elektrickou rovnici aktuatoru; tedy rovnice (4.16), (4.17)

MU ,+SU,+K,U,+K}®, =F,, (4.22)
KU, +K,®,=-T-K;'K,U. (4.23)

Nyni z rovnice (4.23) vyjadiime napéti na elektrodach aktuatoru stejné, jako jsme to délali u
senzoru. Plati pak

®,=-K,'K,U,-K;' T-K;'K,Uy, respektive (4.24)

O, =0, -K;' T-K,;'K,Us,
kde @4 je napéti, které na aktuatoru vznikne vlivem zpétného piezoelektrického jevu (tedy
nap¢ti, které na aktudtoru vznikne vlivem jeho vlastni deformace). Napéti na aktuatoru @4 je

tedy dano jako soucet napéti zreguldtoru a pravé napéti @’y. Napéti @4 tak miZeme
v podstaté povazovat za jakousi regulacni odchylku.
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Po dosazeni rovnice (4.24) do pohybové rovnice aktudtoru (4.22) dostaneme rovnici
MU ,+SU,+KU,=F,+T"-Us,, (4.25)

kde K je matice tvofend materialovymi koeficienty a I'’ je matice tvofena fidicim algoritmem
a materidlovymi koeficienty

K=K, -K}K;'K,

I'=K,K,;' ' T-K;'K,U.

Na zavér aktudtor vyjadiime jako dynamicky systém popsany klasickymi rovnicemi
(1.1), (1.2). Aktuator tedy popiSeme rovnicemi ve tvaru

Xx=Ax+ Bz
vy=Cx+Dz,

kde x je stavova veliina, z je vstup systému a y je vystup. Definujme

xz[(.]A}, z=[F,+T"-Ug] a y=[o].
UA

Stavovym vektorem je vychylka a rychlost, vstupem mechanické buzeni a elektrické buzeni
realizované regulatorem, vystupem pak regulacni odchylka napéti. Dynamicky systém FEM
modelu aktuatoru popiSeme dvojici rovnic

. 0 1 0
X= y U N - (4.26)
-M"K -M"'S M

y= I:_KEIKPa O}x’ 4.27)

kde I je jednotkova matice; v maticovém zapisu

U, 0 I 0 U,
U,|=|-M"'K -M'S M U, : (4.28)
o | |-K;'K, 0 0 ||F,+T"-U,

Pomoci rovnic (4.26), (4.27), respektive pomoci rovnice (4.28) jsme popsali aktuator aktivni
piezostruktury (viz obrazek 4.4) jako dynamicky systém.
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4.4 Priklad treti — iteracni metody jako dynamické systémy se zpétnovazebnim Fizenim

V ptedchozich dvou ptikladech jsme se zabyvali popisem konkrétnich fyzikalnich jevi
z pohledu teorie dynamickych systému. Ve tfetim ptikladu popiSeme z pohledu teorie fizeni a
teorie dynamickych systémil obecnou linearni stacionarni iteracni metodu pro feseni soustavy
rovnic (2.1)

Ax=b. (4.29)
Soustava rovnic (4.29), kterou chceme tesit, realizuje uréitou regulovanou soustavu a linearni
iteracni metoda, kterou kfeSeni pouzijeme, pak zastavd funkci regulatoru (ptesny tvar
regulované soustavy i regulatoru odvodime pozdéji v této kapitole). Hledani v jistém smyslu
optimalni metody feSeni soustavy (4.29) je z pohledu teorie fizeni ekvivalentni tloze hledani

optimalni regulace.

Je-li matice 4 soustavy rovnic (4.29) regularni, Ize tuto soustavu fesit jednoznac¢né,
existuje prave jedno feseni; zna¢ime

x=A"b. (4.30)
Pii teSeni soustavy (4.29) pomoci stacionarnich itera¢nich metod (viz kapitolu 2.1.3)
vychazime z dané po&ate¢ni aproximace feSeni (pocate¢ni podminky) x© a neustile se
v jednotlivych krocich postupnymi Gpravami aproximace feSeni piiblizujeme k skute¢nému
feseni (4.30). Pro jednotlivé Upravy plati

A 2 B 4 ) 4.31)

kde H je matice specifickd pro kazdou itera¢ni metodu a 7 je reziduum. Reziduum lze vyjadfit
pomoci rozdilu mezi skute¢nym feSenim a jeho aproximaci; plati

PO = p— 4™ = A(x - x(k)) : (4.32)
po dosazeni do (4.31) dostaneme

Y =Yy H (b= ax )= (1= HA)x" + Hb = Bx") + Hb.  (4.33)
Nyni definujeme dva dalsi pomocné vektory, které budeme pozdéji potfebovat

u® = g (4.34)
PO = g (4.35)

Za piedpokladu, 7e uvazovana metoda konverguje, plati x* — x, #%

— 0, pak pro pomocné
vektory plati u® — 0, y® — b,
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Chceme-li itera¢ni metody popisovat jako dynamické systémy, musime pouzit
diskrétni popis, nebot’ iteratni metody nejsou spojité v case (hodnoty se méni skokovée
v jednotlivych iteracich). Diskrétni dynamicky systém lze obecné popsat dvojici rovnic
(1.1a) — stavovou rovnici a (1.2a) — rovnici vystupu;

X, =Ax, +Bu,,

v, =Cx, +Du, .

Aby nedochazelo k zdménam jednotlivych vektort, bylo zachovano ptvodni znaceni
z kapitoly 1.1 (vektor x* je aproximace feSeni soustavy (4.29) a x; stavovy vektor
dynamického systému, atd.). Diskrétni dynamicky systém je pfesné popsan uspotradanou
Ctverici matic (/Nl, B,C,D).

Nyni pfepiSeme rovnice obecné linedrni staciondrni iteracni metody tak, aby byly
kompatibilni s popisem diskrétniho linearniho dynamického systému. Zachovame pfitom jiz
naznacenou strukturu — oddélime vlastni metodu od soustavy rovnic. Schéma feSeni soustavy
rovnic (4.29) pomoci obecné itera¢ni metody je na obrazku 4.5.

R “-8 -

Obrazek 4.5; Schéma teSeni soustavy (4.29) pomoci iteracni metody. Metodu charakterizuje
regulator R, tiloha je reprezentovana regulovanou soustavou S.

Jako jednotlivé signdly (viz obrazek) pouzivame vektory zrovnic popisujicich obecnou
linearni iteracni metodu

y®  _regulovana veli¢ina (pomocny vektor (4.35)),

b — pozadovana hodnota regulované veli¢iny (prava strana soustavy (4.29)),
Y _regulaéni odchylka (k-té reziduum),

u® - regulacni veli¢ina (pomocny vektor (4.34)).

Aproximaci feseni — vektor x* nepouzijeme jako signél ale jako stavovy vektor dynamického
systému § (regulované soustavy); tedy

)
)

— stavovy vektor regulované soustavy (k-ty odhad nezndm¢),
— poc¢atecni podminka (poc¢ate¢ni odhad nezndmé).

X
X

Reguldtor R i regulovand soustava § na obrazku 4.5 jsou obecné diskrétni dynamické
systémy. Z obrdzku je patrné, co jsou vstupy a co jsou vystupy u obou systémi. Regulovana
soustava § predstavuje ulohu, kterou popiSeme dvojici rovnic (stavovou rovnici a rovnici
vystupu)

Y = W 4 g™ , (4.36)
Y = g™ (4.37)
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Vektor u® je vstupem regulované soustavy, vektor y* je vystupem. Vektor x* (aproximace
feSeni) je stavovym vektorem (registrem) regulované soustavy. PopiSeme-li regulovanou
soustavu usporadanou ctvefici matic, plati §=(/, I, 4, 0). Regulator popiSeme (v piipade
linearni staciondrni metody) jen jednou rovnici (rovnici vystupu)

u™ = mr®, (4.38)

Vektor rezidua +* je vstupem a vystupem vektor u®. Stavovy vektor (registr) regulatoru
u stacionarni metody nepotiebujeme. Regulator v podstaté slouzi pouze jako zesilovac se
zesilenim H. PopiSeme-li reguldtor uspotfddanou Ctvetici matic, plati R = (0, 0, 0, H). Nyni
oveéfime spravnost popisu. Do rovnice (4.38) dosadime za reziduum. Vypocet rezidua ovSem
neni obsazen ani v popisu regulatoru ani v popisu regulované soustavy, reziduum se pocita
jako rozdil ¥ =5—"® ve s¢itacim &lenu (viz obrazek 4.5). Rovnici (4.38) s vyjadienym
reziduem dosadime do rovnice (4.36), po dosazeni rovnice (4.37) vyjde vztah (4.33)

X =(1-HA)x" + Hb

popisujici obecnou lineédrni staciondrni iteraéni metodu.

Regulované soustava S = (/, [, 4, 0) je popsana vzdy stejné, nezavisle na konkrétni
popisované iteracni metodé — regulovana soustava popisuje samotny problém, ktery feSime
(obsahuje v podstaté pouze matici 4 soustavy (4.29)). Popis regulatoru R = (0, 0, 0, H) je
piimo zavisly na pouzité metodé — regulator tedy tuto metodu reprezentuje (obsahuje matici
specifickou pro rizné metody). Do takto vytvofené¢ho popisu jsme schopni zahrnout vSechny
linedrni stacionarni iteracni metody pro feSeni soustav linearnich rovnic (4.29). Regulator se
strukturou R = (0, 0, 0, H) Ize pouzit naptiklad u Richardsonovy, Jacobiho, Gauss-Seidlovy
nebo superrelaxaéni (SOR) metody (viz kapitolu 2.1.3).

Nestacionarni a semiiteracni metody pro feSeni soustavy rovnic (4.29) Ize schematicky
znazornit také pomoci obrazku 4.5. Struktura regulované soustavy § zlstava i nadale stejna,
struktura regulatoru R se méni. VSechny Ctyfi matice reguldtoru jsou obecné nenulové,
viz [4.8]. Vyuzivame stavového vektoru (registru) regulatoru, a tim do systému regulatoru
zavedeme pamét. Regulator reprezentujici nestaciondrni metody je plnohodnotnym
dynamickym systémem (u stacionarnich metod fungoval regulator pouze jako zesilovac).

Na zavér zbyva jen zopakovat, Ze problém optimalni metody feSeni soustavy rovnic
(4.29) mtizeme z pohledu teorie fizeni formulovat jako problém nalezeni optimalniho fizeni
(regulace) soustavy S. Hledame tedy regulator R optimalni v takovém smyslu, aby byla
regulacni odchylka #* minimalni, v co nejmensim poé&tu iteraci, a zarovefi, aby byl cely
systém (R, §) stabilni a robustni. Problém numerické stability takto hledaného algoritmu pak
muizeme v jistém smyslu prevést na problém stability dynamického systému regulatoru R.
Dobra podminénost tlohy (resp. v uloze feSeni rovnice (4.29) dobra podminénost matice 4)
pak souvisi se stabilitou regulované soustavy S. Za predpokladu numerické stability algoritmu
(tedy stability regulatoru R) a dobré podminénosti tlohy (tedy stability soustavy .§) mizeme
hovofit o stabilité celého systému (R, S); viz [4.8].
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5. Zavér

V této diplomové praci jsme se pokusili ukizat vybrané problémy z teorie
dynamickych systému a teorie fizeni také ze stranky numerické linearni algebry. V celé praci
byl kladen velky diraz (vychazejici z motivace této prace) na potiebu fesit stale rozsahlejsi
ulohy korespondujici s ulohami z teorie dynamickych systému a teorie fizeni. ReSerse téchto

2%

V navaznosti na teoretickou prvni cast diplomové prace bylo v druhé casti prace
uvedeno nékolik praktickych ptikladi vedoucich na rozsahlé algebraické ulohy, zejména
z oblasti fyziky piezoelektrickych materidlii. Na feSeni rozséhlych algebraickych uloh
klasické metody zalozené na finitnich rozkladech bohuzel Casto nestaci. Je potfeba hledat
nové predev§im iteraéni algoritmy feSeni algebraickych probléml teorie dynamickych
systému a teorie fizeni. Pfipomenme si v tomto sméru prvni z piikladid — hledani vlastnich
frekvenci piezoelektrického rezondtoru. Tuto ulohu miZeme v zdsad¢é feSit bud’ pomoci
hledani vlastnich ¢isel matice (coz je relativné dobfe zvladnutelny problém napiiklad pomoci
QR algoritmu) nebo klasicky pomoci faktorizace polynomu (tedy hledani polt a nul systému,
coz je naopak velmi obtizn€ fesitelny problém). Je zifejmé, Ze pro malé ulohy a tedy polynomy
nizkého fadu jsme schopni faktorizaci provést, nikoliv vSak jiz pro ulohy, jejichZz rozméry
jsou v fadech n¢kolika tisic ¢i vice.

Potieba hledat nové postupy a algoritmy je pfirozené podminéna znalostmi ze vSech
zuCastnénych technickych a matematickych oborid. Tato diplomova prace by méla byt

vvvvvv

pro dalsi praci v oboru.

Ptikladem problému, na kterém lze ukazat oteviené otazky a moZznosti dalsi prace, je
iteracni feSeni Ljapunovovych rovnic (viz kapitoly 1.5.3, 1.5.4, 2.1.1)

AX +X4" =-0, (5.1)

kde 4, X, O jsou ctvercové matice rozmérii n X n. Cilem je nalézt dobrou aproximaci matice
X. Jednou z moznosti je ptevedeni rovnice (5.1) do tvaru standardni linearni algebraické
soustavy rovnic s vektorem neznamych a vektorem pravé strany a nésledné pouziti nékteré
vhodné krylovovské metody. Pfevedeni na standardni tvar miizeme provést naptiklad takto

(I®A+A®I)x, = 4,x, =—q,, (5.2)

kde symbolem ® znacime tzv. Kroneckeruv maticovy soucin (Kronecker product), vektor xy
je vektor obsahujici sloupce matice X a vektor gy je vektor obsahujici sloupce matice Q.
Kroneckertiv maticovy sou¢in mizeme slovné interpretovat takto: kazdy ij-ty prvek matice,
kterd je vlevo, nahradime celou matici, ktera je vpravo. Tuto ,,vkladanou® matici (pravou
matici) vSak nejprve vyndsobime pravé ij-tym prvkem levé matice. Matice Ay je matici
rozmdri n’ x n”. Je také ziejmé, Ze vektory xy a ¢y jsou vektory délky n”. Soustavu rovnic pak
schematicky mizeme zapsat takto

71



0 4 0 a, I ay,l a,, I Nl _ _|%
0 O A a,l an‘zl a,l X, q,
neboli
A+ad  a,l - a,l X, 9
a,l A+ay,l - a,l 12| |
a,l a,l - A+ .annl );n q,

kde x;, respektive g; jsou jednotlivé sloupce matice X, respektive Q. Soustavu n” rovnic pro n”
neznamych (5.2) miZeme fesit napiiklad pomoci metody GMRES. Tato metoda patii mezi
metody Krylovovych podprostorti, tedy mezi projekéni metody. S Krylovovymi podprostory i
s projekénimi metodami jsme se jiz setkali (viz kapitoly 2.1.4, 3.4). Principem projekénich
metod je redukce ulohy pomoci projekce na vhodné podprostory. Ulohu rozméru % kterou je
potieba fesit, projektujeme do Krylovova podprostoru, ¢imz vznikne redukovand uloha
rozméru m << n’. Redukovanou tlohu vyfe$ime a feSeni pak zobrazime zp&t do pivodniho
prostoru. Zdiraziiujeme, Ze takto popsany matematicky princip krylovovskych metod (a
obecné¢ projekénich metod) neni naprosto patrny zjejich algoritmické realizace,
predstavované obvykle rekurentnimi vztahy pro itera¢ni vypocet ptislusnych vektorovych a
skalarnich veli€in.

Nevyhodou uvedeného postupu je to, ze zobrazenim ulohy na ulohu redukovanou
ztratime strukturu plvodni Ljapunovovy rovnice. Tedy v redukované soustavé uz nelze
jednoduse objevit Ljapunovovu rovnici, stala se zni standardni soustava rovnic bez
ljapunovské struktury. Pivod tohoto jevu je v tom, ze pouzita vypocetni metoda (realizujici
tuto redukci Ulohy) nevyuziva podstatnou informaci o struktufe ulohy a v disledku toho
promichd strukturu sloupce xy. Bylo by tedy zfejmé vhodné pouzit takovou metodu, aby doslo
k zachovani struktury tlohy na redukované urovni. Vhodné by bylo pouzit projekéni metodu
takovym zplisobem, aby redukovand tloha byla opét Ljapunovovou rovnici.

Vyuziti krylovovskych metod pro feseni Ljapunovovych rovnic se zda byt hodné

dal§itho zkoumani. Krylovovské metody pii redukci tlohy (modelu) postupné extrahuji
pomoci Krylovovych podprostori dominantni informaci obsazenou v dané tloze.
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