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SirSi kontext ulohy

V neustale rozristajicim se virtualnim prostoru internetu (resp. predevsim webu)
prirozena vznika potreba efektivné vyhledavat.

Na zaCatku 21. stoleti prestavaji na tuto praci stacit klasické rozcestniky (de-facto
seznamy odkazl), je potreba mit k dispozici efektivn&jsi nastroj, ktery bude pro
uzivatele provadét navic n€jaky predvybér na zakladé relevance.

Zakladni pozorovani, nastroje a predpoklady:

e Soubor dokumentd na webu budeme modelovat jako graf. Dokumenty na sebe
odkazuji jednosmérnymi odkazy, hyperlinky, graf tedy bude orientovany.

e O uzivateli obecné nemame zZadnou a-priorni informaci, budeme tedy predpo-
kladat, Ze se pohybuje po webu nahodnég, tzv. nahodny surfar.

e Jeho pohyb po grafu popiseme pomoci pravdépodobnosti. Tim z grafu vytvo-
fime tzv. Markovdiv retézec.

e KIiCové budou vztahy mezi grafy, resp. markovovymi retézci a maticemi soused-
nosti resp. prechodu.

Viz napf. [Langville, Meyer: 2006], [Berry, Browne: 2005].



1. Zakladni pohyb na webu

\ \

Uvazujme modelovy web:

kde P, je k-ty dokument na webu. Necht dale
B, je mnozina stranek odkazujicich na P, a
Fi. je mnozina stranek, na které P, odkazuje; napr

B3 = {Pl,P5}, Js5 = {P3,P4,P6}.



2. Co je to PageRank?

LLarry Page* prichazi s jednoduchou myslenkou (algoritmem na) hodnoceni stranek
nasledné po ném pojmenovanou PageRank:

Relevanci stranky P, definujme jako

r(Pr) = Z ngj), r(Px) > 0.

Interpretace:

(1.) Odkazuje-li na P dulezita stranka P;, zvySuje tim ddlezitost Py.

(2.) Cim vice stranek odkazuje na Py, tim je P, dlleZit&jsi.

(3.) Pokud ng&jaka stranka odkazuje na vice stranek, jeji dilezitost se mezi odka-

zované stranky rozdéli rovhym dilem.

Jak si poradit se “zacyklenou’” definici (relevance je definovana pomoci sebe sama)?

*Larry Page a Sergej Brin jsou zakladatelé spoleCnosti Google.



Pro nas modelovy web

zrejme plati:
r(P1) =
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Pro nas modelovy web

zrejme plati:
T(Pl) =
r(P2) = %T(Pl)
r(P3) = Zr(P1)
’I“(P4) =
r(Ps) =

r(P2) + $r(P3),

%T(Pg,)
s7(P3) + r(Pa)



Pro nas modelovy web

zrejme plati:

r(P1) = r(P2) + ir(P3),

r(P2) = 57(P1) + 2 7(Pe)
r(P3) = 3r(P1) + <7(Ps)

r(Ps) = < r(P3) + <7(Ps)

r(Ps) = %T(P:g) + 7r(Py) + %T(P6),

r(Ps) 57(Ps).



Pro nas modelovy web

tedy dostavame matici hyperlinkt H:
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3. Matice hyperlinka a jeji viastnosti

Matice
[ 0 1/2 1/2 O 0 0O |
1 0 0 0 0 0
7 — 1/3 0 o 1/3 1/3 O
0 0 0 0 1 0
0 o 1/3 1/3 0 1/3
| 0 1/2 O o 1/2 0

e je pO prvcich nezaporna, dokonce 0 < H < 1, a soucCet prvkl v radku je roven
jedné, tzv. stochasticka matice.

o Vektor e=1[1,...,1]" je zfejm& (pravym) vlastnim vektorem, He = e = e - 1
odpovidajicim viastnimu Cislu A = 1.

e Hledany vektor m = [p(P1),...p(P,)]" je odp. levym vlastnim vektorem, 77T H = =™,

Prvky v j-tém tadku obsahuji nuly a F; Cisel 1/|F;|. Tedy h;; |ze interpretovat jako
pravdépodobnost prechodu z P; na P, (ndhodny surfar).

Orientovany graf vybaveny pravdépodobnostmi prechodu je Markovovym retézcem.
Jsou tyto vlastnosti univerzalni (plati to tak vzdy)?



4. Teleportace

Pokud existuje stranka (dokument) P;, ze kterého nevede daldi odkaz, tj. |F;| =0

(typicky obrazky .jpg, .png, ..., Casto i dalsi dokumenty .pdf, atd.), angl. dangling

node, je matice hyperlinkd tzv. substochasticka
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Protoze stochasticita je ddlezita (nemame vlastni par e

1,....1]7, A = 1) a

nahodny surfar by zdstal v takovém vrcholu grafu uvéznén, opravime stochasticitu
tim, Ze umoZnime surfarti se teleportovat kamkoliv do grafu (v praxi uZivatel zada
do adresniho r¥adku jinou adresu).



Necht d = [d1,...,d,]" € {0,1}" (dangling node vektor) tak, Ze
dj =1 <= |F;| =0 <= P; je dangling node.

Pak opravena matice hyperlinkii H = H + %deT
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je jiz vzdy stochasticka.
Vlastni vektor = € R™ lze nalézt nap¥. FeSenim singularni soustavy (H' — I)m = 0...



5. Spektralni polomér (opravené) matice hyperlinki
Vime tedy, Zze H'e = e, tedy A =1 € o(H’). Je toto vlastni Cislo n&Cim vyznamné?

Necht v € R”,

lv|| je libovolna vektorova norma, A € R™*™, pak

Al = max  |lAv]
v, [loll =1
nazyvame operatorovou normou matice (indukovanou vektorovou normou || - ||).
Pro Az = z, ||z|| = 1 zfejmé& plati
Al = max [[Av]| = |lAz]| = [[zA]] = [l=[[ [A] = |A].
v, [lvf] =1

OznaCme spektrum a spektralni polomér matice A

o(A) ={A e C : det(A — AI) = 0}, o(A) = max |}A|.
Aeo(A)

Tedy kazda operatorova norma majorizuje spektralni polomér matice
Al > o(A).



[ !

Oznatmé v = [v1,...,v]t @ A= (ajx). Pak specidaln& pro normu
% -1 0
Joll = tim ol = tim (Z )" = maxu;
dostaneme ]
IlA]l . = max > " |a;xl (maximum ze souctd Fadkd |Al).

Specialné pro matici hyperlinki H' = (h, ), ktera je stochasticka, dostaneme

17l = maxz Ryl = 1.
k=1

Protoze H' ma vlastni Cislo 1 a zaroven je ||H'||,, = 1 > o(A) = maXye,(a) |Al,
je tedy A\ = 1 nejvétsi viastni Cislo a zaroven spektralni polomé&r matice H’.

Odpovidajici vlastni vektor = umime nalézt mocninnou metodou, pokud...



6. Mocninna metoda

Mame matici A a startovaci vektor vg,

ol = 1. Pro ¢

1,2,3,... poCitame

1 1
pe= Avp_1, v = P — = Ay, = — Al
[ pell [ pell @y
kde @y = ||pe|| - --- - ||p1]|. Je-li A (pro jednoduchost) diagonalizovatelna, tj.

A= XAX"1 A=diag(\1,..., ),  [A1] > > |\

pak pro X = [z1,...,2n] @ wo = X tvg = [w1,...,wy]’
1 1 <& Y & A
ng—X/\Ewo — —ij)\ﬁwj = 1 xlwl—l—ij (—‘7> vy
oy, Ty e oy = A1

Za jistych predpokladi (w1 # O,

A wq 1
v~ T, kde ¢ =2 ¢ — . span(v)) — span(z1).
Ty |l

A1] > [A2] neboli |A;/A1] < 1) vidime, Ze




7. Vlastni Cislo A =1 muze byt nasobné
Napr. kdyz

Hy O

H:[o H»

], kde H; jsou stochastické.

Obecngji, kdyz H je rozlozitelna, tj. existuje permutacni matice I tak, ze

Hy W

H:H[O il

]nT, pak o(H) =0o(H1) Uo(H>)

vCetné nasobnosti. Analogie dangling node, surfar zdstane uvéznén v Ho.
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8. Aritmetika nezapornych a stochastickych matic 1.
Pro nezaporné matice zrejme plati:

e Kdyz A>0, B>0, pak A+ B > 0.

Pro stochastické matice (Ctvercové nezaporné s jednotkovymi soucty radkd) plati:

e KdyZ A>0& S, a;,=1, B>0& 3, bjx=1, pak

C=a-A+1—-«a)-B, ), cr=o: (Zkaj,k> _I_(l_a)'(Zkbj,k) = 1.
e Pokud navic 0 <a <1, pak C > 0.

e Pokud navic A>0nebo B>0a0<a<1l, pak C > 0.

Tedy: Konvexni kombinace stochastickych matic je stochasticka matice.



9. Druha teleportace
Nahodny surfar se muze teleportovat kdykoliv, nejen v dangling nodes.

Zavedeme tzv. Google Matrix

n

G=a-(H—|—ldeT)—I—(l—oz)-(leeT>, kde O<a<l
n

\ >4

12[’/
a Cisla a a (1 — «) opét intepretujeme jako pravdépodobnosti.
(G je stochasticka, kladna a proto také nerozlozitelna.
= Nahodny surfaf nyni nemuZze uviznout ve “slepé” (‘“visici') komponenté grafu.

= Nasobnost vlastniho Cisla A = 1 je nyni “omezena” tim, Zze nemuze nastat situace
ze slide 7. Staci to ale?



10. Aritmetika nezapornych a stochastickych matiﬁ

Pro nezaporné matice (a vektory) platr:

ol KdyzZ A>0, v>0, pak Av > 0.

o2 KdyZ A>0, B> 0, pak AB > 0.

o> KdyzZ A>0,v>0 & v#0, pak Av > 0.

ot KdyZ A>0,B>0& B#0, pak AB>0 & AB # 0.



10. Aritmetika nezapornych a stochastickych matiﬁ

Pro nezaporné matice (a vektory) platr:

ol KdyzZ A>0, v>0, pak Av > 0.

o2 KdyZ A>0, B> 0, pak AB > 0.

o> KdyzZ A>0,v>0 & v#0, pak Av > 0.

ot KdyZ A>0,B>0& B#0, pak AB>0 & AB # 0.
V dusledku dale platri:

o> KdyZ A >0, z >y, pak Az > Ay.

D:z>y = (z—y)>0 =! A(lz—y)>0 = Az — Ay >0 = Ax > Ay. []



10. Aritmetika nezapornych a stochastickych matiﬁ

Pro nezaporné matice (a vektory) platr:

ol KdyzZ A>0, v>0, pak Av > 0.

o> KdyZ A>0, B> 0, pak AB > 0.

o> KdyzZ A>0,v>0 & v#0, pak Av > 0.

ot KdyZ A>0,B>0& B#0, pak AB>0 & AB # 0.

V dusledku dale platri:

o> KdyZ A >0, z >y, pak Az > Ay.

D:z>y = (z—y)>0 =! A(lz—y)>0 = Az — Ay >0 = Ax > Ay. []
o KdyZ A>0,z>y & x %y, pak Az > Ay.

Diz>y&ax#ty = (r—y)>0& (x—y)#0 =3 A(lx—y) >0 = Az > Ay. L[]



o/ KdyZ A>0, v>0, Av > v, pak:
V prvni fadé v # 0. Pro ¢ > 0 navic w = Av > 0.
Oznacme v = [v1,..., v, w=[wi,...,w,]’, pak wj >vip, jg=1,...,n, a pro

e = min— _ @ >0, dostaneme Av>wv(p-+e).
5 Vs
Oznacme dale B = #A, plati tedy B > 0, Bv > v a v disledku® dostavame

---2Be+1vZB£’UEB£_1’UZ“-ZBQ’UZB’UZ’U-

Poznamenejme, Ze pro Ctvercovou matici M plati

MY — 0 & o(M) < 1.
Zrejmé B! —/» 0, tedy o(B) > 1, tedy o(A) > ¢ + ¢, tedy
o(A) > .

(Pro ¢ < 0 plati nerovnost trivialng.)



Nyni mame Google matrix G > 0 a PageRank vektor 7 tak, Zze GI'nm =7, [|7||oc = 1.
Pak GT|r| >3 0, pricemz |n| > 7. Mame dv& mozZnosti:
1) |r| = £x (vSechny sloZky « maji stejna znaménka), pak

Glir| = +G'r = |G'n| = || - 1.

2) |r| # 7 (vektor # ma alespon dvé& nenulové slozky riznych znamének), pak

Glin| > |GTn| = |=| - 1, a tedy o(GTYy =0o(G)>"1

cozZ je spor s o(G) < [|G]|eo Mmax |Gvl|ee = 1.

v, [[v]lec =1
Dusledek: Vektor PageRanki m = [r(P1),...,r(P,)]’ |ze volit nezaporny.
ProtoZe G >0, # >0, 7% 0 a 7-1 = G'7 dostavame navic

r(P;) = ng,j r(Pg) > 0,

k=1
tedy vektor PageRankl lze vzdy volit dokonce kladny 7« > O.



11. Podruhé o nasobnosti viastniho Cisla A =1

Geometricka nasobnost: Predpokladejme, Ze existuji dva vlastni vektory
Glo=v=1_[v,...,vn]' >0, Glouw=w=[w,...,wn]' >0, v#uw.

Pak také u = va+ wpg je vl. vektorem. Proa=1a g = —:—JJ je j7-ta slozka u nulova,

COZ je ve sporu s tim, Ze vSechny jeho slozky jsou stejného znaménka a nenulové.

e Geometricka nasobnost vilastniho Cisla A = 1 je tedy jedna.
e Matice G obsahuje pouze jeden Jordanuv blok s timto viastnim Cislem.



11. Podruhé o nasobnosti viastniho Cisla A =1
Geometricka nasobnost: Predpokladejme, Ze existuji dva vlastni vektory
Glo=v=1_[v,...,vn]' >0, Glouw=w=[w,...,wn]' >0, v#uw.

Pak také v = va+ wp je vl. vektorem. Proa=1a 8= —g je j-ta sloZka u nulova,
J
COZ je ve sporu s tim, Ze vSechny jeho slozky jsou stejného znaménka a nenulové.

e Geometricka nasobnost vilastniho Cisla A = 1 je tedy jedna.
e Matice G obsahuje pouze jeden Jordanuv blok s timto viastnim Cislem.

Algebraicka nasobnost: Pravy a levy vlastni vektor netrivialniho Jordanovu bloku

1 1 i [ 1 ] [ 0 ]

1 1 0 0

J = , Jom = vy = : JT’UQZUQZ :
1 1 0 0
i 1 ] | 0 1

jsou navzajem vzdy ortogonalni (vy,ve) = 0.
o Zfemé Ge=e=[1,...,1]7, G'nr =7 > 0, (e,m) > O.
e VlIastni Cislo A = 1 matice G je jednoduché.



12. Poznamka o (im)primitivnich maticich

Nemohou v matici existovat jina vlastni Cisla s absolutni hodnotou jedna?
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Binomicka rovnice \» =1 v8ak vede na || =1, j=1,...,n.
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12. Poznamka o (im)primitivnich maticich

Nemohou v matici existovat jina vlastni Cisla s absolutni hodnotou jedna?
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Délky vSechny cykld maji gcd = 8 > 1, tzv. index imprimitivity.
Nezaporna nerozlozitelna matice s touto vlastnosti se nazyva imprimitivni.

Lze ukazat, Ze je-li matice kladna (tj. také Google Matrix G), pak uz je vzdy
primitivni. Mocninna metoda tedy lze pouzZit k nalezeni PageRank vektoru .



Matice hyperlinki H stranek Cambridge University (n = 212 710) a jeji spektrum.

e n=2.7x10° [Moler: 2002], 8.1 x 10° [LM: 2006], 11.5 x 10° [LSW: 2009].
e Matice je souCtem Fidké matice hyperlinkd H, nnz(H) ~ 10n [LM: 2006]

a low-rank teleportacni matice %(d—|— e)el; 1ze s ni manipulovat.
e Teleportace skryva prostor pro personalizaci.
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