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Anotace

Při poč́ıtáńı praktických úloh např. z fyziky se často setkáváme s potřebou řešit
soustavy lineárńıch rovnic s velkými ř́ıdkými maticemi. Ty se mohou řešit kla-
sicky např. pomoćı iteračńıch metod, kdy matice soustavy z̊ustává po celou dobu
výpočtu nezměněná a využ́ıvá se pouze jej́ıho součinu s vektorem. Druhou možnost́ı
jsou metody založené na rozkladech matic, kde je ovšem potřeba pracovat chytře
se zaplněńım matice v pr̊uběhu úprav. Moderńı př́ıstup k těmto metodám mohou
zprostředkovat tzv. hierarchické formáty uložeńı matice.

Tato diplomová práce si klade za ćıl stručně zrekapitulovat základńı manipulaci
s hierarchickými maticemi a ukázat, jak lze řešit soustavu rovnic s takovou matićı
pomoćı rozkladových metod. Zaměř́ıme se zejména na Gaußovu eliminaci, přesněji
řečeno na jej́ı variantu pro symetrickou pozitivně definitńı matici, tzv. Choleského
rozklad. V závěru také ukážeme, jak pomoćı hierarchického př́ıstupu spoč́ıtat expli-
citně inverzi velké ř́ıdké matice.

Kĺıčová slova:

hierarchická matice; symetrická pozitivně definitńı matice; LU rozklad; Gaußova
eliminace; Choleského rozklad; maticové rovnice
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Abstract

While dealing with practical real-world problems in, e.g., physics, it is often required
to solve a large system of linear equations with a sparse matrix. Such linear pro-
blems can be solved in a classical way: By using iterative methods. In such methods,
the matrix stays unchanged during the whole calculation, and it is employed repe-
titively only in evaluation matrix-vector products. The other way is represented by
a bunch of methods based on matrix decompositions. During such decompositions,
however, the matrix is changing and we have to use clever methods to avoid its
fill-in with nonzeros. Hierarchical format for storing matrices is one of the modern
approaches to do that.

The goals of this diploma thesis are to summarize basic arithmetics of hierarchical
matrices, and to show how to solve a linear system with such matrix by using
decompositions. We focus in particular on the Gaußian elimination method, more
specifically, on its variant applicable to symmetric positive definite matrices, so-
called Cholesky decomposition. Finally, we also show how to employ hierarchical
approach to explicitely assemble an inverse to a large sparse matrix.

Key words:

hierarchical matrix; symmetric positive definite matrix; LU decomposition; Gaußian
elimination; Cholesky decomposition; matrix equations
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diplomové práce.
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4.3 Choleského rozklad — výpočet po bloćıch . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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5.1 Formálńı hierarchická struktura rozkladu . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
5.2 Funkce Chol(⋅) v hierarchickém formátu . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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6 Řešeńı soustavy se symetrickou pozitivně definitńı matićı v hierar-
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Použité značeńı a zkratky

V textu znač́ıme

vektory pomoćı malých ṕısmen
u1, u2, ur, v1, v2, vr, x, atd.,

matice a jejich bloky pomoćı velkých ṕısmen (latinských i řeckých)
A, B, C, D, E, F , U , V , atd.,

Pomoćı malých ṕısmen (latinských i řeckých) také znač́ıme prvky matic a také
skaláry. Speciálńı význam pak maj́ı ṕısmena i, j, `, jimiž zpravidla indexujeme prvky
matic, a k, m, n, r, která použ́ıváme k označeńı dimenze matice, resp. hodnosti
(ranku) matice.

Matice a vektory

Značeńı Význam

A ∈ Rn×m reálná matice s rozměry n krát m, s prvky ai,j
AT transpozice matice A
rank(A) hodnost matice definovaná jako počet lineárně

nazávislých řádk̊u, resp. sloupc̊u matice A
A−1 inverze čtvercové regulárńı matice A
λ vlastńı č́ıslo čtvercové matice A
det(A) determinant čtvercové matice A
I, In jednotková matice, resp. jednotková matice řádu n
ej j-tý sloupec jednotkové matice I vhodného řádu
Tn symetrická tř́ıdiagonálńı matice
α1, . . . , αn prvky na diagonále Tn
β2, . . . , βn prvky na prvńı nad- a poddiagonále Tn
Chol(⋅) maticová funkce definovaná na SPD matićıch, která vraćı

dolńı trojúhelńıkový Choleského faktor, L = Chol(A), A = LLT

Solve(⋅, ⋅) maticová funkce, která vraćı řešeńı soustavy
s dolńı trojúhelńıkovou matićı, x = Solve(L, b), Lx = b

10



Použité zkratky a akronymy

Zkratka Význam

SPD symetrická pozitivně definitńı matice
Ds hustá (dense) matice
Sp ř́ıdká (sparse) matice
LR low-rank matice
Hi hierarchická matice
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Úvod

V dnešńı době je nalezeńı řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic jedńım
z nejzákladněǰśıch úkol̊u v lineárńı algebře, a také problémem mnoha technických
obor̊u. Toto téma se využ́ıvá nejen pro jeho aplikačńı část, ale také pro vysokou
výpočetńı složitost a širokou škálu metod a př́ıstup̊u, které pomáhaj́ı řešit soustavy
rychleji a přesněji, např́ıklad v [12]. Na druhou stranu, o hierarchických matićıch
již z předchoźıch studíı v́ıme, že každá manipulace a použit́ı je naopak náročné
a zdlouhavé i pro moderńı výpočetńı techniky. Tato tvrzeńı jsou stěžejńım bodem
mnoha praćı, např́ıklad jsou podrobněji rozebrána v knize Stefana Pauliho [18]. Je-
den konkrétńı a přijatelný př́ıstup pro řešeńı soustav s hierarchickou matićı A ∈ Rn×n,
o které můžeme ř́ıci, že je symetricky pozitivně definitńı, spoč́ıvá v jej́ım vhodném
rozkladu. Konkrétně rozklad ve tvaru A = LLT , kde L je dolńı trojúhelńıková matice,
se nazývá Choleského rozklad. Při hledáńı takového rozkladu nesmı́ být opomenuto,
že muśı respektovat hierarchické děleńı p̊uvodńı matice a muśı s ńı být kompati-
bilńı. Z bakalářské práce [14] již v́ıme, že bloky hierarchické matice jsou opět hi-
erarchické, low-rank, nebo husté. Ke každému rozkladu odlǐsných typ̊u blok̊u vede
nejsṕı̌se rozd́ılná cesta. V této diplomové práci si představ́ıme postup, jak k tomuto
rozkladu doj́ıt a dále ho využ́ıt.

V kapitole 1 představ́ıme základńı ideu hierarchické matice, konkrétně jej́ı děleńı,
inverzi a náklady na uložeńı. V kapitole 2 poṕı̌seme základńı aritmetiku hierar-
chických matic, kterou potřebujeme, abychom byli schopni s nimi dále manipulovat.
Kapitola 3 se zabývá významem Choleského rozkladu z pozice Gaußovy eliminace
symetrické pozitivně definitńı matice. V této kapitole také ukážeme základńı operace
a vybrané vlastnosti zvolené matice. V následuj́ıćı kapitole 4 se budeme věnovat sa-
motnému výpočtu Choleského rozkladu. Na tuto kapitolu př́ımo naváže kapitola 5,
ve které bude hlavńı myšlenkou źıskat Choleského rozklad v hierarchickém formátu.
Źıskaný rozklad využijeme k řešeńı soustavy s hierarchickou matićı. V posledńı ka-
pitole 7 předvedeme, jak lze nalézt inverzi hierarchické matice právě pomoćı jej́ıho
Choleského rozkladu.
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1 Základńı idea hierarchických matic

Uved’me, že jako
”
prototyp“ hierarchické matice budeme nyńı uvažovat a již jsme

dř́ıve v bakalářské práci [14] uvažovali tzv. tř́ıdiagonálńı symetrickou matici respek-
tive jej́ı inverzi, o které již v́ıme, že ji lze chytře uložit pomoćı blok̊u. Poznamenejme,
že symetrická matice

Tn =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α1 β2
β2 ⋱ ⋱

⋱ ⋱ βn
βn αn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1.1)

je určena jednoznačně právě 2n−1 č́ısly α1, . . . , αn, β2, . . . , βn. Při ukládáńı takovéto
matice stač́ı uložit (2n − 1) ∼ n prvk̊u namı́sto n2. Jej́ı inverze T −1

n , jak lze snadno
ověřit, je obecně hustá matice a na prvńı pohled je potřeba uložit naopak právě n2

(pomoćı symetrie (n+1
2
) = 1

2(n2 + n) ∼ 1
2n

2) prvk̊u. Jak se ale ukazuje v [2], [7] a [14],
pamět’ lze při vhodném zp̊usobu ukládáńı výrazně ušetřit.

1.1 Hierarchické děleńı

Předpokládejme symetrickou tř́ıdiagonálńı (a pro jednoduchost, vysvětĺıme později,
pozitivně definitńı) matici o velikosti n = 2`. V tento moment lze matici dělit na dvě
poloviny následuj́ıćım zp̊usobem

Tn =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

T
(1)

n/2
en/2βn/2+1e

T
1

e1βn/2+1e
T
n/2

T
(2)

n/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
∈ Rn×n. (1.2)

Každý diagonálńı blok T
(1)

n/2
a T

(2)

n/2
se dá rozdělit opět na p̊ul, tedy

T
(1)

n/2
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

T
(11)

n/4
en/4βn/4+1e

T
1

e1βn/4+1e
T
n/4

T
(12)

n/4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
∈ R(n/2)×(n/2) a

T
(2)

n/2
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

T
(21)

n/4
en/4βn/4+1e

T
1

e1βn/4+1e
T
n/4

T
(22)

n/4

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
∈ R(n/2)×(n/2),

a tak dále. Obdobným zp̊usobem budeme pokračovat v následuj́ıćım děleńı, do-
kud to bude mı́t smysl. Nemá smysl dále dělit např́ıklad matici 2 × 2 (matici 1 × 1
už dokonce dělit nelze). Matici tak rozděĺıme na podmatice tvoř́ıćı hierarchickou
strukturu, kterou můžeme reprezentovat binárńım stromem, viz obrázek 1.1. Vı́ce
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podrobněji se tématice a pojmům děleńı a tvorbě stromové struktury věnuj́ı české
publikace [5], [6], [17], [19], [20], nebo obsáhleǰśı text [16]. Dále také můžeme do-
poručit [13]. Všechny větve stromu dále děĺıme zp̊usobem (pro dostatečně velké n;

Tn

T
(1)

n/2
T
(2)

n/2

T
(11)

n/4
T
(12)

n/4
T
(21)

n/4
T
(22)

n/4

T
(
1
1
1
)

n
/
8

T
(
1
1
2
)

n
/
8

T
(
1
2
1
)

n
/
8

T
(
1
2
2
)

n
/
8

T
(
2
1
1
)

n
/
8

T
(
2
1
2
)

n
/
8

T
(
2
2
1
)

n
/
8

T
(
2
2
2
)

n
/
8

Obrázek 1.1: Hierarchické děleńı symetrické tř́ıdiagonálńı matice (mimodiagonálńı
bloky nejsou vyznačené). Obrázek převzat z [14].

zde konkrétně n/256 ∈ N) např́ıklad takto

T
(1211212)

n/128
Ð→ ( T

(12112121)

n/256
, T

(12112122)

n/256
) .

1.2 Př́ıklad užit́ı: Inverze

Máme-li nyńı symetrickou tř́ıdiagonálńı matici Tn, která je regulárńı (což je zde
d̊usledkem pozitivńı definitnosti), můžeme se ptát po jej́ı inverzi v hierarchickém
tvaru

T −1
n =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

E
(1)

n/2
Fn/2

F T
n/2

E
(2)

n/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
. (1.3)

Nav́ıc hodnost mimodiagonálńıch blok̊u Fn/2 a F T
n/2

je v tomto př́ıpadě rovna jedné.
Tyto vlastnosti můžeme na prvńı pohled vidět, např́ıklad naṕı̌seme-li následuj́ıćı
rovnost

[ In/2 0
0 In/2

] = In = TnT −1
n =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

T
(1)

n/2
en/2βn/2+1e

T
1

e1βn/2+1e
T
n/2

T
(2)

n/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

E
(1)

n/2
Fn/2

F T
n/2

E
(2)

n/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Poté tedy plat́ı, že
0 = (e1βn/2+1eTn/2)E

(1)

n/2
+ T (2)

n/2
F T
n/2,

a tedy po úpravě

F T
n/2 = −(T

(2)

n/2
)−1(e1βn/2+1eTn/2)E

(1)

n/2

= −[(T (2)
n/2

)−1e1]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

u

βn/2+1 [(E(1)n/2
)T en/2]T

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
vT

= uβn/2+1 vT .

Tedy matice hodnosti jedna je napsána jako vněǰśı součin dvou vektor̊u u a v. Sa-
mozřejmě toto můžeme provést za předpokladu regularity T

(2)

n/2
(regularita T

(1)

n/2
a T

(2)

n/2

zde opět plyne z pozitivńı definitnosti). Poznamenejme, že detailněji viz [14]. Ob-

dobným zp̊usobem bychom se zaměřili na matice E
(1)

n/2
a E

(2)

n/2
, které budou také

opět hierarchické. V závěru zjist́ıme, že všechny mimodiagonálńı bloky matice maj́ı
hodnost jedna. V kapitole 2 se budeme podrobněji zabývat aritmetickými operacemi.

1.3 Náklady na uložeńı inverze

Co se týče pamět’ových náklad̊u na uložeńı inverze tř́ıdiagonálńı matice, standardně
bychom potřebovali, jak už jsme zmı́nili, uložit n2 prvk̊u. Nyńı si ukážeme, že náklady
na uložeńı se daj́ı podstatně ušetřit. Zaměř́ıme se zejména na mimodiagonálńı bloky
typu Fn/2. Za předchoźıch podmı́nek o velikosti jsou mimodiagonálńı bloky čtvercové
a řádu n

2j
, j ∈ N. Prvńı řádek největš́ıho bloku má právě n

2 prvk̊u, menš́ı blok poté
n
4 atd. To stejné lze tvrdit i o sloupćıch. Uložeńı těchto blok̊u s hodnost́ı jedna
obsahuje právě n = n

2 + n
2 , respektive n

2 = n
4 + n

4 a n
4 = n

8 + n
8 atd. č́ısel. T́ım ale

práce nekonč́ı, z d̊uvodu, že matic vzniká při děleńı obecně v́ıce. Na prvńı úrovni
obdrž́ıme pouze jednu mimodiagonálńı matici, protože druhou z d̊uvodu symetrie
zanedbáváme, na daľśı úrovni již dvě, na třet́ı čtyři atd. Všechny mimodiagonálńı
bloky inverze T −1

n potřebuj́ı 1 (n
2 + n

2
)+2 (n

4 + n
4
)+4 (n

8 + n
8
)+⋯ č́ısel. Jelikož p̊uvodńı

matice Tn byla řádu n = 2` lze posledńı sč́ıtanec zapsat ve tvaru

2`−1 ( n
2`
+ n

2`
) .

Počet sč́ıtanc̊u je roven ` a hodnota každého z nich je rovna n. Dohromady je potřeba

n + n + n + ⋅ ⋅ ⋅ + n´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
`

+n = n` + n = n(log2(n) + 1)

č́ısel. Součin n` udává počet č́ısel v mimodiagonálńıch bloćıch, které maj́ı hodnost
rovnu jedné a zbývaj́ıćıch n č́ısel obsahuje prvky na diagonále.
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1.4 Obecná čtvercová matice

Tento postup děleńı nemůžeme ale vždy uplatňovat. Zejména na čtvercové matice,
které maj́ı obecné rozměry, viz [2], [3], [9] a [10]. V reálném př́ıpadě děĺıme množinu
index̊u na disjunktńı podmnožiny, u kterých v́ıme, že jejich sjednoceńım obdrž́ıme
počátečńı množinu. Obdobným zp̊usobem bychom postupovali u takto vytvořených
podmnožin. Mimodiagonálńı bloky při takovémto děleńı již nejsou čtvercové, prin-
cip ale z̊ustane zcela analogický. Poznamenejme, že ne každé děleńı vede k ušetřeńı
paměti při ukládáńı. V principu lze vždy dělit, ale smysl to má jen když výrazně
ušetř́ıme mı́sto (mimodiagonálńı bloky mohou být vyšš́ı hodnosti viz obrázek 1.4).
Právě z těchto d̊uvod̊u je nejrozumněǰśı rozdělit matici na p̊ul, nebo při nejlepš́ım
zhruba na p̊ul, neexistuje-li daľśı východisko. Stromové děleńı tedy nemuśı být
binárńı. Dodejme, že naše předešlá odvozeńı byla pro symetrickou tř́ıdiagonálńı
matici a jej́ı inverzi, ale ve skutečnosti jsou proveditelná pokaždé, když je možné
hodnosti všech mimodiagonálńıch blok̊u určitým zp̊usobem omezit.
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53 705 76

76 697 146
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30 17
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17 25
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11 8

14 9 6
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8 9 79

6
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5 5
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13 6

60 9

13 60

6 9

697 44
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Obrázek 1.2: Na obrázku vlevo můžeme vidět obecnou matici řádu n = 11036, vpravo
pak jej́ı inverzi. Červené bloky na diagonále jsou uloženy př́ımo, nebo-li hustě. Č́ıslo
v každém červeném bloku označuje jeho řád a v zelenob́ılém bloku jeho hodnost
(znač́ıme r). Tyto bloky jsou uloženy jako r lineárně nezávislých řádk̊u a r lineárně
nezávislých sloupc̊u. Matice pocházej́ı z úlohy [15] a jsou vytvořené pomoćı softwaru
hlib [25] a Matlab.
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2 Aritmetika hierarchických matic

Poznamenejme, že veškeré operace chceme provádět již př́ımo v hierarchickém tvaru.
Z tohoto d̊uvodu je vhodné připomenout, jak s těmito maticemi manipulovat. Do-
dejme, že hierarchická matice je matice, která je typicky rozdělena na 2 × 2 bloky.
Důležité je kompatibilńı děleńı matice. Dodejme, že matici můžeme interpretovat
i jako vektor s odpov́ıdaj́ıćımi vlastnostmi (např. muśı být vhodně násobitelný).

Definice 1. Matici nazveme hierarchickou, pokud je bloková a jej́ı bloky jsou bud’:

• ńızké hodnosti (znač́ıme LR z anglického low-rank)

• hierarchické matice (znač́ıme Hi)

• husté matice (znač́ıme Ds z anglického dense)

Poznámka 1. Tato definice neńı zcela matematicky správná, protože k definováńı
pojmu hierarchické matice použ́ıváme tentýž pojem. Tento fakt si uvědomujeme. Ri-
gorózńı definice by musela samotný pojem zavést hierarchicky. Taková definice by
však byla nepřehledná. Proto dáváme přednost méně přesné a přehledněǰśı, přesto
však, jak doufáme dostatečně smysluplné definici.

Poznámka 2. Hustou matićı rozumı́me matici, která je jǐz na nejnǐzš́ı úrovni a ne-
podléhá daľśımu děleńı. Takovou matici tedy zpravidla ukládáme hustě, tzn. přesně

”
tak jak je“.

2.1 Sč́ıtáńı a odeč́ıtáńı hierarchických matic

Při sč́ıtáńı (a odeč́ıtáńı; tj. přič́ıtáńı opačného prvku) samozřejmě požadujeme stejné
rozměry obou sč́ıtaných matic. Ze stejného d̊uvodu požadujeme i stejné rozměry
jednotlivých blok̊u a do značné mı́ry tedy i stejné stromové struktury. Pokud by
stromové struktury byly zcela stejné (kompatibilńı), neměla by nastat např. situace,
kdy sč́ıtáme Hi + Ds. Obecně však existuje šest možnost́ı, které při práci mohou
nastat:

1. Hi +Hi = Hi

2. Hi + LR = . . .
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3. Hi +Ds = . . .

4. LR + LR = LR

5. LR +Ds = . . .

6. Ds +Ds = Ds

U prvńı možnosti předpokládáme, že matice maj́ı kompatibilńı stromovou strukturu
děleńı (situaci v opačném př́ıpadě jsme popsali v [14]). Podrobněji se pod́ıváme
na čtvrtý př́ıpad, na součet typu LR + LR. Matice LR, která je ńızké hodnosti, je
zapsána ve tvaru UV T . Nav́ıc o jejich rozměrech v́ıme, že matice U ∈ Rn×r a matice
V ∈ Rm×r, kde

r ≪ min{n,m}. (2.1)

Součet dvou takových matic poté vypadá následuj́ıćım zp̊usobem

(U1V
T
1 ) + (U2V

T
2 ) = [U1U2][V1V2]T .

Přičemž blokové matice [U1U2] a [V1V2]T můžeme tzv. komprimovat (např. pomoćı
ortogonalizace). Posledńı př́ıpad, tj. součet dvou hustých matic je triviálńı.

Ve zbývaj́ıćıch situaćıch se jedná o smı́̌sený součet. V př́ıpadě takového součtu
je potřeba si promyslet, jaký výsledek bychom rádi dostali. Např́ıklad ve třet́ım
př́ıpadě je součet Hi + Ds, kde můžeme Ds převést na hierarchický tvar a seč́ıst
jako Hi + Hi nebo Hi můžeme převést na hustou matici a seč́ıst klasicky. Obdobně
v př́ıpadě součtu LR + Ds můžeme na hustou matici nahĺıžet jako na matici ńızké
hodnosti, ale to je často nevýhodné. Pokud je jeden ze sč́ıtanc̊u hustý, nelze obecně
nic usuzovat o jeho hodnosti, obecně tak může mı́t všechny řádky nebo sloupce
lineárně nezávislé a jeho uložeńım v LR tvaru nic neušetř́ıme. Typickým výsledkem
tedy bude opět hustá matice. Analogicky by se vyřešila i druhá (vynechaná) situace.

2.2 Násobeńı hierarchických matic

U násobeńı, narozd́ıl od sč́ıtáńı, mohou být velikosti matic odlǐsné, stač́ı pouze je-
den stejný rozměr. Nemůžeme tedy zaručit ani stejné stromové struktury. Obecně
existuje šest možnost́ı, které mohou nastat

1. Hi ⋅Hi = Hi

2. Hi ⋅ LR = LR

3. Hi ⋅Ds = Ds

4. LR ⋅ LR = LR

5. LR ⋅Ds = LR

6. Ds ⋅Ds = Ds
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Detailněji si můžeme rozebrat součin LR ⋅ LR, pro který plat́ı, že jej lze rozepsat
ve tvaru

(U1V
T
1 ) ⋅ (U2V

T
2 ) = (U1 [V T

1 U2]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

M

)V T
2 ,

kde matice M je typicky malých rozměr̊u, viz 2.1. Poté by v úpravě následoval krok
komprese např́ıklad podle [7] nebo [21, sekce 1.3.1].

Poznámka 3. Uvědomme si, že speciálńım př́ıpadem je součin hierarchické matice
a vektoru (matice o velikosti n × 1), což je typicky součin tvaru Hi ⋅ Ds. Zpravidla
nemá smysl vektor ukládat jinak, než jako hustou matici. Z tohoto d̊uvodu je pak
výsledkem takového součinu obecně hustá matice.

2.3 Inverze hierarchické matice

K tomu, abychom uzavřeli kapitolu o aritmetice, č́ımž obvykle rozumı́me soubor
(respektive množinu č́ısel vybavenou souborem) operaćı sč́ıtáńı, odeč́ıtáńı, násobeńı
a děleńı, bylo by vhodné umět spoč́ıtat inverzi v rámci hierarchického formátu.
Ze základńıho kurzu lineárńı algebry v́ıme, že inverzńı matici můžeme nalézt např.
pomoćı Gaußovy eliminace. Takový postup v př́ıpadě hierarchických matic je ilu-
strován na obrázku 2.1. O samotný převod p̊uvodńı matice do hierarchického tvaru
se v tento moment nestaráme. Nás bude zaj́ımat pouze źıskáńı inverze, která zde
formálně nahrazuje děleńı pomoćı násobeńı zleva a zprava.

@
@

@
@

@
@@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

A (Sp)

Ð→
Převod

Sp matice
na Hi matici

Ð→ A (Hi)

Ð→
Gaußova
eliminace

v Hi formátu
Ð→ A−1 (Hi)

Obrázek 2.1: Ř́ıdkou (např. tř́ıdiagonálńı) matici A (Sp) nejprve převedeme do hie-
rarchického tvaru A (Hi) a následně nalezneme jej́ı inverzi A−1 (Hi), opět v hierar-
chickém tvaru. Obrázek převzat z [14].

Vid́ıme, že pro nalezeńı inverze bude v tomto př́ıpadě kĺıčové zvládnout právě
Gaußovu eliminaci v hierarchickém formátu.
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3 Choleského rozklad jako Gaußova elimi-
nace symetrické pozitivně definitńı matice

Gaußova eliminace, také známá jako redukce řádk̊u, je algoritmus v lineárńı algebře,
který se hojně využ́ıvá pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic. Obvykle se popisuje
jako posloupnost krok̊u (operaćı) prováděných na odpov́ıdaj́ıćı matici. Tuto metodu
lze také využ́ıt k nalezeńı hodnosti matice, výpočtu determinantu i k nalezeńı in-
verzńı čtvercové matice. Jak název navád́ı, metoda je pojmenována po matematikovi
Johannu Carlu Friedrichovi Gaußovi, který jako prvńı předložil potřebné d̊ukazy
jej́ı funkčnosti. V knize [4] je poznamenáno, že prvńı zmı́nky o tomto algoritmu
pocháźı z druhého stolet́ı našeho letopočtu. Podrobněji se eliminaci věnuj́ı publikace
např́ıklad [7], [9] a [11].

Vycházejme z předpokladu, že daná matice A je regulárńı a označme jej́ı prvky
obvyklým zp̊usobem ai,j

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 ⋯ a1,n
⋮ ⋱ ⋮

an,1 ⋯ an,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (3.1)

Na matici A budeme ilustrovat eliminaci. Poznamenejme, že Gaußova eliminace,
která v nejběžněǰśı podobě převád́ı matici A na horńı trojúhelńıkový tvar, úzce
souviśı s tzv. LU rozkladem.

Nejprve se pod́ıváme na obecnou strukturu Gaußovy eliminace, tedy pro obec-
nou čtvercovou regulárńı matici. Poté si objasńıme význam silné regularity matice
a jej́ı vliv na eliminaci. Nakonec se pod́ıváme na (pro nás nejzaj́ımavěǰśı) př́ıpad
symetrické pozitivně definitńı matice.

3.1 Základńı operace Gaußovy eliminace

Obecně při eliminaci regulárńı matice provád́ıme tři typy krok̊u (operaćı), z nichž
všechny lze vyjádřit pomoćı násobeńı speciálńı matićı zleva.

3.1.1 Násobeńı řádku nenulovým č́ıslem

Prvńı typickou operaćı je násobeńı j-tého řádku matice nenulovým č́ıslem ϕ. Mati-
cově to provedeme tak, že naši matici A vynásob́ıme zleva skoro jednotkovou matićı,
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která má na př́ıslušném řádku dané č́ıslo ϕ. Schematicky

Az→

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
⋱

ϕ
⋱

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 ⋯ a1,n
⋮ ⋱ ⋮
aj,1 ⋯ aj,n
⋮ ⋱ ⋮

an,1 ⋯ an,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 ⋯ a1,n
⋮ ⋱ ⋮

ϕaj,1 ⋯ ϕaj,n
⋮ ⋱ ⋮

an,1 ⋯ an,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Takovéto násobeńı se využ́ıvá zejména při ručńıch výpočtech, kdy je obt́ıžné a časově
náročné poč́ıtat např́ıklad se zlomky a zápornými č́ısly. V našem př́ıpadě neńı tento
krok zásadńı.

3.1.2 Prohozeńı dvou řádk̊u

Daľśı typickou operaćı může být např́ıklad prohozeńı i-tého a j-tého řádku, i < j,
které lze interpretovat pomoćı maticového zápisu jako

Az→

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
⋱

0 ⋯ 1
⋮ ⋱ ⋮
1 ⋯ 0

⋱
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 ⋯ a1,n
⋮ ⋱ ⋮
ai,1 ⋯ ai,n
⋮ ⋱ ⋮
aj,1 ⋯ aj,n
⋮ ⋱ ⋮

an,1 ⋯ an,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 ⋯ a1,n
⋮ ⋱ ⋮
aj,1 ⋯ aj,n
⋮ ⋱ ⋮
ai,1 ⋯ ai,n
⋮ ⋱ ⋮

an,1 ⋯ an,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Prohazováńı řádk̊u se obecně nemůžeme vyhnout, stač́ı si uvědomit, jak by formálně
prob́ıhala eliminace (převedeńı na horńı trojúhelńıkový tvar) např. matice A = [01

1
0].

Nutnost prohazovat řádky úzce souviśı s tzv. silnou regularitou, jak uvid́ıme později,
viz také [7, kapitola 4.2].

3.1.3 Přičteńı násobku řádku k jinému

V posledńı řadě nesmı́me opomenout operaci přičteńı α-násobku i-tého řádku k j-
tému řádku, která je v eliminaci zpravidla nejd̊uležitěǰśı, protože nám umožńı snadno
vynulovat některý prvek v matici. Schematicky

Az→
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
⋱

1
⋮ ⋱
α ⋯ 1

⋱
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 ⋯ a1,n
⋮ ⋱ ⋮
ai,1 ⋯ ai,n
⋮ ⋱ ⋮
aj,1 ⋯ aj,n
⋮ ⋱ ⋮

an,1 ⋯ an,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 ⋯ a1,n
⋮ ⋱ ⋮
ai,1 ⋯ ai,n
⋮ ⋱ ⋮

αai,1 + aj,1 ⋯ αai,n + aj,n
⋮ ⋱ ⋮

an,1 ⋯ an,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
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Budeme-li cht́ıt např. vynulovat prvńı prvek v j-tém řádku, muśı platit

αai,1 + aj,1 = 0,

αai,1 = −aj,1,

α = −aj,1
ai,1

,

samozřejmě za předpokladu ai,1 ≠ 0. V př́ıpadě, že daný předpoklad neńı splněn
využijeme předešlý krok k nalezeńı vyhovuj́ıćıho prvku.

Poznamenejme, že je možné uvažovat i daľśı operace, my je ovšem v našem
př́ıpadě nebudeme potřebovat. Zejména z d̊uvodu regularity dané matice, d́ıky které
např. nikdy nevznikne potřeba prohazovat sloupce. Shrneme-li předešlé kroky, jedná
se vždy o manipulaci s matićı pomoćı násobeńı r̊uznými maticemi. Násobeńı ovšem
vždy aplikujeme zleva na p̊uvodńı matici.

3.2 Obecná struktura Gaußovy eliminace

Obecně chceme při eliminaci vynulovat všechny poddiagonálńı prvky. V prvńım
kroku budeme cht́ıt vynulovat pouze ty, které jsou v prvńım sloupci. Za předpokladu

a1,1 ≠ 0

lze všechny tyto prvky vynulovat (eliminovat) jediným maticovým násobeńım, které
bude sdružovat (n − 1) výše zmı́něných operaćı třet́ıho typu.

Zjednodušeně lze o jednotlivém kroku eliminace ř́ıct, že matici A násob́ıme zleva
př́ıslušnou čtvercovou matićı, která je skoro jednotková, a nav́ıc má ve vhodném
sloupci pod hlavńı diagonálou konkrétńı prvky. Ty źıskáme jako pod́ıl s opačným
znaménkem prvk̊u matice A v daném sloupci s prvkem na jej́ı hlavńı diagonále, který
nálež́ı danému sloupci. Podstatou této práce neńı podrobné vysvětleńı principu celé
Gaußovy eliminace, uved’me proto pouze stručný náhled pro lepš́ı přehlednost.

3.2.1 Eliminace prvńıho sloupce

Uvažujme matici G1, která je čtvercová a má rozměry jako matice A. Jej́ı strukturu
lze zapsat v maticovém tvaru jako

G1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 ⋯ 0
−a2,1

a1,1
⋱ ⋱ ⋮

⋮ 0 ⋱ ⋮
−an,1

a1,1
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, kde a1,1 ≠ 0. (3.2)

Pokud vynásob́ıme matici A zleva touto matićı G, dojde k eliminaci prvk̊u prvńıho
sloupce pod hlavńı diagonálou. Tedy:

• Prvek na hlavńı diagonále z̊ustává nezměněn.

• Od druhého řádku odeč́ıtáme (a2,1/a1,1) násobek prvńıho řádku.
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• Obecně od j-tého řádku, kde j = 2, . . . , n, odeč́ıtáme (aj,1/a1,1) násobek prvńıho
řádku.

Maticově to lze zapsat ve tvaru

G1A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 ⋯ ⋯ a1,n
0 a

(1)
2,2 ⋯ a

(1)
2,n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 a

(1)
n,2 ⋯ a

(1)
n,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

≡ A(1). (3.3)

Výslednou matici jsme označili horńım indexem (1), č́ımž chceme vyjádřit, že se
jedná o matici po prvńım kroku eliminace (tj. po eliminaci prvńıho sloupce).

3.2.2 Eliminace ostatńıch sloupc̊u a LU rozklad

Obdobným zp̊usobem jako matici G1 můžeme sestavit matice G2,G3,G4, . . . ,Gn−1.
Např́ıklad v druhém kroku eliminace odstraňujeme poddiagonálńı prvky druhého
sloupce matice A(1) pomoćı matice G2, která je v následuj́ıćım tvaru

G2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 ⋯ ⋯ 0
0 1 ⋱ ⋱ ⋮
⋮ −a

(1)
3,2

a
(1)
2,2

⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮
0 −a

(1)
n,2

a
(1)
2,2

0 ⋯ 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, kde a
(1)
2,2 ≠ 0. (3.4)

Dostali bychom matici A(2) a touto cestou bychom pokračovali až do n − 1 kroku.
Po dokončeńı eliminace obdrž́ıme horńı trojúhelńıkovou matici, kterou obecně znač́ı-
me U ,

(Gn−1⋯G1)A = A(n−1) ≡ U. (3.5)

Všechny matice Gm, kde m = 1, . . . , n − 1, jsou dolńı trojúhelńıkové s jedničkami
na diagonále, a tedy jsou regulárńı. Ke všem poté existuje inverze G−1

m . Z rovnosti
(3.5) můžeme vyjádřit matici A

G−1
n−1 ⋅ / Gn−1⋯G1A = U,

G−1
n−2 ⋅ / Gn−2⋯G1A = G−1

n−1U,

⋮
G−1

1 ⋅ / G1A = G−1
2 ⋯G−1

n−1U,

A = G−1
1 ⋯G−1

n−1U.

Protože eliminačńı matice Gm je v dolńım trojúhelńıkovém tvaru, jej́ı inverze G−1
m

je také v dolńım trojúhelńıkovém tvaru, kde m = 1, . . . , n − 1. Důkaz tohoto tvrzeńı
nalezneme např. v knize [1] a podrobněji je rozepsán v A.3. Konkrétně tedy plat́ı
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např.

G−1
1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 ⋯ 0
a2,1
a1,1

⋱ ⋱ ⋮
⋮ 0 ⋱ ⋮

an,1

a1,1
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (3.6)

a obdobně u ostatńıch eliminačńıch matic.
Dále, součin dolńıch trojúhelńıkových matic je opět dolńı trojúhelńıková matice

viz apendix A.1, př́ıpadně d̊ukaz v [1]. Náš součin dolńıch trojúhelńıkových matic
budeme značit L (z anglického lower triangular podobně jako jsme dř́ıve odvozenou
horńı trojúhelńıkovou matici označili U , z anglického upper triangular). Plat́ı tedy,
že

L ≡ G−1
1 G

−1
2 G

−1
3 G

−1
4 ⋯G−1

n−1.

V d̊usledku pak lze matici A zapsat pomoćı součinu dolńı a horńı trojúhelńıkové
matice jako

A = (G−1
1 ⋯G−1

n−1)U = LU. (3.7)

Podrobněji se Gaußově eliminaci a LU rozkladu věnuje [7].
V předešlém odstavci jsme vycházeli z předpokladu, že prvky matice A, kterými

děĺıme jsou nenulové. Obecně se ale mohou objevovat nuly, a tedy je potřeba apli-
kovat permutaci řádk̊u. Existuje částečná a úplná permutace. Prvńı typ obsahuje
záměnu řádk̊u v matici A(k−1), kde k = 1, . . . , n − 1. Druhý typ spoč́ıvá v přehozeńı
jak řádk̊u, tak i sloupc̊u matice A(k−1). Gaußovu eliminaci s částečnou permutaćı lze
zapsat jako

PA = LU,
kde P je vhodná permutačńı matice. Pro regulárńı matici A lze Gaußovu eliminaci
s částečnou permutaćı interpretovat jako Gaußovu eliminaci bez permutace apliko-
vanou na permutovanou matici PA, viz [7].

Poznámka 4. Vztahu A = LU př́ıpadně PA = LU m̊užeme využ́ıt při řešeńı soustavy
lineárńıch algebraických rovnic

Ax = b,
P TLUx = b,

kdy po př́ıpadné permutaci
L Ux°

y

= Pb
c̄

,

nejprve provedeme tzv. př́ımý chod Gaußovy eliminace, formálně vynásob́ıme rovnici
zleva matićı L−1, fakticky však řeš́ıme soustavu s pravou stranou c = Pb, vektorem
neznámých y = Ux a dolńı trojúhelńıkovou matićı L. Což je opět jednoduché, jedná
se pouze o dosazováńı. Źıskáme tedy rovnici ve tvaru

Ux = y,
Ux = L−1c,
Ux = L−1Pb.

Řešeńı této trojúhelńıkové soustavy s matićı U se poté nazývá zpětný chod.
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3.3 Silně regulárńı matice

V př́ıpadě, že je matice tzv. silně regulárńı, v pr̊uběhu Gaußovy eliminace nenastávaj́ı
situace, při kterých bychom museli provádět permutace řádk̊u. To lze považovat
za definici silné regularity. Formálně tedy lze takovou matici definovat tak, že prvky

a1,1 ≡ a(0)1,1 ≠ 0, a
(1)
2,2 ≠ 0, a

(2)
3,3 ≠ 0, . . . (3.8)

obecně

a
(j−1)
j,j ≠ 0 pro j = 1, . . . , n, (3.9)

vznikaj́ıćı v pr̊uběhu eliminace jsou nenulové; horńı indexy zde opět znač́ı jednotlivé
kroky eliminace.

Je ale třeba vyjasnit, co silná regularita znamená. Předpokládejme tedy, že tato
situace nastala, máme tedy LU rozklad matice A ve tvaru A = LU . Rozdělme si
všechny tři matice A, L a U konzistentně na 2 × 2 bloky následuj́ıćım zp̊usobem

A = [ A11 A12

A21 A22
] = [ L11 0

L21 L22
] [ U11 U12

0 U22
] = LU,

kde dále
A11, U11, L11 ∈ Rk×k pro nějaké k = 1,2, . . . , n − 1.

Provedeme-li nyńı blokové násobeńı obou matic, dostaneme

[ A11 A12

A21 A22
] = [ L11U11 L11U12

L21U11 L21U12 +L22U22
] .

Speciálně tedy plat́ı rovnice

A11 = L11U11 ∈ Rk×k

pro všechna k = 1, . . . , n − 1. Protože matice L a U jsou dolńı, respektive horńı
trojúhelńıkové, pak také matice L11 a U11 jsou dolńı, resp. horńı trojúhelńıkové.
Tedy vid́ıme, že ze silné regularity matice A plyne, že všechny jej́ı tzv. hlavńı rohové
podmatice A11 jsou také (silně) regulárńı. Následně můžeme každou z nich napsat
ve tvaru LU rozkladu. Tedy LU rozklad p̊uvodńı matice A je zároveň LU rozkladem
všech jejich podmatic A11.

Uvažujme nyńı naopak regulárńı matici A, která má všechny podmatice A11 ∈
Rk×k regulárńı. Z regularity A11 triviálně plyne nenulovost jejich determinant̊u.
Pro všechny hlavńı podmatice A11 naš́ı matice A plat́ı, že

Dk ≡ det(A11) = det
⎛
⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 ⋯ a1,k
⋮ ⋱ ⋮

ak,1 ⋯ ak,k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟
⎠
≠ 0. (3.10)

Pod́ıvejme se detailněji, co jsou č́ısla Dk zač:
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• Pro k = 1 dostaneme triviálně

D1 = a1,1 ≠ 0.

Porovnáńım s (3.8) vid́ıme, že a
(0)
1,1 ≠ 0.

• Pro k = 2 dostaneme

D2 = a1,1 ⋅ a2,2 − a2,1 ⋅ a1,2 ≠ 0.

S využit́ım nenulovosti a1,1 můžeme nerovnost upravit následuj́ıćım zp̊usobem

D2

D1

= a2,2 −
a2,1
a1,1

⋅ a1,2 ≠ 0, respektive

[ −a2,1a1,1 1 0 ⋯ 0 ]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,2
a2,2
a3,2
⋮

an,2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

≠ 0.

Vid́ıme, že toto č́ıslo můžeme napsat jako součin druhého řádku prvńı eli-
minačńı matice G1 (viz (3.2)) a druhého sloupce matice A, jedná se tedy
právě o prvek v druhém řádku a druhém sloupci matice A(1), tedy o prvek
a
(1)
2,2 . Tedy a

(1)
2,2 ≠ 0.

• Obdobně lze analogicky ukázat, že

Dj

Dj−1

= a(j−1)j,j ,

a tedy, že všechny prvky a
(j−1)
j,j ≠ 0; viz [8].

3.4 Symetrická pozitivně definitńı matice

Matici nazýváme symetrickou, když plat́ı A = AT . O matici dále ř́ıkáme, že je sy-
metrická pozitivně definitńı, když plat́ı

A = AT , a zároveň ∀x ≠ 0, xTAx > 0.

Symetrická pozitivně definitńı matice (dále SPD) má řadu zaj́ımavých vlastnost́ı,
např́ıklad má kladná vlastńı č́ısla nebo je silně regulárńı. Na tyto vlastnosti se bĺıže
pod́ıváme v následuj́ıćı podkapitole.
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3.4.1 Vlastnosti SPD matic

Vybereme-li libovolné vlastńı č́ıslo λ a jemu odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor v SPD matice
A, plat́ı vztah

Av = vλ, v ≠ 0.

Poté tuto rovnici vynásob́ıme transponovaným vlastńım vektorem a pravou stranu
vhodně uzávorkujeme. Źıskáme

vTAv = vTvλ = (vTv)λ = ∥v∥2
±
> 0

λ > 0.

Kladnost normy plyne z nenulovosti vektoru a kladnost celého výrazu z pozitivńı
definitnosti matice. Z rovnice vyplývá vztah

vTAv

∥v∥2 = λ > 0,

kde zlomek na levé straně je pod́ıl dvou kladných č́ısel. Z tohoto vztahu tedy triviálně
plyne, že vlastńı č́ısla této matice A jsou kladná. Ve skutečnosti tato implikace
plat́ı i opačně. Přesněji řečeno symetrická matice s kladnými vlastńımi č́ısly je vždy
pozitivně definitńı, viz [7] a [8].

Vı́me, že determinant matice je součin vlastńıch č́ısel téže matice (viz opět [7]
a [8]) v př́ıpadě, že jsou všechna vlastńı č́ısla kladná, pak plat́ı

det(A) =
n

∏
j=1

λj Ô⇒ det(A) > 0.

SPD matice má tedy i kladný determinant. Nyńı si ukážeme, že totéž plat́ı i pro jej́ı
hlavńı rohové poddeterminanty, tedy že je také silně regulárńı. Rozdělme si matici
A, obdobně jako v silně regulárńım př́ıpadě, následuj́ıćım zp̊usobem

A = [ A11 A12

AT
12 A22

] ∧ A11 = AT
11, A22 = AT

22.

Z definice pozitivńı definitnosti můžeme v kontextu tohoto děleńı dostat např́ıklad

xTAx = [xT1 ,0]
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
xT

[ A11 AT
21

A21 A22
]

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
A

[ x1
0

]
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
x

= xT1A11x1 > 0. (3.11)

Poznamenejme, že toto x je r̊uzné od nuly pokud plat́ı

x = [ x1
0

] ≠ 0 ⇐⇒ x1 ≠ 0.

Z p̊uvodńıho vztahu (3.11) následně vyplývá, že podmatice A11 (analogicky také
A22) je také symetrická pozitivně definitńı. Následně i jej́ı determinant det(A11) je
kladný.

Dostáváme tak velmi d̊uležitou implikaci:

symetrická pozitivně definitńı matice je silně regulárńı,

tedy všechny jej́ı hlavńı rohové determinanty jsou nenulové, resp. dokonce kladné.
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3.4.2 LU rozklad SPD matice — prvńı krok

Gaußovu eliminaci lze tedy u symetrických pozitivně definitńıch matic provádět
bez permutaćı řádk̊u a sloupc̊u. K takovéto matici A lze jednoznačně určit jej́ı LU
rozklad tak, že

A = LU,
kde U je horńı trojúhelńıková regulárńı matice, z toho plyne, že prvky na diagonále
u1,1, u2,2, . . . , un,n jsou nenulové a L je dolńı trojúhelńıková s jednotkovou diagonálou.
Tento rozklad lze přepsat do tvaru

A = L diag(u1,1, u2,2, . . . , un,n)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

D

Ũ, (3.12)

kde Ũ je matice s jedničkami na hlavńı diagonále, která vznikla vyděleńım j-tého
řádku diagonálńım prvkem uj,j. Dostáváme tedy dvě rovnosti, které plat́ı zároveň

A = LDŨ ∧ A = AT ,

muśı pak také platit i
AT = ŨTDLT .

Dosazeńım obou rozklad̊u do rovnice pro symetrii dostaneme

L−1 ⋅ / LDŨ = ŨTDLT ,

DŨ = L−1ŨTDLT , / ⋅ (LT )−1

DŨ(LT )−1 = L−1ŨT D, / ⋅D−1

DŨ(LT )−1D−1 = L−1 ŨT .

(3.13)

Pod́ıváme-li se na rovnici po posledńı úpravě, je zřejmé, že na levé straně rovnice
jsou diagonálńı matice D a D−1 a horńı trojúhelńıkové matice Ũ a (LT )−1. Součin
na levé straně tedy dává horńı trojúhelńıkovou matici. Naopak, na pravé straně jsou
dolńı trojúhelńıkové matice L−1 a ŨT , jejichž součin tvoř́ı opět dolńı trojúhelńıkovou
matici. Rovnice bude platit tehdy a jen tehdy, pokud na levé i pravé straně bude
právě diagonálńı matice.

Poznamenejme, že v úvaze výše jsme použili známá tvrzeńı, že

(i) součin dvou horńıch (resp. dolńıch) trojúhelńıkových matic je opět horńı (resp.
dolńı) trojúhelńıková matice (viz apendix A.2, resp. A.1) a

(ii) inverze horńı (resp. dolńı) trojúhelńıkové matice je opět horńı (resp. dolńı)
trojúhelńıková matice (viz apendix A.4, resp. A.3).

Dále je užitečné si všimnout, že

(iii) součin dvou horńıch (resp. dolńıch) trojúhelńıkových matic má na diagonále
právě součiny odpov́ıdaj́ıćıch diagonálńıch prvk̊u jednotlivých součinitel̊u (viz
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apendix A.1, respektive A.2). Tedy, že pro součin dolńıch (resp. horńıch)
trojúhelńıkových matic M a K

S =MK,

plat́ı

sj,j =mj,jkj,j, pro j = 1,2, . . . , n.

Připomeňme nyńı, že matice Ũ má na diagonále jedničky, které vznikly úpravou
matice U . Matice L z LU rozkladu má také na diagonále jedničky. Z rovnice

LL−1 = I,

a výše uvedených vlastnost́ı (ii) a (iii) trojúhelńıkových matic vyplývá, že matice
L−1 má také na diagonále jedničky.

Pod́ıvejme se nyńı podrobněji na pravou stranu posledńıho řádku rovnice (3.13).
Součin matic L−1 a ŨT muśı být jednak diagonálńı matićı a za druhé bude mı́t
jedničky na diagonále, tedy muśı to být jednotková matice

L ⋅ / L−1ŨT = I,
ŨT = L.

Vid́ıme tedy, že SPD matici A lze vždy rozepsat ve tvaru

A = LDLT ,

kde L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkovou diagonálou.

3.4.3 LU rozklad SPD matice — druhý krok

V druhém kroku se v naš́ı práci se symetrickou pozitivně definitńı matićı zaměř́ıme
na diagonálńı matici D = (u1,1, u2,2,⋯, un,n). Využijeme vlastnosti

∀x ≠ 0, xTAx > 0.

Pokud za matici A vhodně dosad́ıme, v našem př́ıpadě součin LDLT , dostaneme

xTAx = xT (LDLT )x = (xTL)D(LTx) = (LTx)TD (LTx)
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
y

= yTDy > 0.

Protože L je dolńı trojúhelńıková s nenulovou (jednotkovou) diagonálou, je regulárńı.
Tedy i LT je regulárńı. Ze vztahu y = LTx a z regularity LT triviálně plyne, že

x ≠ 0 ⇐⇒ y ≠ 0.

Z toho vid́ıme, že matice A je pozitivně definitńı, tehdy a jen tehdy, když je matice D
pozitivně definitńı. Protože D je diagonálńı, je také symetrická pozitivně definitńı.
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Nav́ıc, t́ım že D je diagonálńı, má na diagonále př́ımo svá vlastńı č́ısla. Z toho,
že každá SPD matice má kladná vlastńı č́ısla (jak jsme již ukázali), plyne, že matice
D má kladná č́ısla na diagonále.

Konkrétně to můžeme vidět při speciálńı volbě vektoru x respektive y, kdy

x = (LT )−1y, y =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
⋮
0
1
0
⋮
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= ej.

Zřejmě tak dostáváme

xTAx = yTDy = eTj Dej = uj,j > 0,

viz (3.12). Znovu tedy vid́ıme, že diagonálńı matice D má na diagonále kladná č́ısla.
Z tohoto d̊uvodu si matici D můžeme speciálně napsat jako

D =
√
D

√
D,

kde matice
√
D je následuj́ıćıcho tvaru

√
D =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

√
u1,1 √

u2,2
⋱ √

un,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Nav́ıc plat́ı, že (
√
D)T =

√
D je symetrická. Vrát́ıme-li se zpět ke vztahu A = LDLT ,

můžeme ho nyńı upravit

A = LDLT = L(
√
D

√
D)LT = (L

√
D)(

√
DLT ) = (L

√
D)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
L̃

(L
√
D)T = L̃L̃T .

Věta 1. Necht’ A je symterická pozitivně definitńı matice. Pak existuje dolńı troj-
úhelńıková matice L̃ s kladnými č́ısly na diagonále taková, že

A = L̃L̃T .

Tento rozklad je jednoznačný a nazývá se Choleského rozklad.

Důkaz prvńı části tvrzeńı plyne z předchoźıch úvah. Důkaz jednoznačnosti na-
lezneme např́ıklad v [7].
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4 Výpočet Choleského rozkladu a r̊uzné or-
ganizace výpočtu

V kapitole 3 jsme ukázali, že existuje Choleského rozklad symetrické pozitivně de-
finitńı matice A. Nyńı se bĺıže pod́ıváme na to, jak ho spoč́ıtat. Pod́ıváme se, jak
provést tzv. klasický výpočet Choleského rozkladu, tedy po jednotlivých prvćıch ma-
tice. Pod́ıváme se však i na daľśı varianty, jak jej spoč́ıtat tzv. po sloupćıch, a protože
se chystáme na hierarchický formát matice, který je principiálně blokový, pod́ıváme
se také na výpočet tzv. blokového Choleského rozkladu, kdy máme matici A ve tvaru

A = [ A11 AT
21

A21 A22
] = [ L11 0

L21 L22
] [ L

T
11 LT

21

0 LT
22

] .

Pro jednoduchost budeme v této a daľśıch kapitolách dolńı trojúhelńıkovou matici
L̃ značit již bez vlnky.

4.1 Klasický výpočet Choleského rozkladu — výpočet
po prvćıch

Nejprve se pod́ıváme na klasický výpočet Choleského rozkladu matice. Matici A
si rozeṕı̌seme do tvaru

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 a2,1 a3,1 . . . an,1
a2,1 a2,2 a3,2 ⋱ ⋮
a3,1 a3,2 a3,3 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

an,1 . . . . . . . . . an,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

l1,1 0 . . . . . . 0
l2,1 l2,2 ⋱ ⋱ ⋮
l3,1 l3,2 l3,3 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0
ln,1 . . . . . . . . . ln,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

l1,1 l2,1 l3,1 . . . ln,1
0 l2,2 l3,2 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ l3,3 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 . . . . . . 0 ln,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Maticová rovnost plat́ı, pokud se prvky matice na levé straně rovnaj́ı odpov́ıdaj́ıćım
prvk̊um matice (součin matic) na pravé straně. Nyńı se zaměř́ıme na jednotlivé
rovnosti a začneme v levém horńım rohu.

4.1.1 Prvky prvńıho sloupce L

Z prostého vynásobeńı matic LLT na pravé straně a porovnáńım s matićı A ihned
plyne, že pro prvńı prvek v prvńım sloupci plat́ı

a1,1 = l1,1l1,1,
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tedy
l1,1 =

√
a1,1.

Poznámka 5. Zároveň vid́ıme, že zač́ınáme podnikat prvńı kroky k d̊ukazu jed-
noznačnosti Choleského rozkladu. Mohli bychom si také vybrat −√a1,1, pak by ale
matice L neměla kladné prvky na diagonále. Prvek l1,1 je daný jednoznačně.

Dále budeme pokračovat v hledáńı prvk̊u prvńıho sloupce L. Zde plat́ı

a2,1 = l2,1l1,1 Ô⇒ l2,1 =
a2,1
l1,1

.

Protože již známe l1,1 můžeme vyjádřit prvek l2,1. Stejným zp̊usobem bychom po-
kračovali dál. V j-tém kroku dostáváme

aj,1 = lj,1l1,1 Ô⇒ lj,1 =
aj,1
l1,1

, j = 2, . . . , n.

Prvńı sloupec matice L máme celý vyjádřený. Postupně již vyjádřené prvky nám
dále pomáhaj́ı.

4.1.2 Prvky druhého sloupce L

V druhém kroku, tedy v druhém sloupci, d́ıky symetrii zač́ınáme od druhého prvku,
kde

a2,2 = l2,1l2,1 + l2,2l2,2 Ô⇒ l2,2 =
√
a2,2 − l22,1.

Poznámka 6. M̊uže zde zazńıt otázka, zda č́ıslo pod odmocninou je kladné (nezápor-
né, abychom ho mohli odmocnit, a nav́ıc protože s odmocněným č́ıslem budeme dále
dělit, také nenulové). Předchoźı prvky se ovšem poč́ıtaly jednoznačně a nav́ıc jsme
v předchoźı kapitole ukázali, že rovnost existuje. Je možné také provést d̊ukaz sporem:
Necht’

a2,2 − l22,1 ≤ 0,

a2,2 ≤ l22,1 = (a2,1
l1,1

)
2

=
a22,1
a1,1

, / ⋅ a1,1

a1,1a2,2 ≤ a22,1, / − a22,1
a1,1a2,2 − a22,1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

≤ 0,

det( a1,1 a2,1
a2,1 a2,2

) ≤ 0,

ovšem matice A je pozitivně definitńı, a tak všechny jej́ı determinanty jsou kladné.
◻
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Dále bychom pokračovali zcela obdobným zp̊usobem, a to

a3,2 = l3,1l2,1 + l3,2l2,2.

Obecně v j-tém kroku

aj,2 = lj,1l2,1 + lj,2l2,2, j = 3, . . . , n.

Neznámý prvek lj,2 bychom vyjádřili pomoćı již známých prvk̊u matice L, konkrétně
pomoćı lj,1, l2,1, l2,2, kde

lj,2 =
aj,2 − lj,1l2,1

l2,2
.

Analogicky bychom postupovali pro všechny poddiagonálńı prvky v druhém sloupci.
T́ımto zp̊usobem bychom mohli vyjádřit prvky postupně všech sloupc̊u. Např́ıklad

u prvku a3,3 máme již součet tř́ı součin̊u

a3,3 = l3,1l3,1 + l3,2l3,2 + l3,3l3,3 Ô⇒ l3,3 =
√
a3,3 − l23,1 − l23,2,

analogicky bychom mohli diskutovat kladnost argumentu pod odmocninou, a násled-
ně výpočet poddiagonálńıho prvku. Všechny prvky matice L je tedy možné vyjádřit
např́ıklad pomoćı algoritmu 1.

for i = 1,2, . . . , n do

li,i = (ai,i −∑i−1
s=1 l

2
i,s)

1
2

for j = i + 1, . . . , n do
lj,i = (aj,i −∑i−1

s=1 lj,sli,s)/li,i
end

end

Algoritmus 1: Choleského rozklad spoč́ıtaný klasicky, po prvćıch.

4.2 Choleského rozklad — výpočet po sloupćıch

Daľśı možnost pro řešeńı je, pokud matice A a L rozděĺıme na sloupce jako

L = [l1, l2, . . . , ln],

A ≡ A(0) = [a(0)1 , a
(0)
2 , a

(0)
3 , . . . , a

(0)
n ].

Následně si v prvńım kroku vypoč́ıtáme l1,1 jako l1,1 =
√
a
(0)
1,1 . A poté celý sloupec l1

źıskáme jako

l1 = a(0)1

1

l1,1
= a(0)1

1√
a
(0)
1,1

.
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Můžeme tedy vytvořit matici A(1) pomoćı již vypoč́ıtaného sloupce l1 z prvńıho
kroku, kde

A(1) ≡ A − l1lT1 . (4.1)

Výsledná struktura A(1) bude

A(1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1 − l1,1l1,1 a2,1 − l1,1l2,1 ⋯ an,1 − l1,1ln,1
a2,1 − l2,1l1,1 a2,2 − l2,1l2,1 . . . an,2 − l2,1ln,1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
an,1 − ln,1l1,1 an,2 − ln,1l2,1 . . . an,n − ln,1ln,1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Pod́ıváme-li se nyńı bĺıže na prvky v prvńım sloupci (ze symetrie v prvńım řádku),
vid́ıme, že budou rovny nule, jelikož z 4.1.1 v́ıme, že prvky

an,1 = lk,1l1,1, k = 1, . . . , n.

Výsledkem rozd́ıl̊u v prvńım sloupci a řádku, tedy budou nuly a matici A(1) lze
po úpravě zapsat jako

A(1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 ⋯ 0
0 a2,2 − l2,1l2,1 . . . an,2 − l2,1ln,1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 an,2 − ln,1l2,1 . . . an,n − ln,1ln,1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= [0, a(1)2 , a
(1)
3 , . . . , a

(1)
n ].

Prvńı sloupec bude nulový a zbývaj́ıćı sloupce jsou odlǐsné oproti p̊uvodńı matici
A. Dále bychom pokračovali obdobným zp̊usobem, tentokrát ale již s matićı A(1).

Provedli bychom vyjádřeńı druhého sloupce pomoćı prvku l2,2, který je roven
√
a
(1)
2,2 .

Tedy v druhém kroku vypoč́ıtáme

l2 = a(1)2

1√
a
(1)
2,2

,

a následně
A(2) ≡ A(1) − l2lT2 = A − l1lT1 − l2lT2 .

T́ımto zp̊usobem bychom pokračovali dále a vytvořili n − 2 daľśıch krok̊u. Došli
bychom až k matici

A(n−1) ≡ A(n−2) − ln−1lTn−1,
která je až na posledńı diagonálńı prvek skoro nulovou matićı

A(n−1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 ⋯ 0
0 0 . . . 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 . . . a

(n−1)
n,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Plat́ı tedy
A(n−1) = lnlTn ,
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kde posledńı sloupec ln matice L lze zapsat jako

ln =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
⋮
0√
a
(n−1)
n,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

T́ım jsme vyjádřili všechny sloupce matice L.
Matici A lze nakonec zapsat jako součet vněǰśıch součin̊u sloupc̊u matice L,

postupně

A(n−1) = lnlTn ,
A(n−2) = A(n−1) + ln−1lTn−1,

⋮
A(2) = A(3) + l3lT3 ,
A(1) = A(2) + l2lT2 ,
A(0) = A(1) + l1lT1 ,

tedy

A = A(0) = l1lT1 + l2lT2 + l3lT3 + ⋅ ⋅ ⋅ + lnlTn =
n

∑
i=1

lil
T
i .

Dostaneme sloupcový Choleského algoritmus, viz algoritmus 2.

for i = 1,2, . . . , n do

li = a(i−1)i ⋅ (1/
√
a
(i−1)
i,i )

A(i) = A(i−1) − lilTi
end

Algoritmus 2: Choleského rozklad spoč́ıtaný po sloupćıch.

4.3 Choleského rozklad — výpočet po bloćıch

Nyńı se pod́ıváme, jak bychom postupovali, kdybychom si matici A rozdělili již
známým zp̊usobem na bloky, konkrétně

A = [ A11 AT
21

A21 A22
] = [ L11 0

L21 L22
] [ L

T
11 LT

21

0 LT
22

] = LLT . (4.2)

Pokud bychom naivně postupovali stejně, jako v klasickém Choleského rozkladu
(tedy pokud bychom na všechny bloky na chv́ıli koukali jako na č́ısla) mělo by
formálně platit jednak

”
L11 =

√
A11

“, (4.3)
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a pak také

”

L21 =
A11

L11

“
. (4.4)

Nastává ale otázka, jak správně interpretovat př́ıpadně definovat odmocninu z mati-
ce v prvńı rovnosti, př́ıpadně děleńı dvou matic v rovnosti druhé.

Pokud však rozklad (4.2) rozeṕı̌seme pro jednotlivé bloky dostaneme rovnice

A11 = L11L
T
11,

A21 = L21L
T
11, a nakonec

A22 = L21L
T
21 +L22L

T
22.

Konkrétně v př́ıpadě podmatice A11 v́ıme, že je symetrická pozitivně definitńı. Tedy
odmocninu můžeme nahradit právě Choleského rozkladem této podmatice, ostatně

A11 = L11L
T
11 ∼ L2

11.

Odmocninu z SPD matice (4.3) tedy zadefinujeme pomoćı maticové funkce

L11 = Chol(A11),

která vrát́ı Choleského rozklad (podmatice, resp. bloku), přesněji dolńı trojúhelńıko-
vý faktor rozkladu; technicky ho může poč́ıtat právě klasickým algoritmem (po
prvćıch nebo po sloupćıch). Následně si rozeṕı̌seme vztah pro mimodiagonálńı blok,
kde

A21 = L21L
T
11, / ⋅ (LT

11)
−1

A21(LT
11)

−1 = L21.

Vid́ıme, že děleńı ze vztahu (4.4) ve skutečnosti znamená násobeńı transpozice
čitatele (

”
dělence“) inverźı (

”
dělitele“) zprava.

Poznámka 7. Ve skutečnosti m̊užeme násobeńı inverźı nahradit řešeńım soustavy
rovnic. Zřejmě když A21 bude low-rank. Pro přehlednost celou rovnost

A21 = L21L
T
11,

transponujeme (neboli vyjádř́ıme druhý mimodiagonálńı blok)

L11L
T
21 = AT

21 = uvT .

Pokud transponujeme součin, dostáváme součin transpozic v opačném pořad́ı. Rov-
nici m̊užeme vynásobit zleva matićı L−111 a dostáváme

LT
21 = LT

11A
T
21,

LT
21 = L−111(uvT ) = (L−111u)

´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
x

vT .
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Dı́ky asociativitě násobeńı matic jsme vhodně přezávorkovali součin a obsah v závorce
označili jako vektor x. Plat́ı tedy

L11 ⋅ / x = L−111(uvT ),
L11x = u.

Posledńı rovnice L11x = u je fakticky klasická soustava rovnic s vektorovou pravou
stranou u, nav́ıc s dolńı trojúhelńıkovou matićı, což je jednoduché řešit dosazovaćı
metodou shora dol̊u. Z vypočteného x následně vid́ıme, že

LT
21 = xvT .

V př́ıpadě, že u a v nejsou vektory ale matice, tedy

AT
21 = UV T , kde U,V ∈ Rn×r

budou obsahovat obecně r (r ≥ 1) sloupc̊u, budeme řešit r soustav rovnic L11X = U .
Pokud r ≪ n, tento postup se vyplat́ı v́ıce, než hledat celou inverzi L−111 .

V závěru práce s celými bloky bychom potřebovali vyjádřit L22 jako

L22 =
√
A22 −L21LT

21,

tedy s využit́ım námi vytvořené funkce

L22 = Chol(A21 −L21L
T
21).

Zcela analogicky bychom mohli pracovat s blokovou matićı s v́ıce než dvěma
řádky a sloupci,

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A11 ⋯ AT
k1

⋮ ⋱ ⋮
Ak1 ⋯ Akk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= AT .

Dostali bychom blokovou variantu Choleského algoritmu, viz algoritmus 3.

for i = 1,2, . . . , k do
Lii = Chol(Aii −∑i−1

s=1LisLT
is)

for j = i + 1, . . . , k do
Lji = (Aji −∑i−1

s=1L
T
isLjs)/L−1ii

end

end

Algoritmus 3: Choleského rozklad (velké matice) spoč́ıtaný po bloćıch. Pozna-
menejme, že funkce Chol(⋅) poč́ıtá Choleského rozklad (malých blok̊u) klasicky,
po prvćıch, tedy algoritmem 1.
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5 Choleského rozklad matice v hierarchickém
formátu

Nyńı již budeme SPD matici A uvažovat v hierarchickém formátu. Proto budeme
i matici L hledat v hierarchickém formátu tak, aby formáty matic A a L byly
kompatibilńı, tj. aby měly stejné děleńı. Matice A i L jsou v prvńı řadě blokové,
přičemž hierarchické matice mohou být troj́ıho typu, a to opět hierarchické, low-
rank, a nebo to mohou být husté matice. Práci s hierarchickými maticemi jsme tak
již svým zp̊usobem nakousli v posledńı sekci předchoźı kapitoly, kde jsme hovořili
o blokovém algoritmu.

5.1 Formálńı hierarchická struktura rozkladu

Začneme v podobném smyslu, jen si jednotlivé bloky přeznač́ıme (pro zpřehledněńı
hierarchické struktury) a sice následuj́ıćım zp̊usobem,

A = A0 = [ A1 BT
0

B0 A2
] , L = L0 = [ L1 0

M0 L2
] ,

tedy

A = [ A1 BT
0

B0 A2
] = [ L1 0

M0 L2
] [ L

T
1 MT

0

0 LT
2

] = LLT .

Bloky As, resp. Ls na diagonále jsou přitom bud’ opět hierarchické matice nebo husté
matice, a mimodiagonálńı bloky Bs, resp. Ms jsou matice ńızké hodnosti (low-rank).
Abychom objasnili značeńı, uděláme pár krok̊u v hierarchii.

Budou-li např. obě matice As, s = 1,2, hierarchické, označ́ıme jejich bloky takto

A1 = [ A11 BT
1

B1 A12
] , A2 = [ A21 BT

2

B2 A22
] .

Budou-li dále všechny čtyři matice As, s = 11,12,21,22, hierarchické, označ́ıme jejich
bloky takto

A11 = [ A111 BT
11

B11 A112
] , A12 = [ A121 BT

12

B12 A122
] ,

A21 = [ A211 BT
21

B21 A212
] , A22 = [ A221 BT

22

B22 A222
] ,
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atd. Obecně źıskáme

As = [ As1 BT
s

Bs As2
] , Ls = [ Ls1 0

Ms Ls2
] , As = LsL

T
s ,

kde s je nějaká konečná posloupnost jedniček a dvojek dané délky, Bs je mimodia-
gonálńı low-rank blok matice z 2 × 2 blokového děleńı As a As`, ` = 1,2, jsou bloky
na diagonále tohoto děleńı. Obdobně je tomu v př́ıpadě matice Ls.

Z blokového algoritmu v́ıme, že v principu budeme opět potřebovat operace
odmocniny SPD matice (4.3) a operace pod́ılu (4.4), definované v posledńı sekci
předchoźı kapitoly pomoćı funkce Chol(⋅), neboli pomoćı násobeńı inverźı. V obou
dvou př́ıpadech je budeme muset být schopni provést s maticemi v př́ıslušných
formátech.

5.2 Funkce Chol(⋅) v hierarchickém formátu

Začneme rozkladem As = LsLT
s pro nějaké s. Z blokového zápisu rozkladu opět plyne

rovnost
As1 = Ls1L

T
s1,

kde As1 může být opět bud’ hierarchická nebo hustá matice. Zálež́ı, jak hluboko jsme
v hierarchii matic postoupili, resp. sṕı̌s, jak je blok malý (dostatečně malé matice,
tj. řádu cca menš́ıho než 8, se již nevyplat́ı ukládat hierarchicky; neušetř́ı se žádná
pamět’; fakticky se to nevyplat́ı už u mnohem vyšš́ıch řád̊u z d̊uvodu úspory práce,
viz [14]). Funkci tedy definujeme opět takto

Chol(As1) = Ls1,

přičemž:

1. V př́ıpadě, že As1 je hustá, je Ls1 také hustá a je spočtená klasickým Cho-
leského algoritmem (po prvćıch či sloupćıch), viz algoritmus 1 a 2.

2. V př́ıpadě, že As1 je hierarchická, budeme muset nejprve spoč́ıtat blokový Cho-
leského rozklad As1 pomoćı algoritmu, který právě definujeme — postouṕıme
tedy v hierarchii o krok hlouběji.

Je dobré si uvědomit, že tento postup je zcela legitimńı. Algoritmus se muśı sám
na sebe odvolávat, nebo sám do sebe vnořit tolikrát, schematicky Choleského rozklad
A = A0 volá (budeme značit ↝)

Chol(A1) ↝ Chol(A11) ↝ ⋯ ↝ Chol(A11⋯1) ↝ Chol(A11⋯11),

než dojdeme k nejmenš́ı hlavńı rohové podmatici A11⋯11, která je již uložena jako
hustá. Jej́ı Choleského rozklad pak vypoč́ıtáme klasicky, jako jsme to provedli v ka-
pitolách 4.1 a 4.2.
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5.3 Mimodiagonálńı low-rank blok

Připomeňme, že pro mimodiagonálńı bloky plat́ı

Bs =MsL
T
s1

neboli

MsL
T
s1 = Bs

Ls1M
T
s = BT

s .

Nyńı využijeme přesně té vlastnosti, kterou fakticky zmiňujeme již v poznámce 7.
V našem př́ıpadě pro matici BT

s plat́ı,

BT
s = UV T , kde U, V ∈ R☆×r,

kde ☆ je počet sloupc̊u, resp řádk̊u Bs a r = rank(Bs) je typicky výrazně menš́ı
než ☆. Označ́ıme-li u` sloupce matice U ,

U = [u1, . . . , ur],

můžeme se pokusit naj́ıt řešeńı soustavy, resp. soustav

Ls1x` = u`, ` = 1, . . . , r.

Zřejmě pak
x` = L−1s1u`, neboli X = [x1, . . . , xr] = L−1s1U.

Celkově tedy dostáváme

Ms = Bs(LT
s1)−1 = Bs(L−1s1 )T = (L−1s1BT

s )T = (L−1s1UV T )T = (XV T )T = V XT .

Protože Bs je ve tvaru součinu V UT zadáno — mimodiagonálńı low-rank bloky u hi-
erarchických matic máme uložené právě z d̊uvod̊u úspory ve faktorizované podobě,
jako uspořádanou dvojici (V,U) — to je ostatně kĺıčová myšlenka hierarchických
matic, zbývá nám nalézt ono X. Jsme tedy prakticky hotovi, až na jednu maličkost.

5.4 Řešeńı soustavy s dolńı trojúhelńıkovou hierar-
chickou matićı

Naš́ım úkolem je se naučit a ukázat jak řešit soutavu

Lsxs = us,

kde Ls je dolńı trojúhelńıková hierarchická matice. Pomoćı index̊u u x a u si nyńı bu-
deme značit děleńı těchto vektor̊u, které bude konzistentńı s hierarchickým děleńım
matice

us = [ us1
us2

] , us1 = [ us11
us12

] , us2 = [ us21
us22

] ,
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atd., analogicky stejné děleńı provedeme u xs.

xs = [ xs1
xs2

] , xs1 = [ xs11
xs12

] , xs2 = [ xs21
xs22

] , . . .

Nyńı se pod́ıváme, jak bude prob́ıhat vlastńı řešeńı v závislosti na struktuře Ls

a vlastnostech jejich blok̊u. Nejprve si ale obecně, obdobným zp̊usobem, jako jsme
již vytvořili funkci Chol(⋅), stotožńıme celý postup řešeńı úlohy Lsxs = us s funkćı
Solve(⋅, ⋅),

Solve(Ls, us) = xs = L−1s us.
Tato funkce pak provád́ı následuj́ıćı:

1. V př́ıpadě, že Ls je hustá matice, snadno přijdeme na řešeńı soustavy rovnic
pomoćı tzv. dopředného chodu Gaußovy eliminace (Ls je dolńı trojúhelńıková).
Tedy nejprve vyřeš́ıme prvńı rovnici o jedné neznámé a následně dosazujeme
již známé kořeny shora dol̊u, až nalezneme všechny neznámé. Tedy obecně
pro řešeńı rovnice Lsxs = us plat́ı, že

ξ1 =
µ1

l1,1
,

ξi =
1

li,i
(µi −

i−1

∑
j=1

li,jξj) , i = 2, . . . , ns,

kde ξi a µi jsou jednotlivé složky vektor̊u xs resp. us, a kde ns je rozměr husté
matice Ls.

2. V př́ıpadě, že Ls je hierarchická matice, soustava vypadá takto

Lsxs = [ Ls1 0
Ms Ls2

] [ xs1
xs2

] = [ us1
us2

] = us.

Nejprve muśıme řešit problém s Ls1, fakticky tedy hledáńı řešeńı této soustavy,
tj. Solve(Ls, us), vyžaduje nejprve nalezeńı řešeńı menš́ı soustavy, schematicky:

Solve(Ls, us) ↝ Solve(Ls1, us1) ↝ Solve(Ls11, us11) ↝ ⋯

Tento proces vnořováńı opakujeme, dokud nedojdeme na úroveň, kde matice
Ls11⋯1 bude již hustá. Soustava s touto matićı se pak vyřeš́ı pomoćı postupu
v prvńım bodě. T́ım źıskáme xs11⋯1.

● Abychom ale mohli
”
vycouvat“ ven těmito vnořenými funkcemi, po vyřešeńı

té nejvnitřněǰśı husté dolńı trojúhelńıkové soustavy, na kterou jsme apliko-
vali již zmı́něný dopředný chod Gaußovy eliminace — bez újmy na obec-
nosti můžeme uvažovat, že t́ım nejvnitřněǰśım byl právě Ls1xs1 = us1, tedy xs1
již známe — muśıme nalézt ještě druhou polovinu hledaného vektoru. Tedy
muśıme vyřešit rovnici

Msxs1 +Ls2xs2 = us2.
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Nicméně xs1 již známe a o Ms v́ıme, že je low-rank, je tedy potřeba provést
součin low-rank matice s vektorem Msxs1 = (UV T )xs1 = U(V Txs1), což lze
provést snadno, jak je naznačno uzávorkováńım, a výsledek odeč́ıst od obou
stran. Dostaneme

Ls2xs2 = us2 −Msxs1´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ũs2

.

● Přesouváme se nyńı na vyřešeńı soustavy s druhým blokem z diagonály matice
Ls. Zde mohou nastat opět dvě možnosti. Bud’ Ls2 je hustá (tedy opět řeš́ıme
př́ımo), nebo je v hierarchickém tvaru a muśıme se ponořit do hierarchické
struktury. Obecně řečeno zavoláme funkci Solve(⋅, ⋅), schematicky:

Solve(Ls2, ũs2) ↝ Solve(Ls21, ũs21) ↝ Solve(Ls211, ũs211) ↝ ⋯

T́ımto zp̊usobem nalezneme řešeńı celé soustavy Lsxs = us s dolńı trojúhelńıkovou
hierarchickou matićı Ls.

Zároveň je ovšem také hotový celý Choleského rozklad

A = LLT

symetrické pozitivně definitńı matice A v hierarchickém formátu. Dolńı trojúhelńı-
kový faktor L jsme dostali opět v hierarchickém formátu.
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6 Řešeńı soustavy se symetrickou pozitivně
definitńı matićı v hierarchickém formátu

V této kapitole se budeme věnovat hlavńı otázce, která stoj́ı v názvu této diplomové
práce, a to jak řešit soustavy rovnic s hierarchickými maticemi pomoćı rozklad̊u.
Postupně připomeneme všechny předpoklady, které jsme již v předešlých kapitolách
popisovali, a které jsou d̊uležité pro odpověd’ na zmı́něnou otázku.

6.1 Převedeńı úlohy na řešeńı dvou trojúhelńıkových
soustav

Prvńım krokem je nalezeńı vhodného rozkladu. Protože pracujeme s SPD matićı
A, bude vhodným rozkladem právě Choleského rozklad (viz sekce 3.4). Protože A
bude nav́ıc v hierarchickém formátu, budeme uvažovat Choleského rozklad v hierar-
chickém formátu (viz kapitola 5). Nejprve však budeme uvažovat obecný Choleského
rozklad, pro který plat́ı, že

A = LLT .

Připomeňme, že SPD matice je vždy regulárńı. Chceme-li tedy řešit soustavu

Ax = b,

matici A nejprve nahrad́ıme jej́ım rozkladem a dostaneme

LLTx = b.

Tuto rovnici si můžeme vhodně uzávorkovat a poté úlohu rozdělit na dva samostatné
kroky – dvě samostané soustavy. Konkrétně

L (LTx)
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
y

=b.

Označeńım uzávorkovaného součinu symbolem y (součin matice s vektorem je vek-
tor), dostaneme soustavu s dolńı trojúheńıkovou matićı L,

Ly = b.

Jej́ım řešeńım je vektor y. Vrát́ıme-li se k označeńı, které jsme provedli, tedy

LTx = y,
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vid́ıme, že zbývá vyřešit soustavu s horńı trojúhelńıkovou matićı LT a pravou stranou
y. T́ım dostaneme vektor x, tedy řešeńı p̊uvodńı soustavy. Schematicky

Ax = b ⇐⇒ Ly = b a zároveň LTx = y.

Řešeńı jedné soustavy s relativně obecnou matićı je nahrazeno dvěma řešeńımi dvou
soustav ovšem s trojúhelńıkovými maticemi. Kdybychom pracovali s klasickými ma-
ticemi, tedy uloženými po prvćıch, vyřešili bychom nejprve dolńı trojúhelńıkovou
soustavu dopředným chodem Gaußovy eliminace – vyřeš́ıme prvńı rovnici o jedné
neznámé, dosad́ıme do druhé, resp. všech ostatńıch rovnic, atd. – a pak horńı
trojúhelńıkovou soustavu zpětným chodem Gaußovy eliminace – vyřeš́ıme posledńı
rovnici o jedné neznámé, dosad́ıme do předposledńı, resp. všech ostatńıch rovnic,
atd.

6.2 Řešeńı soustavy s trojúhelńıkovou hierachickou
matićı

Daľśım krokem bude nejprve řešeńı soustavy Ly = b s dolńı trojúhelńıkovou hierar-
chickou matićı. Tento krok jsme již vysvětlili v kapitole 5.4. Formálně použijeme
zkonstruovanou funkci Solve(⋅, ⋅), s jej́ıž pomoćı se dokážeme dostat hierarchíı až
na úroveň nejmenš́ıch, již hustých (dolńıch trojúhelńıkových) podmatic, ty řeš́ıme
pomoćı dopředného chodu Gaußovy eliminace a dopoč́ıtáváme jednotlivé části vek-
toru y.

Źıskáme tedy y a můžeme se posunout k řešeńı druhé soustavy LTx = y. Řešeńı
soustavy LTx = y s horńı trojúhelńıkovou hierarchickou matićı LT je však zcela
analogické řešeńı soustavy s dolńı trojúhelńıkovou matićı. Jen bychom adaptovali
funkci Solve(⋅, ⋅) i na řešeńı horńıch trojúhelńıkových soustav takto:

Mı́sto u levého horńıho bloku Ls1 matice Ls bychom zač́ınali u pravého dolńıho
bloku LT

s2 matice LT
s

Ls = [ Ls1 0
Ms Ls2

] , LT
s = [ L

T
s1 MT

s

0 LT
s2

] .

Podobně při řešeńı nejvnitřněǰśıch hustých matic bychom postupovali zdola nahoru,
neboli pomoćı zpětného chodu Gaußovy eliminace.

Poznámka 8. Stejně jako při dopředném chodu, i zde si uvedeme jednoduchý algo-
ritmus zpětného chodu eliminace soustavy LT

s2xs = ys,

ξn =
νn
ln,n

,

ξi =
1

li,i
(νi −

n

∑
j=i+1

li,jξj) , i = n − 1, . . . ,1

kde ξi a νi jsou jednotlivé složky vektor̊u xs a ys.
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7 Explicitńı inverze ř́ıdké symetrické pozi-
tivně definitńı matice v hierarchickém for-
mátu

Jakmile jsme schopni vytvořit Choleského rozklad matice A, která je v hierarchickém
tvaru (a tedy i umı́me poč́ıtat soustavy rovnic s touto matićı a jej́ımi faktory),
můžeme tento rozklad využ́ıt např́ıklad i pro výpočet explicitńı inverze takovéto
matice. Poznamenejme, že klasicky explicitńı inverzi velké ř́ıdké matice řádu n
spoč́ıtat nelze. Nelze to zpravidla z pamět’ových d̊uvod̊u. Např. inverze tř́ıdiagonálńı
matice, tedy matice na jej́ıž uložeńı potřebujeme uložit cca 3n č́ısel – vzorového
př́ıkladu ř́ıdké matice – je obecně hustá (jak jsme ukázali již v [14]) a na jej́ı uložeńı
potřebujeme uložit n2. Stač́ı pak zvolit takové n, aby se 3n do paměti poč́ıtače ještě
vešlo a n2 již ne.

7.1 Inverze rozložené matice

Protože pracujeme se symetrickou pozitivně definitńı matićı, uvažujme jej́ı Cho-
leského rozklad

A = LLT .

Pro inverzi matice (připomeňme, že SPD matice je vždy regulárńı) A−1, použijeme-li
známou poučku, že inverze součinu matice je součin inverźı v opačném pořad́ı, plat́ı

A−1 = (LLT )−1 = (LT )−1L−1.

Potřebujeme tedy naj́ıt inverze jednotlivých součinitel̊u – faktor̊u. Respektive jen
jednoho fakoru L, protože druhý je de-facto stejný, jen transponovaný.

7.2 Inverze dolńı trojúhelńıkové hierarchické matice

Označme si X hledanou inverzi, tedy X = L−1. Uvažujme děleńı matice L na 2 × 2
bloky a konzistentńı děleńı matice X. Pokud zřejmě plat́ı

LL−1 = LX = [ L11 0
L21 L22

]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Hi

[ X11 0
X21 X22

]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

hledaná

= [ I 0
0 I

] = I.
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Pak tedy, rozepsáńım rovnosti po bloćıch, muśı platit

[ L11 0
L21 L22

] [ X11 0
X21 X22

] = [ L11X11 0
L21X11 +L22X21 L22X22

] = [ I 0
0 I

] ,

neboli
L11X11 = I, L22X22 = I, L21X11 +L22X21 = 0.

Matice L je přitom nejen bloková, ale i v hierachickém formátu. Pro jednotlivé
rovnosti dostáváme:

1. L11X11 = I:

Obě matice L11 i X11 jsou v dolńım trojúhelńıkovém tvaru a jsou navzájem
inverzńı. Jestliže jsou tyto matice v hierarchickém formátu, muśıme provést
opět rekurentńı krok – rozděleńım na jednotlivé bloky –, dokud se nedostaneme
na obecně husté matice.

Jestliže jsou tyto matice již husté, můžeme spoč́ıtat X11 např. pomoćı Gaußovy
eliminace. Tedy klasicky odeliminovat jednotlivé řádky

[L11∣I] ∼ ⋯ ∼ [I ∣L−111] = [I ∣X11].

2. L22X22 = I:

Zde bude situace zcela analogická. Obě matice L22 i X22 jsou v dolńım troj-
úhelńıkovém tvaru a jsou navzájem inverzńı. Bud’ jsou opět hierarchické, pak
je rozděĺıme na jednotlivé bloky, nebo jsou husté, pak např. pomoćı Gaußovy
eliminace dostaneme

[L22∣I] ∼ ⋯ ∼ [I ∣L−122] = [I ∣X22].

Výpočty blok̊u X11 a X22 lze zjevně provádět zcela nezávisle – paralelně.

3. L21X11 +L22X21 = 0:

Zde určitě známe matice L21 a L22, pokud jsme již provedli prvńı krok celý,
známe i matici X11. Hledáme tedy matici X21. Rovnici si tak můžeme upravit
do tvaru

L22X21 = −L21X11.

Pravou stranu, kterou tvoř́ı matice L21, která má ńızkou hodnost (low-rank,
LR) a matice X11, která je bud’ hustá (Ds) nebo v hierarchickém formátu
(Hi). Připomeňme, že aritmetice, resp. násobeńı matic r̊uzných typ̊u se stručně
věnuje kapitola 2.2, detailněji viz bakalářská práce [14]. Každopádně součinem
LR a Ds, resp. LR a Hi matic je vždy LR matice. Tedy matice B = −L21X11

je ńızké hodnosti, můžeme ji tedy přepsat, jako obvykle, na součin B = UV T ,
kde U a V maj́ı r = rank(B) sloupc̊u.
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● Zbývá tedy vyřešit rovnici

L22X21 = B, resp. L22X21 = UV T .

Protože L22 je regulárńı, plat́ı

X21 = L−122B = L−122(UV T ) = (L−122U)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Ũ

V T .

Vid́ıme, jednak že X21 je také LR, nebot’ X21 = ŨV T a Ũ a V maj́ı r sloupc̊u.
Druhou věćı je, že umı́me X21 nalézt. Vyjdeme z rovnosti

Ũ = L−122U,
L22Ũ = U.

Když si označ́ıme sloupce matic Ũ a U takto

Ũ = [ũ1, . . . , ũr], U = [u1, . . . , ur],

vid́ıme, že stač́ı vyřešit r soustav

L22ũj = uj, j = 1, . . . , r

s dolńı trojúhelńıkovou matićı L22, která je bud’ hustá, což umı́me dopředným
chodem Gaußovy eliminace, nebo je v hierarchickém formátu, což také umı́me
viz sekce 5.4.

7.3 Explicitńı inverze celé matice

Explicitńı inverzi velké ř́ıdké SPD matice A pak dostaneme již jednoduše

A−1 = (LT )−1L−1 = [ X11 0
X21 X22

]
T

[ X11 0
X21 X22

] = [ X
T
11 XT

21

0 XT
22

]
T

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Hi

[ X11 0
X21 X22

]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Hi

,

což již umı́me provést. Součinu dvou hierarchických matic (konzistentně dělených
na bloky) se stručně věnuje kapitola 2.2, detailněji viz bakalářská práce [14]. Výsledkem
součinu je opět matice v hierarchickém tvaru. Poznamenejme, že př́ıklady takovýchto
ř́ıdkých matic lze nalézt v Harwell–Boeing Collection (viz [22] nebo [23]).
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Závěr

V této diplomové práci jsme nejdř́ıve zopakovali př́ıpadným čtenář̊um d̊uležité in-
formace o vlastnostech hierarchických matic. Popsali jsme základńı aritmetické ope-
race, které se při práci s těmito maticemi mohou objevit. Pojem hierarchická matice
neńı natolik konkrétńı, a tak jsme vhodně zvolili pro hlavńı myšlenku této práce
symetrickou pozitivně definitńı matici. O SPD matici v́ıme, že má řadu zaj́ımavých
vlastnost́ı, konkrétně v našem př́ıpadě jsme využili zejména jej́ı silnou regularitu. Po-
moćı Gaußovy eliminace jsme nalezli LU rozklad SPD matice, který je možné zapsat
jako A = LLT , což je právě tzv. Choleského rozklad matice A. Hlavńı část této práce
byla zaměřená na výpočet Choleského rozkladu takovéto SPD matice. Poukázali
jsme na několik možnost́ı, jak k tomuto rozkladu lze doj́ıt, např. náročným výpočtem
po prvćıch. V tomto př́ıpadě nám postupně vyjádřené prvky dále pomáhaly k źıskáńı
prvk̊u následuj́ıćıch. Druhý zp̊usob, který jsme popsali je výpočet po sloupćıch,
kdy matici A lze nakonec zapsat jako součet vněǰśıch součin̊u postupně nalezených
sloupc̊u L. Matici A jsme dále rozdělili na bloky a snažili se ukázat, zdali by bylo
také možné tento rozklad źıskat. Jelikož jsme se setkali s několika nesrovnalostmi,
např́ıklad v podobě odmocniny z matice, kterou nelze interpretovat, museli jsme
zadefinovat maticovou funkci Chol(⋅), jej́ımž úkolem bylo nalézt Choleského rozklad
daného bloku.

Pokud je matice A v hierarchickém tvaru, poté muśı být i jej́ı rozklad hierar-
chického formátu. V práci jsme ukázali, jak tohoto tvaru dosáhnout a následně
využ́ıt k řešeńı soustav s hierarchickou matićı. Řeseńı takovéto soustavy Ax = b jsme
rozdělili na Ly = b, kde LTx = y. T́ımto zp̊usobem lze využ́ıt Choleského rozklad
pro výpočet soustav lineárńıch rovnic s hierarchickými maticemi.

Smysl využit́ı Choleského rozkladu je tedy velmi zřejmý, jelikož vzhledem k tomu,
že matice L a LT jsou trojúhelńıkového typu, je řešeńı jednotlivých rovnic jedno-
duché. Tato řešeńı nalezneme s pomoćı dopředných a zpětných chod̊u Gaußovy
eliminace. Choleského rozklad hierarchické matice A nám v neposledńı řadě může
pomoci k nalezeńı jej́ı explicitńı inverze. To může být extrémně užitečné, zejména
proto, že obecně, resp. klasicky pro velkou ř́ıdkou matici A jej́ı inverzi explictně
sestavit nelze, ne z matematických, ale z ryze praktických, fyzických d̊uvod̊u.
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A Apendix: Součiny a inverze trojúhelńıkových
matic

V této př́ıloze jen vyslov́ıme a dokážeme několik užitečných pomocných vět o troj-
úhelńıkových matićıch.

A.1 Součin dvou dolńıch trojúhelńıkových matic je
dolńı trojúhelńıkový

Věta 2. Necht’ A a B ∈ Rn×n jsou dolńı trojúhelńıkové matice stejného řádu. Pak je-
jich součin

AB ∈ Rn×n

je opět dolńı trojúhelńıkový.

D̊ukaz. Označme si ai,j a bi,j prvky matice A, resp. B. Protože matice A a B jsou
dolńı trojúhelńıkové, pro i < j plat́ı ai,j = bi,j = 0. Součin dvou matic, resp. (i, j)-tý
prvek součinu je definovaný vztahem

(AB)i,j =
n

∑
k=1

ai,kbk,j.

Pokud je i < j, můžeme sumu na pravé straně rozdělit podle index̊u i a j obecně
na tři části

n

∑
k=1

ai,kbk,j =
i

∑
k=1

ai,kbk,j +
j−1

∑
k=i+1

ai,kbk,j +
n

∑
k=j

ai,kbk,j,

přičemž v př́ıpadě i < i + 1 = j prostředńı suma neexistuje (obsahuje nula sč́ıtanc̊u)
a pro i < i + 2 = j, tedy i + 1 = j − 1 obsahuje jen jediný sč́ıtanec. Viz také obrázek
A.1.

Nyńı se pod́ıvejme na hodnoty prvk̊u v jednotlivých sumách. Vı́me, že když je
řádkový index ostře menš́ı než sloupcový, př́ıslušný prvek je nula, tedy

i

∑
k=1

ai,k bk,j
°

0

+
j−1

∑
k=i+1

ai,k
°

0

bk,j
°

0

+
n

∑
k=j

ai,k
°

0

bk,j.
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Obrázek A.1: Výpočet (i, j)-tého prvku součinu dvou dolńıch trojúhelńıkových ma-
tic, kde i < j; i-tý řádek prvńı matice násob́ıme j-tým sloupcem druhé matice.
Obecně se součin rozpadne na tři části naznačené barevně.

Tedy pro i < j dostáváme

(AB)i,j =
i

∑
k=1

ai,k ⋅ 0 +
j−1

∑
k=i+1

0 ⋅ 0 +
n

∑
k=j

0 ⋅ bk,j = 0.

Neboli součin AB je dolńı trojúhelńıková matice.

A.2 Součin dvou horńıch trojúhelńıkových matic je
horńı trojúhelńıkový

Věta 3. Necht’ A a B ∈ Rn×n jsou horńı trojúhelńıkové matice stejného řádu. Pak je-
jich součin

AB ∈ Rn×n

je opět horńı trojúhelńıkový.

D̊ukaz. Protože A a B jsou horńı trojúhelńıkové matice, AT a BT jsou dolńı troj-
úhelńıkové matice. Jejich součin BTAT je tedy podle věty 2 dolńı trojúhelńıková.
Protože součin transpozic matic je transpozice součinu matic ale v opačném pořad́ı,
dostáváme

BTAT = (AB)T ,
tedy (AB)T je dolńı trojúhelńıková matice a tedy AB horńı trojúhelńıková.

A.3 Inverze dolńı trojúhelńıkové matice je dolńı troj-
úhelńıková

Věta 4. Necht’ A ∈ Rn×n je dolńı trojúhelńıková regulárńı matice (tedy s nenulovými
prvky na diagonále). Pak jej́ı inverze

A−1 ∈ Rn×n

je opět dolńı trojúhelńıková matice.
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D̊ukaz. Označme si ai,j prvky matice A. Protože matice A je dolńı trojúhelńıková,
pro i < j plat́ı ai,j = 0. Protože matice A je regulárńı označme si dále X = A−1 jej́ı
inverzi a xi,j jej́ı prvky. Důkaz provedeme sporem.

Předpokládejme naopak, že X neńı v dolńım trojúhelńıkovém tvaru. Pak existuj́ı
takové indexy i a j, i < j, že plat́ı xi,j ≠ 0. Tedy matice X má nad diagonálou alespoň
jeden nenulový prvek. Nav́ıc je určitě možné zvolit indexy i a j takovým zp̊usobem,
že xk,j = 0 pro všechny k < i. Jinými slovy, indexy voĺıme tak, že nenulový prvek xi,j
je v j-tém sloupci prvńım nenulovým prvkem, všude nad ńım jsou již nuly.

Protože AX = AA−1 = I je jednotková matice, plat́ı (AX)i,j = 0. Zároveň ale plat́ı

(AX)i,j =
n

∑
k=1

ai,kxk,j =
i−1

∑
k=1

ai,kbk,j + ai,ibi,j +
n

∑
k=i+1

ai,kbk,j,

kde jsme sumu napravo opět vhodným zp̊usobem rozdělili. Pokud i = 1, pak prvńı
suma neexistuje. Viz také obrázek A.2.

Obrázek A.2: Součin dolńı trojúhelńıkové matice (vlevo) a jej́ı inverze (vpravo). V in-
verzi na pozici (i, j), i < j, předpokládáme nenulový prvek (zelený bod). Následně
spoč́ıtáme součin i-tého řádku matice s j-tým řádkem inverze. Obecně se součin
rozpadne na tři části naznačené barevně. Nenulový prvek nad diagonálou inverze
zp̊usob́ı nenulový prvek nad diagonálou jednotkové matice.

Nyńı zbývá rozmyslet, které z prvk̊u jsou nulové z d̊uvod̊u, že (i) A je dolńı
trojúhelńıková resp. (ii) nad prvkem xi,j jsou již jen samé nuly. Zřejmě

i−1

∑
k=1

ai,k xk,j
°
0 (ii)

+ai,ixi,j +
n

∑
k=i+1

ai,k
°
0 (i)

xk,j.

Dostáváme tak

0 = (AX)i,j =
i−1

∑
k=1

xi,k ⋅ 0 + ai,ixi,j +
n

∑
k=i+1

0 ⋅ xk,j = ai,ixi,j.

Nicméně o prvku ai,i v́ıme, že je nenulový z regularity matice A, a o prvku xi,j v́ıme,
že je dle předpokladu nenulový (dle něj jsme volili indexy i a j), tedy také ai,ixi,j ≠
0. Dostáváme tak spor, tedy matice X muśı být opět v dolńım trojúhelńıkovém
tvaru.
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A.4 Inverze horńı trojúhelńıkové matice je horńı troj-
úhelńıková

Věta 5. Necht’ A ∈ Rn×n je dolńı trojúhelńıková regulárńı matice (tedy s nenulovými
prvky na diagonále). Pak jej́ı inverze

A−1 ∈ Rn×n

je opět dolńı trojúhelńıková matice.

D̊ukaz. Protože A je horńı trojúhelńıková matice, AT je dolńı trojúhelńıková ma-
tice. Jej́ı inverze (AT )−1 je tedy podle věty 4 dolńı trojúhelńıková. Protože inverze
a transpozice jsou navzájem zaměnitelné, dostáváme

(AT )−1 = (A−1)T ,

tedy (A−1)T je dolńı trojúhelńıková matice, a tedy A−1 horńı trojúhelńıková.
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[15] D. Kressner, M. Plešinger, C. Tobler: A preconditioned low-rank CG method
for parameter-dependent Lyapunov matrix equations, Numerical Linear Algebra
with Applications 21(5) (2014), str. 666–684.
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