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Anotace

Pii pocitani praktickych tloh napt. z fyziky se casto setkdvame s potiebou fesit
soustavy linedrnich rovnic s velkymi fidkymi maticemi. Ty se mohou ftesit kla-
sicky napf. pomoci itera¢nich metod, kdy matice soustavy zustava po celou dobu
vypoctu nezménéna a vyuziva se pouze jejiho soucinu s vektorem. Druhou moznosti
jsou metody zalozené na rozkladech matic, kde je ovSsem potieba pracovat chytie
se zaplnénim matice v prubéhu uprav. Moderni pristup k témto metodam mohou
zprostiedkovat tzv. hierarchické forméty ulozeni matice.

Tato diplomové prace si klade za cil struéné zrekapitulovat zakladni manipulaci
s hierarchickymi maticemi a ukazat, jak lze TeSit soustavu rovnic s takovou matici
pomoci rozkladovych metod. Zamérime se zejména na Gaufovu eliminaci, presnéji
feceno na jeji variantu pro symetrickou pozitivné definitni matici, tzv. Choleského
rozklad. V zavéru také ukazeme, jak pomoci hierarchického ptistupu spocitat expli-
citné inverzi velké ridké matice.

Kli¢ova slova:

hierarchickd matice; symetrickd pozitivné definitni matice; LU rozklad; GauBova
eliminace; Choleského rozklad; maticové rovnice



Abstract

While dealing with practical real-world problems in, e.g., physics, it is often required
to solve a large system of linear equations with a sparse matrix. Such linear pro-
blems can be solved in a classical way: By using iterative methods. In such methods,
the matrix stays unchanged during the whole calculation, and it is employed repe-
titively only in evaluation matrix-vector products. The other way is represented by
a bunch of methods based on matrix decompositions. During such decompositions,
however, the matrix is changing and we have to use clever methods to avoid its
fill-in with nonzeros. Hierarchical format for storing matrices is one of the modern
approaches to do that.

The goals of this diploma thesis are to summarize basic arithmetics of hierarchical
matrices, and to show how to solve a linear system with such matrix by using
decompositions. We focus in particular on the Gauflian elimination method, more
specifically, on its variant applicable to symmetric positive definite matrices, so-
called Cholesky decomposition. Finally, we also show how to employ hierarchical
approach to explicitely assemble an inverse to a large sparse matrix.

Key words:

hierarchical matrix; symmetric positive definite matrix; LU decomposition; Gauflian
elimination; Cholesky decomposition; matrix equations
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Pouzité znaceni a zkratky

V textu znaéime

vektory

pomoci malych pismen
Uy, U2, Uy, V1, U2, Uy, T, atd'7

matice a jejich bloky pomoci velkych pismen (latinskych i reckych)

A B,C,D,E, F,U,V,atd.,

Pomoci malych pismen (latinskych i feckych) také znaéime prvky matic a také
skalary. Specialni vyznam pak maji pismena i, j, ¢, jimiz zpravidla indexujeme prvky
matic, a k, m, n, r, kterd pouzivame k oznaceni dimenze matice, resp. hodnosti
(ranku) matice.

Matice a vektory

Znaceni

A ¢ Rnxm
AT
rank(A)

Vyznam

redlnd matice s rozméry n krat m, s prvky a; ;
transpozice matice A

hodnost matice definovana jako pocet linedrné
nazavislych radku, resp. sloupcti matice A

inverze ctvercové regularni matice A

vlastni ¢islo ¢tvercové matice A

determinant ¢tvercové matice A

jednotkova matice, resp. jednotkova matice radu n

J-ty sloupec jednotkové matice I vhodného radu
symetricka tiidiagondlni matice

prvky na diagonale T,

prvky na prvni nad- a poddiagonale T,

maticova funkce definovana na SPD maticich, ktera vraci
dolni trojihelnikovy Choleského faktor, L = Chol(A), A= LLT
maticova funkce, ktera vraci feseni soustavy

s dolni trojihelnikovou matici, « = Solve(L,b), Lx =b
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Pouzité zkratky a akronymy

Zkratka Vyznam

SPD symetricka pozitivné definitni matice
Ds husté (dense) matice

Sp ridka (sparse) matice

LR low-rank matice

Hi hierarchickd matice
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Uvod

V dnesni dobé je nalezeni teSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic jednim
z nejzékladnéjsich tikolu v linearni algebie, a také problémem mnoha technickych
oboru. Toto téma se vyuziva nejen pro jeho aplikacéni ¢ast, ale také pro vysokou
vypocetni slozitost a Sirokou skalu metod a pristupu, které pomahaji fesit soustavy
rychleji a presnéji, napiiklad v [12]. Na druhou stranu, o hierarchickych maticich
jiz. z predchozich studii vime, ze kazda manipulace a pouziti je naopak narocné
a zdlouhavé i pro moderni vypocetni techniky. Tato tvrzeni jsou stézejnim bodem
mnoha praci, napfiklad jsou podrobnéji rozebrana v knize Stefana Pauliho [18]. Je-
den konkrétni a prijatelny pristup pro feSeni soustav s hierarchickou matici A € R»*?
o které muzeme fici, ze je symetricky pozitivné definitni, spo¢iva v jejim vhodném
rozkladu. Konkrétné rozklad ve tvaru A = LLT, kde L je dolni trojihelnikova matice,
se nazyva Choleského rozklad. Pti hledani takového rozkladu nesmi byt opomenuto,
ze musi respektovat hierarchické déleni puvodni matice a musi s ni byt kompati-
bilni. Z bakaldiské prace [14] jiz vime, Zze bloky hierarchické matice jsou opét hi-
erarchické, low-rank, nebo husté. Ke kazdému rozkladu odlisnych typu bloku vede
nejspise rozdilnd cesta. V této diplomové préci si predstavime postup, jak k tomuto
rozkladu dojit a dale ho vyuzit.

V kapitole 1 predstavime zakladni ideu hierarchické matice, konkrétné jeji délent,
inverzi a naklady na ulozeni. V kapitole 2 popiseme zakladni aritmetiku hierar-
chickych matic, kterou potiebujeme, abychom byli schopni s nimi dale manipulovat.
Kapitola 3 se zabyvéa vyznamem Choleského rozkladu z pozice Gaulovy eliminace
symetrické pozitivné definitni matice. V této kapitole také ukazeme zakladni operace
a vybrané vlastnosti zvolené matice. V nasledujici kapitole 4 se budeme vénovat sa-
motnému vypoctu Choleského rozkladu. Na tuto kapitolu piimo navéaze kapitola 5,
ve které bude hlavni myslenkou ziskat Choleského rozklad v hierarchickém formétu.
Ziskany rozklad vyuzijeme k TeSeni soustavy s hierarchickou matici. V posledni ka-
pitole 7 predvedeme, jak lze nalézt inverzi hierarchické matice pravé pomoci jejiho
Choleského rozkladu.

12



1 Zakladni idea hierarchickych matic

Uved'me, Ze jako ,prototyp“ hierarchické matice budeme nyni uvazovat a jiz jsme
diive v bakalarské praci [14] uvazovali tzv. tiidiagonalni symetrickou matici respek-
tive jeji inverzi, o které jiz vime, ze ji lze chytte ulozit pomoci bloku. Poznamenejme,
ze symetrickd matice

aq ﬁ2
Tn = 52 . . /Bn (]_].)
Bn
je ur¢ena jednoznacné prave 2n—1 ¢isly aq, ..., an, Bo, ..., B,. Pii ukladani takovéto

matice staci ulozit (2n — 1) ~ n prvku namisto n?. Jeji inverze 7,1, jak lze snadno
ovérit, je obecné hustd matice a na prvni pohled je potfeba ulozit naopak pravée n?
(pomoci symetrie (";1) = 3(n?+n) ~ 3n?) prvka. Jak se ale ukazuje v [2], [7] a [14],
pamét lze pii vhodném zpusobu uklddani vyrazné usetiit.

1.1 Hierarchické déleni

Predpoklddejme symetrickou tfidiagondlni (a pro jednoduchost, vysvétlime pozdéji,
pozitivné definitn{) matici o velikosti n = 2¢. V tento moment lze matici délit na dve
poloviny néasledujicim zpusobem

T(l) en/oBn eI
T, = " /26(/22)“ U egrmn, (1.2)
€1ﬁn/2+1€n/2 Tn/Q
Kazdy diagondlni blok T\)) a T\7) se dé rozdelit opét na pil, tedy

(11) T ]

n/ | elﬁn/4+165/4 Tn/4 ]

[ (21) 7

T(22) _ Tn/4 en/457(1£)+161 c R(n/2)x(n/2)’

"/ | 61671/4+1€Z/4 Tn/4

a tak dédle. Obdobnym zpusobem budeme pokracovat v ndsledujicim déleni, do-
kud to bude mit smysl. Nemd smysl déle délit napiiklad matici 2 x 2 (matici 1 x 1
uz dokonce délit nelze). Matici tak rozdélime na podmatice tvoiici hierarchickou
strukturu, kterou muzeme reprezentovat binarnim stromem, viz obrazek 1.1. Vice

13



podrobnéji se tématice a pojmum déleni a tvorbé stromové struktury vénuji ceské
publikace [5], [6], [17], [19], [20], nebo obsahlejsi text [16]. Dale také muzeme do-
porucit [13]. Vsechny vétve stromu déle délime zpusobem (pro dostate¢né velké n;

T,

Obrazek 1.1: Hierarchické déleni symetrické tiidiagonalni matice (mimodiagonalni
bloky nejsou vyznacené). Obrazek prevzat z [14].

zde konkrétné n/256 € N) napiiklad takto

(1211212) (12112121) (12112122)
Tn/128 - ( Tn/256 ) Tn/256 )

1.2 Prviklad uziti: Inverze

Mame-li nyni symetrickou tiidiagonalni matici 7,,, kterd je regularni (coz je zde
dusledkem pozitivni definitnosti), muzeme se ptat po jeji inverzi v hierarchickém
tvaru

E(l) F,
77! :[ e ] (1.3)
Fn/2 En/2

Navic hodnost mimodiagonalnich blokt £}/, a Fg2 je v tomto piipadé rovna jedné.
Tyto vlastnosti muzeme na prvni pohled vidét, naptiklad napiseme-li nasledujici
rovnost

[ In/2 0 ] -1 =T T71 _ T?E/IQ) 671/2ﬁn/2+1€¥1 E?i}; Fn/2
0 Ly |77 7" | eiBupnel, TS FT, E)
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Poté tedy plati, ze
0= (e1Buprr€lyo) By + To FLs,

a tedy po uprave

Flp = ~(T) ™ 1Bupraelyn) By

/2 n/2
2)\— 1
= _[ Tr(L/Q)) 161] 5n/2+1 [(ETS/;)TGn/2]T
U o7
= Uﬁn/2+1 T

Tedy matice hodnosti jedna je napsana jako vnéjsi souc¢in dvou vektoru u a v. Sa-

SN . , - . (2) i 1) _ (2)
moziejme toto muzeme proveést za predpokladu regularity 7)) 12 (regularita T, /5 A T, 1
zde opét plyne z pozitivni definitnosti). Poznamenejme, ze detailnéji viz [14]. Ob-
dobnym zpusobem bychom se zamérili na matice ES; a Eff;, které budou také
opét hierarchické. V zavéru zjistime, Ze vSechny mimodiagonalni bloky matice maji

hodnost jedna. V kapitole 2 se budeme podrobnéji zabyvat aritmetickymi operacemi.

1.3 Naklady na ulozeni inverze

Co se tyée pamétovych nakladi na uloZeni inverze tifdiagonalni matice, standardné
bychom potiebovali, jak uz jsme zminili, ulozit n? prvku. Nyni si ukdzeme, ze naklady
na ulozeni se daji podstatné usettit. Zamérime se zejména na mimodiagonalni bloky
typu F), /2. Za predchozich podminek o velikosti jsou mimodiagonélni bloky c¢tvercové
a fadu g, j € N. Prvnf fddek nejvétsiho bloku ma pravé § prvki, mensi blok poté
2 atd. To stejné lze tvrdit i o sloupcich. Ulozeni téchto bloki s hodnosti jedna

obsahuje pravé n = 3 + 7, respektive § = 7+ % a 7 = £+ ¢ atd. cisel. Tim ale

2 T 4T 44 g TRy
prace nekonéi, z duvodu, ze matic vznika pii déleni obecné vice. Na prvni urovni
obdrzime pouze jednu mimodiagondlni matici, protoze druhou z duvodu symetrie
zanedbavame, na dalsi drovni jiz dvé, na tieti ¢tyti atd. VSechny mimodiagonalni

] -1 5otiebuif 1(2 + & nyn noyn) e ikoz pivodni
bloky inverze 7,1 potifebuji 1 (2 +5 ) +2 (4 + 2 ) +4 ( st ) +--- ¢isel. Jelikoz puvodni
matice T}, byla fddu n = 2¢ 1ze posledni s¢itanec zapsat ve tvaru

i (n n
Pocet scitanct je roven £ a hodnota kazdého z nich je rovna n. Dohromady je potieba

n+n+n+---+n+n=nl+n=n(log,(n)+1)

~

14

¢isel. Soucin nf udava pocet cisel v mimodiagonalnich blocich, které maji hodnost
rovinu jedné a zbyvajicich n ¢isel obsahuje prvky na diagonéle.
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1.4 (QObecna ¢&tvercova matice

Tento postup déleni nemuzeme ale vzdy uplatnovat. Zejména na ¢tvercové matice,
které maji obecné rozmeéry, viz [2], [3], [9] a [10]. V redlném piipadé délime mnozinu
indext na disjunktni podmnoziny, u kterych vime, ze jejich sjednocenim obdrzime
pocatecni mnozinu. Obdobnym zpusobem bychom postupovali u takto vytvorenych
podmnozin. Mimodiagonalni bloky pfi takovémto déleni jiz nejsou ¢tvercové, prin-
cip ale zustane zcela analogicky. Poznamenejme, ze ne kazdé déleni vede k uSetieni
paméti pii ukladani. V principu lze vzdy délit, ale smysl to ma jen kdyz vyrazné
usetiime misto (mimodiagondlni bloky mohou byt vyssi hodnosti viz obrazek 1.4).
Praveé z téchto duvodu je nejrozumnéjsi rozdélit matici na pul, nebo pri nejlepsim
zhruba na pul, neexistuje-li dalsi vychodisko. Stromové déleni tedy nemusi byt
bindrni. Dodejme, Ze nase ptedeslda odvozeni byla pro symetrickou tiidiagonalni
matici a jeji inverzi, ale ve skutecnosti jsou proveditelnd pokazdé, kdyz je mozné
hodnosti vSech mimodiagonélnich bloku ur¢itym zpusobem omezit.

Obrazek 1.2: Na obrazku vlevo muzeme vidét obecnou matici fadu n = 11036, vpravo
pak jeji inverzi. Cervené bloky na diagonéle jsou ulozeny p¥fmo, nebo-li husté. Cislo
v kazdém cerveném bloku oznacuje jeho tad a v zelenobilém bloku jeho hodnost
(znacime r). Tyto bloky jsou uloZeny jako r linedrné nezavislych tadku a r linedrné
nezéavislych sloupcu. Matice pochazeji z tlohy [15] a jsou vytvofené pomoci softwaru
hlib [25] a Matlab.

16



2 Aritmetika hierarchickych matic

Poznamenejme, ze veskeré operace chceme provadét jiz ptimo v hierarchickém tvaru.
7 tohoto duvodu je vhodné pripomenout, jak s témito maticemi manipulovat. Do-
dejme, ze hierarchickd matice je matice, ktera je typicky rozdélena na 2 x 2 bloky.
Dulezité je kompatibilni déleni matice. Dodejme, ze matici muzeme interpretovat
i jako vektor s odpovidajicimi vlastnostmi (napf. musi byt vhodné nasobitelny).

Definice 1. Matici nazveme hierarchickou, pokud je blokovd a jeji bloky jsou bud':
e nizké hodnosti (znacime LR z anglického low-rank)
e hierarchické matice (znacime Hi)

e husté matice (znacime Ds z anglického dense)

Poznamka 1. Tato definice neni zcela matematicky sprdvnd, protoZe k definovdni
pojmu hierarchické matice pouzivame tentyz pojem. Tento fakt si vvédomujeme. Ri-
gorozni definice by musela samotny pojem zavést hierarchicky. Takovd definice by
vsak byla neprehlednd. Proto davame prednost méné presné a prehledné)si, presto
vsak, jak doufime dostatecné smysluplné definici.

Poznamka 2. Hustou matici rozumime matici, kterd je jiZ na nejnizsi drovni a ne-
podléhd dalsimu déleni. Takovou matici tedy zpravidla ukladdme huste, tzn. presné
Ltak jak je“.

2.1 Scitani a odeditani hierarchickych matic

P1i séitani (a odecitdnt; tj. pricitani opaéného prvku) samoziejmé pozadujeme stejné
rozméry obou sc¢itanych matic. Ze stejného duvodu pozadujeme i stejné rozméry
jednotlivych blokt a do zna¢né miry tedy i stejné stromové struktury. Pokud by
stromové struktury byly zcela stejné (kompatibiln{), neméla by nastat napt. situace,
kdy scitame Hi + Ds. Obecné vsak existuje Sest moznosti, které pii praci mohou
nastat:

1. Hi+Hi=Hi
2. Hi+LR="...

17



3. Hi+Ds=...

4. LR+LR=LR
5. LR+Ds=...
6. Ds+ Ds = Ds

U prvni moznosti predpokladame, ze matice maji kompatibilni stromovou strukturu
deéleni (situaci v opa¢ném piipadé jsme popsali v [14]). Podrobnéji se podivame
na ¢tvrty pripad, na soucet typu LR + LR. Matice LR, ktera je nizké hodnosti, je
zapsdna ve tvaru UVT. Navic o jejich rozmérech vime, ze matice U € R™" a matice
V e R kde

r < min{n,m}. (2.1)

Soucet dvou takovych matic poté vypada nasledujicim zpusobem
(V) + (U1 = [Uh s ][V V]

Pricemz blokové matice [UUs] a [V1V2]T muzeme tzv. komprimovat (napf. pomoci
ortogonalizace). Posledni ptipad, tj. souc¢et dvou hustych matic je trivialni.

Ve zbyvajicich situacich se jedna o smiSeny soucet. V pripadé takového souctu
je potieba si promyslet, jaky vysledek bychom rédi dostali. Napiiklad ve tretim
pripadé je soucet Hi + Ds, kde muzeme Ds prevést na hierarchicky tvar a secist
jako Hi+ Hi nebo Hi muzeme prevést na hustou matici a secist klasicky. Obdobné
v pripadé sou¢tu LR + Ds muzeme na hustou matici nahlizet jako na matici nizké
hodnosti, ale to je ¢asto nevyhodné. Pokud je jeden ze sGitancu husty, nelze obecné
nic usuzovat o jeho hodnosti, obecné tak muze mit vSechny radky nebo sloupce
linedrné nezavislé a jeho ulozenim v LR tvaru nic neusetiime. Typickym vysledkem
tedy bude opét husta matice. Analogicky by se vyftesila i druhd (vynechand) situace.

2.2 Nasobeni hierarchickych matic

U nasobeni, narozdil od s¢itani, mohou byt velikosti matic odlisné, staci pouze je-
den stejny rozmér. Nemuzeme tedy zarucit ani stejné stromové struktury. Obecné
existuje Sest moznosti, které mohou nastat

1. Hi-Hi=Hi

2. Hi-LR=LR
3. Hi-Ds=Ds
4. LR-LR=LR
5. LR-Ds=LR
6. Ds-Ds =Ds
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Detailnéji si muzeme rozebrat soucin LR - LR, pro ktery plati, ze jej lze rozepsat
ve tvaru

(V) - (U2V) = (UL [V ULV

kde matice M je typicky malych rozmeéru, viz 2.1. Poté by v upravé néasledoval krok
komprese napiiklad podle [7] nebo [21, sekce 1.3.1].

Poznamka 3. Uvédomme si, Ze specidlnim pripadem je soucin hierarchické matice
a vektoru (matice o velikosti n x 1), coZ je typicky soucin tvaru Hi-Ds. Zpravidla
nemd smysl vektor ukladat jinak, nez jako hustou matici. Z tohoto divodu je pak
vysledkem takového soucinu obecné husta matice.

2.3 Inverze hierarchické matice

K tomu, abychom uzavteli kapitolu o aritmetice, ¢imz obvykle rozumime soubor
(respektive mnozinu ¢isel vybavenou souborem) operaci scitdani, odecitani, ndasobeni
a delent, bylo by vhodné umét spocitat inverzi v ramci hierarchického formatu.
Ze zakladniho kurzu linearni algebry vime, ze inverzni matici muzeme nalézt napf.
pomoci Gauflovy eliminace. Takovy postup v piipadé hierarchickych matic je ilu-
strovan na obrazku 2.1. O samotny prevod puvodni matice do hierarchického tvaru
se v tento moment nestarame. Nas bude zajimat pouze ziskani inverze, ktera zde
formalné nahrazuje déleni pomoci nasobeni zleva a zprava.

. m @
Prevod —|_ Gauflova —|_
Sp matice —|— eliminace —|—
na Hi matici —I— v Hi formétu —I—
A (Sp) - A (Hi) - A-1 (Hi)

Obréazek 2.1: Ridkou (napf. tiidiagonaln{) matici A (Sp) nejprve pievedeme do hie-
rarchického tvaru A (Hi) a nésledné nalezneme jeji inverzi A~! (Hi), opét v hierar-
chickém tvaru. Obrézek prevzat z [14].

Vidime, ze pro nalezeni inverze bude v tomto ptipadé klicové zvladnout prave
Gaufovu eliminaci v hierarchickém formatu.
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3 Choleského rozklad jako GauBova elimi-
nace symetrické pozitivné definitni matice

Gauflova eliminace, také znama jako redukce radki, je algoritmus v linearni algebte,
ktery se hojné vyuziva pro teSeni soustav linearnich rovnic. Obvykle se popisuje
jako posloupnost kroku (operaci) provadénych na odpovidajici matici. Tuto metodu
lze také vyuzit k nalezeni hodnosti matice, vypoctu determinantu i k nalezeni in-
verzni ¢tvercové matice. Jak nazev navadi, metoda je pojmenovana po matematikovi
Johannu Carlu Friedrichovi Gauflovi, ktery jako prvni predlozil potiebné dukazy
jeji funkénosti. V knize [4] je poznamendno, ze prvni zminky o tomto algoritmu
pochézi z druhého stoleti naseho letopoctu. Podrobnéji se eliminaci vénuji publikace
napiiklad [7], [9] a [11].

Vychéazejme z predpokladu, ze dand matice A je regularni a oznacme jeji prvky
obvyklym zpusobem a; ;

ac| oo (3.1)

Na matici A budeme ilustrovat eliminaci. Poznamenejme, ze Gauflova eliminace,
ktera v nejbéznéjsi podobé prevadi matici A na horni trojihelnikovy tvar, tzce
souvisi s tzv. LU rozkladem.

Nejprve se podivame na obecnou strukturu GauBovy eliminace, tedy pro obec-
nou ¢tvercovou regularni matici. Poté si objasnime vyznam silné regularity matice
a jeji vliv na eliminaci. Nakonec se podivame na (pro nds nejzajimavéjsi) piipad
symetrické pozitivné definitni matice.

3.1 ZAakladni operace GauBovy eliminace

Obecné pii eliminaci regularni matice provadime tii typy kroku (operaci), z nichz
vSechny lze vyjadrit pomoci nasobeni specialni matici zleva.

3.1.1 Nasobeni fadku nenulovym ¢islem

Prvni typickou operaci je nasobeni j-tého fadku matice nenulovym ¢islem ¢. Mati-
cove to provedeme tak, ze nasi matici A vynasobime zleva skoro jednotkovou matici,
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ktera ma na prislusném radku dané cislo . Schematicky

1 ail -0 Qin 11 0 Aigp
Ar— v ajr v Gin | =] Pain o 9agn
1 Ap1 - Apn Qp,1 Qpon

Takovéto nasobeni se vyuzivéa zejména pii rucnich vypoctech, kdy je obtizné a casové
narocné pocitat napiiklad se zlomky a zapornymi ¢isly. V nasem piipadé neni tento
krok zasadni.

3.1.2 Prohozeni dvou Fadku

Dalsi typickou operaci muze byt napiiklad prohozeni i-tého a j-tého tadku, ¢ < 7,
které lze interpretovat pomoci maticového zapisu jako

1 Q11 - Qin ayry -0 Qin
O e 1 a’Z71 e az’n a‘]71 e a]]’n
A . . . s — . .
1 0 CLJ71 aj,n ;1 am
| 1 1L An1 0 Qpp | Qp,1 Qpn |

Prohazovani radku se obecné nemuzeme vyhnout, sta¢i si uvédomit, jak by formélné
probihala eliminace (prevedeni na horni trojihelnikovy tvar) napt. matice A = [? (1)]
Nutnost prohazovat radky tzce souvisi s tzv. silnou regularitou, jak uvidime pozdéji,

viz také [7, kapitola 4.2].

3.1.3 Pr¥icteni nasobku Fadku k jinému

V posledni fadé nesmime opomenout operaci pricteni a-nasobku i-tého radku k j-

vynulovat néktery prvek v matici. Schematicky

A—s

[ 1 r a%,l al.,n ] [ al',l al',n ]
1 ;1 ai:,n ;1 ai.,n
a - 1 a].-yl a]'-,n oa; :+ a1 o Qg :+ jn

[ 1 JL ar.L,l Qn,pn | | Qn, 1 Qnn |
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Budeme-li chtit napt. vynulovat prvni prvek v j-tém tadku, musi platit

aa;q +aj; =0,
aa; 1 = —aj1,
_ 451

b
Q41

)

samoziejmé za predpokladu a;; # 0. V piipadé, Ze dany predpoklad neni splnén
vyuzijeme predesly krok k nalezeni vyhovujictho prvku.

Poznamenejme, Ze je mozné uvazovat i dalsi operace, my je ovSem v naSem
pripadé nebudeme potiebovat. Zejména z duvodu regularity dané matice, diky které
napt. nikdy nevznikne potteba prohazovat sloupce. Shrneme-li predeslé kroky, jedna
se vzdy o manipulaci s matici pomoci nasobeni ruznymi maticemi. Nasobeni ovsem
vzdy aplikujeme zleva na puvodni matici.

3.2 Obecna struktura GauBovy eliminace

Obecné chceme pii eliminaci vynulovat vsechny poddiagonalni prvky. V prvnim
kroku budeme chtit vynulovat pouze ty, které jsou v prvnim sloupci. Za predpokladu

a11 +0

1ze vSechny tyto prvky vynulovat (eliminovat) jedinym maticovym nésobenim, které
bude sdruzovat (n —1) vyse zminénych operaci tfettho typu.

Zjednodusené Ize o jednotlivém kroku eliminace Tict, ze matici A nasobime zleva
prislusnou c¢tvercovou matici, kterd je skoro jednotkova, a navic ma ve vhodném
sloupci pod hlavni diagonalou konkrétni prvky. Ty ziskame jako podil s opaénym
znaménkem prvki matice A v daném sloupci s prvkem na jeji hlavni diagondle, ktery
nalezi danému sloupci. Podstatou této prace neni podrobné vysvétleni principu celé
Gaufovy eliminace, uvedme proto pouze strué¢ny nahled pro lepsi prehlednost.

3.2.1 Eliminace prvniho sloupce

Uvazujme matici G, ktera je ¢tvercova a ma rozméry jako matice A. Jeji strukturu
lze zapsat v maticovém tvaru jako

1 0 - 0
_G21 .. .

Gl = a:1,1 0 - . y kde 1,1 + 0. (32)
_anloog 0 1

ai,1

Pokud vynésobime matici A zleva touto matici GG, dojde k eliminaci prvku prvniho
sloupce pod hlavni diagonalou. Tedy:

e Prvek na hlavni diagondle zustava nezmeéneén.

e Od druhého faddku odecitdme (az1/a;1) nasobek prvniho fadku.
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e Obecné od j-tého radku, kde j = 2,...,n, odec¢itame (a;1/a; 1) nasobek prvniho

radku.

Maticoveé to lze zapsat ve tvaru

al,l cee cee al,n
(1) (1)

CiA = () ag:,g a%’n - A (3.3)
0 o) - ald

Vyslednou matici jsme oznacili hornim indexem (1), &mZ chceme vyjadfit, Ze se
jednd o matici po prvnim kroku eliminace (tj. po eliminaci prvntho sloupce).

3.2.2 Eliminace ostatnich sloupcii a LU rozklad

Obdobnym zpusobem jako matici G; muzeme sestavit matice Go, Gz, Gy, ..., Gp_1.
Napriklad v druhém kroku eliminace odstranujeme poddiagonalni prvky druhého
sloupce matice A" pomoci matice G5, kterd je v nasledujicim tvaru

.l 0 0 )
e
: _32 . (1)
Gy=| " ") "], kde aly#0. (3.4)

0 _L{Q o - 1

Dostali bychom matici A®) a touto cestou bychom pokracovali az do n — 1 kroku.
Po dokonceni eliminace obdrzime horni trojihelnikovou matici, kterou obecné znaci-
me U,

(Gh1G)A=AD = (3.5)

Vsechny matice G,,, kde m = 1,...,n -1, jsou dolni trojihelnikové s jednickami
na diagondle, a tedy jsou regularni. Ke vSem poté existuje inverze G,}. Z rovnosti
(3.5) muzeme vyjadrit matici A

G-\ Gui-GiA=U,
G;L£2 . \ Gn_g“'Gl A = G;;l U,
G-\ GLA=G3*-G1 U,
A=G4GH U

Protoze elimina¢ni matice Gy, je v dolnim trojihelnikovém tvaru, jeji inverze G}
je také v dolnim trojuhelnikovém tvaru, kde m =1,...,n — 1. Dukaz tohoto tvrzeni
nalezneme napt. v knize [1] a podrobnéji je rozepsdn v A.3. Konkrétné tedy plati
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napr.

0 - 0
Gil'=l "y | (3.6)
2l 01

ain
a obdobné u ostatnich elimina¢nich matic.

Déle, souc¢in dolnich trojuhelnikovych matic je opét dolni trojihelnikova matice
viz apendix A.1, piipadné dukaz v [1]. N&§ souc¢in dolnich trojihelnikovych matic
budeme znacit L (z anglického lower triangular podobné jako jsme diive odvozenou
horni trojuhelnikovou matici oznaéili U, z anglického upper triangular). Plati tedy,
ze

L=Gi'Gy GGGl
V dusledku pak lze matici A zapsat pomoci soucinu dolni a horni trojihelnikové
matice jako

A= (GG U=LU. (3.7)
Podrobnéji se GauBlové eliminaci a LU rozkladu vénuje [7].

V predeslém odstavci jsme vychazeli z predpokladu, ze prvky matice A, kterymi
délime jsou nenulové. Obecné se ale mohou objevovat nuly, a tedy je potieba apli-
kovat permutaci fadku. Existuje ¢asteéna a uplnd permutace. Prvni typ obsahuje
zdménu fadkt v matici A®-D kde k=1,...,n - 1. Druhy typ spocivd v prehozeni
jak fadku, tak i sloupcti matice A~ GauBovu eliminaci s ¢asteénou permutaci lze
zapsat jako

PA=LU,
kde P je vhodnda permutacni matice. Pro regularni matici A lze Gaulovu eliminaci

s castecnou permutaci interpretovat jako Gauflovu eliminaci bez permutace apliko-
vanou na permutovanou matici PA, viz [7].

Poznamka 4. Vztahu A = LU pripadné PA = LU muZeme vyuZit pri resent soustavy
linedrnich algebraickych rovnic
Ax =0,
PTLUx =,
kdy po pripadné permutaci
L Ux = Pb,
—_—— =
Y c
nejprve provedeme tzv. primy chod Gaufovy eliminace, formdlné vyndsobime rovnici
zleva matici L™, fakticky viak Tesime soustavu s pravou stranou ¢ = Pb, vektorem

nezndmych y = Ux a dolni trojihelnikovou matici L. CoZ je opét jednoduché, jednd
se pouze o dosazovani. Ziskdme tedy rovnici ve tvaru

Uz =y,
Ux=L"¢,
Ux = L'Pb.

Resend této trojihelnikové soustavy s matici U se poté nazijvd zpétnij chod.
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3.3 Silné regularni matice

V pripadé, ze je matice tzv. silné regularni, v prubéhu Gaulovy eliminace nenastavaji
situace, pti kterych bychom museli provadét permutace radku. To lze povazovat
za definici silné regularity. Formalné tedy lze takovou matici definovat tak, ze prvky

a=al” %0,  alyz0, a0, .. (3.8)

obecné
(j-1) -
aj; %0 pro j=1,...,n, (3.9)

vznikajici v prubéhu eliminace jsou nenulové; horni indexy zde opét znaci jednotlivé
kroky eliminace.

Je ale tfeba vyjasnit, co silnd regularita znamena. Predpokladejme tedy, ze tato
situace nastala, mame tedy LU rozklad matice A ve tvaru A = LU. Rozdélme si
vSechny tTi matice A, L a U konzistentné na 2 x 2 bloky nasledujicim zpusobem

All A12 Lll O Ull U12
A = = = LU
[ A21 A22 ] |: L21 L22 ] [ 0 U22 ] '

kde dale
Ay, Uy, Ly e RFE pro néjaké k=1,2,...,n—1.

Provedeme-li nyni blokové nasobeni obou matic, dostaneme

All Al? — LllUll L11U12
A21 A22 L21U11 L21U12+L22U22 .

Specialné tedy plati rovnice
Ay =L Uy eRP

pro vSsechna k£ = 1,...,n — 1. Protoze matice L a U jsou dolni, respektive horni
trojihelnikové, pak také matice L;; a Uy jsou dolni, resp. horni trojihelnikové.
Tedy vidime, ze ze silné regularity matice A plyne, ze vSechny jeji tzv. hlavni rohové
podmatice Aj; jsou také (silné) regularni. Nasledné muzeme kazdou z nich napsat
ve tvaru LU rozkladu. Tedy LU rozklad puvodni matice A je zaroven LU rozkladem
vSech jejich podmatic Aq;.

Uvazujme nyni naopak regularni matici A, kterd ma vSechny podmatice A;; €
RF*k reguldrni. 7Z regularity A;; trividlné plyne nenulovost jejich determinanti.
Pro vSechny hlavni podmatice A;; nasi matice A plati, ze

11 - A1k

g1 Qgk

Podivejme se detailnéji, co jsou ¢isla Dy zac:
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e Pro k =1 dostaneme trivialné
Dy =ay, #0.
Porovnanim s (3.8) vidime, ze ag?l) #0.
e Pro k =2 dostaneme
Dy=ay;-a22—az;-a;2#0.

S vyuzitim nenulovosti a; ; muzeme nerovnost upravit nasledujicim zpusobem

D, 2.1 .
3 =22~ —_ aio * 0, respektlve
1 a1
1.2
a2 2
S B R ass | 0.
a1 )

an,Q

Vidime, ze toto ¢islo muzeme napsat jako soucin druhého radku prvni eli-
mina¢ni matice G (viz (3.2)) a druhého sloupce matice A, jednd se tedy
pravé o prvek v druhém iddku a druhém sloupci matice A1), tedy o prvek
al). Tedy al')

93 Y G35 # 0.

e Obdobné lze analogicky ukazat, ze

Dj _ G

)
Dj—l Y

a tedy, ze vSechny prvky aéfj_l) # 0; viz [8].

3.4 Symetricka pozitivné definitni matice

Matici nazyvame symetrickou, kdyz plati A = AT. O matici déle kdme, Ze je sy-
metrickd pozitivné definitni, kdyz plati

A=AT azarovei Vr+0, z7Ax>0.

Symetricka pozitivné definitni matice (ddle SPD) ma fadu zajimavych vlastnosti,
naptiklad mé kladna vlastni ¢isla nebo je silné regularni. Na tyto vlastnosti se blize
podivame v nasledujici podkapitole.
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3.4.1 Vlastnosti SPD matic

Vybereme-li libovolné vlastni ¢islo A a jemu odpovidajici vlastni vektor v SPD matice
A, plati vztah
Av =0, v #0.

Poté tuto rovnici vynasobime transponovanym vlastnim vektorem a pravou stranu
vhodné uzavorkujeme. Ziskame
v Av =vTol = (vTv)A = |[v|* A> 0.

—

>0

Kladnost normy plyne z nenulovosti vektoru a kladnost celého vyrazu z pozitivni
definitnosti matice. Z rovnice vyplyva vztah

vT Av
|v]2

kde zlomek na levé strané je podil dvou kladnych ¢isel. Z tohoto vztahu tedy trivialné
plyne, ze vlastni ¢isla této matice A jsou kladna. Ve skutecnosti tato implikace
plati i opacné. Presnéji feceno symetrickd matice s kladnymi vlastnimi ¢isly je vzdy
pozitivné definitni, viz [7] a [8].

Vime, Ze determinant matice je soucin vlastnich ¢isel téze matice (viz opét [7]
a [8]) v pripadé, Ze jsou vSechna vlastni ¢isla kladnd, pak plati

=A>0,

det(A) =], — det(A) > 0.
j=1

SPD matice mé tedy i kladny determinant. Nyni si ukazeme, ze totéz plati i pro jeji
hlavni rohové poddeterminanty, tedy zZe je také silné regularni. Rozdélme si matici
A, obdobné jako v silné regularnim ptipadé, nasledujicim zpusobem

A A
A:lAi A;] N Au=AD, An- 4D,

Z definice pozitivni definitnosti muzeme v kontextu tohoto déleni dostat napriklad

T

2T Ay = I:x{j():l [ i;i ﬁz; ]l %1 ] = foHxl > 0. (311)
T SNM~————

X A T

Poznamenejme, ze toto z je ruzné od nuly pokud plati

x:[%llio — r1 £ 0.

Z puvodniho vztahu (3.11) nésledné vyplyvé, ze podmatice Ay (analogicky také
Agy) je také symetrickd pozitivné definitni. Nésledné i jeji determinant det( A1) je
kladny.

Dostavame tak velmi dulezitou implikaci:

symetricka pozitivné definitni matice je silné requldrni,

tedy vsechny jeji hlavni rohové determinanty jsou nenulové, resp. dokonce kladné.
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3.4.2 LU rozklad SPD matice — prvni krok

GauBlovu eliminaci 1ze tedy u symetrickych pozitivné definitnich matic provadét
bez permutaci fadku a sloupcu. K takovéto matici A lze jednoznacné urcit jeji LU
rozklad tak, ze

A=LU,

kde U je horni trojuhelnikova regularni matice, z toho plyne, ze prvky na diagonale
Ui 1, U2, - ., Up, jsounenulové a L je dolni trojuhelnikové s jednotkovou diagonalou.
Tento rozklad lze prepsat do tvaru

A =L diag(uu, U292, - ,umn) U, (312)
D

kde U je matice s jednickami na hlavni diagonale, ktera vznikla vydélenim j-tého
fadku diagonalnim prvkem u; ;. Dostavame tedy dvé rovnosti, které plati zdroven

A=LDU A  A=AT

musi pak také platit i _
AT =UTDLT.
Dosazenim obou rozkladu do rovnice pro symetrii dostaneme
L'\ LDU=U"DL",
DU=L'U"DL", [-(L7)"
pU(L")" = L'U"D, [-D!
DU(LT) "D =L TT.

(3.13)

Podivame-li se na rovnici po posledni tpravé, je ziejmé, ze na levé strané rovnice
jsou diagonélni matice D a D-! a hornf trojuhelnikové matice U a (LT)™". Souéin
na levé strané tedy dava horni trojihelnikovou matici. Naopak, na pravé strané jsou
doln{ trojihelnikové matice L=! a U7, jejichz souin tvoii opét dolni trojihelnikovou
matici. Rovnice bude platit tehdy a jen tehdy, pokud na levé i pravé strané bude
pravé diagonalni matice.

Poznamenejme, ze v uvaze vyse jsme pouzili zndma tvrzeni, ze

(i) sou¢in dvou hornich (resp. dolnich) trojihelnikovych matic je opét horni (resp.
dolni) trojihelnikova matice (viz apendix A.2, resp. A.1) a

(ii) inverze horni (resp. dolni) trojihelnikové matice je opét horni (resp. dolni)
trojihelnikova matice (viz apendix A.4, resp. A.3).

Déle je uziteéné si vS§imnout, ze

(iii) soucin dvou hornich (resp. dolnich) trojihelnikovych matic mé na diagonéle
pravé souciny odpovidajicich diagonédlnich prvku jednotlivych souéinitelu (viz
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apendix A.l, respektive A.2). Tedy, ze pro sou¢in dolnich (resp. hornich)
trojuhelnikovych matic M a K

S=MK,
plati

S5, :mj,jkjd-, pro jJ= 1,2,...,72,.

Piipomenme nyni, ze matice U m4 na diagondle jednicky, které vznikly tpravou
matice U. Matice L z LU rozkladu ma také na diagonéle jednicky. Z rovnice

LL =1,

a vyse uvedenych vlastnosti (ii) a (iii) trojihelnikovych matic vyplyva, ze matice
L~! m4 také na diagonéle jednicky.

Podivejme se nyni podrobnéji na pravou stranu posledniho fadku rovnice (3.13).
Soucin matic L=! a UT musi byt jednak diagondlni matici a za druhé bude mit
jednicky na diagonale, tedy musi to byt jednotkova matice

L\ L'UT =1,
U =L.
Vidime tedy, ze SPD matici A lze vzdy rozepsat ve tvaru
A=LDL",

kde L je dolni trojuhelnikova matice s jednotkovou diagonélou.

3.4.3 LU rozklad SPD matice — druhy krok

V druhém kroku se v nasi praci se symetrickou pozitivné definitni matici zamérime
na diagondlni matici D = (uy1,u22, -, Un,). Vyuzijeme vlastnosti

Vo +0, 2T Az > 0.
Pokud za matici A vhodné dosadime, v nasem pripadé soucin LDLT, dostaneme
o Ax = 2" (LDL")x = (27 L)D(L"z) = (L"2)" D (L"x) = y" Dy > 0.

—
)

Protoze L je dolni trojihelnikova s nenulovou (jednotkovou) diagondlou, je regularni.
Tedy i LT je regularni. Ze vztahu y = LTz a z regularity LT trividlné plyne, ze

r+0 <<= y=0.

Z toho vidime, ze matice A je pozitivné definitni, tehdy a jen tehdy, kdyz je matice D
pozitivné definitni. Protoze D je diagonalni, je také symetricka pozitivné definitni.
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Navic, tim ze D je diagonalni, ma na diagonale pfimo sva vlastni ¢isla. Z toho,
ze kazdd SPD matice mé kladnd vlastni ¢isla (jak jsme jiz ukazali), plyne, ze matice
D ma kladna ¢isla na diagonéle.

Konkrétné to muzeme vidét pii specidlni volbé vektoru x respektive y, kdy

0

(L") y,  y=

X

—
Il
[
<.

Ziejme tak dostavame
aT Az =y" Dy = el De; = u;; >0,

viz (3.12). Znovu tedy vidime, ze diagonalni matice D ma na diagonéle kladn4 ¢isla.
7 tohoto duvodu si matici D muzeme specialné napsat jako

D =VDVD,
kde matice v/D je nésledujicicho tvaru

Uy
VD -

Un,n

Navic plati, ze (vVD)T = /D je symetrickd. Vratime-li se zpét ke vztahu A = LDLT
muzeme ho nyni upravit

A=LDL" = L(VDVD)LT = (LVD)(VDL") = (LND)(ILVD)" = LL".
f
L
Véta 1. Necht A Je symterickd pozitivné definitni matice. Pak existuje dolni troj-
uhelnikova matice L s kladnymi cisly na diagondle takova, Ze
A=TI".
Tento rozklad je jednoznacny a nazyvd se Choleského rozklad.

Dukaz prvni ¢asti tvrzeni plyne z predchozich tvah. Dukaz jednoznacnosti na-
lezneme napiiklad v [7].
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4 Vypocet Choleského rozkladu a riizné or-
ganizace vypoctu

V kapitole 3 jsme ukazali, ze existuje Choleského rozklad symetrické pozitivné de-
finitni matice A. Nyni se blize podivame na to, jak ho spocitat. Podivame se, jak
provést tzv. klasicky vypocet Choleského rozkladu, tedy po jednotlivych prveich ma-
tice. Podivame se vSak i na dalsi varianty, jak jej spocitat tzv. po sloupcich, a protoze
se chystame na hierarchicky format matice, ktery je principialné blokovy, podivame
se také na vypocet tzv. blokového Choleského rozkladu, kdy mame matici A ve tvaru

A= AH Agl _ L1y 0 L{l Lgl '
Ay Agy Loy Lo 0 L,
Pro jednoduchost budeme v této a dalsich kapitolach dolnf trojihelnikovou matici

L znacit jiz bez vinky.

4.1 Klasicky vypocet Choleského rozkladu — vypocet
po prvcich

Nejprve se podivame na klasicky vypocet Choleského rozkladu matice. Matici A
si rozepiseme do tvaru

11 Q21 szl ... Qp1 11’1 0 el e 0 l171 l271 l371 A ln71
a21 Q22 az2 . : log loo = : 0 lao I39 :
aszq azp agsz . : =| l31 ls2 I3z - : : w33

Qp,1 cee e Qpp ln,l ln,n 0 0 ln,n

Maticova rovnost plati, pokud se prvky matice na levé strané rovnaji odpovidajicim
prvkum matice (sou¢in matic) na pravé strané. Nyni se zaméiime na jednotlivé
rovnosti a za¢neme v levém hornim rohu.

4.1.1 Prvky prvniho sloupce L

Z prostého vynédsobeni matic LLT na pravé strané a porovnanim s matici A ihned
plyne, ze pro prvni prvek v prvnim sloupci plati

11 = 11,111,1,
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tedy
ll,l =Va1,1-

Poznamka 5. Zdroven vidime, Ze zacindme podnikat proni kroky k dikazu jed-
noznacnosti Choleského rozkladu. Mohli bychom si také vybrat —./ai 1, pak by ale
matice L neméla kladné prvky na diagondle. Prvek 1y 1 je dany jednoznacné.

Dale budeme pokracovat v hledani prvku prvniho sloupce L. Zde plati

@21
21 = 12,111,1 - l2,1 = l_
1,1
Protoze jiz zndme [, ; muzeme vyjadrit prvek ly;. Stejnym zpusobem bychom po-
kracovali dal. V j-tém kroku dostavame
aj1 .
jJZL j=2,...,’l’L.

aj,lzlj,lll,l - | L
1,1

Prvni sloupec matice L mame cely vyjadieny. Postupné jiz vyjadiené prvky nam
dale pomahaji.

4.1.2 Prvky druhého sloupce L

V druhém kroku, tedy v druhém sloupci, diky symetrii zacindme od druhého prvku,
kde
A9 = 12,1l2,1 + l2,212,2 = lz,2 =\/a22 — 13,1-

Poznamka 6. Muze zde zaznit otdzka, zda ¢islo pod odmocninou je kladné (nezapor-
né, abychom ho mohli odmocnit, a navic protoZe s odmocnénym cislem budeme ddle
deélit, také nenulové). Predchozi pruky se ovsem pocitaly jednoznacéné a navic jsme

v predchozi kapitole ukdzali, Ze rovnost existuje. Je mozné také provést diukaz sporem:
Necht

2
a2 — 1271 < 0,

2 2
2. - azi1) 931

(g2 < Uy = T Ta “ay
1,1 ay 1

2 2
a1,1022 < Ay, /‘ a1

2
a171a2,2 - CL271 < 0,
[

det( @11 G2, )go,

G271 A22

ovsem matice A je pozitivné definitni, a tak vsechny jeji determinanty jsou kladné.
O
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Déle bychom pokracovali zcela obdobnym zpusobem, a to
as2 = l3,1lz,1 + l3,212,2-
Obecné v j-tém kroku
a2 =linlag + 12009, 7=3,...,n.

Neznamy prvek /; 5 bychom vyjadrili pomoct jiz znamych prvku matice L, konkrétné
pOHlOCf lj,l; 1271, l2,2, kde
p o2 %2 = laba
]72 - :
lo
Analogicky bychom postupovali pro vsechny poddiagonélni prvky v druhém sloupci.
Timto zpusobem bychom mohli vyjadrit prvky postupneé vsech sloupcu. Naptiklad
u prvku as 3 mame jiz soucet tif soucinu

_ _ 2 2
az 3 = 13,153,1 + 1372l3,2 + 53,313,3 - l3,3 =\/ @33~ 53,1 - 13,27

analogicky bychom mohli diskutovat kladnost argumentu pod odmocninou, a nasled-
né vypocet poddiagonalniho prvku. VSechny prvky matice L je tedy mozné vyjadrit
naptiklad pomoci algoritmu 1.

for:=1,2,...,ndo
Lig=(ai; - Yo} l?,s)%

for j=i+1,...,n do
‘ lj,i = (aj,i - 22;11 lj,sli,s)/li,i
end
end

Algoritmus 1: Choleského rozklad spocitany klasicky, po prvcich.

4.2 Choleského rozklad — vypocet po sloupcich
Dalsi moznost pro feseni je, pokud matice A a L rozdélime na sloupce jako
L=[lL,ls,...,1,],
A=A 2 [0 4© (O 0]

Nasledneé si v prvnim kroku vypocitame Iy ; jako [y ; = ag?l) . A poté cely sloupec [y
ziskame jako
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Muzeme tedy vytvoiit matici A pomoci jiz vypoéitaného sloupce I z prvniho

kroku, kde

AW = A -1T, (4.1)
Vyslednd struktura A1) bude
11— 11,1l1,1 a1 — 11,152,1 o Oy~ ll,lln,l
A0 — a21 — 52,1l1,1 a9 — l2,1l2,1 cee Qp2— l2,1ln,1
(p1 — ln,1l1,1 Qp2 — ln,ll2,1 cer Qpp — ln,lln,l

Podivdme-li se nyni blize na prvky v prvnim sloupci (ze symetrie v prvnim fadku),
vidime, ze budou rovny nule, jelikoz z 4.1.1 vime, ze prvky

Ap, 1 :lk,lll,la k= 1,...,71,.

Vysledkem rozdilii v prvnim sloupci a fddku, tedy budou nuly a matici A®) lze
po upraveé zapsat jako

0 0 0
A — 0 a2 — :52,112,1 - Qp2 -~ :l2,1ln,1 - [0, agl)’ &i()’l)’ . >a7(11)]'
0 Qn,2 — ln,1l2,1 N ln,lln,l

Prvni sloupec bude nulovy a zbyvajici sloupce jsou odlisné oproti ptivodni matici
A. Déle bychom pokracovali obdobnym zptsobem, tentokrat ale jiz s matici A,

Provedli bychom vyjadfeni druhého sloupce pomoci prvku ls o, ktery je roven \/agg :
Tedy v druhém kroku vypocitame

1
)

l2 = )
1
as )

a nasledné
A = AW T = A - 10T - 11T

Timto zpusobem bychom pokracovali dale a vytvorili n — 2 dalsich kroku. Dosli
bychom az k matici
A(n—l) = A(n—2) _ ln—llT

n-1»

ktera je az na posledni diagonalni prvek skoro nulovou matici

0 0 0
PICIN !
00 o)
Plati tedy
A =T
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kde posledni sloupec [,, matice L lze zapsat jako
0
b=l o
asn

Tim jsme vyjadrili vSechny sloupce matice L.
Matici A lze nakonec zapsat jako soucet vnéj$ich soucinu sloupcu matice L,
postupné

AD = T,

A2 = A= g T
A® = AG) 1T
AW = A® 1T
A = AW T

tedy

A=A = T + LI + I+ + 1,00 = LT
i=1

Dostaneme sloupcovy Choleského algoritmus, viz algoritmus 2.

fori=1,2,....ndo

L=l (1y/al )
AW = AG-D — [, IT
end

Algoritmus 2: Choleského rozklad spocitany po sloupcich.

4.3 Choleského rozklad — vypocet po blocich

Nyni se podivame, jak bychom postupovali, kdybychom si matici A rozdélili jiz
znamym zpusobem na bloky, konkrétné

A11 AT LH 0 LT LT
A= 2L | = 1 2L =T, 4.2
[ Ay Ay ] [ Loy Lo 0 ng (42)

Pokud bychom naivné postupovali stejné, jako v klasickém Choleského rozkladu
(tedy pokud bychom na vsechny bloky na chvili koukali jako na ¢isla) mélo by

formalné platit jednak

. Lll =1/ All ; (43)

35



a pak také

Loy =— . 4.4
n= (1.4

7

Nastava ale otazka, jak sprdvné interpretovat pripadné definovat odmocninu z mati-
ce v prvni rovnosti, ptipadné déleni dvou matic v rovnosti druhé.
Pokud vsak rozklad (4.2) rozepiseme pro jednotlivé bloky dostaneme rovnice

T

All = L11L117

Ay = Loy LT, a nakonec
T T

A22 = L21L21 + L22L22.

Konkrétné v pripadé podmatice A1 vime, Ze je symetrickd pozitivné definitni. Tedy
odmocninu muzeme nahradit pravé Choleského rozkladem této podmatice, ostatné

A = L11L1T1 ~ L%r
Odmocninu z SPD matice (4.3) tedy zadefinujeme pomoci maticové funkce
Lll = ChOl(All),

ktera vrati Choleského rozklad (podmatice, resp. bloku), pfesnéji dolni trojithelniko-
vy faktor rozkladu; technicky ho muze pocitat prave klasickym algoritmem (po
prvcich nebo po sloupcich). Nésledné si rozepiseme vztah pro mimodiagonalni blok,
kde

A= Ly, [- (L)
A (L) = Loy,

Vidime, ze déleni ze vztahu (4.4) ve skutecnosti znamend ndsobeni transpozice
citatele (,délence®) inverzi (,,délitele*) zprava.

Poznamka 7. Ve skutecnosti miuzZeme ndsobeni inverzi nahradit resenim soustavy
rovnic. Zrejmé kdyz Asr bude low-rank. Pro prehlednost celou rovnost

Ay = Loy L},
transponujeme (neboli vyjadiime druhy mimodiagondlni blok)
L L3 = AL =woT.

Pokud transponujeme soucin, dostdvame soucin transpozic v opacném poradi. Rov-
nici muzeme vyndsobit zleva matici Lyl a dostdvdme

Léq = L1T1A2T1a
L3 = Lij (w") = (Liju)v".

—_——
T
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Diky asociativité nasobeni matic jsme vhodné prezdvorkovali soucin a obsah v zdvorce
oznacili jako vektor x. Plati tedy

Ly -\ x =L (wo'),
LHCL’ =Uu.

Posledni rovnice Liyx = u je fakticky klasickd soustava rovnic s vektorovou pravou
stranou u, navic s dolni trojuhelnikovou matici, coz je jednoduché tesit dosazovact
metodou shora doli. Z vypocteného x nasledné vidime, Ze

LY =0T,
V pripadé, Ze u a v nejsou vektory ale matice, tedy

AL =UVT, kde U,V e R

budou obsahovat obecné r (r > 1) sloupcu, budeme resit r soustav rovnic L1; X =U.
Pokud r < n, tento postup se vyplati vice, nez hledat celou inverzi L} .

V zavéru prace s celymi bloky bychom pottebovali vyjadiit Los jako

Lo =/ Agg — L21L§1>

tedy s vyuzitim nami vytvorené funkce
L22 = ChOl(AQl - LQngl)'

Zcela analogicky bychom mohli pracovat s blokovou matici s vice nez dvéma
radky a sloupci,

Ay e Agl
A= ¢+ - 1 |=AT
Akl Akk

Dostali bychom blokovou variantu Choleského algoritmu, viz algoritmus 3.

for:=1,2,...,k do
Li; = Chol(A;; - Zi_:% List’Ts
for j=i+1,...,k do
‘ Lji=(Aj- Yo LEL) /L
end
end

Algoritmus 3: Choleského rozklad (velké matice) spocitany po blocich. Pozna-
menejme, ze funkce Chol(+) pocita Choleského rozklad (malych bloku) klasicky,
po prvcich, tedy algoritmem 1.
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5 Choleského rozklad matice v hierarchickém
formatu

Nyni jiz budeme SPD matici A uvazovat v hierarchickém formétu. Proto budeme
i matici L hledat v hierarchickém formatu tak, aby formaty matic A a L byly
kompatibilni, tj. aby mély stejné déleni. Matice A i L jsou v prvni fadé blokové,
pricemz hierarchické matice mohou byt trojiho typu, a to opét hierarchické, low-
rank, a nebo to mohou byt husté matice. Praci s hierarchickymi maticemi jsme tak
jiz svym zpusobem nakousli v posledni sekci predchozi kapitoly, kde jsme hovorili
o blokovém algoritmu.

5.1 Formalni hierarchicka struktura rozkladu

Zacneme v podobném smyslu, jen si jednotlivé bloky preznacime (pro zpiehlednéni
hierarchické struktury) a sice nasledujicim zpusobem,

4| A By ;| L 0
A‘AO‘lBo A2]’ L‘LO‘lMo Ly |

tedy

A BY| | Li O Lt M&I | . or
A_[Bo Ay | | My Ly 0 L = LL

Bloky A,, resp. L, na diagondle jsou ptitom bud opét hierarchické matice nebo husté
matice, a mimodiagonélni bloky By, resp. M; jsou matice nizké hodnosti (low-rank).
Abychom objasnili znac¢eni, udélame par kroku v hierarchii.

Budou-li napt. obé matice A,, s = 1,2, hierarchické, oznac¢ime jejich bloky takto

_ An B? _ Az Bg
Al_[B1 A |7 Az = By Ay |

Budou-li dale vSechny ¢tyri matice A, s = 11,12, 21, 22, hierarchické, oznacime jejich
bloky takto

T T
A11:[A111 o ] A12=[A121 o ]

B11 A112 Bl2 A122
Asy B Asey B
Aoy = 2| Aoy = 2 |
2 l B21 A212 * B22 A222
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atd. Obecné ziskdame

_ Asl BST _ le 0 _ T
As_lBS A52:|7 LS_[MS LSQI’ AS_LSL57

kde s je n¢jaka konecné posloupnost jednicek a dvojek dané délky, B, je mimodia-
gonalni low-rank blok matice z 2 x 2 blokového déleni Ay a Ay, £ = 1,2, jsou bloky
na diagondle tohoto déleni. Obdobné je tomu v piipadé matice L.

7. blokového algoritmu vime, Zze v principu budeme opét potiebovat operace
odmocniny SPD matice (4.3) a operace podilu (4.4), definované v posledni sekci
predchozi kapitoly pomoci funkce Chol(+), neboli pomoci nasobeni inverzi. V obou
dvou pripadech je budeme muset byt schopni provést s maticemi v prislusnych
formatech.

5.2 Funkce Chol(-) v hierarchickém formatu

Zacneme rozkladem A, = LyLT pro néjaké s. Z blokového zépisu rozkladu opét plyne

rovnost
_ T
Asl - L51L517

kde A,; muze byt opét bud hierarchickd nebo hustd matice. ZaleZi, jak hluboko jsme
v hierarchii matic postoupili, resp. spis, jak je blok maly (dostatecné malé matice,
tj. fadu cca mensiho nez 8, se jiz nevyplati uklddat hierarchicky; neusetii se zadna
pameét; fakticky se to nevyplati uz u mnohem vyssich fadu z divodu dspory préce,
viz [14]). Funkeci tedy definujeme opét takto

ChOl(Asl) = le y
pricemz:

1. V pripadé, ze Ay je hustd, je Ly také hustd a je spoctend klasickym Cho-
leského algoritmem (po prvcich & sloupcich), viz algoritmus 1 a 2.
2. V pripadé, ze A,y je hierarchickd, budeme muset nejprve spocitat blokovy Cho-

leského rozklad A, pomoci algoritmu, ktery pravé definujeme — postoupime
tedy v hierarchii o krok hloubéji.

Je dobré si uvédomit, ze tento postup je zcela legitimni. Algoritmus se musi sam
na sebe odvolavat, nebo sdm do sebe vnorit tolikrat, schematicky Choleského rozklad
A = Ap vola (budeme znacit ~)

ChOl(Al) ~r ChOl(AH) ~r ~r ChOl(AH...l) ~r ChOl(AH...H),

nez dojdeme k nejmensi hlavni rohové podmatici Ajq..11, kterd je jiz ulozena jako
husta. Jeji Choleského rozklad pak vypocitame klasicky, jako jsme to provedli v ka-
pitolach 4.1 a 4.2.
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5.3 Mimodiagonalni low-rank blok

Ptipomenme, ze pro mimodiagondlni bloky plati

B, = MSLST1
neboli
Mstl = B,
leMST = BST.

Nyni vyuzijeme presné té vlastnosti, kterou fakticky zminujeme jiz v poznamce 7.
V nasem piipadé pro matici B plati,

BT =UVT, kde U, VeR®™

kde ¥ je pocet sloupcu, resp tadku Bs a r = rank(By) je typicky wvgrazné mensi
nez vr. Oznacime-li u, sloupce matice U,

U = [Ul,. . .,ur],
muzeme se pokusit najit feSeni soustavy, resp. soustav
Loy = uy, (=1,...,r.
Ztejmeé pak
xy = Ly, neboli X =[x,...,2,] = L;U.
Celkove tedy dostavame

M, = By(L)™ = Bo(Li)" = (L BY)" = (LjUVH)T = (XVT)T = VXT,

Protoze By je ve tvaru souc¢inu VU” zaddno — mimodiagonalni low-rank bloky u hi-
erarchickych matic mame ulozené pravé z duvodu tuspory ve faktorizované podobé,
jako usporddanou dvojici (V,U) — to je ostatné klicovd myslenka hierarchickych
matic, zbyva nam nalézt ono X. Jsme tedy prakticky hotovi, az na jednu malickost.

5.4 ReSeni soustavy s dolni trojuhelnikovou hierar-
chickou matici
Nasim 1kolem je se naucit a ukazat jak resit soutavu
Lsxs = Ug,

kde L je dolni trojihelnikova hierarchickd matice. Pomoci indexu u x a u si nyni bu-
deme znacit déleni téchto vektoru, které bude konzistentni s hierarchickym délenim

matice
" = Us1 Ut = Us11 Uy = Us21
s = 9 sl — 9 s2 — 9
Us2 Us12 Us22
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atd., analogicky stejné déleni provedeme u z,.

T = Ts1 Tt = Ts11 T = Ts21
s — ) sl — ) s2 — )
T2 Ts12 Ts22

Nyni se podivame, jak bude probihat vlastni feseni v zavislosti na struktuie L,
a vlastnostech jejich bloktu. Nejprve si ale obecné, obdobnym zpusobem, jako jsme
jiz. vytvorili funkei Chol(+), stotoznime cely postup feseni ulohy Lgx, = ug s funkei
Solve(-,-),

Solve(Ls, u,) = x5 = L u,.

Tato funkce pak provadi nasledujici:

1. V pripadé, ze L je hustd matice, snadno prijdeme na feseni soustavy rovnic
Y S )
pomoci tzv. dopredného chodu GauBovy eliminace (L je dolni trojihelnikové).
Tedy nejprve vytesime prvni rovnici o jedné neznamé a nasledné dosazujeme
jiz znamé koteny shora dolu, az nalezneme vsechny neznamé. Tedy obecné
pro feSeni rovnice Lgx, = us plati, ze

£ = A
i1

1 1—1 .
fi=r(ﬂi—zli,j5j)7 1=2,...,n,
(23 7

-1

kde &; a pu; jsou jednotlivé slozky vektoru x4 resp. ug, a kde ng je rozmér husté
matice L.

2. V pripadé, ze Ly je hierarchickd matice, soustava vypada takto

Loy = LSI 0 Ts1 = Us1 =U
o Ms Ls2 Ts2 Us2 >
Nejprve musime fesit problém s Ly, fakticky tedy hledani feSeni této soustavy,
tj. Solve(Ls, us), vyzaduje nejprve nalezeni feseni mensi soustavy, schematicky:

Solve(Ls,us) ~  Solve(Lg,us1) ~  Solve(Lgi1,usin) ~

Tento proces vnotrovani opakujeme, dokud nedojdeme na troven, kde matice
Lg11..1 bude jiz husta. Soustava s touto matici se pak vyTesi pomoci postupu
v prvnim bodé. Tim ziskame 4.1

e Abychom ale mohli ,vycouvat® ven témito vnorenymi funkcemi, po vyfeseni
té nejvnitinéjsi husté dolni trojuhelnikové soustavy, na kterou jsme apliko-
vali jiz zminény doptfedny chod GaufBlovy eliminace — bez djmy na obec-
nosti muzeme uvazovat, ze tim nejvnitinéjsim byl pravé Lz = ug, tedy x4
jiz zname — musime nalézt jesté druhou polovinu hledaného vektoru. Tedy
musime vytesit rovnici

Mz + Lopgy = Ug.
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Nicméné x4 jiz zname a o My vime, Ze je low-rank, je tedy potieba provést
souc¢in low-rank matice s vektorem Mxg = (UVT )z = U(VTxy), coz lze
provést snadno, jak je naznac¢no uzavorkovanim, a vysledek odecist od obou
stran. Dostaneme

L32xs2 = Us2 — Msxsl .
—_—
Us2

e Piesouvame se nyni na vyreseni soustavy s druhym blokem z diagonaly matice
L. Zde mohou nastat opét dvé moznosti. Bud L., je hustd (tedy opét fesime
piimo), nebo je v hierarchickém tvaru a musime se ponofit do hierarchické
struktury. Obecné feceno zavoldme funkei Solve(:,-), schematicky:

SOlVe(Lsg,asg) ~r SOIVG(L521,ﬁ821) ~r SOIVG(LSQHﬂISgH) ~r

Timto zpusobem nalezneme teSeni celé soustavy L,xs = us s dolni trojihelnikovou
hierarchickou matici L.

Zéaroven je ovSem také hotovy cely Choleského rozklad
A=LLT

symetrické pozitivné definitni matice A v hierarchickém formatu. Dolni trojihelni-
kovy faktor L jsme dostali opét v hierarchickém forméatu.
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6 Reseni soustavy se symetrickou pozitivné
definitni matici v hierarchickém formatu

V této kapitole se budeme vénovat hlavni otazce, ktera stoji v nazvu této diplomové
prace, a to jak teSit soustavy rovnic s hierarchickymi maticemi pomoci rozkladu.
Postupné pripomeneme vsechny predpoklady, které jsme jiz v predeslych kapitolach
popisovali, a které jsou dilezité pro odpovéd na zminénou otdzku.

6.1 Pvevedeni dlohy na feSeni dvou trojuhelnikovych
soustav

Prvnim krokem je nalezeni vhodného rozkladu. Protoze pracujeme s SPD matici

A, bude vhodnym rozkladem pravé Choleského rozklad (viz sekce 3.4). Protoze A

bude navic v hierarchickém formatu, budeme uvazovat Choleského rozklad v hierar-

chickém formatu (viz kapitola 5). Nejprve viak budeme uvazovat obecny Choleského

rozklad, pro ktery plati, ze
A=LL"Y.

Pripomenme, ze SPD matice je vzdy regularni. Chceme-li tedy fesit soustavu
Ax =b,
matici A nejprve nahradime jejim rozkladem a dostaneme
LLTz =b.

Tuto rovnici si muzeme vhodné uzavorkovat a poté tlohu rozdélit na dva samostatné
kroky — dvé samostané soustavy. Konkrétné

L(L"z) =b.

N—
Y

Oznac¢enim uzavorkovaného soucinu symbolem y (souc¢in matice s vektorem je vek-
tor), dostaneme soustavu s dolni trojihenikovou matici L,

Ly =b.
Jejim fesenim je vektor y. Vratime-li se k oznaceni, které jsme provedli, tedy

LTy = v,
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vidime, ze zbyva vytesit soustavu s horni trojihelnikovou matici LT a pravou stranou
y. Tim dostaneme vektor x, tedy feSeni puvodni soustavy. Schematicky

Axr =0 — Ly=b azaroven Liz=y.

Resen{ jedné soustavy s relativné obecnou matici je nahrazeno dvéma fesenimi dvou
soustav ovSem s trojihelnikovymi maticemi. Kdybychom pracovali s klasickymi ma-
ticemi, tedy ulozenymi po prvcich, vyftesili bychom nejprve dolni trojihelnikovou
soustavu doprednym chodem Gauflovy eliminace — vytesime prvni rovnici o jedné
neznamé, dosadime do druhé, resp. vSech ostatnich rovnic, atd. — a pak horni
trojuhelnikovou soustavu zpéetnym chodem Gauffovy eliminace — vytesime posledni
rovnici o jedné neznamé, dosadime do ptredposledni, resp. vSech ostatnich rovnic,
atd.

6.2 ResSeni soustavy s trojuhelnikovou hierachickou
matici

Dalsim krokem bude nejprve feseni soustavy Ly = b s dolni trojihelnikovou hierar-
chickou matici. Tento krok jsme jiz vysvétlili v kapitole 5.4. Formalné pouzijeme
zkonstruovanou funkei Solve(:,-), s jejiz pomoci se dokdzeme dostat hierarchii az
na uroven nejmensich, jiz hustych (dolnich trojihelnikovych) podmatic, ty resime
pomoci doptedného chodu Gauflovy eliminace a dopocitavame jednotlivé ¢asti vek-
toru y.

Ziskdame tedy y a miuzeme se posunout k feseni druhé soustavy LTz = . Resen{
soustavy LTz = y s horni trojihelnikovou hierarchickou matici LT je vsak zcela
analogické Teseni soustavy s dolni trojihelnikovou matici. Jen bychom adaptovali
funkei Solve(:,-) i na feSeni hornich trojihelnikovych soustav takto:

Misto u levého horniho bloku L, matice Ly bychom zacinali u pravého dolniho
bloku LI, matice LT

| La O r_| Lo M
Ls_lMs L52]7 LS‘[ 0 L%, |

Podobné pii feseni nejvnitinéjsich hustych matic bychom postupovali zdola nahoru,
neboli pomoci zpétného chodu Gaulovy eliminace.

Poznamka 8. Stejne jako pri dopredném chodu, i zde st uvedeme jednoduchy algo-
ritmus zpétného chodu eliminace soustavy Ll,xs = ys,

Un

fn: PR
1 n

gl:r v = Zli,jgj ) Z:n_la 71
2,1 j:i+1

kde & a v; jsou jednotlivé slozky vektoru x, a ys.
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7 Explicitni inverze ¥idké symetrické pozi-
tivhé definitni matice v hierarchickém for-
matu

Jakmile jsme schopni vytvorit Choleského rozklad matice A, kterd je v hierarchickém
tvaru (a tedy i umime pocitat soustavy rovnic s touto matici a jejimi faktory),
muzeme tento rozklad vyuzit napiiklad i pro vypocet explicitni inverze takovéto
matice. Poznamenejme, ze klasicky explicitni inverzi velké tidké matice tadu n
spocitat nelze. Nelze to zpravidla z pamétovych diuvodu. Napt. inverze tiidiagonalni
matice, tedy matice na jejiz ulozeni potiebujeme ulozit cca 3n cisel — vzorového
piikladu {dké matice — je obecné hustd (jak jsme ukazali jiz v [14]) a na jeji ulozeni
potiebujeme ulozit n?. Staci pak zvolit takové n, aby se 3n do paméti pocitace jeste
veslo a n? jiz ne.

7.1 Inverze rozloZzené matice

Protoze pracujeme se symetrickou pozitivné definitni matici, uvazujme jeji Cho-
leského rozklad
A=LL".

Pro inverzi matice (pfipomenme, ze SPD matice je vzdy regularni) A-!, pouzijeme-li
znamou poucku, ze inverze soucinu matice je soucin inverzi v opacném potadi, plati

A—l _ (LLT)—l — (LT)_lL_l.
Pottebujeme tedy najit inverze jednotlivych souc¢initelu — faktoru. Respektive jen

jednoho fakoru L, protoze druhy je de-facto stejny, jen transponovany.

7.2 Inverze dolni trojuhelnikové hierarchické matice

Oznacme si X hledanou inverzi, tedy X = L~!. Uvazujme déleni matice L na 2 x 2
bloky a konzistentni déleni matice X. Pokud zfejmé plati

L 0 X 0 I0
LL'=Lx=| 7" H = =1
l L21 L22 ][ X21 X22 O [

Hi hledana
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Pak tedy, rozepsanim rovnosti po blocich, musi platit
Lll 0 X11 0 _ L11X11 0 _ I 0
Loy Lo Xo1 Xao Lo1 X1+ Loa Xo1 Loz Xoo 0 1Y)

L11X11 = Ia L22X22 = [7 L21X11 + L22X21 = 0.

neboli

Matice L je pritom nejen blokova, ale i v hierachickém formatu. Pro jednotlivé
rovnosti dostavame:

1. Lllel =1

Obé matice L1; i X4; jsou v dolnim trojuhelnikovém tvaru a jsou navzajem
inverzni. Jestlize jsou tyto matice v hierarchickém formatu, musime provést
opét rekurentni krok — rozdélenim na jednotlivé bloky —, dokud se nedostaneme
na obecné husté matice.

Jestlize jsou tyto matice jiz husté, muzeme spocitat X, napt. pomoci Gauovy
eliminace. Tedy klasicky odeliminovat jednotlivé radky

(L]~ -~ [I|L11] = L1 Xu].

2. L22X22 =1

Zde bude situace zcela analogicka. Obé matice Los i X9 jsou v dolnim troj-
tihelnfkovém tvaru a jsou navzdjem inverzni. Bud jsou opét hierarchické, pak
je rozdélime na jednotlivé bloky, nebo jsou husté, pak napi. pomoci Gaulovy
eliminace dostaneme

[L22|[] Yo [[|L§21] = [[|X22]-
Vypocty bloku X1 a Xas lze zjevné provadét zcela nezavisle — paralelné.

3. L21X11 + L22X21 =0:

Zde urcité zname matice Loy a Lo, pokud jsme jiz provedli prvni krok cely,
zname i matici X;;. Hleddme tedy matici X5;. Rovnici si tak muzeme upravit
do tvaru

LogXoy = —Lo1 X11.

Pravou stranu, kterou tvoif matice Lo, kterd ma nizkou hodnost (low-rank,
LR) a matice Xi;, kterd je bud hustd (Ds) nebo v hierarchickém formétu
(Hi). Pripomenme, ze aritmetice, resp. ndsobeni matic ruznych typu se struéné
vénuje kapitola 2.2, detailnéji viz bakalarska prace [14]. Kazdopddné souc¢inem
LR a Ds, resp. LR a Hi matic je vzdy LR matice. Tedy matice B = —Lo; X1
je nizké hodnosti, muzeme ji tedy prepsat, jako obvykle, na soucin B =UVT,
kde U a V maji r = rank(B) sloupcu.
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e Zbyva tedy vytesit rovnici
L22X21 = B7 resp. LQQXQl = UVT
Protoze Loy je regulérni, plati

Xop = L§213 = L§21(UVT) = (L§21U) VT,

N —

~

U

Vidime, jednak Ze Xy je také LR, nebof Xo1 = UVT a U a V maji r sloupct.
Druhou véci je, ze umime Xy; nalézt. Vyjdeme z rovnosti

U=LynU,
LyU = U.
Kdyz si oznaéime sloupce matic U a U takto
U=[w,.. 4], U=[u,... )l
vidime, ze staci vyfesit r soustav

L22aj:uj7 jzl,...,T
s dolni trojihelnikovou matici Los, ktera je bud hustd, coz umime dopfednym
chodem Gauflovy eliminace, nebo je v hierarchickém formétu, coz také umime
viz sekce 5.4.

7.3 Explicitni inverze celé matice

Explicitni inverzi velké idké SPD matice A pak dostaneme jiz jednoduse

T T
Xo1 Xo Xo1 Xo 0 X7 Xo1 Xoo |

Hi Hi

coz jiz umime provést. Souc¢inu dvou hierarchickych matic (konzistentné délenych
na bloky) se struéné vénuje kapitola 2.2, detailnéji viz bakalarska prace [14]. Vysledkem
soucinu je opét matice v hierarchickém tvaru. Poznamenejme, ze piiklady takovychto
fidkych matic lze nalézt v Harwell-Boeing Collection (viz [22] nebo [23]).
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Zavér

V této diplomové praci jsme nejdiive zopakovali pripadnym ¢tenaium dulezité in-
formace o vlastnostech hierarchickych matic. Popsali jsme zakladni aritmetické ope-
race, které se pii praci s témito maticemi mohou objevit. Pojem hierarchicka matice
neni natolik konkrétni, a tak jsme vhodné zvolili pro hlavni myslenku této prace
symetrickou pozitivné definitni matici. O SPD matici vime, ze ma radu zajimavych
vlastnosti, konkrétné v nasem piipadé jsme vyuzili zejména jeji silnou regularitu. Po-
moci Gauflovy eliminace jsme nalezli LU rozklad SPD matice, ktery je mozné zapsat
jako A= LL™T, coz je prave tzv. Choleského rozklad matice A. Hlavni ¢dst této prace
byla zaméfena na vypocet Choleského rozkladu takovéto SPD matice. Poukézali
jsme na nékolik moznosti, jak k tomuto rozkladu lze dojit, napt. narocnym vypoctem
po prvcich. V tomto pripadé ndm postupné vyjadiené prvky dale pomahaly k ziskani
prvka nasledujicich. Druhy zpusob, ktery jsme popsali je vypocet po sloupcich,
kdy matici A lze nakonec zapsat jako soucet vnéjsich souc¢inu postupné nalezenych
sloupcu L. Matici A jsme dale rozdélili na bloky a snazili se ukazat, zdali by bylo
také mozné tento rozklad ziskat. Jelikoz jsme se setkali s nékolika nesrovnalostmi,
naptiklad v podobé odmocniny z matice, kterou nelze interpretovat, museli jsme
zadefinovat maticovou funkci Chol(-), jejimz 1ikolem bylo nalézt Choleského rozklad
daného bloku.

Pokud je matice A v hierarchickém tvaru, poté musi byt i jeji rozklad hierar-
chického formétu. V praci jsme ukazali, jak tohoto tvaru dosadhnout a nésledné
vyuzit k feseni soustav s hierarchickou matici. Resen{ takovéto soustavy Az = b jsme
rozdeélili na Ly = b, kde LTz = y. Timto zpusobem lze vyuzit Choleského rozklad
pro vypocet soustav linearnich rovnic s hierarchickymi maticemi.

Smysl vyuziti Choleského rozkladu je tedy velmi ziejmy, jelikoz vzhledem k tomu,
ze matice L a LT jsou trojihelnikového typu, je feseni jednotlivych rovnic jedno-
duché. Tato feseni nalezneme s pomoci doprednych a zpétnych chodu Gauflovy
eliminace. Choleského rozklad hierarchické matice A nam v neposledni fadé muze
pomoci k nalezeni jeji explicitni inverze. To muze byt extrémné uzitecné, zejména
proto, ze obecné, resp. klasicky pro velkou tidkou matici A jeji inverzi explictné
sestavit nelze, ne z matematickych, ale z ryze praktickych, fyzickych duvodu.
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A Apendix: Souciny a inverze trojuhelnikovych
matic

V této ptiloze jen vyslovime a dokdzeme nékolik uziteénych pomocnych vét o troj-
uhelnikovych maticich.

A.1 Soucin dvou dolnich trojuhelnikovych matic je
dolni trojuhelnikovy

Véta 2. Necht A a B € R™" jsou dolni trojuhelnikové matice stejného Fddu. Pak je-
jich soucin

AB e R
je opét dolni trojuhelnikouvy.

Diikaz. Oznacme si a; ; a b; ; prvky matice A, resp. B. Protoze matice A a B jsou
dolni trojihelnikové, pro i < j plati a; ; = b; ; = 0. Soucin dvou matic, resp. (i, j)-ty
prvek soucinu je definovany vztahem

(AB)i,j = Z ai,kbk’j.
k=1

Pokud je ¢ < j, muzeme sumu na pravé strané rozdélit podle indexu 7 a j obecné
na tii casti

n 7 71 n

Z a; by ; = Z a;kbrj + Z i kbrj + Z a; kb j,

k=1 k=1 k=i+1 k=j
pricemz v piipadé i < i+ 1 = j prostredni suma neexistuje (obsahuje nula s¢itancu)
aproi<i+2=j,tedy i+1=7—1 obsahuje jen jediny scitanec. Viz také obrazek
ALl

Nyni se podivejme na hodnoty prvku v jednotlivych sumach. Vime, ze kdyz je

radkovy index ostie mensi nez sloupcovy, prislusny prvek je nula, tedy

i 7j-1 n
Z ik bk,j + Z Q4 bk,j + Z Qi k ka.

k=1 —~—  k=i+l Y~~~ k= —~—

0 0 0 0
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Obrazek A.1: Vypocet (i, j)-tého prvku soucinu dvou dolnich trojihelnikovych ma-
tic, kde 7 < j; -ty Tadek prvni matice nasobime j-tym sloupcem druhé matice.
Obecné se soucin rozpadne na tii ¢asti naznacené barevneé.

Tedy pro i < j dostavame

AB)Z] Zalk 0+ Z 0- 0+ZO bk]

k=i+1

Neboli souc¢in AB je dolni trojuhelnikova matice. O]

A.2 Soucin dvou hornich trojuhelnikovych matic je
horni trojuhelnikovy
Véta 3. Necht A a B € R™ jsou horni trojuhelnikové matice stejného rddu. Pak je-
Jich soucin
AB e R

je opét horni trojuhelnikovy.

Dikaz. Protoze A a B jsou horni trojihelnikové matice, AT a BT jsou dolni troj-
tihelnikové matice. Jejich soucin BT AT je tedy podle véty 2 dolni trojihelnikova.
Protoze soucin transpozic matic je transpozice souc¢inu matic ale v opacném poradi,
dostavame

BTAT = (AB)T,
tedy (AB)T je dolni trojihelnikova matice a tedy AB horni trojihelnikova. O

A.3 Inverze dolni trojuhelnikové matice je dolni troj-
uhelnikova

Véta 4. Necht A e R™" je dolni trojihelnikovd requldrni matice (tedy s nenulovymi
prvky na diagondle). Pak jeji inverze

AT eRM

je opét dolni trojuhelnikovd matice.
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Diikaz. Oznacme si a; j prvky matice A. Protoze matice A je dolni trojihelnikova,
pro i < j plati a;; = 0. Protoze matice A je regularni oznacme si dale X = A~ jeji
inverzi a x; ; jeji prvky. Dikaz provedeme sporem.

Predpokladejme naopak, ze X neni v dolnim trojihelnikovém tvaru. Pak existuji
takové indexy 7 a j, i < j, Ze plati x; ; # 0. Tedy matice X md nad diagonalou alespon
jeden nenulovy prvek. Navic je urcité mozné zvolit indexy i a j takovym zpusobem,
ze xy; = 0 pro vSechny k < ¢. Jinymi slovy, indexy volime tak, Ze nenulovy prvek z; ;
je v j-tém sloupci prvnim nenulovym prvkem, vsude nad nim jsou jiz nuly.

Protoze AX = AA™ = I je jednotkova matice, plati (AX);; = 0. Zaroven ale plati

n -1 n
(AX)ij =D ainThj = Y by +aibij+ Y a;be;,
o1 o1 kit l

kde jsme sumu napravo opét vhodnym zpusobem rozdélili. Pokud ¢ = 1, pak prvni

suma neexistuje. Viz také obrazek A.2.

Obrazek A.2: Soucin dolni trojihelnikové matice (vlevo) a jeji inverze (vpravo). V in-
verzi na pozici (i,7), i < j, predpoklddame nenulovy prvek (zeleny bod). Nésledné
spocitame soucin i-tého radku matice s j-tym radkem inverze. Obecné se soucin
rozpadne na tii casti naznacené barevné. Nenulovy prvek nad diagonalou inverze
zpusobi nenulovy prvek nad diagonalou jednotkové matice.

Nyni zbyvé rozmyslet, které z prvka jsou nulové z duvodu, ze (i) A je dolni
trojihelnikova resp. (ii) nad prvkem x;; jsou jiz jen samé nuly. Ziejme

-1 n
Zai,k Tkj +0iiTij + Z ik Th,j-
k=1 — k=i+1“—~—

0 (ii) 0 (i)

Dostévame tak

i—1 n
0= (AX)ZJ = Z Tik - 0+ ;5 5 + Z 0- T = Wi -
k=1 k=i+1

Nicméneé o prvku a;; vime, zZe je nenulovy z regularity matice A, a o prvku z; ; vime,
ze je dle predpokladu nenulovy (dle néj jsme volili indexy i a j), tedy také a;;z; ; #
0. Dostavame tak spor, tedy matice X musi byt opét v dolnim trojuihelnikovém
tvaru. O
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A.4 Inverze horni trojuhelnikové matice je horni troj-
uhelnikova

Véta 5. Necht A e R™ je dolni trojihelnikovd requldrni matice (tedy s nenulovymi
prvky na diagondle). Pak jeji inverze

Al e R
je opét dolni trojuhelnikovd matice.
Dukaz. Protoze A je horni trojihelnikovd matice, AT je dolni trojihelnikovd ma-

tice. Jeji inverze (AT)~! je tedy podle véty 4 dolni trojihelnikova. Protoze inverze
a transpozice jsou navzajem zaménitelné, dostavame

(AT) = (A1),

tedy (A1) je dolni trojihelnikovd matice, a tedy A~! horni trojihelnikov. O
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