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Anotace

Cilem prace zpracovat zakladni poznatky tykajici se ulohy vlastnich ¢isel (¢tver-
covych) matic, zejména véty o spektralnim, Schurové, resp. Jordanové rozkladu, a
zavést zakladni pojmy jako je charakteristicky polynom, privodni matice polynomu,
algebraicka a geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla.

V druhé ¢ésti prace pak provedeme struc¢nou resersi v matematické praxi nejcastéji
se vyskytujicich zobecnéni tlohy vlastnich ¢isel jako jsou napi. klasicky zobecneény
problém vlastnich c¢isel, kvadraticky problém vlastnich c¢isel, ale také na obecny poly-
nomidlni problém vlastnich cisel. V pripadech, kde to bude mozné bude naznaceno,
jak k feseni zobecnéné tlohy po teoretické strance pristoupit (cilem prace neni stu-
dium algoritmu pro feSeni takovych uloh).

Klicova slova:

vlastni ¢islo; vlastni vektor; Schurtv rozklad; Jordanuv rozklad; Spektralni rozklad;
problém vlastnich ¢isel; zobecnény problém vlastnich ¢isel; kvadraticky problém
vlastnich ¢isel; polynomialni problém vlastnich ¢isel
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Abstract

The goal of this thesis is to collect basic knoweledge about the standard eigeva-
lue problem for (square) matrices. In particular to recapitulate the theorems about
spectral, Schur’s and Jordan’s decompositions while introducing the basic related
objects like the characteristic polynomial, companion matrix of a polynomial, alge-
braic and geometric multiplicity of an eigenvalue.

In the other part of theis thesis, we explore a few generalizations of the eigenvalue
problem that are often studied in mathmatics. We focus on the classical generalized
eigenvalue problem, the quadratic eigenvalue problem, and also on the general poly-
nomial eigenvalue problem. We also briefly suggest, how to solve such generalized
problems, but only from the theoretical point of view (we do not study practical
real-world algoritms for solving such tasks).

Key words:

eigenvalue; eigenvector; Schur’s decomposition; Jordan’s decomposition; spectral de-
composition; eigenvalue problem; generalized eigenvalue problem; quadratic eigen-
value problem; polynomial eigenvalue problem
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Terminologie problémi vlastnich cisel

Ax =Xz klasicky problém vlastnich ¢isel (EP)
r = ABx obraceny problém vlastnich ¢isel
Az = \Bx zobecnény problém vlastnich ¢isel (GEP)
(AN, +AB+ A)x =0 kvadraticky problém vlastnich &isel (QEP)
(MC+AB+ Az =0 zobecnény kvadraticky problém vlastnich

¢isel (GQEP)

(ARL, + NE1A,  + -+ Ag)xr =0 polynomidlni problém vlastnich
¢isel (PEP)

(NFAR + X714, -+ Ag)z =0 zobecnény polynomidlni problém
vlastnich ¢isel (GPEP)

TECHNICKA UNIVERZITA V LIBERCI | Studentska 1402/2 146117 Liberec 1 | Fakulta prirodovedne-t itni a ped icka =.= 1 1
Univerzitni namésti 1410/1 1 46117 Liberec 11 tel.: +420485 352515 | jmeno.prijmeni@tul.cz | www.fp.tul.cz | IC: 46747885 | DIC: CZ 467 47 885 ...



Uvod

Vlastni ¢isla jsou pojem se kterym se student matamatiky, ucitelského ¢i neucitel-
ského studia, nejcastéji seznadmi, jiz v prvnim roce svého studia v predmétu Line-
arni algebra, ktery je ivodem do problému matic a vektorovych prostorii. Zakladni
myslenkou pfi vypoctu vlastnich ¢isel je pirevést maticovy problém na problém po-
lynomialni.

Ve své bakalarské praci bych rad ptinesl nahled do raznych zobecnéni problému
vlastnich ¢isel. V ramci terminologie se budeme bavit o tfech typech problému
a to o klasickém problému vlastnich ¢isel (Eigenvalue problem), zobecnéném pro-
blému vlastnich ¢isel (Generalized eigenvalue problem) a polynomialnim problému
vlastnch ¢isel (Polynomial eigenvalue problem). Kazdy z téchto problému zavadi po-
jem vlastni ¢islo a vlastni vektor trochu jinym zptisobem. Zobecnény a polynomiélni
problém vlastnich ¢isel rozsituji klasicky problém rizné, avsak se vzajemné dopliuji.
Tim nam vznika nejasnost, pokud bude potfeba v nasledujicim textu mezi témito
problémy odliSovat.

O klasickém problému vlastnich ¢isel lze nalézt informace v témér kazdé ucebnici
linearni algebry. V této praci jsme se inspirovali zejména dily [14] nebo [1]. O zobec-
néném problému vlastnich ¢isel, jeho feSeni s riznymi typy matic véetné vlastnich
vektoru a nékterych moznych maticovych uprav, lze nalézt v [12|. O kvadratickém
problému, jeho specidlnich piipadech a jeho vyuziti v mechanice ¢ pii vypoctech
fyzikalnich veli¢in v elektrickych obvodech se lze do¢ist napiiklad v literatute [13] a o
polynomialnim problému v [9], [2]. O moznostech linearizace polynomialni problému
lze pouzit zdroj [8].

Ukolem tohoto textu bude ¢tenafe seznamit s riiznymi zobecnénimi problému vlast-
nich ¢isel a jejich TeSeni, prevedenim na klasicky problém vlastnich ¢isel. Déle je
dobré poznamenat, Ze problém vlastnich ¢isel se vaZze k problému, nalézt exaktni
hodnotu polynomu stupné vétsitho nez 4. Z toho plyne, ze vétSina literatury zabyva-
jici se problematikou vlastnich ¢isel popisuje algoritmy, kterymi lze hledat numericka
feseni vlastnich ¢isel.

V praci bude ¢asto prechazeno mezi nazvy probléme vlastnich ¢isel a tloha vlastnich
¢isel. Tyto dva nazvy budeme ztotoznovat.

Matice se zpravidla definuji nad obecnymi télesy. V této praci budeme velmi ¢asto
pracovat s komplexnimi ¢tvercovymi maticemi a jen vyjmecné s realnymi. Od ctendre
se predpoklada, ze tedy zna nékteré vlastnosti téchto téles. Ctvercové matice nad

TECHNICKA UNIVERZITA V LIBERCI | Studentska 1402/2 146117 Liberec 1 | Fakulta prirodovedne-t itni a ped icka

Univerzitni namésti 1410/1 1 46117 Liberec 11 tel.: +420485 352515 | jmeno.prijmeni@tul.cz | www.fp.tul.cz | IC: 46747885 | DIC: CZ 467 47 885 ...




jinymi télesy nez C nebo R nejsou soucasti této prace.

Klasicky problém vlastnich ¢isel je silné spjat se ¢tvercovymi maticemi. K jejich
definici totiz ¢tvrercovou matici je nutné predpokladat. Z toho divodu se matice,
které nebudou ¢tvercové, v této praci objevi jen ve vyjmec¢nych piipadech.

Prace je rozvrzena do ¢tyt kapitol. V kapitole 1 si stru¢né popiSeme zakladni pojmy
s linedrni a obecné algebry, které vyuzijeme v dalSich kapitolach. V kapitole 2 si
definujeme vlastni ¢isla a vektory pro klasicky problém vlastnich ¢isel a zaméiime
se zejména na vlastnosti privodni matice, spektrum a nékolika rozkladim matic
pomoci vlastnich ¢isel.

V kapitole 3 si zobecnime klasicky problém a uvedeme nékolik ptipadi, které se daji
jednoduchymi tpravami prevézt na klasiky problém vlastnich ¢isel. V kapitole 4
si ukdzeme prevod kvadratického problému vlastnich ¢isel na klasicky pomoci zna-
losti o pruvodnich maticich klasického problému a tento krok zavrsime v kapitole 5
prevodem obecného polynomiédlniho problému vlastnich ¢isel na problém klasicky.

» EEE
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1 Zakladni pojmy

V prvni kapitole si struc¢né pfripomeneme nékolik zékladnich pojmi a nastroji z
linearni a obecné algebry, bez kterych se v nasledujicim textu neobejdeme. Kapitola
je rozdélena na t¥i sekce — Matice a vektory (sekce 1.1), Skalarni soucin a ortogonalita
(sekce 1.2) a Polynomy (sekce 1.3). Nejprve se zaméfime na matice, ¢tvercové matice,
rizné typy ¢tvercovych matic, vektor a na pojem blokové matice. Nasledné piejdeme
k pojmu determinant a uvedeme si nékolik jeho vlastnosti. Definujeme si regularni
a singularni matice a charakterizujeme si je. Ve tfeti sekci se zaméfime na unitarni
matice a jejich vlastnosti, které souvisi se skalarnim souciem. V posledni sekei si
vybereme nékteré znalosti o polynomech v souvislostech se Zakladni vétou algebry a
Abelovou-Galoisovou vétou. Podrobnéjsi vyklad linearni a obecné algebry 1ze nalézt
v knihach od Kofinka |7] a obecné algebry od Stanovského [11] nebo velmi ucelené
skripta linearni algebry od Barta a Tamy [14].

1.1 Matice a vektory

V prvni fadé je potieba si definovat pojem matice nad komplexnimi a redlnymi ¢isly.

Definice (Matice). Redlnou resp. komplexni matici s m-rdadky a n-sloupci rozumime
usporadanou mnozinu serazenou do tabulky

11 12 e Oqp

Q91 Q2 2 R Q92 n
A=

Om1 Qmo2 ... am,n

)

takovou, Ze oy ; € R, (resp. C). Symbolem (A);; rozumime prvek v i-tém Fddku a
j-tém sloupci matice A tj.
(A)ij = iy

V néasledujim textu budeme vyhradné pracovat se ¢tvercovymi maticemi nad kom-
plexnimi ¢isly, nad kterymi jsou definovany klicové pojmy této prace. étvercovych
matic existuje velké mnozstvi typt a kazda z nich je néjakym zplisobem svazéna
s vlastnimi ¢isly. Zavedeme si tedy ¢tvercovou matici a nékolik jejich rtznych vari-
ant nasledujicim zpusobem.
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Definice (Typy matic). Ctvercovou matici Fadu n rozumime matici s n ¥dadky a n
sloupci. Horni (resp. dolni) trojuhelnikovou matici U (resp. L) rozumime ¢tvercovou
matici takovou, Ze

(U)ij=0,i<] (L);; =0, 1i>j.

Rekneme, Ze D je diagondlni matice 7ddu n, pokud je horni a zdroven dolni troju-
helnikova. Diagondlni matici znacime

D = diag(élvl, R 76n,n)~

Necht A je komplezni matice s m vddky a n sloupci, pak transponovanou matici AT
a Hermitovsky sdruzZenou matici A* rozumime takové matice, Ze

T « _
(AV)ig =azi  (AY)iy =,
Symetrickou matici S a hermitovskou matici H rozumime matice

ST =49 H"=H.

Piedchozi definice je z velké ¢asti prejata z literatury [5, str. 1-2]. Definice téchto
typt lze jisté nalézt v libovolné ucebnici linearni algebry. Symbolem @;; v definici
hermitovsky sdruzené matice rozumime ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu a € C.
Symetrickou matici zpravidla rozumime realnou symetrickou matici. Pokud budeme
hovorit o komplexni symetrické matici, bude to v dany moment zminéno. Povsimnéte
si, Ze v pifpadé redlné matice A jsou transponovana matice AT a komplexné sdruzen4,
matice A* tytéz tj.
AT = A* A e RV,

Odtud plyne, 7Ze i pojmy symetrickd matice a hermitovska sdruzena matice v piipadé
realnych matic splyvaji. Dalsim vyznamnym druhem c¢tvrecovych matic jsou matice,
které reprezentuji jednotkovy a nulovy prvek.

Definice (Jednotkova a nulova matice). Jednotkovou matici I, Tadu n a nulovou
matici 0, Tddu n budeme rozumét komplexni diagondlni matice Fddu n takové, Ze

I, = diag(1,...,1) 0, = diag(0,...,0).

Nulovou matici s m radky a n sloupci budeme znagcit 0,, ,,. V ramci néasledujicich de-
finic budeme jednotkovou a nulovou matici psat bez indexu, pokud bude z kontextu
ziejmé jak jsou velké.

V literatuie [14, str. 153| se vektor definuje jako prvek vektorového prostoru. Pro
naSe potieby, ve kterych si definici vektorového prostoru nepotiebujeme zavadeét, si
vektor ztotoznime s matici, ktera ma jeden sloupec. Vektor budeme znacit v € C".
Nékdy se téz vektoru 1ika sloucovy vektor, abychom jej odlisili od vektoru fadkového,
tj. vektoru reprezentovaného jednim faddkem komplexni matice. Radkovy vektor bu-
deme znacit vT € C™ a bude vzdy explicitng zminén. V nékterych pifpadech mtze
vektor obsahovat pouze realné prvky, pak takovy vektor budeme znacit v € R™.
Nyni si uvedeme matici reprezentujici inverzni prvek a pojem regularni matice.
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Definice (Inverzni, regularni, singularni matice). Necht A je komplezni étvercovd
matice Fadu n, Inverzni matici k matici A rozumime komplexni ctvercovou matici

A~Y Fddu n takovou Ze
AA™ = A71A = L,.

Necht A je komplexni ctvercovd matice Tddu n, Fekneme Ze A je requldrni prdvée
tehdy, kdyz pro kaZdy nenulovy vektor x € C" plati
Ax #0.

Matici A nazveme singuldrni, pokud neni regquldrni.

Je dobré poznamenat, ze kazda matice je regularni praveé tehdy, kdyz k ni existuje
inverzni matice. Navic soucin regularnich matic je regularni matice. Charakterizujme
si singularni matice, které budeme vyuzivat v nasledujicich kapitolach. Prechod k
charakterizaci regularnich matic postac¢i negace vyroki nasledujici véty. Véta je re-
SerSi negace véty 4.65 z |14, str. 132 a negaci tvrzeni 7.22 z |14, str. 256].

Véta 1.1 (Charakterizace singularnich matic). Necht A je komplexni ¢tvercovd ma-
tice radu n, pak jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni.

(i) A je singuldrni.
(11) Ezxistuje x € C", x # 0 takové, Ze Az = 0.

(11i) Ezituje b takové, Ze linedrni soustava rovnic Az = b md alespori dvé Fesent.

Diikaz. (i) < (ii): Plyne pfimo z definice singularni matice.
(ii) = (iii): Necht existuje y takové, ze Ay = 0, pak pro kazdé o # 0 plati ady =
a0 = 0. Zvolme si libovolny vektor b € C", Ab # 0 , pak
Ay=0 A aAy=0
Ay+Ab=Ab A «adAy+ Ab= Ab
Aly+0b)=Ab A Aay+b) = Ab.

Oznatme b = Ab a 71 = Y+ b, zo = oy + b. Odtud plyne tvrzeni.

(ili) = (ii) Necht existuji dvé feseni z1,z, € C", 21 # x5 soustavy rovnic Az = b,
pak
A(IQ—ZL‘l) :ACCQ—AJ]l:b—b:O

O

Nyni se odprostime od singularnich matic a zamérime se na maticové prvky. Matice
mohou mit riuzné druhy prvkua jako jsou napiiklad komplexni nebo realné disla.
Nicméné prvek matice muze byt tvofen i jinou matici. Proto si nyni zavedeme pojem
blokové matice.

» EEE
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Definice (Blokova matice a maticovy blok). Necht A je kompleni matice s m Fadky
a n sloupci. Blokovgm délenim matice A rozumime

An A o0 Ay
Ao Avo ... A

A=| 7P ol k<m,i<n
Ak,l Ak72 .. Akl

)

takovou, Ze A; ; je komplexni matice a navic plati:

(a) Matice A;;, a Aij,,g1,72 € {1,..., 1} maji stejng pocet Tdadki pro dané i.

(b) Matice A;, ; a Ai,j, 1,10 € {1,...,k} maji stejny pocet sloupcii pro dané j.

Blokovou matici poté nazveme matici A a maticovy blok matici A, ;. Blokové diago-
ndlni matici rozumime blokovou matict D takovou, Ze blokovym delenim je maticovy
blok

Dz’,j =0 y Z%j, 0eCmomi,

Definice pochazi z literatury |5, str. 5]. Struktura blokové matice se ndm bude hodit
v nékterych dikazech vét. Prikladem je dikaz Schurovy véty (véta 2.13).

Pojem vlastni ¢isla se neobejdou bez determinantu ¢tvercové matice. Determinant
totiz tvori pomyslny pilit mezi matici a vlastnimi c¢isly.

Definice (Determinant). Nechl A je étvercovd matice nad C. Determinantem matice
A rozumime komplexni ¢islo det(A) takové, Ze

det(A) = Z sgn(7) Haﬂ-(i),ia
=1

71'6571

kde S,, je mnoZina vSech permutact proki 1,...,n.

O permutacich a mnoziné S,, se lze vice docist v [14, str. 244-250|. Determinant
matice A lze znacit jako |A|. V této praci budeme pouZzivat oba zpisoby znaceni
(det(A) i |A|) podle toho, co v danou chvili bude vhodnéjsi. Charakterizovat sin-
gulédrni matici, lze i pomoci determinatu. Komplexni ¢tvercova matice A fadu n je
singularni, pravé tehdy kdyz

det(A) = 0.

Toto tvrzeni 1ze nalézt jako negaci tvrzeni 7.22 v literatute [14, str. 256|. V piedchozi
véteé jsme si ukazali, jakym zpiisobem lze charakterizovat singularni matice a ze jich
muze byt velké mnozstvi. Nyni si uvedeme nékteré zédkladni zptisoby, které lze pouzit
pri vypoctu determinanti.

Véta 1.2 (Aritmetika determinantu). Necht A, B jsou komplexni cvercové matice
radu n, pak

» EEE
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(i) det(AB) = det(A) det(B),

(

(ii) det(A) = det(AT),

(1ii) det(A) = ( “),
(

(iv) det(A) =

det -1y

Dikaz véty lze nalézt v literatute [14, str. 252, str. 257 Nyni si povime néco o rozvoji
determinantu, ktery lze vyuzit pro vyjadieni determinantu, pomoci souboru deter-
minantt o Fad nizsi matice. Nastroje jsou prevzaty z literatury [5, str. 4] a [14, str.
259|. Ditkazy véty 1.3 a véty lze nalézt v [14, str.259-260]. K vypoctu determinantu
lze pouzivat tkzv. rozvoj determinantu podle sloupce nebo fadku. Definujme si proto
nejprve algebraicky doplnék, abychom mohli tvrzeni o tkzv. rozvoji determinantu
vyslovit.

Definice (Algebraicky doplnék). Necht A je koplexni ¢tvercovd matice idu n, n >
2, pak algebraickym dopliikem prvku a;; rozumime vyraz

(—1)i+j det(Ai,j)

kde A; ; je komplezni ¢tvercovd matice Fadu n — 1, jenZ vznikne vynechdnim i-tého
rddku a j-tého sloupce u matice A.

A poté lze jiz zformulovat tvrzeni véty.
Véta 1.3 (O rozvoji determinantu). Nechl A je koplexni cétvercovd matice Tadu
n, n > 2.

(i) Nechti € {1,...,n}, pak Fikime, Ze rozvijime podle i-tého Tidku a

n

det(A) = > (=1)"a;; det(A, ).

J=1

(11) Necht j € {1,...,n}, pak rikime, Ze rozvijime podle j-tého sloupce a

det(A) = zn:(—]_y—‘rjai’j det(Aw)

i=1

Uvedme jesté jednu vlastnost determinatu, kterd se vaze k horni trojuhelnikové
matici a jejichz dikaz lze nalézt v literatute |14, str. 251].

Véta 1.4 (O determinantu horni trojihelnikové matice). Necht U je horni troji-

helnikovd matice, pak
i=1
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Je-li A je c¢tvercovd blokovd matice tvaru
A Aip
A= ’ ’
( 0 A272 ’

kde B, D jsou ctvercové matice, pak

det(A) = det(ALl) det(AQ’Q).

Pokud je matice D dolni trojihelnikova, véta plati ve stejném znéni. Navic plati i
jeji blokova varianta.

1.2 Skalarni soucin a ortogonalita

Pro podsekci zabyvajici se Shurovym rozkladem je potieba si definovat pojem uni-
tarni matice a popsat vztahy mezi unitarni matici a skalarnim souc¢inem a normou
vektoru. Tyto vztahy se ndm budou hodit k dikazu Shurovy véty. Zac¢neme definici
unitarni matice, o které se mazeme vice dozvédét viz [14, str. 311].

Definice (Unitarni matice). Komplezni ctvercovou matici U nazveme unitdrni po-
kud UU* = 1,,.
Obdobné jako singulérni a regularni matice i unitarni matice jsou uzaviené vzhledem

k operaci nasobeni.

Véta 1.5 (O soucinu unitarni matice). Soucin dvou unitdrnich matic je unitdrni
matice.

Diikaz. Necht A, B jsou unitarni matice, pak

(AB)"(AB) = B*"A*AB = B*B = I,,.
Odtud plyne tvrzeni. O
Nyni pro popis vztahti mezi unitarni matici a skalarnim soucinem je potieba defi-
novat si skalarni soucin, jenz prejimame z literatury [14, str. 278] a [1, str. 367].

Definice (Skalarni soucin, Kolmost vektoril). Rekneme, Ze zobrazeni (-,-) : C* x
C* — C (resp. C) je skaldrni soucin na C", pokud Yu,v € C" takové,zZe u =
(Ury ..oy tp),v = (v1,...,0,) plati

(u,v) = ZumZ
i=1
Vektory u,v € C" nazveme vzdjemné kolmé, pokud

(u,v) = 0.
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Se skaldrnim soucinem je svazan pojem normy, zpravidla se dokazuje vét, ze skalarni
sou¢in tzv. indukuje normu, viz [5]. My zde pro jednoduchost zavedeme normu pravée
timto vztahem, kterym je definovana napiiklad v literatute |1, str. 363].

Definice (Norma vektoru, Jednotkov vektor). Normou vektoru v € C" rozumime

VYraz
[oll = v/ (v, v).

éekneme, ze vektor v € C" je jednotkovy pokud

[ol] = 1.

Unitarni matice ma zajimavou vlastnost, kterou pouzijeme pii dikazu Shurova roz-
kladu (véta 2.13) a ktera souvisi s kolmosti dvou vektorti a jednotkovymi vektory.
Mé&jme unitarni matici fadu n, rozdélenou na sloupcové vektory tj. Q = (vy,...,v,),
pak plati dva nasledujici vyroky.

(i) Vektory vy, ..., v, jsou jednotkové tj. Vi € {1,....,n} : (v;,v;) = 1.

(ii) Dva vzajemné ruzné sloupcové vektory jsou navzajem kolmé tj. Vi, j € {1,....n}, i #
j : <Ui,Uj> =0.

Tyto vlastnosti plynou z nasobeni matic a vztahu U*U = I,,. Mame-li jednotkovy
vektor ¢ € C", pak jsem schopni nalézt jednotkové vektory gs,...,q, € C" tak,
aby @ = (qi,...,q,) byla unitarni matice napiiklad, pfevodem linearné nezavislé
posloupnosti (g1, vs,...,v,), kde vg, ..., v, € C" pomoci Gramovy—Schmidtovy or-
togonalizace o které se 1ze docist napiiklad v literatuie |5, str. 66-70]. Timto bychom
m¢éli mit dostatecny aparat ohledné unitarni matic, abychom v sekci 2 mohli doka-
zat Schurovu vétu (véta 2.13. Posledni sekci, kterou je nezbytnou v problematice
vlastnich ¢isel a tim jsou polynomy.

1.3 Polynomy

Nyni se presuneme k definicim a tvrzenim, které potfebujeme z obecné algebry a to
konkrétné piipomenutim pojmu polynom o kterém se lze vice docist v [11, str. 27].

Definice (Polynom). Polynomem m(§) stupné n rozumime vjraz
7€) =Y g, a, £0.
k=0

Symbolem oy, zapisujeme k-1y koeficient polynomu a & nazjvdme proménnou poly-
nomu Koeficient ag nazijvame absolutni koeficient. Korenem polynomu rozumime &
takové, Ze w(&y) = 0.

» EEE
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Polynomy mohou mit obecné rizné koeficienty a riizné typy proménné. Komplexnim
polynomem s komplexnimi koeficienty rozumime zobrazeni 7 : C* — C" takové, ze

n
71—(5) - Zakgkv almg € (Ca Ay, 7& 0.
k=0
Takovy polynom vyuzijeme v ptipadé vypoctu klasickych a zobecnénych vlastnich
¢isel a vektoru. Specidlnim piipadem komplexniho polynomu miize, byt komplexni
polynom s redlnymi koeficienty, ktery rozumime zobrazeni = : C* — C" takové, ze

m(€) = ant®, ap €R,E€C, a, #0.

k=0

nebo redlny polynom s redlnymi koeficienty, kterym rozumime zobrazeni 7 : R” —
R™ takové, ze

T(6) =Y ot R, ay # 0.
k=0

Polynomem s maticovymi koeficienty stupné n rozumime zobrazeni takovy, ze

M(X) =Y A4XF A€ C™™ det(A,) # 0,
k=0

kde Ay je k-ty koeficient polynomu a X € C™*™ je proménna. Mluvime-li o poly-
nomu s maticovymi koeficienty komplexni proménné stupné n, ktery budeme vyu-
zivat v pripadé polynomiédlniho problému vlastnich ¢isel, budeme tim rozumét po-
lynom M (&) takovy, ze

M(E) =) Ak, Ap € C™™ det(Ay) # Oy,

k=0

pricemz Ay je k-ty koeficient polynomu a & € C je proménné. Definice polynomu
s maticovymi koeficienty neni zcela korektni. Spravné bychom méli psat polynomu
s komplexnimi ¢tvercovymi maticovymi koeficienty. Jelikoz se v této praci budeme
zabyvat zejména komplexnimi ¢tvercovymi maticemi, budeme polynomem s matico-
vymi koeficienty vzdy rozumét polynom s koeficienty, které jsou komplexni ¢tvercové
matice stejného radu.

Definice (Monicky polynom). Polynomem mw(\) stupné n nazveme monicky, pokud
o, = 1.

Pro polynom s komplexnimi koeficienty rozumime polynom tvaru

n—1
&+, e
k=0
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V pripadé polynomu stupné n s maticovymi koeficienty fadu m, pozadujeme pod-
minku aby

An = [ma
tedy polynom tvaru
n—1
X"+ ) AXE, A, X e Cm
k=0

Obdobné u polynomu stupné n s maticovymi koeficienty fadu m pozadujeme stejnou
podminku A, = I,,. Mame-li polynom (&) s libovolnym druhem koeficientii, pak
Ize polynom prevést na monicky, aniz by se zménila mnozina jeho kotenii. Uvedeme
prevedeni polynomu na polynom monicky v piipadé nami uvedenych t¥i pripadii.

(a) Obé strany polynomialni rovnice tvofenou polynomem s komplexnimi koefici-
enty m(&) = >0, axé® =0, o, # 0 vydélime neulovym ¢islem av,.

(b) Obé strany polynomiélni rovnice tvofenou polynomem s maticovymi koeficient(
komplexni i maticové proménné) vynasobime matici A ! zleva, coz lze nebot
predpokladame regularitu matice A.

Dalsim velmi uzite¢nym néstrojem je Zakladni véta algebry, jejiz tvrzeni odpovida na
otazku existence kofenti polynomu s komplexnimi koeficienty a jeji diisledek hovoii

vvvvvv

nalézt napiiklad v literatufe |7, str. 354-361].

Véta 1.6 (Zakladni véta algebry). Pro kazdy komplezni polynom w(\) stupné vétsi
nez 1 ezistuje prvek Ao € C takovy, Ze m(Ag) = 0.

Néasledné si uvédme dusledek, ktery nalezneme napiiklad v [14, str. 19].

Disledek 1. Kazdy komplexni polynom stupné n md n kofeni, véetné ndsobnosti.
Diikaz. Necht 7(A) je polynom stupné n. Podle zakladni véty algebry existuje \g € C
takove, ze m()\g) = 0. Ozna¢me polynom

m(\)

7'('1()\) = )\_)\0

Polynom 71 () je stupné n — 1. Opét pouzijme zékladni vétu algebry a oznac¢me

7T1()\)

=3

kde A je libovolny kofen polynomu 71 (\). Odtud pokrac¢ujeme induktivnim postu-
pem az do polynomu stupné 1. Zpétnym dosazenim dostavame vztah

T(A) = A =A)A=A) - (A= A1),

kde Ao, ..., \,_1 € C jsou kofeny polynomu 7()\). Odtud plyne tvrzeni. O
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Shrneme-li zdkladni vétu algebry a jeji disledek, pak ke kazdému polynomu s kom-
plexnimi koeficienty stupné vétsiho nez 1 lze nalézt kotfen a téchto kofenu vcetné
nésobnosti koiene je stejné jako stupen tohoto polynomu. Podstatné je, ze prestoze
vime, Ze existuji, je pro nékteré polynomy obtiznéjsi je nalézt. To by nam méla
priblizit nasledujici véta, kterou uvedeme bez dikazu viz [5, str. 39|.

Véta 1.7 (Abelova-Galoisova). Necht () je komplexni polynom stupné n. Pokud
n > 5, pak polynomidlni rovnice w(\) = 0 neni Fesitelnd v radikdlech.

Radikaly se rozumi vzorec sloZzeny pouze z operaci + ,—, -, : a VE Jinak feceno
Abelova—Galoisova véta fiké, ze pro polynomy s komplexnimi polynomy stupné 5
nebo vyssiho, nejsme schopni nalézt konecny vzorec pro nalezeni kotfeni podobné
jako u kvadratické nebo kubické rovnice. Na zavér sekce uvedme vétu, kterou pou-
zijeme v dikazu véty 2.3. Dikaz véty lze nalézt jako dikaz tvrzeni 9.47 v literature
|14, str. 349].

Véta 1.8 (O realném polynomu lichého stupné). KazZdy redlny polynom lichého
stupné md alespons jeden redlny koten.

Timto bychom meéli mit uvedeny zékladni pojmy k tomu, abychom mohli pracovat
s vlastnimi ¢isly a vlastnimi vektory komplexnich ¢tvercovych matic a nésledné i
zobecnit problematiku vlastnich ¢isel.
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2 Klasicky problém vlastnich cisel

V této kapitole se budeme zabyvat klasickym problémem vlastnich ¢isel ¢tvercovych
komplexnich matic. V prvni fadé zavedeme pojmy jako vlastni ¢islo a vlastni vektor,
popiSeme si zpusob nalezeni téchto vlastnich ¢isel a vektori. Nasledné dokdzeme
Schuriav rozklad (véta 2.13) a Schuriv rozklad pro normalni matice (véta 2.14), ktery
demonstruje, jak se vlastni ¢isla a vektory uplatnuji pfi rozkladu matice. Nakonec
si fekneme néco o Spektralnim a Jordanové rozkladu a jejich souvislost s Shurovym
rozkladem. Mnoho piikladu vyuziti vlastnich &isel 1ze nalezt v [14, str. 329-336].
Nyni vsak prejdeme ke klicovym definicim vlastnich ¢isel a vektori. Definice pochéazi
z literatury |5, str. 8|.

Definice (Uloha vlastnich ¢isel (EP)). Necht A je komplexni ctvercovd matice vddu
n. Problémem vlastnich &isel rozumime nalezent skaldru A € C a nenulového vektoru
x € C" takovych, Ze

Ar = \x.

Skaldar X\ nazyvame vlastni ¢islo a nenulovy vektor x nazgvdme vlastni vektor.

Jedna se tedy o feSeni maticové tlohy, kterou spliuje pouze podmnozina nenulovych
vektori z € C" a podmnozina skalara \ € C.

2.1 Charakteristicky polynom

Klasicky problém vlastnich ¢isel se typicky prevadi na feseni problému hledani kofene
komplexniho polynomu. Tento piechod z matice na polynom, probyhé nésledujicim
zpusobem. Predpokladejme, Ze A je komplexni ¢tvercova matice fadu n, A € C je
jeji vlastni cislo a x je vlastni vektor ptislusny vlastnimu ¢islu A, potom

Axr = Mz
Axr —dx =0
Arz — N,z =0
(A= M,)xz =0
(M, —A)x=0

viz |14, str. 342]. Matici (AL, — A) na levé strané rovnice nazyvame charakteristic-
kou matici matice A. Na tuto matici lze pohlizet jako na maticovy polynom prv-
niho stupné [1, str. 219]. Jelikoz = # 0 z definice vlastniho vektoru, pak zobrazeni

» EEE

TECHNICKA UNIVERZITA V LIBERCI | Studentska 1402/2 146117 Liberec 1 | Fakulta prirodovedne-t itni a ped

Univerzitni namésti 1410/1 1 46117 Liberec 11 tel.: +420485 352515 | jmeno.prijmeni@tul.cz | www.fp.tul.cz | IC: 46747885 | DIC: CZ 467 47 885 ...




(A— A, : C* — C" zobrazi nenulovy vektor x na nulovy vektor. Odtud z charak-
terizace singularnich matic (véta 1.1) plyne, Ze (A, — A) je singularni matice a tedy
charakteristickia matice (A, — A) je singularni pravé tehdy, kdyz

det(A, — A) =0

viz |10, str. 277|. Opa¢nym postupem lze dokazat, ze det(\l,, — A) = 0, potom A je
vlastni ¢islo matice A viz [10, str. 277].

Nyni na okamzik predpoklddejme, ze A € C je neznamé. Z definice determinatu,
totiz lze nahlédnout, ze det(Al, — A) je komplexni polynom tadu n. Pokud bychom
nasobili prvky na hlavni diagonale matice (A, — A) dostame ¢len obsahujici A\".
Tento polynom se nazyva charakteristicky polynom a pro tplnost si jej definujme

Definice (charakteristicky polynom). Necht A je étvercovd matice fddu n. Charak-
teristickym polynomem matice A rozumime polynom p(\) takovy, Ze

XA(A) = det()\In — A)

Definice je prevzata z knihy [13, str. 8]. Lze si rozmyslet, Ze tento polynom je navic
monicky tj. pro polynom w(\) = Y7 axA\*,a, = 1. Nyni jsme EP prevedli na
problém hledéni kotfene polynomu s komplexnimi koeficienty a dokéazali nasledujici
charakterizacni vétu jak je uvedeno v [6, str. 320].

Véta 2.1 (Charakterizace vlastnich ¢isel). Nechl A je komplezni ¢tvercovd matice
radu n, pak jsou ndasedujici vyroky ekvivalentni.

(a) X\ je vlastni ¢islo matice A.
(b) det(A,, — A) = 0.

(c) vlastni cislo je kofenem charakteristického polynomu p(\).

Pov§imnéte si, ze timto zptusobem jsme k nalezeni vlastniho ¢isla, nepotiebovali
existenci. Problém vsa nastava v jejich hledani, nebot podle Abel-Galoisovy véty
(véta 1.7) pro polynomy s komplexnimi koeficienty stupné vétsi nez 5 neexistuje
kone¢ny vzorec slozeny ze sc¢itani, nasobeni a umocnovani.

V nékterych pripadech jsme dokonce schopni za urc¢itych okolnosti tici, jaké jsou
vlastni ¢isla jedné matice pokud zname vlastni ¢isla matice druhé (véta 2.2), mizeme
omezit mnozinu hodnot, kterych muze alespoit jedno vlastni ¢islo nabyvat (véta 2.3)
nebo dokonce rozhodnout jaké vlastni ¢islo musi obsahovat, pokud je matice daného
typu (véta 2.4). K dikazim téchto tvrzeni ndm pomiize charakteristicky polynom.

Véta 2.2 (O vlastnich ¢islech transponované matice). A a AT maji stejnd vilastni
cisla.

TECHNICKA UNIVERZITA V LIBERCI | Studentska 1402/2 | 46117 Liberec 1 | Fakulta prirodovedne-t itni a ped icka ...

Univerzitni namésti 1410/1 1 46117 Liberec 11 tel.: +420485 352515 | jmeno.prijmeni@tul.cz | www.fp.tul.cz | IC: 46747885 | DIC: CZ 467 47 885 ...

-



Diikaz. Zajisté plati, ze (A, — A) = (A, — AT)T. Potom dostévéame
det(M, — A) = det((AL, — ATYT) = det(I, — AT).

Druhé rovnost plyne z véty o aritmetice determinatu (veta 1.2. z véty o charakteri-
zaci vlastnich ¢isel (véta 2.1), jiz plyne tvrzeni. O

7 véty o komplexni matici a vlastnich ¢islech a o polynomu lichého stupné (véta 1.8)
lze odvodit nésledujici tvrzeni.

Véta 2.3 (O realné matici a vlastnim &isle). KaZdd redlnd étvercovd matice A lichého
radu ma alespon jedno redlné vlastni ¢islo.

Diikaz. Necht A je realna ¢vercova matice lichého Fadu, pak charakteristicky po-
lynom xa(A) = det(Al, — A) je polynom lichého stupné s redlnymi koeficienty.
7 véty o polynomu lichého stupné (véta 1.8) plyne existence realného kotene, ktery
je vlastnim ¢islem matice A. Odtud plyne tvrzeni. [

K dikazu posledni véty potfebujeme dokézat jednoduchy vztah, ktery nebudeme
uvadét ve vété. Predpokladejme, ze A je komplexni ¢tvercova matice fadu n, pak
pro absolutni koeficient o charakteristického polynomu y () plati

ap = (—1) det(A) (2.1)

Ukazme si, ze vlastnost (2.1) doopravdy plati. Rozepiseme si charakteristicky poly-
nom x 4(\) jako
XA()\> = Oén/\n + -+ Oll/\ + op.

Pak plati, ze x4(0) = ap a tedy
ap = xa(0) =det(0.7,, — A) = det(—A) = (—1) det(A).

Tim by byla ovéfena vlastnost (2.1). Vé&tu, kterd nam urcuje vztah mezi vlastnimi
Cisly a singularni matici, kterou lze nalézt v |14, str. 338|.

Véta 2.4 (O singularni matici a vlastnim ¢isle). Necht A je komplexni ctvercovd
matice Fddu n, pak jsou ndsledujici dva vyroky ekvivalentni

(i) A je singuldrni.
(11) Vlastni ¢islo matice A je 0.

Diikaz. (a) = (b) Jestlize A je singularni matice, pak z vlastnosti (2.1) pro absolutni
koeficient o charakteristického polynomu x () plati

ap = (—1)det(A) =0.
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Potom rozepsanim a tpravami charakteristického polynomu plati

Xa(A) = A + -+ aX’ + al A+ ag
XAA) = ap N 4 -+ A+ g\
Xa(A) = Man N+ a4 ).

Odtud rozepsanim polynomu x 4(A) na kofenové ¢initele plyne, ze jednim z kofent
charakteristického polynomu y 4(\) je 0.

(b) = (a) Jestlize vlastni ¢islo matice A je 0, pak
0 =det(A, — A) = det(0], — A) = det(—A) = (—1) det(A).

Odtud dostéavame, ze det(A) = 0. Z véty o charakterizaci singularnich matic (véta
1.1) plyne, ze A je singularni matice. [

Tim bychom sekci o charakteristickém polynomu matice A uzavieli. Ukazali jsme
si, ze pfevedenim EP na charakteristicky polynom, odpovidaji vlastni ¢isla matice
A kotentim charakteristického polynomu. Nyni si ukdzeme ¢emu odpovidaji vlastni
vektory matice A zname-li vlastni ¢islo A € C.

2.2 Vlastni vektory

Zpusob nalezeni vlastnich vektori probiha z pocatku obdobnym zptsobem, jako
nalezeni vlastnich ¢isel. Opét predpokladejme, ze A je komplexni ¢tvercova matice
radu n, A € C je jeji vlastni ¢islo a x je vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu A,
potom

Ax = \z
(M, —A)x =0.

Nyni je tfeba vyfesit homogenni soustavu rovnic (A, — A)z = 0 a najit vSechna jeji
nenulové Tesenf tj.

reKer(A,—A), z#0

viz [14, str. 342]. K tomu je potfeba znat vlastni ¢islo A € C ke kterému se vlastni
vektor vztahuje, nebot pfislusné vlastni ¢islo ovliviiuje tvar homogenni soustavy
rovnic a tim urcuje mnozinu vlastnich vektort prislusné k danému vlastnimu ¢islu
A € C. Déle je tfeba si uvédomit, ze trivialni feSeni rovnice x = 0 neni vlastnim
vektorem matice A piislusné k A, protoze nespliiuje definici vlastniho vektoru (x #
0).

Jelikoz je charakteristickd matice (A— \I,,) singularni, coz jsme si jiz odvodili v pied-
chozi sekci o charakteristickém polynomu (sekce 2.1), pak z charakterizace singular-
nich matic (véta 1.1, (iii)) vime, Ze né&jaké nenulové feSeni mit musi. Nyni tento
vysledek zapiSeme pomoci charakteriza¢ni véty. Dikaz jsme prakticky provedli od
pocatku sekce 2.2.
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Véta 2.5 (Charakterizace vlastnich vektori). Necht A je komplezni ¢tvercovd ma-
tice a A € C je jeji vlastni ¢islo, pak jsou ndsledugici vyroky ekvivalentni

(i) x € C" | x #0 je vlastni vektor matice A prislusny k vlastnimu éislu X.
(11) x € C" je nenulovgm FeSenim homogenni rovnice (A, — A)x = 0.
(11i) x € Ker(A\l,, — A),  #0.

Protoze je matice (Al — A) singularni, pak je ke kazdému vlastnimu ¢islu nekonecné
mnoho vlastnich vektori, nebot soustava

(M, —A)z =0
mé nekonecné mnoho feseni, z ¢ehoz mimo jiné vyplyva néasleduji véta.

Véta 2.6 (O vlastnich vektorech). Necht A je komplexni étvercovd matice,c, B € C,
A € C je vlastni ¢islo matice A a x1, x5 € C" jsou vlastni vektory matice A prislusné
k vlastnimu ¢islu N\, pak

(a) je-li a # 0, pak (axy), (axs) jsou vlastni vektory matice A prislusné k A,

(b) je-li o, B # 0, pak (axy + Pxs) jsou vlastni vektory matice A prislusné k .

Dikaz. (a) A(azi) = aAxy = adxy = M axy), Vektor (axs) dokdZeme analogicky.
(b) A(axy + Brg) = A(axy) + A(Bx2) = Mawy) + A(Brz) = Maxy + Sry) V druhé

rovnosti jsme vyuzili (a).

]

Pravé proto, 7Ze je k jednomu vlastnimu ¢islu matice A existuje nekoneéné mnoho
vlastnich vektoru, pak vlastni vektory vyjadiujeme, bud mnoZinou vlastnich vek-
tort, kterou si oznacime stejné jako v [14, str. 342],

My ={x € C"; (A, — A)x = 0},

nebo pomoci nejvétsi mozné linedrné nezavislé posloupnosti vlastnich vektort {z,}5_,.

2.3 Privodni matice

Motivace priuvodni matice mize byt nasledujici. Mame-li monicky polynom m(\)
fadu n, pak v nékterych piipadech potfebujeme k tomuto polynomu 7(\) nalézt
komplexni ¢tvercovou matici fadu n takovou, ze m(\) je jeji charakteristicky poly-
nom. V této sekci si ukdzeme, ze kazdy monicky polynom radu n je charakteristic-
kym polynomem néjaké komplexni ¢tvercové matice a jak takovou matici muzeme
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zkonstruovat. Takova matice rozhodné neni jednoznacné urcend, protoze z véty o
vlastnich ¢islech transponované matice, plyne, ze A a AT maji stejna vlastni ¢isla a
tudiz i stejny charakteristicky polynom. Jednu z takovych matic nazyvame pruvodni

a v této praci ji stejné jako v literatute [5, str. 29] budeme definovat takto.

Definice (Privodni matice). Necht m(\) = A"+ i, 4 A" + a2 A2+ 4 Je
monicky polynom Fadu n. Privodni matici Py polynomu w(\) rozumime matici

0
1
0

0
0

0
0
1

0
0

0
0
0

0
0

0
0
0

0
1

—Qp_2
—Qp—1

Nyni si povime néco o charakteristickém polynomu privodni matice a jeho vztahu
s polynomem, ktery urcuje pravodni matici |5, str. 29].

Véta 2.7 (O charakteristickém polynomu privodni matice). Necht w(\) je monicky

polynom tddu n a P(w) je jeho privodni matice. Pak plati

m(A) = xp. (A).

Diikaz. Rozvojem determinatu podle posledniho sloupce dostdavame

-1 X 0
0 -1 A
=(=1)""ag| 1

0O 0 O

0O 0 O
A 00 ... O
-1 20 ... 0

+(—1)" P,y :

0 0 0 A
0 0 O -1

A 0 0 Qp
—1 A 0 (05]
0 —1 0 (6]
0 0 A N9
0 0 -1 Op_1 + A
0 A 0 0
0 0 -1 A
Pl D P
A 0 0 O
—1 0 0 O
A0
-1 A
+...+(—1)2n(0én_1+)\) 0 -1
0 O

0

o

A

Poté nalezneme blokové déleni takové, ze matice subdeterminantid bude mit nasle-

dujici strukturu
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kde U je horni trojihelnikovy a L dolni trojuhelnikovy maticovy blok. Podle véty o
determinantu horni (resp. dolni) trojihelnikové matice a determinantu horni blokové
matice plati, ze

xp, = det(\, — P) = ap(—=1)*" + oy A\(—=1)*" + ... + A" a1 + A) =

= ag + 041)\ + ...+ Oénfl)\nil + A
Odtud plyne tvrzeni. O

Z této véty vyplyva, ze pro kazdy monicky polynom 7 () fadu n, lze nalézt komplexni
¢tvercovou matici A Fadu n takovou, ze x4(A) je jeji charakteristicky polynom.
K polynomu 7(\) totiz nalezneme jeho privodni matici, ktera tuto vlastnost splituje.

Véta 2.8 (O matici a pravodni matice). Necht A je komplexni étvercovd matice a
P, , je privodni matice charakteristického polynomu x a(\). Pak matice A a P maji
stegnd vlastni cisla.

Diikaz. z véty 2.7 plyne, ze
xXa(A) = xp, (A)

Odtud z véty o charakterizaci vlastnich ¢isel (véta 2.1) plyne tvrzeni. O

V sekei charakteristicky polynom (sekce 2.1) jsme si ukazali, ze komplexni ¢tvercova
matice A fadu n ma stejna vlastni ¢isla jako matice A”. Nyni jsme si podle véty
(véta 2.8) ukazali, Ze existuje minimalné dalsi matice se shodnymi vlastnimi ¢isly.
Diky tvrzenim z této sekce muzeme ucinit néasledujici zavéry. Zname-li komplexni
¢tvercovou matici, pak zname jeji charakteristicky polynom (véta 2.1). K libovol-
nému monickému polynomu (), lze nalézt komplexni ¢tvercovou matici takovou,
ze m(A) bude jejim charakteristickym polynomem (véta 2.7), nicméné je charakte-
ristickym polynomem i mnoha dalsich matic (véta 2.2,2.8). Z téchto divodu plyne,
ze zname-li pouze charakteristicky polynom neznamé ¢tvercové matice a nelze tak
k charakteristickému polynomu jednoznac¢né urcit matici.

2.4 Algebraicka a geometricka nasobnost

Algebraicka nasobnost souvisi s po¢tem stejnych vlastnich ¢isel, zatimco geometrické
nasobnost s po¢tem linedrné nezévislych vlastnich vektori jednoho daného vlastniho
¢isla. Definujme si ji nasledovnym zptisobem.

Definice (Algebraickd a geometrickd nasobnost). Necht A je matice n X n a \ je

jeji vlastni ¢islo.

Algebraickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A rozumime jeho ndsobnost jakozZto
kotene charakteristického polynomu matice A.
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Geometrickou ndasobnosti vliastniho ¢isla \ rozumime dimenzi vektorového pro-
storu generovaného vlastnimi vektory cisla A

Algebraickou nasobnost zna¢ime alg(\) a geometrickou nasobnost geo(\).

2.4.1 Podobnost

K tomu, abychom se mohli bavit o Schurové rozkladu (nebo v dalsi sekci o spek-
tralnim nebo Jordanové rozkladu), je nutné si definovat podobnost dvou matic se
kterym vSechny rozklady primo souvisi. Tim v této sekci za¢neme. Definici 1ze nalézt
téz napiiklad v literatufe |1, str. 235].

Definice (Podobnost matic). Nechl A, B jsou komplexni étvercové matice Fadu n.
Rekneme, Ze matice A, B si jsou podobné, pokud existuje requldrni matice X takouvd,
ze

A=XBX '

Podobnost dvou matic, téz nékdy nazyvame podobnosti transformaci. Nyni si polo-
zime otazku: Jsou-li si dvé matice podobné, jak moc ,,podobné“ jsou jejich vlastni
¢isla? Na to nam odpovi néasledujici véta s literatury |14, str. 327|.

Véta 2.9 (O podobnosti matic a charakteristickém polynomu). Necht A, B jsou
podobné matice, potom maji stejny charakteristicky polynom.

Diikaz. Necht x 4(X) je charakteristicky polynom matice A, pak

xa(\) = det(M,, — A) = det(M],, — XBX ') = det(X(\[,)X ' — XBX!) =
= det(X (M, — B)X 1) = det(X) det(\, — B)det(X ") = det(A],, — B) = xp()),

pricemz druha rovnost je vyuziti pfedpokladu podobnosti 3X,det(X) # 0 : A =
X BX™!, pata rovnost a predposledni rovnost plyne z véty O soucinu determinanti
(véta 1.2). m

2.4.2 Vztahy mezi nasobnostmi

Algebraicka a geometrickd nasobnost spolu maji uréity vztah, ktery vyjadiuje na-
sledujici véta.

Véta 2.10 (Vztah algebraické a geometrické nasobnosti). Necht A je komplexni
ctvercovd matice Tddu n a X\ je jeji vlastni ¢islo, pak plati

alg(A) > geo(\)
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Diikaz. Necht Ay € C je vlastni ¢islo, k = geo(A) a vq,...,v, € C vzadjemné neza-
vislou posloupnost vlastnich vektoru piislusné vlastnimu ¢islu A tj.

Av; = Ny, 1 € {1,,/{3}

Zvolme libovolné vy, ..., v,, tak aby (vy,..., vk, Vgt ..., v,) byla linedrné neza-
visla posloupnost vektora a ozna¢me V' = (vy, ..., 0k, Uks1 - .., Up), pak

AV = ()\01)1, Ce 7/\()Uk, Avk+1 N 7AA’Un).
Vynésobenim rovnice V! zleva dostavame

VAV = NV o, NV o, VT Ay L VT A, =
= ()\061, ey >\0€k7 V_IAU;C_H oo ,V_IAUH> =

(Mol F
Lo a)

Navic z véty o podobnosti matic a charakteristickém polynomu (véta 2.9) plati, Ze
A a V7TAV maji stejné vlastni ¢isla. Pak

A — X)L F

Xv-1av(\) = det(AL, — VTAV) = ‘( . Mo —

kde F € C"ka G € C"**n=F Pak 7 véty o determinantu horni trojtihelnikové
matice (véta 1.4) plati

= (A= Xo)Lg| - Mot — Gl = (A= No)* - AL, — G|
Odtud plyne, ze vlastnich ¢isel A\g vzhledem k matici A je alespon k.
[

Nyni si zodpovime otazku kolik vlastnich ¢isel miize mit komplexni ¢tvercova matice
fadu n. Tvrzeni pochézi z literatury |14, str. 357).

Véta 2.11 (O vlastnich ¢islech a algebraické nasobnosti). KazZdd komplezni ctver-
covd matice A md prdvé n vlastnich cisel véetné algebraickijch ndsobnostr.

Diikaz. Necht A je komplexni ¢tvercova matice fadu n. Pak charakteristicky poly-
nom x4(A) = det(Al,, — A) je komplexni polynom. Takovy polynom ma z dusledku
Zéakladni véty algebry n kofenu, které jsou vlastnimi ¢isly matice A. Nasobnost ko-
fent se rovna algebraické nasobnosti kofent vlastniho ¢isla. Odtud plyne tvrzeni. [

7 predchozi véty bezprostiedné plyne, ze pro kazdou komplexni ¢tvercovou matici

A tadu n plati
Z alg(\) = n.
A€sp(A)
Tim bychom sekci o algebraické a geometrické nasobnosti zakoncili. V sekei o podob-
nosti a Jordanové rozkladu (sekce 2.7) si pomoci vztahu algebraické a geometrické
nésobnosti (véta 2.10) charakterizujeme matice diagonalizovatelné a ty, které nejsou
diagonalizovatelné.
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2.5 Spektrum

V této sekei si definujeme spektrum matice viz |1, str. 219] a téz si povime néco o
jeho vlastnostech, které budeme vyuzivat v nasledujicich kapitolach.

Definice (Spektrum matice). Necht A je komplexni ¢tverovd matice Fdadu n. Spek-
trem matice A rozumime mnozinu vlastnich cisel {\1,..., \,} Spektrum matice A
budeme znacit sp(A).

Mame-li tedy ¢tvercovou matici A fadu n a spektrum sp(A) jakozto mnozinu sloze-
nou slozenou s vlastnich ¢isel matice A, pak z véty 2.11 plyne, Ze

[sp(A)] <n,

pii¢emz rovnost nastane pravé tehdy kdyz Vi € {1,...,n} : alg(\;) = 1, neboli
vSechny vlastni ¢isla matice A budou rizna. Nasledujici véta nam fekné o hodnotach,
které mohou vlastni ¢isla nabyvat.

Véta 2.12 (Vlastnost spektra). Necht' A je komplexni étvercovd matice Fadu n, pak
sp(A) c C.

2.6 Schurtv rozklad

Prvnim z maticovych rozklad souvisejici s vlastnimi ¢isly a vektory klasického pro-
blému, o kterém se v této praci zminime, nazyvame Schurovym rozkladem. Jeho
vyznam je piedesim dilezity pro numerickou matematiku, nebot nam dava zpiisob
nalezeni tlohy vlastnich ¢isel, aniz by dochazelo ,k velikym nepfesnostem®, které do
vypodtu pfinasi vstupni data [5, str. 37|. Nicméné nas nahled na Schuriv rozklad
bude pouze v teoretické roviné.

Disledkem predchozi véty plyne ze podobné matice maji stejna vlastni ¢isla. Avsak
obracend implikace neplati. Mame-li dvé komplexni ¢tvercové matice A a B, které
maji stejna vlastni ¢isla, pak nelze rozhodnout, ze matici A, B jsou podobné. Tvr-
zeni podpotime protipiikladem. Predpokladejme, 7e kazdé dvé komplexni ¢tvercové
matice, které maji stejna vlastni ¢isla si jsou podobné. Pro kazdou regulédrni matici
X tadu n, plyne 7e X1, X! = XX~ = I, tj. jednotkova matice je podobna pouze
sama sobé. Charakteristicky polynom jednotkové matice I je

X,(A) = A2+ 220 +1
atedy A = 1, alg(\) = 2. Pruvodni matice P polynomu x,(A) mé z véty (2.8) stejna

vlastni ¢isla véetné nasobnosti jako matice I, nicméné [, a P si nejsou podobné,
protoze jednotkova matice je podobna pouze sama sobé. To je spor.

(i) Matice A, B jsou podobné.
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(ii) Matice A, B maji stejny charakteristicky polynom.

(iii) Matice A, B maji stejna vlastni ¢isla.

Pak pro nasledujici vyroky plati nasledujici vztah
(1) <== (i1) < (vii).

Nyni jiz muzeme pfijit k Schurové véta, kterd je nosnym kamenem Schurova roz-
kladu. Tvrzeni a dikaz pochazi z |5, str. 37-38|.

Véta 2.13 (Schurova). Necht A je komplexni c¢tvercovd matice #ddu n. Pak existuje
unitdrni matice QQ Tddu n a horni trojuhelnikovd matice U Fadu n s vlastnimi cisly
matice A na hlavni diagondle takovd, Ze

A=QUQ*.

Navic je proni sloupec q1 matice QQ vlastnim vektorem matice A prislusné k vlastnimu
cislu M.

Diikaz. V dukazu véty dokédzeme, ze U = Q*AQ je horni trojuhelnikovd matice
s uvedenymi vlastnostmi. Dikaz provedeme indukci podle fadu n. Pro rad 1 tvrzeni
zfejmé plati. Necht plati i pro fad n — 1. Ukazme, 7e plati i pro n. Necht A je
¢tvercova matice fadu n.

Ozna¢me x4(\) = det(JA — A). xa(A) je komplexni polynom, tedy podle zakladni
véty Algebry (véta 1.6) existuje, alesponi jeden kofen \; € C. Podle véty o charak-
terizaci vlastniho ¢isla (véta 2.1) je kofen Ay polynomu y4(A) roven vlastnimu ¢islu
matice A.

281
llax, 11

Potom ¢; je také vlastni vektor matice A prislusny k A; a plati Ag; = A\1q;. Nalez-
neme vektory go, ..., q, takové, ze Q, = (q1,...,¢,) je unitdrni matice. Ozna¢me

Q2= (g2, --,q). Potom

Ozna¢me ¢y, vlastni vektor p¥islusny k vlastnimu ¢&islu ;. Ozna¢me ¢; =

QZAQn = QZA(QL Q2) = QZ(AQI’ AQ2) = QZ(ACIh AQ2) = (g;) (>\Ch7 AQz) -

_ (qp\(h QTAQz) _ (Afff% QTAQ2) '
QoAq Q3AQ Ay Q3AQ

Oznacme A,_; = Q3AQy € C=x(=1 Pro ¥ad n — 1 Shurova véta plati podle
n—1)

indukéniho piedpokladu, odtud plyne, Ze existuje unitarni matie Q,_, € C~Dx(
a horni trojuhelnikova matice U,,_; € C=1D>(=1) takové, ze

An—l = Qn—lUn—lQ;—la

pak plati
* * * *
Q* AQ o )\Q1 a1 4 AQQ o >\q1 q1 1 AQ? o
n — - =
" AQ;Ql Anfl AQ;Ql anl Unfl szl
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_ <1 0 )(/\qi*ql qi‘ACb) (1 0 )
0 anl )\chh Unfl 0 Q;‘;,l '

< - )
0 Qh
je unitarni. Nyni dostavame vztah

. (1 0 A qiAQ2 (10

OnAln = (0 Qn—1> (AQ;ch Un-l)(o Q;z_1>'
B 1 0 Aiqr GAQ2) (1 0 ,
=00 o) (i T2 6 )@

10 Mg ¢ AQQ)
= Wn ) U= * )
Q Q <0 Qn—l) (AQQQl Un—l

pak z vlastnosti inverznich matic plati
1 0 A g q*AQz> (1 0 ) . o 4
A=Q, L ! . =QU =QU :
© <O in) ()\szh Un-1 0 Q. @ =0Ue QU@

Tteti rovnost plyne z toho, ze () je unitarni matice, nebot z véty o vlastnostech
unitarnich matic (vétal.5) plyne, Ze soucin unitarnich matic je unitarni matice.
Nyni je tfeba ukazat, Ze U je horni trojihelnikova matice, coz nastane pravé tehdy,
kdyz dokazeme, Ze A¢jq1 = X a AQ4q1 = 0. Jelikoz Qn = (q1,...,¢,) je unitarni
matice, pak skalarni soucin

Matice

Upravme

Oznacime-1i

. 1 pokud : = j,
qz'%’:{ P ’

0 pokud ¢ # j.
Odtud
AGqr = A1 =\

a

GO

AQqr = Mgz, - @) =XA| | =0.

01

z toho plyne, Ze U je horni trojihelnikova a timto je diikaz dokoncen. |

Vlastni ¢isla mohou byt usporddany podle velikosti nebo zcela ndhodné, véta to
nikterak nezakazuje. Nyni si mazeme zadefinovat Shuruv rozklad |5, str. 38|.

Definice (Shuriv rozklad). Rekneme, Ze Shuriv rozklad matice A je rozklad

A=QUQ

z predchozi véty.
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Na zacatku sekce jsme si tekli, ze Schuruv rozklad néjakym zptisobem souvisi s po-
dobnosti matic. Opravdu tomu tak je, nebot komplexni ¢tvercova matice A je po-
dobné horni trojuhelnikové matici U. Ze vztahu QQ *= [,, a definice inverzni matice
totiz okamzité plyne, 7ze Q* = Q7! a tedy

A=QUQ*=QUQ .

Schuriiv rozklad je tedy specidlnim ptipadem podobnostni transformace. Formulovat
Schurovu vétu lze tedy i nasledovné: Ke kazZdé komplexni ctvercové matici A lze
nalézt unitarni matici @Q takovou, Ze A je podobnd horni trojuhelnikové matici H
s vlastnimi ¢isly na hlavni diagondle.

Nyni si polozime dalsi otdzku. Protoze jsou vlastni ¢isla na hlavni diagonale, pro
jaky druh matic A bude matice U = diag(Aq,...,\,)? Na otazku ihned odpovime.
Tento druh matic nazyvame normélni matice a definujeme je takto.

Definice (Normalni matice). Komplezni ctvercovou matici A nazveme normdln,
pokud
AA* = A*A.

Nyni si dokdzeme, ze kazda normalni matice A je podobnéa diagonalni matici D
s vlastnimi ¢isly na diagonale v kontextu Schurova rozkladu.

Véta 2.14 (Shurova pro norméalni matice). Necht A je normdlni matice ¥idu n. Pak
existuje unitdrni matice Q Fadu n a diagondlni matice D = diag(\y, ..., \,) Fddu n
s vlastnimi ¢isly na hlavni diagondle takovd, Ze

A=QUQ".

Navic je sloupec q; matice QQ vlastnim vektorem matice A prislusné k vlastnimu ¢islu
A

Diikaz. Dikaz bude veden vesmés stejnym zpusobem, jako dikaz obecné Shurovy
véty. V dikazu véty dokdzeme, ze D = Q*AQ je diagonalni matice s uvedenymi
vlastnostmi. Diikaz provedeme indukei podle fadu n. Pro ¥ad 1 tvrzeni zfejmé plati.
Necht plati i pro fad n—1. Ukazme, ze plati i pro n. Necht A je ¢tvercova matice fadu
n. Pak pole Shurovy véty existuje horni trojihelnikova matice U € C"*" s vlastnimi
¢isly na hlavni diagonale a unitarni matice @Q,, = (¢1, ..., q,) takova, 7e

Rozepisme si horni trojihelnikovou matici U do blokové matice

U — Aroor U, € C(n—l)x(n—l)7r c Clx(n—1)70 c C(n—l)x17
0 U,

pak ¢ je vlastni vektor ptislusny vlastnimu ¢islu A;. Podle indukéniho predpokladu
Ize pro matici H; € C" =1 nalézt Shurtiv rozklad pro normalni matice, tj. existuje

» EEE
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unitarni matice Q, 1 = (uy,...,u, 1) € C* "1 a diagonalni matice D, ; €
Cr=1xn=1 takova, ze Hy = Q_D,_1Q,_1. Potom

* A n *
A= QU6 =0 (o1 Q;an_lQn_l) T =

1 0 A r 1 0 .
- Qn (0 Q:;—l) (01 Dnl) (0 in) Qn

PovSimnéme si, ze
0 Qny

je z definice unitarni matice. Oznac¢me

)\1 r 1 0
p=(6 o) el al)

Pak, z véty o vlastnostech inverznich matic plyne, ze

1 0 \/\ 7 1 0 . o .
=05 ol ) (8 o) o ol )@ -evet—ener

Tieti rovnost plyne z toho, Ze () je unitarni matice, nebot z véty o vlastnostech
unitarnich matic (véta 1.5) plyne, Ze sou¢in unitarnich matic je unitarni matice.

Matice D je zajisté horni trojihelnikova. Navic z jeji definice plyne, Ze D je dia-
gonalni pravé tehdy, kdyz r7 = 0. Nyni je tedy tfeba ukazat, ze r = 0. Nejprve
dokazme, 7e D je normalni.

DD" = Q"AQ(Q"AQ)" = Q"AQQ"A"Q = QAL A"Q = Q" AA"Q
D'D = Q"AQ(QAQ)" = Q"AQQ"A"Q = QAL A"Q = Q" A" AQ.
Jelikoz A je normalni matice, pak Q*A*AQ = Q*AA*Q a tedy DD* = D*D. Potom
DD*=D*D

A r A r *_ A r\ (N r
(6 o) (5 o) (6 ol) (6 o)
A r M\ 0 B N0 A r
6ol (el (el ) (6 o)

Nyni spo¢teme blok v prvnim fadku a druhém sloupci tj.

A\ 47 = AN
AT+ (1771 = (1Al
I~ = 0.
Odtud z definice normy plyne, ze rT = 0 a tedy D je diagonalni matice. O

Tim bychom uzavteli sekci o Schurové rozkladu a pokracovali sekei o dalSich rozkla-
dech souvisejicich s klasickou tlohou vlastnich ¢isel.
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2.7 Jordaniiv rozklad

Jordanuv kanonicky rozklad je jiny druhem rozkladu komplexni ¢tvercové matice A
pomoci vlastnich ¢isel, ktery jak jiz bylo feceno vychazi s podobnosti dvou matic
stejné jako Schurtv rozklad. Oproti Shurovu rozkladu A = QUQ* = QUQ ™!, ubi-
rame piedpoklad unitarity matice () a naopak vyzadujeme,aby U byla diagonalni.
tj. pro kazdou matici A chceme nalézt X a D diagonalni takovou, ze A = X DX 1.

Takovy rozklad bohuzel nelze nalézt pro vSsechny komplexni matice, coz si pozdéji
uvedeme ve vété 2.16. Proto bude potfeba oslabit predpoklad, ze D je diagonélni
matice, a nahradit jej o ,,néco obecné&jsi“ matici.

2.7.1 Diagonalizovatelnost a spektralni rozklad

V prvé fadé si pojmenujeme mnozinu komplexnich ¢tvercovych matic A, pro které

lze nalézt rozklad
A=XDX!

a to nasledujici definici.

Definice (diagonalizovatelné matice). Komplexni ctvercovou matici A nazveme di-
agonalizovatelnou pokud je podobnd diagondlni matici

Tento zapis je v nékteré literaturé pojmenovan jako spektralni rozklad. Prikladem
diagonalizovatelnych matic jsou zajisté normalni matice (véta 2.14). Tato véta navic
fikala, Ze matice, ktera je ve vété 2.14 oznacena () je slozena z vlastnich jednotkovych
vektoru matice A. Toto ale plati obecné u kazdé diagonalizovatelné matice, jak k&
nasledujici véta, viz napr [5].

Véta 2.15 (Véta o spektralnim rozkladu). Necht A je diagonalizovatelnd matice
a X = (21,...,7,) a D = diag(\(,..., \,) takové, Ze A = XDX™', pak x;, i €
{1,...,n} je vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu cislu ;.

Na potradi vlastnich ¢isel v predchozi vété nezalezi. Nyni pirejdeme k charakterizaci
diagonalizovatelnych matic. Zde je tfeba si pripomenout, co je algebraicka a geome-
trickd nasobnost vlastniho ¢isla a jaky maji mezi sebou vzajemny vztah. Spektralni
véta totiz pozaduje, aby byl ,stejny pocet® vlastnich ¢isel a vektori. Dikaz nésle-
dujici véty lze nalézt v |14, str. 338|.

Véta 2.16 (Charakterizace diagonalizovatinych matic). Necht A je komplexni ctver-
covd matice Tddu n, pak jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni

1. Matice A je diagonalizovatelnd.

2. Algebraickd ndsobnost je rovna geometrické ndsobnosti pro kazdé vlastni ¢islo
A matice A.

» EEE
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Pokud algebraickd nasobnost neni rovna geometrické nésobnosti pro kazdé vlastni
¢islo matice A, pak dan& matice neni diagonalizovatelna a tudiz neexistuje X a D
diagonalni takové, ze A = X DX 1. V takovém piipadé je tfeba oslabit predpoklad
diagonalizovatelné matice a prejit k obecnéjsi matici. Z véty o vztahu algebraické a
geometrické nasobnosti (véta 2.10) navic vime, ze alg(\) > geo(\).

2.7.2 Jordanova veta

Jelikoz vSechny matice nejsou diagonalizovatelné. Potfebujeme najit tiidu takovych
matic, aby jim libovolnd komplexni ¢tvercova matice byla podobné. Takové matice
se jmenuji Jordanovy matice, tyto matice se sklddaji s nulovych bloki a jordanovych
buiiek, které si nyni definujeme [14, str. 350].

Definice (Jordanova buiika). Necht A € C Jordanovou busikou Fdidu k rozumime
komplexni ¢tvercovou matici Jyy, 7ddu k, to jest

A1 0 ... 00

O x 1 ... 00

00 X ... 00
Hhre=1. . . . .| eCr

0O 0 O Al

0 0 0 0

V nékterych literaturach |5, str. 26| je Jordanova buiika nazyvéana téz Jordanav blok.
V trivialnim p¥ipadé, kdy & = 1 rozumime Jordanovou buiikou Jy; = (\). Jordanova
buiika je svoji strukturou velmi podobna diagonalni matici. Pokud blokovou matici
vyplnime Jordanovymi bunkami ziskdme nasledujici matici |1, str. 241].

Definice (Jordaniv tvar). Rekneme, ze matice J je v Jordanoveé tvaru, pokud

(a) J je ctvercovd komplezni matice.

(b) J je blokove diagondlni a zdroveri kazdy diagondlni blok je Jordanova burika.

to jest J = diag(Jx, ks - - -5 Iap k) NGZOTTES
S | B 0
g=| U Pee Y
00

V nékterych literaturach je Jordantv tvar nazyvan Jordanova matice |3, str. 116].
Lze si povSsimnout,ze dva libovolné vybrané Jordanovy bloky mohou obsahovat ruzné
komplexni ¢islo A a zaroven nemusi nabyvat stejnych ¥ada [14, str. 351]. Nyni, jiz
jsme schopni pro kazdou matici nalézt matici takovou, aby se co nejvice podobala
diagonélni matici. Dukaz lze nalézt v [14, str. 360].

» EEE
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Véta 2.17 (Jordanova). KazZdd komplexni ¢tvercovd matice A je podobnd matici J
v Jordanove tvaru tj. existuje matice X takovd, Ze

A=XJX "

V ramci Jordanovy matice nezalezi v jakém poradi jsou Jordanovy bunky sefazeny.
Jordanovym rozkladem rozumime rozklad

A=XJX !

z predchozi véty a lze jej vyuzit pii hledani feSeni soustav homogenich line4drnich
diferencialnich rovnic s konstanimi koeficienty viz [1, str. 282.

2.8 Shrnuti

V této sekci si shrneme poznatky z této kapitoly. Zavedli jsme si vlastni ¢isla A € C
a vlastni vektory z € C", x # 0 komplexni matice A spliujici vztah

Ax = M.
Vlastni ¢isla jsou takova, kterd jsou kofeny charakteristického polynomu
Xa(A) = det(N, — A)

a vlastni vektory x € C" piislusné k vlastnimu ¢&islu A rozumime FeSeni homegenni
rovnice

(M, — A)z =0, = #0.

Zavedli jsme si algebraickou a geometrickou nasobnost, kde algebraickd nasobnost
vlastniho ¢isla je nasobnost jakozto kofene charakteristického polynomu. Geomet-
rickou nasobnosti vlastniho ¢isla rozumime dimenzi vlastniho prostoru

{z e C"\ {0} ; (IA—A)x=0,\€sp(A)},

které jsou linearné nezéavislé. Uloha vlastnich &sel je tedy pievedena na tlohu na-
lezeni kofenti komplexniho polynomu. 7Z disledku Zakladni véty algebry (véta 1.6)
méa polynom pravé n komplexnich kofent véetné nésobnosti a tedy i n vlastnich
¢isel, které se ztotoznuji s koteny charakteristického polynomu. Nicméné pokud je
¢tvercova matice A fadu 5 a vice, pak jeji charakteristicky polynom méa stupen vétsi
nebo rovno 5 a podle Abelovy-Galoisovy véty (véta 1.7) neexistuje vzorec s konecné
mnoha operacemi pro nalezeni kofent stupné vétsich nez 5, a tudiz pro matice radu
5 a vySe lze hledat vlastni ¢isla pouze numericky [11, str. 43].

Néasledné jsme si prosli tfi maticové rozklady souvisejici s vlastnimi ¢isly, které jsme
shrnuli v obrazku 2.1. Poznamenejme, Ze
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Normalni matice

Shurdv rozklad pro

normalni matice Nenormalni matice
A=QDQ!

Chci zachovat diagonalitu

Chci zachovat unitarni transformaci

Shurtv rozklad
A=QUQ!

Diagonalizovatelna matice

Spektralni rozklad Jordaniv rozklad

A=XDX™! A=XJX!

Obrazek 2.1: Vlastni &isla vyjevujici rozklady dostupné pro ruzné (¢tvercové) kom-
plexni matice v zavislosti na jejich vlastnostech. Od normélnich az po obecné matice.

e Pro normalni matice je Jordaniv rozklad, Shuruv rozklad i Spektralni rozklad
totozny (tj. Rozkladem normalni matice podle Jordanovy nebo Spektralni véty
dostaneme stejny rozklad jako podle Shurovy véty pro normalni matice).

e Pro nenormalni matice neni Shuriv rozklad a Jordanuv (resp. Spektralni)
rozklad totozny.

e Pro diagonalizovatelné matice, lze ztotoznit Spektralni a Jordaniiv rozklad.

e Pro libovolnou komplexni ¢tvercovou matici existuje Shurtiv a Jordantv roz-

klad.

Pro nediagonalizovatelné matice neexistuje Spektralni rozklad.

Nyni pokro¢ime na kapitolu, ve které si klasicky problém vlastnich ¢isel zobecnime.
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3 GEP: Zobecnéeny problém vlastnich ci-
sel

Nyni piejdeme k prvnimu z moznych zobecnéni problému vlastnich ¢isel a to prida-
nim kompexni ¢tvercové matice B na pravou stranu rovnice. Vlastni ¢isla a vlastni
vektory se ve zobecnéném piipadé nevztahuji k jedné matici nybrz k usporadané
dvojici matic (A, B). Tento problém budeme nazyvat zobecnény problém vlastnich
¢isel. Je dobré poznamenat, ze vétsina literatury zabyvajici se tématem vlastnich
¢isel, at uz klasického, zobecnéného, se zaméfuje na numerické zptisoby nalezeni
vlastnich cisel. Je dobré upozornit, Ze se nejedna o jediné mozné zobecnéni viz kapi-
problém jako obecny linedrni problém vlastnich ¢isel, nicméné tak ¢init nebudeme.
Nyni si definujeme zobecnéné vlastni ¢isla a zobecnéné vlastni vektory. Definice
pochézi z literatury [12].

Definice (Zobecnéna tloha vlastnich ¢isel (GEP)). Nechl A, B jsou pevné dané
komplexni ctvercové matice steyného rdadu, pak ilohu

Ar = ABx, © #0

budeme nazijvat zobecnénou tulohou vlastnich c¢isel. Skaldr \ nazijvame vlastni ¢islo
nenulovy vektor x nazveme vlastni vektor.

Tato vlastni ¢isla nazyvame vlastnimi ¢isly GEP z duvodu terminologického odligent
GEP od EP. Vlastni ¢isla a vektory GEP se totiz nevztahuji k jedné komplexni
¢tvercové matici, ale k usporadané dvojici matic. Je dobré si uvédomit, ze usporadani
dvojice hraje roli. Zalezi zde totiz na poradi matic, nebot ulohy Az = A\Bx a Bx =
AAz nejsou v obecném piipadé shodné.

3.1 Klasifikace

Zobecnény problém vlastnich ¢isel, 1ze rozdélit na nékolik pripadiu, z nichz nékteré
piipady lze pfevést na klasicky problém vlastnich ¢isel. VSechny tyto pripady si
uvedeme v tabulce 3.1.

V tabulce si lze pov§imnout, ze EP je jednim ze specidlnich piipadi GEP a to
v piipadé, kdy B = [ Jelikoz jsme EP rozebyrali v kapitole 2, tak se nyni jiz
budeme zabyvat piipadem 2.

» EEE
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Tabulka 3.1: Jednotlivé varianty zobecnéného problému vlastnich ¢isel.

# | Typy zobecnéného porblému vlastnich c¢isel AeCm™ | Be(Cmn
1. | Klasicky problém (EP) libovolna | jednotkova
2. | Obraceny problém jednotkova | libovolna
3. | Regularni zobecnény problém regularni regularni
4. | Polosingularni zobecnény problém singularni | regularni
5. | Obraceny polosingularni zobecnény problém | regularni | singularni
6. | Singularni zobecnény problém singularni | singularni

3.2 Obraceny klasicky problém

V této kapitole si odvodime mozny postup, jak prevést obraceny klasicky problém
GEP na EP. Nyni predpokladejme GEP takovy, ze

Ar = \Bx, Ael,, BeC"™".
Tuto rovnici lze zapsat i ve tvaru
r = ABx. (3.1)

Nyni tpravami a substituci prevedeme vyraz 3.1 na klasicky problém vlastnich ¢isel

r = A\Bx
\lz = Bz
Ozna¢me o = A\~! potom
ox = Bz
a pro aplnou tpravu otoc¢ime strany
Bx = ox. (3.2)

Rovnice 3.2 je EP s vlastnimi ¢isly o. Vlastni ¢isla GEP jsou ¢isla oL,

3.3 Regularni zobecnény problém

Jako v ptipadé obraceného problému, lze i regularni zobecnény problém GEP pievést
na EP. Predpoklddejme GEP takovy, ze

Ax = ABx , det(A) = det(B) # 0. (3.3)

Upravami a substituci prevedeme vyraz 3.3 na klasicky problém vlastnich ¢isel. Na-
rozdil od obraceného klasického problému nebudeme substituovat skalar, ale matici.
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V prvanim kroku vynésobime rovnici matici B! zleva.

Ax = \Bx
B~ 'Ax = B"'\Bx
B 'Ax = A\B~'Bx

B 'Ax = \l,x
B 1Az = \z.
Ozna¢me C = B7'A, pak
Cx = A\x.

Ziskana rovnice je EP s regularni matici C' (soufinem regularnich matic vznikne
regularni matice) s vlastnimi ¢isly A, ktera jsou vlastnimi ¢isly QEP.

3.4 Polosingularni zobecnény problém

Polosingularni problém nastava ve chvili, kdy matice A je singularni a B je regularni
matice. Tento problém lze Fesit stejné jakov piipadé reguldrniho zobecnéného pro-
blému (sekce 3.3), protoze jsme v piedpokladu nevyuzivali predpokladu regularity
A. Predpokladejme GEP takovy, ze

Ax = ABx ,det(A) = 0 # det(B). (3.4)
Potom obdobné jako sekci (sekce 3.3) dostavame vyraz
Cx =Mz, C =B 'A.

Nalezneme vlastni ¢isla \;,7 € {1,...,n} matice C = B7' A, coZ jsou nami hledan&
vlastni ¢isla QEP. Rozdil oproti predchozimu regularnimu problému je ten, Ze matice
C' je singularni matice.

3.5 Obraceny polosingularni zobecnény problém

Predpokladejme GEP takovy, ze
Ax = ABzx , det(A) # det(B) = 0. (3.5)

V takovém pripadé jiz nemiizeme postupovat analogicky jako v ptfipadé, kdy B byla
regularni matice, coz byl klicovy predpoklad. V tomto problému je tfeba vyuzit
regularity matice A a nasobit rovnici zleva. Tedy

Ax = \Bx
A" Ax = AT (AB)x
I,x = \NA"'Bz.
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Ozna¢me F' = A~1B, pak
L,x = \Fzx

coz je obraceny klasicky problém (sekce 3.2). Vlastni ¢isla QEP jsou tedy podle
sekce 3.2 ¢isla A\, ' i€ {1,...,n}.

3.6 Singularni zobecneny problém

Uplny singularni GEP4 ve chvili, kdy A, B jsou singularni matice a nelze tedy vyuzit
zadnou z piedchozich moznosti, jak pripad pirevést na EP jiné komplexni ¢tvercové
matice. Predpokladame GEP takovy, ze

Ax = ABx,det(A) = det(B) = 0.

Potom
Ax = A\Bx
Ax — ABx =0
ANBr — Az =0
(AB—A)z = 0.

Stejné jako u EP je i nyni z # 0 a tudiz hledame X pro které by (AB — A) byla
singularni matice, coz podle charakterizace singuldrnich matic, hledame

det(AB — A) = 0.

Stejné jako v pripadé EP si i zde definujeme charakteristicky polynom a charakte-
ristickou matici.

Definice (charateristickd matice, charakteristicky polynom). Charakteristickou ma-
tici GEP rozumime matici

(\B — A).

Charakteristickym polynomem GEP rozumime polynom

Xa,B(A) =det(AB — A).

Navic je nalezeni kofent charakteristického polynomu x4 p(A) univerzalnim FeSe-
nim GEP, nebot neni potieba predpokladat zadné vlastnosti matic A, B. Predchozi
prevedeni na EP vS8ak mohou uleh¢it praci, nebot se s EP setkdvame, jiz v prvich
ro¢nicich vysokoskolského studia Matematiky.
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3.7 Spektrum zobecnéného problému

V kapitole 2 jsme si definovali spektrum komplexni ¢tvercové matice jako podmno-
zinu komplexnich ¢isel obsahujici vSechna vlastni ¢isla. Obdobné si zavedeme spek-
trum i pro GEP.

Definice (Spektrum). Necht A, B je komplexni ¢tverovd matice 7ddu n. Spektrem
matic A, B rozumime mnoZinu vlastnich cisel GEP {\y,..., \,} Spektrum matic
A, B budeme znacit sp(A, B).

V pripadé EP plyne 7e spektrum sp(A) = sp(A, ), kde A je komplexni ¢tvrcova
matice.

Z véty 2.11 jsme se dozvédéli, ze kazda komplexni ¢tvercova matice A fadu n ma
n vlastnich ¢isel véetné nésobnosti. Z toho divodu by nas zajimalo, zda pro kazdy
par komplexnich ¢tvercovych matic stejného fadu n, existuje pravé n vlastnich ¢isel
véetné nasobnosti kofene zobecnéného charakteristického polynomu.

Tento vyrok bohuzel neplati. Mame-li matici B = ((1) 8> a A = Iy, oboje fadu 2,
pak
10 A—1 0
XA,B—det()\B—A)—det(/\<O O)—]g)—det< 0 0~>\—1>_/\_1'
Koten polynomu x4 5 je Ay = —1. Tedy dostavame pouze jedno vlastni ¢islo.

Je dulezité poznamenat, ze mame-li dvé komplexni ¢tvrcové matice A, B stejného
fadu, pak sp(A, B) nemusi byt obecné podmnozinou komplexnich ¢isel, ale

sp(A, B) C CU {oo}

Nyni provedeme pozorovani spektra GEP u v8ech ptfipadi uvedenych vyse. Zakladni
myslenkou diikazu bude pfevod GEP na EP ze sekce 3.2, 3.3, 3.4, 3.5. Poznamenejme,
ze pro EP je spektrum podmnozinou mnoziny C.

Véta 3.1 (O zobecnéném spektru dvojice matic). O zobecnéném spektru dvojice
komplexnich cvercovijch matic plati ndsledujici vijroky.

(i) Spektrum obrdceného klasického problému je podmnoZinou mnoziny C*\ {0}.
(it) Spektrum requldrniho zobecnéného problému je podmnoZinou mnoziny (C\{0}).
(111) Spektrum polosinguldrniho zobecnéného problému je podmnozZinou mnoZiny C.

(iv) Spektrum obrdceného polosinguldrniho zobecnéného problému je podmnoZinou
mnoZiny (C\ {0}) U {oo}.
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Diikaz. (i) Mé&jme dvé komplexni ¢tvrcové matice I,,, B stejného fadu n. Z odvo-
zeni obraceného klasického problému (3.2) dostavame, Ze

Az = Bu.
Ozna¢me o = A7, Prostym otofenim stran rovnosti ziskdme vztah
Bx = oz,

kde o jsou klasickd vlastni ¢isla. Z pozorovani 2.12 vime, ze pro spektrum
matice B plati sp(B) = {01, ...,04} C C. Pak ze vztahu o; = \; ' plyne, 7e

(a) A\ € C\ {0}, jestlize o; € C\ {0}.
(b) \; € {0}, jestlize o; € {0}.
Odtud plyne vyrok (i).

(i) Méjme dvé regularni komplexni ¢tvrcové matice A, B stejného fadu n. Z od-
vozeni regularniho zobecnéného problému (sekce 3.2) dostavame, ze

B 1Az = .
Oznacime-li C' = B~'A, pak C je regularni matice. Uloha
Cr =\

je klasicky problém vlastnich ¢isel. Z negace véty o singularni matici a vlastnim
Cisle (véta 2.4) plyne, ze vlastni ¢isla A # 0. Odtud plyne vyrok (ii).

(iii) Necht A, B jsou komplexni ¢tvercové matice fadu n takové, ze A je singularni
a B je regularni matice. Z odvozeni polosingularniho zobecnéného problému
(sekce 3.4) dostavame vztah

B 'Ax = .
Oznacime-li C'= B~'A, pak C je singularni matice. Uloha
Cr =\

je klasicky problém vlastnich ¢isel. Z véty o singuldrni matici a vlastnim ¢isle
(véta 2.4) plyne, 7e alespon jedno vlastni ¢islo A = 0. Zbyvajici kofeny charak-
teristického polynomu yc(A) jiz mohou nabyvat libovolnych hodnot. Odtud
plyne vyrok (iii).

(iv) Mé&jme dvé komplexni ¢tvrcové matice A, B stejného fadu n takové, ze A je re-
guldrni a B je singularni. Z odvozeni obraceného polosingularniho zobecnéného
problému (sekce 3.5) dostavame vztah

r = \A"'Buz.
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Tabulka 3.2: Klasifikace spektra zobecnénych problému

Typ problému Spektrum
Klasicky problém Ax = z\ sp(A,I) c C
Obraceny problém z = Bz sp(/, B) C (C\ {0}) U{oc}
Regularni z. problém sp(A, B) C (C\ {0})
Polosingularni z. problém sp(A4,B) C C,0 € sp(A, B)
Obraceny polosingularni z. problém | sp(A, B) C (C\ {0}) U{oo}, 00 € sp(A, B)

Ozna¢me D = A~'B, pak
xr = ADzx

coZ je obraceny klasicky problém vlastnich ¢éisel (sekce 3.2). Odtud plyne, zZe
obraceny klasicky problém ma spektrum, které je podmnozinou (C\{0})U{oo}
Odtud plyne vyrok (iv).

]

Nyni je potieba rozmyslet si, jak by mohlo vypadat spektrum singuldrnéch zo-
becnéného problému vlastnich ¢isel. Méjme A, B singularni matice stejného fadu.
Oznac¢me si Ny p = ker AN ker B. Pfipomenme, Ze

r E€kerA & Ax = 0.

EP mél jista omezeni pro vlastni vektory tj. vlastni vektor x # 0. Pokud by totiz
x =0, pak

Ax = \z
A-0=X-0
0= A0,

a proto nelze o vlastnim ¢isle matice A nic tici. Pokud by v GEP vlastni vektor
x € Ny p tedy Az = Bz = 0, pak dostavame

Ax = \Bx
0=X-0

a téz nelze o vlastnim vektoru nic ¥ici. Proto musime predpokladat, 7ze x ¢ Ny 5.
Nyni mohou nastat tii pripady a to nasledujici:

(a) ker(A) D ker(B)
(b) ker(A) C ker(B)
(¢) ker(A)\ Nap # 0 Aker(B)\ Nap # 0
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Tabulka 3.3: Klasifikace spektra singuldrniho zobecnénych problému

Pripad Spektrum
ker(A) = ker(B) 0,00 & sp(A, B)
ker(A) 2 ker(B) 0 € sp(4, B), oo ¢ sp(A, B)
ker(A) C ker(B) oo € sp(A, B), 0¢sp(A,B)
ker(A)\ Nap # 0 ANker(B)\ Nap # 0 0,00 € sp(A, B)

Pokud ker(A) D ker(B), pak pro z € (ker(A) 2 ker(B)) plati

Ax = \Bx
0 = A\Bx,

jelikoz Bx # 0 z definice mnoziny ker(A) D ker(B), pak A = 0 a tedy
0 € sp(A, B),

pricemz z je vlastnim vektorem GEP. Pokud ker(A) C ker(B) , pak prox € ker(A) C
ker(B) plati

Axr = \Bzx
Ax = )0,
jelikoz Az # 0 z definice mnoziny ker(A) C ker(B), pak A = oo a tedy
% € sp(4, B),

pricemz x je vlastnim vektorem GEP. V poslednim piipadé, pokud = € ker(A) \
Nap # 0 stejnym postupem jako v pifpadé (a) dostavame, ze 0 € sp(A, B), kde «
je vlastni vektor GEP, zatimco pro y € ker(B)\ Na p # () ziskdme stejné jako u (b),
7e 00 € sp(A, B) a y je vlastni vektor GEP tedy plati, 7e

0,00 € sp(A, B).

Spektrum singularniho zobecnéného problému je podmnozinou mnoziny C U {oc}.

3.8 Vlastni vektory

Vlastni vektory lze nalézt podobnym zpusobem jako v ptipadé klasického problému,
feSenim homogenni soustavy rovnic

(AB—A)x =0,z #0.
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3.9 Shrnuti

Zobecnény problém vlastnich ¢isel
Ax = \Bx

rozsifuje moznosti reSeni algebraickych rovnic nad ramec klasického problému vlast-
nich ¢isel. Rekli jsme si, ze EP je jednim ze specidlnich piipadi GEP. Pokud o
maticich A, B nic nevime, lze vidy pouzit obecny piipad a tedy resit GEP pomoci

det(AB — A) = 0.

Vlastni vektory GEP fesime obdobné jako v pripadé EP tj. nalezenim feSeni soustavy
rovnic

(AB—A)z =0,z #0.

Uvedli jsme si také nékteré specialni pripady QEP uvedené v sekcich 3.2, 3.3, 3.4
a 3.5, které lze prevést jednoduchou tpravou z GEP na EP a u kterych jsme navic
zjistovali jejich spektrum.
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4 QEP: Kvadratické zobecneni problému
vlastnich cisel

V predchozi sekci jsme hovorili o zobecnéném problému vlastnich ¢isel Ax = ABux,
kde po prevedeni na levou stranu rovnice jsme ziskali rovnici

(AB—A)x=0.

Zobecnénou charakteristickou matici A\B — A lze vnimat jako linearni polynom pro-
ménné A\ s maticovymi koeficienty A, B. Tuto zobecnénou charakteristickou matici,
Ize jesté zobecnit, a to tim zptsobem, 7e nebudeme uvazovat tkzv. charakteristickou
matici pouze jako lineadrni polynom, ale napiiklad jako polynom kvadraticky

(N2C + AB + A)z = 0.

Zobechovat lze jesté na obecny polynom libovolného fadu k& s maticovymi koeficienty,
coz si uvedeme v nasledujici kapitole 5.

4.1 Kvadraticky problém vlastnich cisel

Nejprve se podivame na kvadraticky problém vlastnich ¢isel, ktery [13, str. 236]
definuje takto.

Definice (Kvadraticka uloha vlastnich ¢isel (QEP)). Necht A, B, C jsou komplexni
ctvercové matice Fadu n. Pak kvadratickou wlohou vlastnich éisel (QEP) rozumime
nalezeni A\ € C a nenulového vektoru x € C™ splnujici

(NI, + AB + A)x = 0,
resp. zobecnénou kvadratickou ulohu vlastnich cisel (GQEP) spliugjici
(NC+AB+ Az = 0.

Skaldar X\ nazyvdame vlastni ¢islo a nenulovy vektor x nazgvdme vlastni vektor.

Rozdil oproti EP a GEP je zajisté ten, ze EP a GEP jsou podmnozinou kvadratic-
kého problému vlastnich c¢isel. Mame-li totiz kvadraticky problém, pak pro C' =0,
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dostavame GEP a pro C, B = 0,, nastane EP. Dalsim rozdilem je, Ze kvadraticky
problém mé celkem 2n vlastnich ¢isel a to bud kone¢nych nebo nekone¢nych [13,
str. 236].

V nésledujicim textu budeme predpokladat, ze GQEP mé vedouci ¢len regularni, tj.
Pro ¢tvercové matice A, B, C ¥adu n bude tloha tvaru

(NC +AB+ Az =0, det(C)#0.

Ptipad, kdy C' je singularni uvazovat v nésledujici sekci nebudeme. PovSimnéte si,
ze bez Gjmy na obecnosti lze tedy predpokladat, ze

4.2 Blokova privodni matice maticového polynomu
regularni vedouci matici

K nalezeni vlastnich ¢isel se pristupuje obdobné jako k EP. Necht A, B,C jsou
komplexni ¢tvercové matice radu n a

(NC+AB+ A)z =0, det(C) #0.

je GQEP. Protoze z # 0 z definice vlastniho vektoru, pak matice \°C' + \B + A
musi byt singularni. Z charakterizace singularnich matic tedy plyne, ze vlastni ¢isla
A € C jsou takova, kterd spliuji, ze

det(\*C + B+ A) = 0.

Viraz xc.p.a(A) = det(A\2C' + AB + A) budeme nazyvat charakteristicky polynom
ulohy GQEP. Pov§imnéte si, ze bez Gjmy na obecnosti lze tedy piedpokladat, 7ze
Xc.5.4(A) je monicky polynom tj.

X1, 584N, B=C"'B, A=CA.

Proto pokud je vedouci matice C' regularni, lze prevést jednoduse GQEP na QEP.
Nyni se zaméiime na pruvodni matici a definujeme si ji v blokové formé pro QEP.
Méjme

M(\) = (AN +AB+ A)x = 0.

Priavodni matici QEP uvazujeme komplexni matici P tadu 2n x 2n takovou, ze

0, —A
Py = ( " B) |
Nyni se podivejme, co spliuji vlastni ¢isla matice Py, a jestli pomoci nich nelze urcit
vlastni ¢isla QEP. Pokud A = 0, pak

0, A

XPM(O):PM:det(_PM):‘_I B

|~ der(a)
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pricemz posledni rovnost plyne z véty o determinantu horni trojihelnikové matice
(véta 1.4). Pro charakteristicky polynom QEP plati

X1,,8,4(0) = det(0- I, +0- B+ A) = det(A)
proto x1, 5.4(0) = xp,, (0). Plati to vSak pro kazdé A\? Pokud A # 0, pak

A, A
XPM()‘) =Py = det(A[n N PM) - ’_In /\]n + B’ ‘
Nyni vynasobime prvni blokovy fadek ¢islem % a pri¢teme jej k druhému blokovému
radku, tj.
A, A B
—I, M,+B|

M, —A
0n M, + B+ A

1
’: |)\In|-‘XA+>\In+B‘.

po roznasobeni dostdvame pozadovany tvar tj.

’)\In A

Y _B’—|A2In+AB+A\.

Odtud dostavame vztah, ktery popisuje nasledujici véta.

Véta 4.1 (O charakteristickém polynomu privodni matice QEP). Necht A, B,C
jsou komplexni ctvercové matice vdadu n,(\*I, + AB + A)x = 0 je QEP a Py je
priwodni matice polynomu M(N\) = NI, + AB + A. Potom

X1n7B7A()‘) = XPuy (A)

Témto tpravam se v nékterych literaturé 8] ¥ika tkzv. linearizace problému vlast-
nich ¢isel, ackoli tento pojem rozumime trochu jinak nez obvykle. Zde se pojmem
linearizace rozumi pievedeni problému QEP na EP.

4.3 Vlastni vektory QEP

Pripomenme, ze vlastnim vektorem QEP rozumime x € C", x # 0 takovy, ze
(X1, + BA+ A)x = 0.

Vlastni ¢isla jsme dokazali nalézt pomovi tkzv. pruvodni matice i tu také vyuzijeme
pii hledani vlastnich ¢isel Q E P. Nejprve naleznéme vlastni vektory y pruvodni ma-
tice Py;, M = N2, + B\ + A tj.

Pyy = Ay
(r ) ()= ()
I, —B) \y Yo )
(o "5) () = C0n)
V1 — B’UQ Y2 )\y2 '

» EEE
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odtud dostavame dva vztahy

Y1 — Bya = Ays (4.2)

Nyni si z rovnice 4.1 vyjadfeme y; a dosadme do rovnice 4.2. Tim dostavame tvar
1
—XA% — Bys = Ay» (4.3)

a odtud dpravami

—Ays — ABys = )\2y2
—Ayy — ABys = I, 2y,
I, vy + ABys + Ay, = 0
(ML, + BA+ A)y, = 0.

a tedy yo musi byt vlastnim vektorem QEP.

4.4 Poznamka k GQEP

Ukazali jsme si, ze obecny kvadraticky problém vlastnich cisel tj.
(NC+AB+ Az =0

umime pievézt (tkzv. linearizovat) na EP dvojnasobné dimenze pokud C' = I,,. Je-li
vedouci matice C' regularni, odpovidajici linearizace by vypadala néasledovné

0, —C'A
(I _C—lB) y=\y, y # 0.

Poznamenejme, ze je-li C' singuldrni matice lze provést obdobnou podobu linearizace.
Ta vsek nevede na EP, ale na obrdceny polosinguldrni zobecnény problém vlastnich
cisel (sekce 3.5) dvojnasobné dimenze

0, —A\ (I 0,
(In _B)y—k(on C)y, y# 0.

Lze opét snadno ukazat, ze tato tiloha odpovida tloze

A, A B
(—In )\C+B>y_0’ y#0.

Tedy matice na levé strané musi byt singularni, tj.

M, A |
—I, \C+B )
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Eliminaci bloku —1,, pak dostavame (pro A # 0)

A, A .
0 M+B+3A| 7
neboli
det(A\*C + AB + A) = 0.
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5 PEP: Polynomialni zobecnéni problému
vlastnich cisel

Poslednim zobecnénim je polynomialni problém vlastnich cisel a jeho zobecnéna
varianta, kterd je nadmnozinou v8ech piedchozich uloh vlastnich ¢isel (EP, GEP,
QEP a GQEP) o kterych jsme psali v kapitolach 2, 3 a 4.

5.1 Polynomialni problém vlastnich cisel

Obdobné jako jsme EP zobechovali na QEP, lze v podobném duchu pokracovat,
¢imz se dostaneme k maticové tloze, kterou definuje néasledujici definice.

Definice (Polynomialni tloha vlastnich ¢isel (PEP)). Necht Ay, A; ..., Ay jsou ko-
plexni ctvercové matice fddu n. Pak polynomidlni ilohou vlastnich ¢isel (PEP) ro-
zumime nalezeni A € C a nenulového vektoru x € C™ splnugict

(AL, + N A+ ML+ Ay =0
resp. zobecnénou polynomidlni ilohu vlastnich cisel (GPEP) spliwugici

(NP A, + N TA 4+ ML+ Az = 0.
Skaldr X\ nazgvdme vlastni ¢islo a nenulovy vektor x nazgvdme vlastni vektor.
Povsimnéte si, ze pokud k = 1 a matici Ay, pak dostavame vyraz (A, — Ag)z = 0,

coz je EP. Pro matice Ay, Ay, pak dostavame vyraz (AA; — Ag)z = 0, coz je GEP.
Pro k = 2 a matice Ay, A; dostavame vyraz (A?I, + A\A; — Ag)z = 0, coz je QEP.

Polynomidlni tlohu vlastnich ¢isel budeme nadéle znacit PEP. V této praci se vSak
budeme zabyvat pouze PEP takovym, Ze podobné jako u QEP bude vedouci ¢len
monicky tj. pro Ag, A1 ..., Ar_1 € C"*" budeme uvazovat PEP jako tlohu

(V'L + N A 4+ A A+ Ag)z = 0.

Nyni jen kratce poznamenejme, co rozumime spektrem PEP.

Definice (Spektrum PEP). Necht Ay, ..., A, jsou komplexni ctverové matice Tddu
n. Spektrem matic Ay, ..., A, rozumime mnozinu vlastnich ¢éisel PEP {\,..., A}
Spektrum matic budeme znacit sp(Ay, ..., A,).
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Vzhledem k PEP t;j.
(WL, + NP A 4+ XA + Ag)z =0

plati, ze
|Sp(A17"'7An>| =k-n.

5.2 Priavodni matice a charakteristicky polynom
PEP

Obdobné jako u pfedchozich problému vlastnich ¢isel i zde si definujeme charakte-
risticky polynom a pro prehlednost zapisu i tkzv. A-matici.

Definice (M-matice, charakteristiky polynom). Necht Ag, Ay, ..., Ap_1 jsou kom-
plexni ctvercové matice Fddu n, pak A\-matici PEP rozumime matici

L) = ML+ N A+ AA + A
Charakteristickym polynomem PEP rozumime

XlnyAg—1,. A1, A0 (A) = det(L(N)).

Poznamenejme, 7e charakteristickd matice EP, je také A-matici PEP. O privodni
matici pfislusné polynomu s komplexnimi koeficienty jsme se rozhovofili v sekci 2.3.
Nyni si jeji obdobu uvedeme i pro polynomy s maticovymi koeficienty.

Definice (Blokova pruvodni matice). Nechf Ao, ..., Ax jsou komplexni ctvercové
matice Fadu n a M(X) = NI, + N1 A, + - + XAy + Ao, je maticovsj polynom.
Blokovou privodni matici polynomu M(X) rozumime matici

0 0 ... 0 —A
L, 0 ... 0 —A

PM _ 0 In 0 _A2 e (anxnk
0 0 I, —Ay

viz |4, str. 835|. Nyni provedeme analogickou vétu o charakteristickém polynomu
prvodni matice (véta 2.7) a O charakteristickém polynomu privodni matice QEP
(véta 4.1). Tuto vétu lze nélezt naptikald v literatute [4, str. 835].

Véta 5.1 (O charakteristickém polynomu privodni matice PEP). Necht Ay, A1,
Ay, ..., Ap_1 jsou komplexni ctvercové matice vdadu n,(NFL, + N7 A, 1+ + XA +
Aoz = 0 je PEP a Py je priwodni matice polynomu M(N\) = NI, + \E71A, ) +
<o+ AAL+ Ay, Potom

XIn,Ag—1,...,A1,40 (A) = XPy <)‘)
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Diikaz. Pokud A\ = 0, pak

Xl Apr A1, 40 (0) = det(Ag).

Dale
XPM(O) = PM = det(—PM) =
Nyni pificteme —1 nasobek 2 blokového fadku k 1-mu blovému tadku, nasledné —1

nasobek 3 blokového radku k 2 aZz —1 néasobek n-tého blokového fadku k n — 1
blokovému radku.

0 0 ... 0 A
I, 0 ... 0 A
o -1, ... 0 A
0 0 ... —I, A,

Néasledné pri¢tem 1 blokovy fadek k 2 az n—1 k 1 a nasledujicimi iipravami dostavme

1, 0o ... 0 Ay—A I, O 0 Ay— A
I L, .0 A=A 0 L, .. 0 Ay— A,

— 0 —In 0 AQ—Ag —10 0 ... 0 AO—Ag :det(A(])’
0 0 ... —I, A,y 00 ... 0 A

pricemz posledni rovnost plyne z véty o determinantu horni trojihelnikové matice
(véta 1.4) a tedy xr1,.4,_1....41.4,(0) = xp,, (0). Pokud X # 0, pak

XPM(/\) = det()\In — PM) =

A, 0 0O ... 0 0 Ay
-1, X, 0 ... 0 0 Ay

0o —I, X, ... 0 0 Ao

0 0 0O ... X, 0 Ap_s

0 0 0o ... =1, M\, Ao

0 0 0O ... 0 —1I, A1+,

Prvni blokovy ¥adek vynasobime A~! a pficteme jej k druhému blokovéu ¥adku, ¢im?
dostavame

M, O 0 ... 0 0 Ay
0 A, 0 ... 0 0 A+A
0 —I, M, ... 0 0 Ay
0 0 0 ... X, O Ap_3
0 0 0 ... —=I, M, Ao
0 0 0 ... 0 =1, A1+ )\,
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Opakovanim tj. druhy blokovy fadek vynasobime A! a pii¢teme jej k t¥etimu blo-
kovéu fadku dostavame

M, 0 0 ... 0 0 Ag
0 XM, 0 ... 0 0 3Ao + Ay
0 0 A, ... 0 0 A+541+A4,
0 0 0 ... M, 0 A3
0 0 0 ... —I, XM, Ap_s
0 0 o ... 0 -1, Ap_1 + A,

Opakovanim tohoto postupu tj. aZ po n—1 blokovy fadek vynasobime A\~! a pfi¢teme
jej k n blokovéu fadku dostavame

M, 0 0 ... 0 0 Ao

0 A, 0 ... 0 0 3 A0+ Ay

0 0 X, ... 0 0 Ao+ 1AL+ Ay

O 0 0 ... M, 0 7o+ AL+ + F A+ Ars

0 0 0 ... 0 M, s=Actaysdi+ -+ 54+ A

0 0 0 ... 0 0 gHAc+s=A+ 4342+ A1+,

Ptedchozi matice je blokova horni trojihelnikova proto z véty o determinantu horni
trojuhelnikové (véta 1.4) plati, ze

1 1
\e—1 Ao +

1
Art+ oo+ S Ap o+ My + Ap | =

det(Al,, — Py) = ‘)\k_lfn'| \E—2 A

= [Ao + A+ NP A L AT A A
Odtud plyne tvrzeni. O

5.3 Vlastni vektory PEP

Vlastni ¢isla jsme dokézali nalézt pomovi tkzv. priuvodni matice. U QEP jsme pomoci
blokové privodni matice téz dokazali nalézt vlastni vektory, nyni je zobecnénym
postupu pro QEP odvodime vlastni vektory PEP. Nejprve opét naleznéme vlastni
vektory y (jedna se o EP) privodni matice

Pﬁ/\/[7 M = )\kfn + )\k_lAk_l + -+ )\Al + Ao.

tj.
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M, 0 0 —Ap Y1

In )\In 0 _Al Y2

0o I, 0 —A ys | =0
0 0 c. In —Ak_1 + )\In Yn

Odtud roznasobenim matice a vektoru s drobnymi tpravami dostavame nasledujici
vztahy

)‘yl - Aoyn =0
Y1+ Ay — A1y =0
Y2 + )\y3 - AZyn =0

Yn—1 + (/\In - Ak—l)yn = 0.

Nyni vyjadfenim y; s prvni rovnice a dosazeni do druhé. Vyjadieni y, z druhé rovnice
a dosazeni do treti rovnice az vyjadienim y, 1 z n — 1 rovnice a osazeni do n-té
rovnice dostavame vyraz

(I 4+ A N o AQN 4+ Ag)yn = 0.

7Z toho vyplyva, 7e nalezenim vlastnich vektorti y = (y1,...,yn)T € C** blokové
privodni matice

Pyy M= XL, + Ap N AN+ A

je vektor y, € C" vlastnim vektorem PEP. Vzhledem k tomu, ze matice Py; mé k-n
vlastnich c¢isel vCetné nasobnosti, pak i v nékterych piipadech tj.

alg(\;) = geo(N;),i € {1,...,k-n}.

Pak i PEP mitze mit kn vlastnich ¢isel a tudiz nemuseji byt v nékterych ptipadech
vlastni vektory PEP zavislé.

5.4 Poznamka k GPEP

Ukazali jsme si, Zze obecny polynomialni problém vlastnich ¢isel

k
(VA + N A+ N2 Ay + MA + Ay = (Z AJN') z=0

J=0
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umime linearizovat na EP k-nasobné dimenze, pokud A, = I,,. Pokud je v8ak vedouci
matice Ay regularni, odpovidajici linearizace by vypadala takto

0y,

(=]

Op,

0, --- 0,
0, - 0,
I, - 0,
On ]n

— A Ag
— AT A
“ATe |y =y,

—A A

y # 0.

Poznamenejme, 7Ze je-li A, singularni lze provést obdobnou linearizaci, ktera vsak
vede na obrdceny polosinguldrni zobecnény problém wvlastnich éisel (sekce 3.5) k-

nasobné dimenze

0, Op
I, 0,
0, I,
0, 0,

0, —4Ao
0, —4A;
0, —A
[n _Akfl

I, 0, 0,
0 0 0Oy

Nyni ukdzeme, Ze tato loha odpovida tuloze

M,
I,
On,

0r,

Tedy matice na levé strané musi byt singularni, tj.

On On AO
M, 0, Ay
_]n On A2 Yy = O,
0, —1I, MNAp+ Ap
M, 0, 0, Ao
-1, M, 0, Aq
On _In On AQ
0, 0, —I, MNAp+ Ap_4

Y, y#0.

y # 0.

Postupnou eliminaci v8ech bloku —1I,, pak dostaneme obdobné jako v sekci 5.2 (viz

také sekci 4.4)

det(N\ Ay, + N 1A,y - 4+ A2 A5 + A + Ag) = 0.
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Tabulka 5.1: Jednotlivé varianty polynomialniho problému vlastnich ¢isel.

# | Typ problému A-matice
1. | Klasicky problém (EP) PN =X,—A

2. | Zobecnény problém (GEP) P(A\)=AB—-A, B#0,
PN =XC+)AB+ A
3. | Kvadraticky problém (QEP) A B,CeC™ |C|#0
4. | Zobecnény kvadraticky pb. (GQEP) A B,CeC™ C+#0,
P\ = XA, + -+ XA + Ag
5. | Polynomialni problém (PEP) A; € C ™ |Ag| #£0
6. | Zobecnény polynomialni pb. (GPEP) A; e C Ay #£0,
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V této bakalarské praci jsme uvedli zakladni poznatky ohledné problému vlastnich
¢isel a jeho nékolika druhu zobecnéni (GEP, QEP, PEP), které by méli ¢tenari
pomoct jako tvod do probletiky téchto tloh.

U EP jsme popsali prevod EP na charakteristicky polynom a pripomnéli jeho ne-
reSitelnost pro matice fadu k,k > 5, popsali jsme vypocet vlastnich vektori EP,
pravodni matici a spektrum véetné jejich vlastnosti, rozkladu (Shurova, Jordanova,
Spektralni) pomoci vlastnich ¢isel.

Nésledné jsme EP zobecnili na GEP pfidanim ¢tvercové matice na pravou stranu rov-
nice. Zabyvali jsme se tim, jak se GEP ,chovi“, pokud obsahoval nékteré ¢tvercové
matice se specifickymi vlastnostmi. Tyto specidlni pfipady GEP méli tu vlastnost,
7e §li jednoduchou upravou prevést na EP pripadné jeho opacnou variantu. Na-
sledné jsme se zabyvéli obecny piipadem GEP, vlastnimi vektory a spektry téchto
specialnich piipadi GEP.

V piipadé PEP (resp. QEP) jsme se jiz zabyvali pouze pirevodem PEP (resp. QEP)
na EP pomoci blokové privodni matice, kterd splhovala vlastnosti privodni matice
pouze v ramci svych bloki. Zminili jsme se o problému zavislosti vlastnich vektort
v piipapdé PEP (resp QEP).

Vystupem této prace bylo zejména piehled zobecnénych problémt a popis jejich
prevodu na EP pokud byl mozny. Déle roztiidéni GEP na specialni piipady a po-
pis jejich dprav na EP véetné rozboru jejich spekter. Nésledujicim rozsifenim této
bakalairské prace by mohla byt algoritmizace EP, GEP, QEP a PEP a hledani je-
jich numerického tfeseni. Vystupem by, pak mohl by rozbor téchto algoritmi véetné
tvorby baliku obsahujici tyto algoritmy v jednom z programovacich jazykii.
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